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(Linearni) regrese

Regrese je metoda predikce (odhadu) hodnot zavislé
promeénné (Y) na zakladeé hodnot jedné (X) Ci vice
nezavislych proménnych (prediktoru).

Linearni regrese odhaduje linearni vztah

Jednoducha linearni regrese: pouze jeden prediktor
VicecCetnalinearniregrese: vice nez jeden prediktor



e Kellstedt & Whitten (2013) priklad regrese volebniho zisku
inkumbenta (zavisla proménnaY) v zavislostina zméné HDP/pc
(growth) béhem predchoziho roku (prediktor X).

* Y=51.55+0.65*X
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Figure 8.3. OLS regression line through scatter plot with mean-delimited quadrants.



e Kellstedt & Whitten (2013) priklad regrese volebniho zisku
inkumbenta (zavisla proménnaY) v zavislostina:

— (1) zméné HDP/pc (growth) béhem minulého roku (prediktor X) a

— (2) dobrych zpravach (good news) o ekonomice pro posledni
kvartal (prediktor Z)

e Y=48.24+0.57*X+0.67*Z

A B C

intercept 51.55* 47.29* 48.24*

(0.86) (1.94) (1.64)
growth (X) 0.65* - 0.57*

(0.16) (0.15)
good news (Z) - 0.92* 0.67*

(0.33) (0.28)

R? 0.36 0.20 0.46
Std. error in parentheses
*=p<0.05




Regresni rovina

Observation vy,

Response plane

T,

X,
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1. Is there a credible causal
mechanism that connects X to Y7

Yes MNo
2. Can we eliminate Stop and reformulate your
the possibility that Y theory until the answer is
causes X7 "yes."
Yes No

Proceed with
caution to hurdle 3.

'3. Is there covariation
between X and Y7

3 T

4. Have we controlled for all Think about confounding
confounding variables Z that variables before moving
might make the association to hurdle 4.

between X and Y spurious?

/ \u‘laybe No
Control for

Stop and reformulate

Proceed with confounding

confidence and variables until your your caursal
summarize your answer is "yes" or explanation
findings. "no."

Kellstedt & Whitten 2013:58




Vicecetna linearni regrese

Umoznuje predikci ZP v zavislostina hodnotach vice nez jednoho
prediktoru

— Jaka je predikovana hodnota volebniho zisku inkumbenta (ZP Y), pokud
bereme v potaz ekonomicky ruist (prediktor X) a dobré zpravy o ekonomice
(prediktor 7)?

Umoznuje odhadovat dilci (parcialni) uc€inky (efekty) jednotlivych
prediktort na ZP

— Jak se zméni hodnota volebniho zisku inkumbenta (ZP Y), pokud se hodnota
prediktoru X zméni o jednotku (% bod) pri kontrole prediktoru Z?

— Jak se zméni hodnota volebniho zisku inkumbenta (ZP), pokud se hodnota
prediktoru Z zméni o jednotku (jeden kvartal) pri kontrole prediktoru X?



Regresni model: linearni regresni funkce

* Linearniregresnifunkce ma tvar:
— zavislda proménna(Y’) = prusecik(b,) + sklon(b,)*prediktor(X)

/ protoie teoretickou funkci

pouze odhadujeme nazdakladé
vzorku prostrednictvim

empirické funkce, odhad nutneé
zahrnuje nevysvétleny rozptyl ZP
(chyba modelu)

* Rozlisenipro populacia vzorek:

Y’ = predikovanahodnota ZP

— Y =B,+ B X+¢€; teoretickaregresnifunkce (populace)

— Y =b,+ b, X; empirickaregresnifunkce (vzorek)

— bya b, jsou odhady populacnich parametrt B, + B,

— Tj.:bga b, pocitame ze vzorku, Y a X zname (data ze vzorku)



Regresni model: linearni regresni funkce

Jednoduchy linearni regresni model:
* Y =by+b*X
e zavisla proménna = prusecik + sklon*prediktor

Vicecetny linearniregresni model:
* |Y =by+b*X+b,*Z
e | zavisld proménnad = prisecik + sklon*prediktor X + sklon*prediktorZ

N&kdy také:
o Y =b,+b,*X, +b,*X,

e zavisla proménna = prusecik + sklon*prediktor X, + sklon*prediktor X
1 2



Jak odhadujeme regresni model?



Metoda nejmensich Ctvercu

Metoda nejmensich ¢tvercu (Ordinary Least Squares): odhad
koeficientl, pruseciku a sklond, v linedrnim regresnim modelu

Minimalizuje vertikdlni vzdalenosti mezi pozorovanymi hodnotami(Y)
a predikovanymihodnotamiY (Y’).

Reziduum je chyba predikce dana rozdilem mezi pozorovanou (Y) a
predikovanou hodnotou (Y’) ZP

Reziduum=(Y-Y’) ; soucetrezidui>(Y-Y')=0
Kvadratické reziduum=(Y - Y’)"2
Soucet kvadratickych rezidui >(Y-Y ’)*2

OLS minimalizuje soucet kvadratickych rezidui: Y = minj(Y - Y’)*2



Regresni rovina

Observation vy,

Response plane

T,

X,
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Interpretace koeficientu sklonu: intuice



jednoduchy model s jednim prediktorem

model se dvéma silnéji korelovanymi prediktory s
mensimi dilcimi Ucinky (efekty)

model se dvéma slabéji korelovanymi prediktory s
vétSimi dilcimi ucinky (efekty)

inspirovano Kellstedt & Whitten 2013



X a Z nekoreluji = interpretace jako v jednoduché regresi
(X a Z jsou vzajemné nezavislé)

X koreluje s Y vice nez Z - ucinek X je pti kontrole vlivu Z
silnéjsi nez ucinek Z pfi kontrole vlivu X

Z koreluje s Y vice nez X - ucinek Z je pfi kontrole vlivu X
silnéjsi nez ucinek X pri kontrole vlivu Z

X a Z (témér) dokonale koreluji 2 hodnoty koeficientl se
budou blizit nekone¢nou (neinterpretovatelné) 2>
problém kolinearity



ProcC je to dulezité?



Priklad: jeden prediktor

* Predikce prijmu (Y) na zakladé pohlavi (X)
— X: muz (0), Zena (1)

Y =by+b;*X; pfijem = prusecik + sklon*pohlavi
e Vysledek odhadu:Y’ = 20000 + 1500*X

e Jaky je predikovany prijem pro muze a jaky pro zeny?



YI

Priklad: jeden prediktor

Predikce prijmu (Y) na zakladé pohlavi (X)
— X: muz (0), Zena (1)

= by + b, *X; pfijem = prusecik + sklon*pohlavi

Vysledek odhadu: Y’ = 20000 + 1500*X

Predikce pro muze (X =0): Y’ =20000 + 1500*0 = 20 000
Predikce pro zeny (X =1): Y’ = 20000 + 1500*1 = 21 500



YI

Priklad: jeden prediktor

Predikce prijmu (Y) na zakladé pohlavi (X)
— X: muz (0), Zena (1)

= by + b, *X; pfijem = prusecik + sklon*pohlavi

Vysledek odhadu: Y’ = 20000 + 1500*X

Predikce pro muze (X =0): Y’ =20000 + 1500*0 = 20 000
Predikce pro zeny (X =1): Y’ = 20000 + 1500*1 = 21 500

Co kdyz jsme opomnéli jiny dulezity prediktor? (Napady?)



Priklad: statisticka kontrola

* Predikce prijmu (Y) na zakladé pohlavi (X) a vzdélani (2)
— X: muz (0), Zena (1); Z: # roktd dokonceného vzdélani

Y =by+ b *X; + b,*Z; pfijem = pruseclik + sklon*pohlavi + sklon*vzdélani
e Vysledek odhadu: Y’ =18500- 1500*X + 2000*Z

* Predikce promuze (X=0): Y =18500- 1500*0 + 2000*1 = 20 500
 Predikceprozeny (X=1):Y =18500- 1500*1 + 2000*1 =19 000

- pri kontrole vzdélani se efekt pohlavi otaci



Kellstedt & Whitten (2013) priklad regrese volebniho zisku
inkumbenta (zavisla proménnaY) v zavislostina:

— (1) zméné HDP/pc (growth) béhem minulého roku (prediktor X) a

— (2) dobrych zpravach (good news) o ekonomice pro posledni
kvartal (prediktor Z)

* |Y’ =48.24+0.57*X+0.67*Z|

-

Ktery prediktor ma vétsi
ucinek (efekt) na ZP?

A B C

intercept 51.55* 47.29* 48.24*
(0.86) (1.94) (1.64)

growth (X) 0.65* - 0.57*
(0.16) (0.15)

good news (Z) - 0.92* 0.67*
(0.33) (0.28)

R2 0.36 0.20 0.46

Std. error in parentheses

* = p<0.05




Ktery prediktor ma vétsi
ucinek (efekt) na ZP?

A B C

intercept 51.55%* 47.29* 48.24*
(0.86) (1.94) (1.64)

growth (X) 0.65* - 0.57*
(0.16) (0.15)

good news (Z) - 0.92* 0.67*
(0.33) (0.28)

R2 0.36 0.20 0.46

* =p < 0.05; Std. error in parenthesess

standardizovany koeficient:

— sX)
bStd - b * S(Y)

* Nutné zohlednit jednotky, v nichz jsou proménné méreny!
— X (growth)= procentnibody ; Z (good news) = kvartaly

* Proporovnatelné hodnoty koeficientli standardizujeme skrze

smérodatné odchylky ZP a daného prediktoru:

— b,std=b, * (std.dev(X)/ std.dev(Y))=0.57 * (5.496/6.017) = 0.52 (growth)

- zvyseni hodnoty X o 1 std.dev. znamena zvySeni Y o 0.52 std.dev.

— bystd=b, * (std.dev(Z) / std.dev(Y)) =0.67 * (2.952/6.017) = 0.33 (good news)
- zvySeni hodnoty Z o 1 std.dev. znamena zvySeni Y o0 0.33 std.dev.

» Standardizované koeficienty se nazyvaji beta

Kellstedt & Whitten 2013




Interpretace ucinku

* Jaké jsou ucinky prediktor( union10 a abortion_rank12?
— unionl10: % pracovnikl v odborech
— abortion_rank12: ranking 50 statu (1 = nejméné, 50 = nejvice)

Maodel Fit Measures

Model R R Adjusted R*

1 0.673 0.452 0.429

Maodel Coefficients - obama2012

Predictor Estimate SE t O
Intercept 33.926 2537 13.537 < .,001
unionl0 0.764 0.252 3.03 0.004

abortion_rank12 0.218 0.100 2.17 0.035




. _. Descriptives
Madel Fit Measures

Overall Model Test obamaZ0l? abortion_rankl?  unionl0

Madel R R F dfl df2 o N 30 30 30
Missing 0 0 0
1 0.673 0452 194 2 a7 =001 Mean 182 755 114
Median 20.2 25.5 109
Standard deviation 10.3 146 5.79
Model Coefficients - obama2012 Minimum 24.7 1 3.10
Predictor Estimate SE t P Stand. Estimate Maximum 705 30 23.2
Intercept 33.925 2537 13.37 <001
unionl0 0764 0.252 303 0.004 0430
abortion_rank12 0218 0.100 217 0.035 0.308

’ v

Beta vahy (Stand. Estimate) ukazuji, Ze u¢inek union10 je cca o 40 % vyssi nez
ucinek abortion_rank12

vSe pri predpokladu kontroly
ostatnich prediktoriv modelu

Beta pro union10: 0.430, tj. zvySeni o 1 std.dev. = zvySeni ZP 0 0.430 std.dev.
Zvyseni union10 o 5.8 p.b. zvysi obama2012 0 0.43*10.3 =4.43 p.b.

Beta pro abortion: 0.308, tj. zvyseni o 1 std.dev. = zvyseni ZP o0 0.308 std.dev.
Zvyseni abortion o0 14.5 mist zvysi obama2012 o 0.308*10.3 = 3.17 p.b.



Jak dobre regresni model vysvetluje
rozptyl zavislé proménneé?



Celkovy rozptyl = nevysvétleny rozptyl + vysvetleny
rozptyl

Unexplained: (Y, - ¥))°
Explained: 3{Y,; - ¥)°
Total: Z{Y; - Y)?




Rozptyl vysvétleny regresnim model (SSM: sum of squares of model)
SSM = Z(Y’ — mean(Y))2

Nevysvétleny rozptyl: chyba modelu (SSR: sum of squares of residuals):
SSR=2(Y—-Y')?

Celkovy rozptyl (SST: total sum of squares)=SSM + SSR

SST = Z(Y — mean(Y))2

Y’ = predikované hodnoty (rovina)
Y = pozorované hodnoty (body)
mean(Y) = primérna hodnota ZP

Podil SSM/SST ukazuje (1) tésnost regresniho vztahu mezi ZP a prediktory
a (2) presnost predikce zaloZzené na regresnim modelu (funkci)

Y
Bs B, 7
T <«————— Observation y,
B
' I /XT/I/ ppppp

www.ck12.org



Koeficient determinace

e KD (R?) ukazuje podilrozptylu Y vysvétleného regresnim modelem (SSM)
vuci celkovému rozptyluY (SST) = SSM / SST

e SST=SSM (vysvétleny rozptyl) + SSR (nevysvétleny rozptyl)

SSY=55T

SSM | sum of squares of model

SSR | sum of squares of residuals

SST | sum of squares of total




Upravené R?

* Vyssi pocet prediktord = R?

e ZvySenim poctu prediktoru se sniZzuje parsimonie modelu

* Upravené R? (adjusted R?) (1) penalizuje za pocet prediktort
(p) a (2) za nizsi pocet pozorovani (n)

(@ -RYx(m - 1))
(n—p—-1)




Model Fit Measures

Orwverall Model Test

Model R R®  Adjusted R F dft df2 D R? udava, Ze model vysvétluje 62
1 0.786 0.518 0,602 38.1 2 47 < 001 % rozptylu ZP (obama2012),
upravené R?udava 60 %.

Model Cosefficients - obama2012

Predictor Estimate SE t p Stand. Estimate

Intercept 22.585 5.843 3.87 <001

gay_policy_con: vysSi R? znamena nizsi Citatel
ez — Mo -10.764 2059 -5.23 <001 -0.518

ba_or_more 0801 0.215 419 < 001 0415

(1 = RY*(n — 1))
— vétsi pocet prediktori (p)

(n—p—1) SR
znamena nizsi jmenovatel

~ (@ -0618) (50~ 1)) — 0.602
(50-2-1)




Jsou odhady statisticky vyznamné?



Cely model: testovaci statistika F

Abychom zjistili, zda se regresni model jako celek vyznamné lisi od nuly,
uzijeme F-test

F-test: zavisihodnota ZP na linearni kombinaci prediktord?
HO: predpoklad, ze vSechny koeficienty =0

HO: B;=B,=... = B,=0;HA:B # 0
F= vysvétleny rozpyl . R+ (n—p—-1) n= velivkost vzquu o
o nevysvétleny rozptyl ’ o (1-RH)x*p p = pocet prediktoru

R? = koeficient
determinace
F rozdélenis k—1 a n—2 stupnivolnosti

F-hodnota regresniho modelu je testovaci statistikou
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d1=1, d2=1
d1=2, d2=1
d1=5, d2=2
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d1=100, d2=100

AL £ e ————

F critical values (continued)
Degrees of freedom in the numerator
B 1 2 3 4 5 & 7 ] 9
00 i 2.62 242 229 2.20 213 208 204 2.00
50 4.41 355 316 293 277 266 258 251 246
18 025 598 4.54 395 161 338 322 310 im 293
010 8.29 6.01 5.09 4.58 4.2% 4.01 384 T 3.60
o1 15.38 10.39 249 T.46 6.81 6.35 6.02 578 5.56
00 299 2.61 240 227 218 21 208 202 1.98
A0S0 438 g2 313 290 274 263 254 248 242
19 025 582 4.51 3.90 356 333 317 3.08 296 188
010 B.18 593 5.01 4.50 4.17 394 17 363 352
o1 15.08 10.16 828 7.7 6.62 618 5.85 5.59 5.39
00 2497 259 238 225 214 209 204 200 1.96
050 4.35 349 310 287 2m 260 25 245 239
i 025 5.87 4.46 386 a5l 3.29 313 301 291 184
010 B.10 5.85 4.94 4.43 4.10 387 370 356 348
A001 14.82 995 2.10 T.10 646 6.02 5.69 544 5.24
00 2096 257 238 223 2.14 208 202 1.98 1.95
050 4.32 347 307 284 268 257 249 242 237
t 21 025 5.83 4.42 382 348 328 3.09 297 287 280
g 010 8.02 578 4.87 4137 4.04 1.81 364 a5l 340
B A001 14.59 Q77 794 6.95 6.32 5.88 556 531 511
E
2 100 205 154 238 222 213 206 a0 1.97 1.93
.E M50 4.30 344 3.08 282 2.66 158 246 240 134
K 22 025 579 438 378 344 322 3.05 293 2154 178
= 010 7.95 572 4.82 4.31 3.99 178 359 345 338
E A001 1438 9.61 7.80 6.81 619 576 544 5.19 4.99
'E 100 204 255 234 M 211 205 1.99 1.95 1.92
= M50 4.28 342 3.03 280 2.64 153 244 2137 132
:,, 23 025 5.75 4.35 375 141 318 3.02 290 281 173
010 7.88 .66 4.76 4.6 3.94 k) | 3.54 341 330
E A0 1420 247 7.67 6.70 &.08 565 533 509 4.89
Eﬂ 100 2083 154 233 219 210 104 1.98 1.94 1.91
M50 4.26 3.40 3.01 278 262 151 242 2136 .30
24 025 5.72 4.3z iz 338 318 199 287 273 270
010 7.82 5.6l 472 4.22 3.90 167 3.50 136 326
A0 14.03 934 7.58 6.59 .98 555 523 4.99 4.80
100 262 253 232 218 2.09 102 1.97 1.93 1.89
M50 4.24 339 199 176 2.60 149 240 134 2128
25 025 5.69 4219 3.69 335 313 197 285 278 168
010 7.77 E.57 4.68 4.18 335 163 348 i3z 3.22
A0 1388 022 745 6.49 .89 E44 518 4.91 4.7
100 291 252 231 17 208 10 1.96 1.92 1.88
M50 4.23 337 298 174 259 147 239 232 227
26 025 5.66 4.27 367 3133 310 294 282 273 265
010 7.72 E.53 4.64 4.14 342 159 342 129 318
A0 13.74 Q.12 736 6.41 E.80 £33 507 4.83 4.64
100 290 251 230 17 207 .00 1.95 1.91 1.87
M50 4.21 335 296 273 257 . 237 2131 228
27 025 5.63 4.24 365 L) | 3.08 2492 280 27 263
010 7.68 49 4.60 4.11 378 154 3.39 124 315
2001 1341 Q.02 7.27 6.33 E73 LR | .00 4.764 4.57




Model Fit Measures

Cwerall Model Test

Model R R* Adjusted R® F dfl df2 o
1 0.786 0618 0.602 3581 2 47 <001
Model Coefficients - obama2(12
Predictor Estimate SE t p Stand. Estimate
Intercept 22585 5.843 3.87 < 001
gay_policy_con:
Yes — Mo -10.764 2.059 -5.23 < 001 -0.518
ba_or_mare 0901 0.215 4,19 < 001 0415
vysvétleny rozpyl R (n—p —1)

"~ nevysvétleny rozptyl ;

(1-R)=x*p

F o= R2*(n—p—-1) _ 06183*(50—2—1) _ 29.0601

(1-R)x*p

(1-0.6183) * 2 0.7634

Model se statisticky
vyznamne odliSuje od nuly;
pri dané urovni testu tedy
odmitameHO: B, =B, =0

= 38.07

n = velikost vzorku

p = pocet prediktor(
RZ = koeficient
determinace




Koeficienty: testovaci statistika t

Abychom zjistili, zda se koeficient b vyznamné lisi od nuly, uzijeme
t-test proregresnikoeficient

Je hodnota b vyznamné odlisna od predpokladaného populacniho
priméru0? HO: B=0; HA: B # 0

signal b — v , : :
t=="2 ¢ =—B;trozdelemsn-25tupn|volnost|
noise SE(b)

— b = koeficient sklonu
— B = predpokladany populacni koeficient (B = 0)
— SE(b) = std. chyba koeficientu (viz Hand| 2009)

t-hodnota regresniho koeficientu b je testovaci statistikou



0.40
0.35
0.30
0.25
=0.20
0.15
0.10
0.05
0.00

Area in One Tail

0.005 o.M 0.025 0.05 010
Degrees of Area in Two Tails
Freedom 0.01 0.02 0.05 010 0.20
1 63.657 31.821 12.706 6.314 3078
2 9.925 6.965 4303 2.920 1.886
3 5841 4541 3182 2.353 1.638
< 4604 3.747 2776 2132 1.533
5 4,032 3.3265 257 2.015 1.476
6 3707 3143 2447 1.943 1440
7 3499 2.998 2365 1.895 1.415
8 3355 2.896 2306 1.860 1.397
9 3.250 2821 2262 1.833 1.383
10 3.%9 2764 2228 1.812 1.372
n 3306 2718 2201 1.796 1.363
12 3.055 2681 2179 1782 1.356
13 3.012 2.650 2160 1.771 1.350
14 2977 2624 2145 1.761 1345
15 2947 2602 2131 1.753 1.341
16 2921 2583 2120 1.746 1.337
17 2898 2.567 210 1.740 1.333
8 2878 2552 2101 1.734 1.330
19 2.861 2539 2.093 1.729 1.328
20 2845 2528 2086 1.725 1.325
21 2831 2518 2.080 1.721 1.323
22 2819 2508 2074 w7z 1.321
23 2807 2.500 2.069 1.714

1.319




Madel Fit Measures

Crwverall Model Test

Maodel R R Adjusted R® F dfl df2 p
1 0.786 0,018 0,602 381 2 47 < 001
Model Coefficients - obama2(12
Predictor Estimate 5 t O Stand. Estimate
Intercept 22.585 5.843 3.87 <001
gay_policy_comn:
ez — Mo -10.764d 20549 -5.23 < 001 -0.518
ba_or_more 0,901 215 4,19 < 001 0415

Model se statisticky
vyznamne odliSuje od nuly;
pri dané urovni testu tedy
odmitame HO: B, =B, =0

Koeficient priseciku i
koeficienty sklonu jsou
statisticky vyznamné; pfi
dané drovni testu tedy
odmitameHO: =0

* Koeficient (Estimate) = odhady hodnot koeficientl pruseciku a sklonu
* Beta koeficienty (Stand. Estimate) = std. odhady koeficientl sklonu

e Std. chyba (SE) = presnost odhadu koeficientl (viz Handl 2009)

* t-hodnota (t) = testovaci statistika koeficientl; t = koeficient / SE

 p-hodnota (p) = pravdépodobnost, ze pozorujeme danou, nebo
extrémnéjsi, hodnotu testovaci statistiky t pri platnosti HO: =0




Shrnuti

Linearniregresi vyuzivame pro predikci hodnot spojité proménné (ZP)
v zavislostina hodnotach jednoho ¢i vice prediktor

Zpravidla nas zajima, do jaké miry specificky prediktor ovliviiuje
hodnotu ZP pfri kontrole ostatnich prediktorli = vicecetna regrese

ViceCetnaregrese umoznuje testovani kauzalnichvztahu pri
predpokladu uspésné kontroly ostatnich nezbytnych podminek

Jako kazda metoda, linearni regrese spociva na radé predpokladt
(nasledujici prednaska)



Vicecetna linearni regrese v Jamovi

Teoreticky ramec: volebnichovanije do urcité miry urceno

sociokulturnimi stépnymiliniemi (Norris & Inglehart 2019; Lipset &
Rokkan 1967)

HO: Podil protestant( relig_prot (prediktor X) neovlivhoval volebni
podporu Obamy obama2012 (zavisla proménnaY); B, >=0

HA: Podil protestantt relig_prot (prediktor X) snizoval volebni
podporu Obamy obama2012 (zavisla proménnaY); B, <0

Které dalsSi proménné by mohly vysledek Obamy ovlivhovat?




Vicecetna linearni regrese v Jamovi

Teoreticky ramec: volebnichovanije do urcité miry urceno

sociokulturnimi stépnymiliniemi (Norris & Inglehart 2019; Lipset &
Rokkan 1967)

HO: Podil protestant( relig_prot (prediktor X) neovlivhoval volebni
podporu Obamy obama2012 (zavisla proménnaY); B, >=0

HA: Podil protestantt relig_prot (prediktor X) snizoval volebni
podporu Obamy obama2012 (zavisla proménnaY); B, <0

Které dalsSi proménné by mohly vysledek Obamy ovlivhovat?
— socioekonomicky status (per capitaincome: prcapinc)
— podil méstského obyvatelstva (urban)
— konzervativnost politiky vici gaydm (gay_policy con)
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