7 Analyza zavislosti

Statistickd analyza se ziidka zabyvd pouze jednou izolovanou proménnou. Cast&ji
se zajimame o srovndni nékolika rozdéleni, o zmény proménné v ¢ase nebo
yztahy mezi prom&nnymi. V pfedchozi kapitole jsme se zabyvali porovndvanim
rozdéleni jedné proménné mezi dvéma skupinami nebo mezi dvéma rliznymi
gasovymi okamziky. V této kapitole se koncentrujeme na zdkladni metody pro
studium zavislosti mezi proménnymi. Takové metody budou uZitecné, jestlize
nds zajima:

predikce budoucich ziski z prodeje produktu v zévislosti na jeho cené;

zéavislost redukce vdhy na poétu tydnd, kdy se jedinec podrobi dietnimu

rezimu s piijmem urcité energetické hodnoty;

jak vyska ditéte v Sesti letech predikuje jeho vySku v Sestnacti letech;

jak ovliviluje spotfeba alkoholu sniZeni télesné teploty apod.

Vztahy, které jsme uvedli, nemaji ryze funkéné deterministicky charakter. Proto
je nutné pouZit pro jejich analyzu statistické metody. Piislu$na oblast statistiky
se nazyva korelaéni a regresni analyza. Stejné jako v jednorozmérné analyze
zaéneme s grafickou analyzou, pak pfejdeme k shrnujicim numerickym charak-
teristikdm dat. Pfi vykladu budeme kldst ddraz na ty vztahy mezi proménnymi, jeZ
Ize popsat piimkou (linedrni zévislosti). Vyklad pozdgji roziiiime na jednoduché
nelinedrni vztahy. Postupy této kapitoly tvoif zdklad pro metody vicerozmérné
statistiky (kap. 10 a 13). Hodnocenim vztahl mezi kategoridlnimi proménnymi
se budeme zabyvat v ndsledujici kapitole 8.

Korelaéni analyza zkoum4 vztahy proménnych graficky a pomoci riznych
mér zavislosti, které nazyvame korela¢ni koeficienty. Regresni analjza dava
odpovédi na otdzky typu: jaky vztah existuje mezi proménnymi X a Y (linedrnf,
kvadraticky atd.), Ize proménnou Y odhadnout pomoci proménné X a s jakou
chybou? Statistickd analyza v téchto souvislostech ma nésledujici cile:

a) poskytnout &iselné miry vztahu dvou proménnych podobnym zpiisobem, jako
primér a smérodatnd odchylka popisuji chovani jedné proménné;

b) najit vzorce pro optimdlni predikci proménné, kterou povazujeme za zédvisle
proménnou;
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¢) ohodnotit chybu predikce;

s Rl B . Pfiklad dat, jejichz i :
d) ové&fovat riizné hypotézy o zkoumaném vztahu. iRichz zavisluet eheme Posoudil

187 170 180 184 178 180 172 176 186 177

72 60 73 74 72 70 62 70 80 67

Vyska [cm]
Vaha [kg]

Korelagni a regresni analyza md intelektudlni kofeny v préci Francise Galtona (1894). Inspirovan
E4stecnd dilem svého bratrance Charlese Darwina O piivodu druhii snaZil se Galton odhalit dg-
di¢né vlastnosti talentu, pohybovych schopnosti a intelektu. Jeho vyzkum zacal studiem velikostj
a vihy bilého hrachu ve dvou generacich. Ten vedl k odhaleni fenoménu regrese, kterou Galton
nazyval ,reverse” (ndvrat). PopiSeme ho podrobnéji v kapitole 7.4. Galton zjistil, Ze potomcj
extrémné velikych hrachti nebyli v priiméru tak extrémné velici jako jejich rodice*. Pozdgji za-
znamendval fyzické charakteristiky tisicli dobrovolniki a nalezl podobnou wregresi® k priméry
pii mezigeneraénfm srovnéni. Jeho koncepty pak rozvinul jeho 74k K. Pearson a dal3f statistici,
Tradi¢ni ndzev ,regrese” se stile pouZzivd v disledku tradice, atkoli se tato statisticka technika

studentt

Priklad korela¢ni tabulky — korelace zjist&nych hodnot vysky a é&ﬁf}éseti

== 2

spie pouziva pro predikci. Metodu nejmensich &tverch pro odhad regresnich funkei pouZivali Vah ~—
jiz A. M. Legendre a C. F. Gauss. aha [kl L Vyska [cm] Celkem
do170  170-180  180-190
do 60 1 0 0
r L] ol r
7.1 Zobrazeni dvojrozmérnych dat 60-70 0 4 0
70-80 0 2 3 5
Z4kladni postup dvojrozmérné analyzy dat je podobny jako v jednorozmérném Celkem 1 6 3 10

piipadé:

1. Nejdiive se pokusime zobrazit data graficky.

2. Hleddme z4kladni konfigurace a tendence v datech.

3. Ptiddvdme numerické charakteristiky riznych aspektd dat. —_— : e .

4. Casto se nam podaff vystihnout struénym zptsobem zdkladni konfiguraci dat Bodovy graf pro posouzeni zévislosti mezi véhou a vy&kou studenti 25

pomoci pravdépédobnostm’ho modelu.

Data mame v podobg uréitého podtu &iselnych dvojic udaji (x;, yi), které jsme
ziskali m&fenim proménnych X a Y. VZdy je namisté provést pred dal$im zpra-
covanim jejich grafickou interpretaci. Vynesenim dat do soufadnicového sys-
tému (napf. na milimetrovy papir nebo zobrazenim na displeji pocitace pomoci
vhodného programu) ziskdme zékladni piedstavu o spole€ném rozdéleni obou
proménnych. Kazdy bod odpovidd jednomu péru méfeni. Takovému grafickému
znazornéni fikdme dvojrozmérny bodovy graf. Jeho prohlidkou odhadneme, zda
je mezi proménnymi presnd funkcionalnf zavislost, pfipadn& voln&jst vztah, jejZ
nazyvame statistickd zdvislost, anebo jestli jsou na sob¢ evidentn& nezavislé.
Na obrézku 7.1 jsou zndzornény hodnoty méfeni vySky a vahy deseti student.
Graf zobrazuje tidaje z tabulky 7.1. Data se také zobrazuji pomoci tzv. korelaéni
tabulky (tab.7.2). Dochdz{ pfitom k urcité ztrat€¢ informact rozdélenim dat do

intervalu.

80 -

170 125 180 185

vyska
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roménné X se vyskytuje pravé jedna hodnota proménné Y). Pro méfeni kore-
Jace byla navrZena fada koeficientd. Lis{ se podle typli proménnych, pro které se
vyuzivajl. Statistické usuzovani o korelacnich koeficientech se opird o teorii prav-
dépodobnosti pro spolecné rozdéleni dvou nebo vice ndhodnych proménnych.

P¥i zkoumdni korela¢nich vztahi ma rozhodujici vyznam kvalitativni rozbor
pﬁ’sluéného materidlu. Nemé smysl méfit zdvislost tam, kde na zdkladé logické
gvahy nemiiZe existovat. Casto je zbytecné méfit zdvislosti i z jingch divodi. Je
to zejména tehdy, kdyZ je korelace zptisobena: a) formdlnimi vztahy mezi pro-
ménnymi; b) nehomogenitou studovaného zakladniho materidlu; c) ptisobenim
spole¢né priciny.

Formalni korelace vznika napt. tehdy, kdyZ se zjisfuje korelace procentudl-
nich charakteristik, jeZ se navzdjem dopliiuji do 100 % (napf. korelace procent-
nfho zastoupeni bilkovin a tuku v potravinich).

Jestlize populace, kterou studujeme, obsahuje subpopulace, pro néz se pri-
mérné hodnoty proménnych X a Y 1i8f, vypoctené korelaéni vztahy jsou touto
nehomogenitou siln€ ovlivnény a jejich hodnoty nepopisuji skuteény vztah mezi
uvazovanymi proménnymi. Nehomogenita materidlu se projevi na bodovém grafu
tak, Ze shluky bodt pro subpopulace se budou nachdzet v riznych oblastech sou-
fadnicového systému. Na obrazku 7.2 je modelové ukdzano piisobeni nehomoge-
nity. Ta md za diisledek, Ze korela¢nim koeficientem hodnotime bez diferenciace
najednou dva shluky bodd, které pfisludi k riznym populacim. Na obrdzku A
to vede k nenulovém korelacnimi koeficientu i pfesto, Ze v obou shlucich jsou
proménné nekorelované, naopak proménné na obrdzku B jsou v obou shlucich
proménné korelované, ale celkové korelace je nulova.

Prikladem korelaci zptuisobenych spoleénou p¥i¢inou jsou vztahy mezi né-
kterymi mirami t€la, napt. mezi délkou pravé a levé ruky. Jinym zndmym piikla-
dem jsou zdanlivé korelace zplisobené ¢asovym faktorem nebo faktorem moder-
nizace u dvou fad tdaja.

.Pry jsme mu zkazili jeho pozitivni korelaci mezi vyskou a vahou.“

Cilem regresni a korelacni analyzy je popis statistickych vlastnosti vztahu
dvou nebo vice proménnych. Dvojrozmérny bodovy graf nebo korela¢n{ tabulka
davaji prvni pfedstavu o rozdéleni sledovanych proménnych. Graf ¢asto indikuje
prekvapivé vlastnosti dat jako nelinearitu vztahu, nehomogenitu nebo piitom:
nost odlehlych hodnot. Na obrdzku 7.1 je rovnéZ vynesena pifmka, kterd byla
proloZena body metodou nejmensSich ¢tvercd. Vliv tfeti proménné na rozloZeni
bodl mizeme zachytit riznym tvarem nebo barvou bodd v zdvislosti na hodnoté:
této proménné (napf. u dat o vysce a vaze bychom mohli pouZit rizné znac¢ky pro
body odpovidajici chlapctim a divkdm, pokud bychom tuto informaci o proménn
pohlavi méli k dispozici). Nékteré mozné konfigurace dat v grafu popiSeme v né-

sledujicim odstavci. PRIKLAD 7.1

Pocet televiznich pfistroji na osobu koreluje s o&ekavanou délkou Zivota. Ve statech, kde
je mnoho televiznich pfistrojd, dosahuiji obyvatelé vysokého véku. Je mozné zménou podtu

7.2 Korelaéni analyza
V nejobecnéj$im smyslu, slovo ,,korelace oznacuje miru stupné asociace dvou.
proménnych. Riké se, 7e dv& prom&nné jsou korelované (resp. asociovangé),
jestlize ur¢ité hodnoty jedné promé&nné maji tendenci se vyskytovat spolecné
s ur¢itymi hodnotami druhé proménné. Mira této tendence miiZe sahat od neexis
tence korelace (viechny hodnoty proménné Y se vyskytujf stejné pravdépodobné
s kaZdou hodnotou proménné X) aZ po absolutni korelaci (s danou hodnotou

délka Zivota?

L
Podobnym korelacim se nékdy ifkd »nesmyslné* korelace. Hodnota korelace

Je vysokd. Nesmyslny by byl zavér o pfi¢inném plisobeni. Korelaéni z4vislost
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. Priklad kiadné (A) a nulové (B) korelace, kieré jsou zpiisobené
nehomogenitou dat 5

Postup pro ovéfeni kauzalniho vztahu

formélni korelace?

A
ANO NE
L]
P . nehomogenita?
® ®
= ®
° ANO NE
® o ¢ & 7 o P
° pusobeni treti veli¢iny?
(zdanliva asociace)
r>0 ry=0 =0
ANO NE
kauzlnivztah
B
7.2.1 Pearsontv korelaéni koeficient
bd £ o s 2z o vz . f 407 v

. o ° Pies nékteré své nedostatky zlistdva Pearsoniv korelaéni koeficient » nejdileZi-
o o ¢ ’ ® t€j81 mirou sily vztahu dvou ndhodnych spojitych proménnych X a Y. Pocitdme
o o ° . P jej z n parovych hodnot {(x;, y;)} zméfenych na n jednotkdch ndhodné vybranych
° z populace. Korelacni koeficient » nabyvd hodnot z intervalu [—1;1]. Jestlize
—d sl ° Bl méd hodnotu 1 nebo —1, pak y-soufadnici bodu lze pfesné spocitat pomoci li-
_ ! : nedrniho vztahu z jeho x-soufadnice. Korela¢ni koeficient r pocitdme pomoci

X tzv. kovariance s,, a smérodatnych odchylek s, a s, obou proménnych:

Korelaéni koeficient r je vypoéteny pro vSechny body, koeficienty ry a r, oddélené pro kazdy shluk zvi:

YL G —-D G-

A fomr
w n—1

Sxy
SxSy

je zdivodnéna proménnou ,,ndrodni dichod*, jez je spolecnou pii¢inou obou Ty =
proménnych.

Kromé tohoto pisobeni proménné jako ,,spoleéné pri¢iny* mohou pisobit ma-
touct (rusivé) proménné, které koreluji jak s cilovou proménnou, tak s promé
ovliviiujici. Proménnd v tomto piipadé znesnadnuje interpretaci, protoZe nelze
rozlisit vliv matouci a sledované ovliviiujici proménné na cilovou proménnou.
Uvadime pofadi, v némZ mame vyluovat nezajimavé korelace, neZ se dostaneme
do faze, kdy by velka korelace mohla indikovat kauzalni vztah (obr. 7.3).

Vzorec s kovarianci poméhd porozumét tomu, Ze r md kladnou hodnotu, pokud
asociace proménnych je pozitivni. Dejme tomu, Ze studujeme korelaci vysky
a vahy studentl. Jedinci, ktef{ maji hodnotu vysky nad primérem, mivaji nad-
primérnou i hodnotu vahy. Oba rozdily od priiméru, jeZ spolu ndsobime pfi
vypoctu kovariance, budou mit u vyssich a t&%8ich jedinct kladnou hodnotu.
Jedinci, ktef{ maji mens{ vysku, maji obvykle i mensi vdhu. U nich jsou oba
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rozdily od priméra zdporné, a proto je souin rozdild od priméru rovnéz kladny,
ProtoZe je vétSina s¢itancti kladnych, musi byt kladnd i vyslednd hodnota kova.
riance, a tedy i korela¢ntho koeficientu. Tuto interpretaci lze jesté 1épe pochopit
pfi vypoctu r pomoci standardizovanych hodnot. Plati totiZ vzorec

P 1 Zn: Xi=X\[yi—y =Z§’=1x§y,’.
xy_n—li:] Sy s n—-1"~

y

PRIKLAD 7.2

pudeme hodnotit zavislost vySky a vahy, jejichZ hodnoty jsme naméfili u 10 studentu.
Vypocitame korela¢ni koeficient pro parové hodnoty, které jsou uvedeny spolu s pottebnymi
dopogitanymi hodnotami v tabulce 7.3. Hodnoty jsou zobrazeny na obrazku 7.1 (s. 249).
Soudet v poslednim sloupci je zékladem pro vypocet kovariance

. . . Cov(x,y) = sy, =259/(10 - 1) = 28,8.
kde x” a y’ oznacuji standardizované hodnoty. (.9) = Sy N )

Diilezité vlastnosti Pearsonova korelaéniho koeficientu r shrneme pomogi

Déle jsme zjistili: X = 1790/10 = 179; y = 700/10 = 10; s, = 5,61; Sy = 5,83. Korelacni
nékolika tvrzeni:

koeficient ma tedy hodnotu r = 28,8/(5,61 x 5,83) = 0,88.
1. Plati-1<r<1.
Jestlize |r| = 1, leZ{ vSechny body na néjaké piimce.
3. Jestlize r = 0, nazyvame X a Y nekorelované proménné. Dvé nahodné pro-
ménné jsou tim vice korelovany, ¢im bliZe je hodnota r k &slim 1 nebo -1,

“ Pﬁ_keadposmpg vypoitu korelagniho koeficientu

V tom piipadé lze vztah obou proménnych dobfe vyjadiit pfimkou. ¥ _¥ x-Xx y-y G-u-y)
4. Jestlize r < 0, resp. r > 0, tak se ¥ v priiméru zmenSuje, resp. zvétSuje pii 187 72 8 2 16
zvétSovani proménné X. Rikame, Ze asociace je zdpornd, resp. kladn4. 170 60 -9 -10 90
5. Pearsoniiv korela¢ni koeficient vyjadiuje pouze silu linedrniho vztahu. épat‘ 180 73 1 3 3
né méfi jiné vztahy, af jsou jakkoli silné. r 184 74 5 4 20
6. Korelacni koeficient se nezméni, kdyZ zménime jednotky méfeni promén- P 4 5 5
nych X aY.
7. Podobné jako primér nebo smérodatnd odchylka je korelaéni koeficient r ‘oo 0 0
velmi ovlivnén odlehlymi hodnotami. ' e & <+ -8 58
8. Korelacni koeficient r nerozli§uje mezi zavisle a nezdvisle proménnou. 176 70 -3 0 0
9. Korelacni koeficient r neni tiplnym popisem dat i pfi velmi silném linedrnfm 186 80 7 10 70
vztahu. Pro Gplné&jsi popis potiebujeme zndt rovnici pifmky, kterd Vyjadfujé 177 67 -2 -3 6
tvar vztahu. ' Souget | 1790 700 0 0 259

10. Pokud jedna z proménnych nemd ndhodny charakter (jeji hodnoty jsou pevné
urceny), neni vhodné korela¢ni koeficient pouZit.
11. Korelace, af je jakkoli silnd, neznamend sama o sob& prikaz pfi¢inného

Nekdy se zafazujf hodnoty korelace do pasem podle sily asociace. V tabulce 7.4
uvddime jeden z ndvrhl. Interpretace hodnot koreladntho koeficientu neni tak
pfimocard, jako je tomu u vétSiny jednorozmérnych charakteristik. Proto se do-
porucuje dopocitat dalsi charakteristiky, jako jsou parametry proloZené pfimky
nebo smérodatné chyba odhadu pii regresi (viz dals{ kapitola).

Vv

Mezi proménnymi mohou existovat nejriznéj$i vztahy a mame i rizné zpisoby,
jak je méfit. Nekteré z nich popiSeme v dal$ich odstavcich. Ackoli korela
koeficient se pouZiva velmi Casto, je nutné mit na paméti jeho omezeni.
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: fl Pasma sily asociace podle velikosti korelaéniho koeficientu r

Sila asociace Ir|

mala 0,1-0,3
stfedni 0,3-0,7
velka 0,7-1,0

Hodnota korela¢niho koeficientu je bohuZel siln€ ovliviiovana odlehlymi hod-
notami ve vyb&ru. Zkresleni také nastane, kdyz se pii vybéru objektl omezime
pouze na ty, jejichZ hodnota proménné X nebo Y musi leZet v ur¢itém intervaly,
Korelaéni koeficient r md pak tendenci byt mensi neZ korelace r’ vypocitang
bez omezeni kladeného na data. Pro tpravu zkresleného korelacniho koeficienty
vlivem omezeni rozsahu méfeni proménné X pouZijeme vzorec

Ur
W —Dr+1

kde U = s/s" je pomér smérodatné odchylky s méfeni X ve studii a smérodatngé
odchylky s” v populaci bez restrikce. :

Korelalni koeficient je také ovlivnén nepfesnosti metod, kterymi méfime
ob& proménné. Jestlize zndme ry, a r,, koeficienty spolehlivosti méfeni obou
proménnych (jednd se o korelace opakovanych méfeni), Ize se piibliZit hodnoté
korelaéniho koeficientu bezchybné zméfenych proménnych r,,, pomoci tpravy

¥ =

Txy

rx/y/ = —
VFxxTyy

PRIKLAD 7.3

Jednoduchym pfikladem toho, jakou duleZitou roli hraje exploracni zobrazeni dat, je zkou-
mani &tyF sérii modelovych dat podle Anscomba (1973), které uvadi tabulka 7.5. Zakladni:
statistické charakteristiky promé&nnych X a Y a jejich korelaéni koeficient maji pro prvni sérii
dat hodnoty X = 9,0; s, = 3,31; ¥ = 7,5; 5, = 2,03 a r = 0,816. Pokud spocteme tyto
charakteristiky pro ostatni série, zjistime, Ze jsou stejné. Pokud vSak vSechny Gtyfi série
zobrazime graficky (viz obr. 7.5A-D, s. 270), vysledek je dost pfekvapivy.
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Série modelovych dat se stejnymi zakladnimi statistickymi charakteristikami
a korelagnimi koeficienty

X1 n X2 Y2 X3 Y3 Xa Ya
10 8,04 | 10 9,14 | 10 7,46 6,58
8 6,95 8 814 8 6,77
13 758 | 13 874 | 13 12,74

5,76
7,71
8,84
8,47

8
8
8
9 8,81 9 877 9 7,11 8
11 833 | 11 926 | 11 7,81 8
14 9,96 | 14 81 14 8,84 8 7,04
7,24 6 6,13 6 6,08 8 5,25
4 4,26 4 31 4 539 | 19 125
2 1084 | 12 9,18 | 12 8,15 8 5,56
7 4,82 7 726 7 6,42 8 7,91
5 5,68 5 474 5 573 8

e

6,89

7.2.2 Pravdépodobnostni rozdéleni
dvou nahodnych proménnych

Teorie pravdépodobnosti popisuje nejen rozdéleni jedné néhodné proménné, ale
i spoleén4 pravdépodobnostni rozd€leni dvou nebo vice néhodnych proménnych.
Této teorie je zapotiebi tehdy, kdyZ chceme navrhovat pravdépodobnostni modely
yztahu proménnych a zdiivodnit procedury pro statistické usuzovani v korelacni
a regresni analyze. V nafem jednoduse pojatém vykladu budeme postupovat
tak, abychom mohli ziskané vysledky vyuZzit i v kapitole o analyze zavislosti
kategoridlnich proménnych.

Zat{m jsme se sezndmili s jednou dvojrozmérnou charakteristikou, s Pearso-
novym korelaénim koeficientem r. Teoretickou hodnotu Pearsonova korela¢niho
koeficientu v populaci oznadujeme p. Ziskali bychom ji vypoctem z udajti o vech
prvcich populace. Vybérovy koeficient r je bodovym odhadem této hodnoty.
S rostoucim rozsahem vybéru n se hodnota vyb&rového korelaéniho koeficientu
r, bliZi ke své teoretické hodnot€ p.

Teoretickou hodnotu p 1ze pfimo odvodit podobné jako teoretickou stfedni
hodnotu u, kdyZ zname spole¢né pravdépodobnostnf rozd€leni ndhodnych pro-
ménnych, pro které korelaéni koeficient pocitdme. Koncept dvojrozmérného
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