Linearni regrese
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Regresni analyza

e Skupina technik se stejnym cilem

* |dentifikace efektl jedné nebo vicera NP na ZP

 Co umoznuje:
* ldentifikovat efekt kazdé nezavislé proménné
* Kontrolovat efekty jinych nezavislych/kontrolnich proménnych
* Odhadovat hodnoty ZP na zakladé konkrétnich hodnot NP



Ktera regrese?
* \lybér zavisi od podoby zavislé proménné

 Linearni (OLS) regrese
e Kardinalni proménna

* Logisticka regrese
e Binarni ZP (0/1) — binarni logisticka regrese
 Nomindlni ZP s > 2 hodnotami (0/1/2/3) — multinomidlni logistickd regrese

* Nejedna se o konecny vycet



PFiklady

* OLS regrese:
 Jak vek, pohlavi a vzdélani ovlivnuji prijem lidi?
e ZvysSuje Ucast na prednaskach % bodl dosazenych na zkouskovém testu?

* Logisticka regrese:
* Maji muzi vyssi pravdépodobnost dostat se do vézeni nez zeny?
e Zvysuje ucast na prednaskach sance vyhnout se hodnoceni F v kurzu?



OLS regrese - pozadavky

e Zavisla proménna (outcome):
* Presnée jedna proménna, kardinalni

* Nezavislé proménné (predictors):
* Jedna nebo vice proménnych, pripustné jsou vSechny druhy (moznost rekddovani)

* Dalsi pozadavky:
* Nezavislost pozorovani
* Absence multikolinearity mezi NP
* Linearni vztah mezi NP a ZP
* Normalni distribuce chyb
* Homoskedasticita
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Vystupy linearni regrese

* Parametry:

* Konstanta
e Efekt kazdé NP

*y=b,+ b *x+b,*y+b*z + ...

e y—odhadovana hodnota ZP

* b, - konstanta

* b,, b,, b;— nestandardizované beta koeficienty za kazdou NP
* X,Y,Z—hodnoty NP



R? (index determinace)

* Informace o vhodnosti pouzitého modelu

 Jak dobre nas model (nase NP) vysvétluji zmeny ZP

* Matematicky jde o srovnani zlepseni regresni primky oproti priméru
* Rozpéti od 0 po 1 (po uprave od 0 po 100 %)

e Ukazuje kolik rozptylu ZP jsme schopni vysvétlit pomoci nasich NP
* Pouzivejte Adjusted R% — kontrola inflace poctu NP



Konstanta (intercept)

* Odhadovana hodnota ZP za predpokladu, ze vSechny NP =0
*y=bg+b,*x+b,*y+b*z
* Pokud x, y, z =0 tak

*y=bg+b,*0+b,*0 + b;*0
*y = bg



Informace o efektech NP

* Nestandardizovany B koeficient:
* Ukazuje, jak se hodnota ZP zméni, kdyz se hodnota NP zvysi o jednotku

* Napr. pokud je NP mérena v hodinach — B ukazuje, jak se zméni ZP, pokud se
hodnota NP zvysi o jednu hodinu

*y=Dby+by*x + by*y + by*z



Informace o efektech NP

* Nestandardizovany B koeficient:
* Ukazuje, jak se hodnota ZP zméni, kdyz se hodnota NP zvysi o jednotku

* Napr. pokud je NP mérena v hodinach — B ukazuje, jak se zméni ZP, pokud se hodnota
NP zvysi o jednu hodinu

e Standardizovany Beta koeficient:
e Srovnava navzajem vyznam nezavislych proménnych
 Vetsi vzdalenost od nuly ukazuje na vyssi vyznam nezavislé proménné

* Signifikantnost:
» Ukazuje, jestli se efekt NP da aplikovat na populaci



Priklad
* Ovlivinuje velikost populace obce ucast v lokalnich volbach?

 H1: Uéast klesa s rostouci velikosti populace
* HO: Mezi velikosti populace a volebni ucasti neni zadny vztah

e Zavisla promeénna:
 Utast — U&ast v %

* Nezavisla proménna:
* Populace — pocet obyvatelt obce v tis.



JASP

* Regression > Linear Regression

* Proménné:
 Dependent Variable — U&ast
* Covariates — Populace_tis



Model Summary - U&ast

ANOVA ¥

Model Sum of Sguares df Mean Sguare F { p
Model R R Adjusted R* RMSE Ho Regrassion 35005 363 1 35005 363 220 867 = 001
Residual 462316 523 2917 158.480
Ho 0.265 0.070 0.070 12589 Total 407321 835 5918

Naote. Mull model includes Populace_tis

* Model Summary:

Naote. Null model includes Populace_tis

* Nas model vysvétluje 7 procent (0.070 * 100) variability ZP

* ANOVA:

* Nas model je signifikantnim pokrokem v odhadovani ZP a pokud to umoznuje
povaha dat, je mozné nase vysledky aplikovat na populaci



Coefficients ¥

Model Unstandardized Standard Error Standardized t p
H: ({Intercept) 0244 248 807 = 001
Fopulace_tis -0.591 0.040 —-0.265 -14.862 = 001

e Konstanta (Intercept):

* Odhadovana hodnota zavislé proménné pokud jsou hodnoty vSech
nezavislych proménnych =0

* V (neexistujicim) mésté s populaci 0 lidi model odhaduje, Ze volebni Ucast
bude 60,8 procenta

*y=hbg+b,*x
*y=060.8 +b, *0=60.8



Coefficients ¥
Model Unstandardized Standard Error Standardized t p

< 001

Ho {Intercept) 60.801 0.244 248 807
Populace_{is C-0.591 ) 0.040 -0.265 -14. 862 (= .001 Z

* Nestandardizovany B koeficient:
* Ukazuje, jak se hodnota ZP zméni, pokud se hodnota NP zvysi o jednotku

e Populace_tis je mérena v tis. lidi
* Interpretace — za kazdy ndarust lokalni populace o tisic lidi (NP) se volebni uc¢ast snizi o

0,591 procentniho bodu (ZP)
* Tento efekt je signifikantni na hladiné 99,9 % a mUzeme ho aplikovat na populaci
(zamitdme nulovou hypotézu o absenci vztahu mezi NP a ZP) — dlilezité pouze pokud

je mozné generalizovat zjisténi ze vzorku na populaci!

* y=by+bj*x
e v=60.8 +(-0.591)*x
* y=60.8-0.591*x



Predikce volebni ucasti

*y=b,+b,;*x

e U&ast = 60.8 — 0.591*Populace_tis

Populace Populace v tis. Rovnice Odhadovana ucast
Mésto 1 500 0.5 60.8 —0.591*0.5 = 60.8 — 0.296 60.5
Mésto 2 1,000 1 60.8 —0.591*1 =60.8 — 0.591 60.2
Mésto 3 5,000 5 60.8 —0.591*5 = 60.8 — 2.955 57.8
Mésto 4 10,000 10 60.8 -0.591*10 =60.8 - 5.91 54.9
Mésto 5 25,000 25 60.8 —0.591*25 = 60.8 — 14.775 46.0




Priklad 2

e Zavisi ucast v lokalnich volbach na velikosti populace obce, lokalni financni
situaci a soutézivosti?

e Zavisla promeénna:
 Ulast — tUcastv %

* Nezavislé proménné:
* Populace — pocet obyvatelt obce v tis.
* Financni situace — index financniho zdravi (1-6; 1 nejhorsi, 6 nejlepsi)
e SoutéZivost — existence soutéze (alespon 2 souperi) — 1 ano, 0 ne (binarni proménna)



JASP

* Regression > Linear Regression

* Proménné:
 Dependent Variable — U&ast
» Covariates — Populace _tis, Fin_index, Soutez



ANOVA

Model Summary - Uéast

Model Sum of Squares o Mean Sqguare F { p
@ rd b z i
Model R R Adjusted R RMSE He Regression 225581 160 3 75103720 812424 \ < 001
i _ - Residual 269149.210 2908 92 555
He 0.675 0.456 0.455 9.621 Total 494730.370 2911
Note. Mull model includes Populace_tis, Fin_index, Soutéz Mote. Null model includes Populace_tis, Fin_index, Soutéz

* Nas model vysvétluje 45,5 procent (0.455 * 100) variability ZP
e Podstatny pokrok v porovnani s modelem s pouze jednou NP

* Nas model je signifikantnim pokrokem v odhadovani ZP a pokud to
umoznuje povaha dat, je mozné nase vysledky aplikovat na populaci



Coefficients

Model Unstandardized Standard Error Standardized t p
Ho {Intercept) 1912 29069 = 001
Populace_tfis -0.770 0.031 —0.347 -25.078 =< 001
Fin_index -1.382 0.361 -0.053 -33831 = 001
Soutez 17 995 0.397 0.625 45309 = 001

* Konstanta (Intercept):

* Odhadovana hodnota zavislé proménné pokud jsou hodnoty vSech nezavislych
proménnych =0

* V (neexistujicim) meste s populaci 0 lidi, financnim indexem 0 a bez souteze (Soutez
= 0) model odhaduje, ze volebni ucast bude 55,57 procenta

*y=bg+b;*x+b,*y + b;*z
* y=55.57+b,;*0 + b,*0 + b;*0 = 55.57



Coefficients ¥

NModel Unstandardized Standard Error Standardized t p
Ho {Intercept) A5 570 1912 29069 = 001
FPopulace_tis (—ﬂ-.??[] ) 0.031 —0.347 -25.078 = 001
Fin_index —1.382 0.361 -0.053 -3.831 = 001
Soutez 0.397 0.525 45300 < 001

* Nestandardizované B koeficienty:
* Ukazuji, jak se hodnota ZP zméni, pokud se hodnota NP zvysi o jednotku
* Populace_tis je mérena v tis. lidi

* Interpretace — za kazdy ndarust lokalni populace o tisic lidi (NP) se volebni ucéast snizi o
0,77 procentniho bodu (ZP)

* Tento efekt je signifikantni na hladiné 99,9 % a mUzeme ho aplikovat na populaci
(zamitame nulovou hypotézu o absenci vztahu mezi NP a ZP) — dulezZité pouze pokud
je mozné generalizovat zjisténi ze vzorku na populaci!

*y=by+by*x +b,*y + b,*z
* y=5557-0.77*x + b,*y + b,*z



Coefficients ¥

NModel Unstandardized Standard Error Standardized t p
Ho {Intercept) A5 570 1912 29069 = 001
FPopulace_tis (—ﬂ-.??[] ) 0.031 —0.347 -25.078 = 001
Fin_index —1.382 0.361 -0.053 -3.831 = 001
Soutez 0.397 0.525 45300 < 001

* Nestandardizované B koeficienty:
* Ukazuji, jak se hodnota ZP zméni, pokud se hodnota NP zvysi o jednotku
* Fin_index je méreny na skale 1 az 6

* Interpretace — za kazdy narist hodnoty finan¢niho indexu o 1 (NP) se volebni ucast
snizi 0 1,382 procentniho bodu (ZP)

* Tento efekt je signifikantni na hladiné 99,9 % a mUzeme ho aplikovat na populaci
(zamitame nulovou hypotézu o absenci vztahu mezi NP a ZP) — dulezZité pouze pokud
je mozné generalizovat zjisténi ze vzorku na populaci!

*y= bO + bl*X + bz*y + b3*z
* y =55.569 - 0.77*x - 1.382*y + b;*z



Coefficients ¥

NModel Unstandardized Standard Error Standardized t p
Ho {Intercept) A5 570 1912 29069 = 001
FPopulace_tis (—ﬂ-.??[] ) 0.031 —0.347 -25.078 = 001
Fin_index —1.382 0.361 -0.053 -3.831 = 001
Soutez 0.397 0.525 45300 < 001

* Nestandardizované B koeficienty:
» Ukazuiji, jak se hodnota ZP zméni, pokud se hodnota NP zvysi o jednotku
e Soutéz je binarni proménna (0 — zadna soutéz, 1 — alespon dva kandidati)
* Interpretace — pokud v obci existuje volebni soutéz (NP), volebni Ucast se zvysi
0 17,995 procentnich bodu (ZP)

* Tento efekt je signifikantni na hladiné 99,9 % a muzeme ho aplikovat na
populaci (zamitame nulovou hypotézu o absenci vztahu mezi NP a ZP) —
dulezité pouze pokud je mozné generalizovat zjiSténi ze vzorku na populaci!

° y — bO + bl*X + bZ*y + b3*Z
e y=55.569-0.77*x - 1.382*y + 17.995*7



Nestandardizovany B koeficient

e Kardinalni vs. binarni proménné

 Stejna definice B pro oba typy proménnych:
e Ukazuje, jak se zméni hodnota ZP, pokud se hodnota NP zvysi o jednotku

ALE

e Binarni (dummy) proménné maji pouze dvé hodnoty—0a 1
* Na rozdil od kardinalnich proménnych, je zde mozny pouze jeden narust ,,0 jednotku®
* Odhadovany efekt je tak kompletné vyCerpan timto jedinym narustem (z 0O na 1)



Coefficients ¥

NModel Unstandardized Standard Error Standardized t p
Ho {Intercept) A5 570 1912 29069 = 001
FPopulace_tis (—ﬂ-.??[] ) 0.031 —0.347 -25.078 = 001
Fin_index —1.382 0.361 -0.053 -3.831 = 001
Soutez 0.397 0.525 45300 < 001

* Soutez:
* 0—zadna soutéz (pouze jeden kandidat)
* 1 —soutéz (alespon dva kandidati)
e Narust z 0 na 1 znamena, ze pro mésta se soutézi model odhaduje o témér 18
procentnich bodu vyssi ucast nez pro mésta bez soutéze

* Populace_tis:
* Narust populace z 1 na 2 tisice znamena snizeni Ucasti 0 0,77 p.b.
e Narust populace z 1 na 5 tisic znamena snizeni ucasti o0 3,08 p.b. (4 * -0,77)
e Narust populace z 5 na 12 tisic znamena sniZeni uUcasti 0 5,39 p.b. (7 * -0,77)



Standardizovany Beta koeficient

* Poskytuje informaci o vyznamu jednotlivych NP

* Méreny v standardnich odchylkach 2 umoznuje jednoduché srovnani
NP

e Vétsi vzdalenost od nuly (kladnym i zapornym smeérem) indikuje vyssi
vyznam NP



Coefficients ¥

NModel Unstandardized Standard Error Standardized t p
Ho {Intercept) A5.AT0 1912 29069 = 001
FPopulace_tis -0.770 0.031 (—1].34? ) -25.078 = 001
Fin_index —-1.382 0.361 —0.053 -3.831 = 001
Soutez 17.995 0.397 45300 < 001

* VVysledky ukazuiji, ze z pouzitych NP je Soutéz nejvyznamneéjsim
prediktorem volebni ucasti

* Populace_tis je méné vyznamna a Fin_index je nejméné vyznamna NP



Predikce volebni ucasti

*y=by+ b *x+b,*y+b;*z

e U&ast = 55.569 — 0.77*Populace_tis — 1.382*Fin_Index + 17.995*Souté?

Populace Fin_Index Soutéz Rovnice Odhadovana ucast
Mésto 1 1,000 3 0 55.57-0.77*1-1.382*3 + 17.995*0 50.7
Mésto 2 1,000 3 1 55.57-0.77*1-1.382*3 + 17.995*1 68.6
Mésto 3 5,000 3 0 55.57-0.77*5-1.382*3 + 17.995*0 47.6
Meésto 4 10,000 6 1 55.57-0.77*10-1.382*%6 + 17.995*1 57.6
Mésto 5 25,000 6 0 55.57-0.77*25-1.382*%6 + 17.995*0 28.0




Kontrola predpokladu

e Kontrola rezidui

* Homoskedasticita

e Multikolinearita — asociace mezi NP

¥ Statistics

Regression Coefficients
3 Estimates

From
Confidence intervals
Covariance matrix

Vovk-Sellke maxirmum p-ratio

Residuals
Statistics
3 Durbin-Watson
3 Casewise diagnostics
O standard residual > 2
Cook's distance =
All

M Model fit
R squared change
Descriptives
Part and partial correlations

M colinearity diagnostics

¥ Plots

Residuals Plots
Residuals vs. dependent

Residuals vs. covariates
3 Residuals vs. predicted
Residuals vs. histogram

i 0Q-Q plot standardized residuals
Partial plots




Coefficients

Collinearity Statistics

Model Unstandardized Standard Error Standardized t p Tolerance VIF
H. {Intercept) 55570 1912 290649 < 001
Fopulace_tis =0.770 0.031 —0.347 -25.078 =< 001 0.980 1.020
Fin_index —-1.332 0.361 -0.053 -38M = 001 0.994 1.006
Soutez 17.995 0.397 0.625 45308 =< 001 0.984 1.016
Collinearity Diagnostics
Variance Proportions
Model Dimension Eigenvalue Condition Index (Intercept) Populace_tis Fin_index Soutez
Ho 1 2933 1.000 0.001 0.021 0.001 0.028
2 0.258 1.849 0.000 0.964 0.000 0.004
3 0.205 3.786 0.006 0.009 0.007 0.967
4 0.004 25770 0.993 0.006 0892 0.001

* VIF nad 5 (10) nebo Tolerance nizSi nez 0,2 (0,1) indikuji problém
* Podobng, vice vyssich hodnot na stejné dimenzi indikuje multikolinearitu

¢ v

e ReSeni—vice modelll / odstranéni proménné



Rezidua

» Data by méla obsahovat maximalné:
* 5% pripadd, které maji rezidua > 2 (< -2)
* 1% pripadd, které maji rezidua > 2,5 (< -2,5)

» Pokud identifikujeme odlehlé pripady, je mozné spocitat model bez téchto
pripadu a porovnat vysledky, zda doslo ke zméné

Homoskedasticita

» Grafické zobrazeni nema znazornovat viditelny vzorec

* Heteroskedasticita znamena problém, pokud je nasi ambici generalizovat vysledky
na populaci



Rekodovani na vice dummy promennych

* Fin_index — kardinalni proménna

 Rekddujeme na 3 dummy proménné (1/0):
* Fin_low — finanéni zdravi < 4,5
* Fin_mid —financ¢ni zdravi 4,5-5,5
* Fin_high —financ¢ni zdravi > 5,5

e Kazdy pripad ma hodnotu 1 v jedné dummy proménné a 0 ve zbylych dvou

* Do modelu vstupuji pouze 2 z 3 dummy promeénnych — zbyla dummy
proménna slouzi jako referencni kategorie



Coefficients

Model Unstandardized Standard Error Standardized t p
Ho {Intercept) 50.903 0.753 67 606 = .001
Fopulace_tfis -0.767 0.031 —0.345 -24 9581 = 001
Soutez 17.993 0.397 0624 45302 = 001
Fin_mid -2.539 0.737 —0.094 -3.443 =001
Fin_high -3.146 0772 -0.112 -4 077 = 001

* Interpretace nestandardizovanych B koeficientu:

e Srovnavame s vyloucenou (referencni) kategorii



Coefficients

Model Unstandardized Standard Error Standardized t p
Ho {Intercept) 50.903 0.753 67 606 = .001
Fopulace_tfis -0.767 0.031 —0.345 -24 9581 = 001
Soutez 17 993 0.397 0624 45302 = 001
Fin_mid 0.737 —0.094 -3.443 =001
Fin_high -3.146 0772 -0.112 -4 077 = .001

* Interpretace nestandardizovanych B koeficientu:
e Srovnavame s vyloucenou (referencni) kategorii

* V obcich se stfednim finanénim zdravim (Fin_mid = 1) model odhaduje, ze
volebni ucast bude o0 2,54 procentnich bodu nizsi nez v referencni kategorii,
tedy oproti obcim s nizkym financnim zdravim (Fin_low = 1)

* Tento rozdil je signifikantni na hladiné 99,9 % (dulezité, pokud generalizujeme
nase vystupy na populaci)



Coefficients

Model Unstandardized Standard Error Standardized t p
Ho {Intercept) 50.903 0.753 67 606 = .001
Fopulace_tfis -0.767 0.031 —0.345 -24 9581 = 001
Soutez 17.993 0.397 0624 45302 = 001
Fin_mid -2.530 0.737 —0.094 -3.443 =001
Fin_high 0772 -0.112 -4 077 = .001

* Interpretace nestandardizovanych B koeficientu:
e Srovnavame s vyloucenou (referencni) kategorii

 V obcich s vysokym financnim zdravim (Fin_high = 1) model odhaduje, Ze
volebni ucast bude o 3,15 procentnich bodu nizsi nez v referencni kategorii,
tedy oproti obcim s nizkym financnim zdravim (Fin_low = 1)

* Tento rozdil je signifikantni na hladiné 99,9 % (dulezité, pokud generalizujeme
nase vystupy na populaci)



