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Opakování

• Co měří Pearsonův korelační koeficient?



Pearsonův korelační koeficient r

• Pearsonův korelační koeficient (r) 

• Pearsonovo r měří sílu a směr lineární závislosti mezi dvěma 
spojitými proměnnými

• Pearsonovo r nabývá hodnot <-1,1>

– Dokonale pozitivní lineární vztah = 1

– Dokonale negativní lineární vztah = -1

– Žádný lineární vztah = 0

• Hodnota r není závislá na jednotkách proměnných



• r = kovariance X, Y / kombinovaný rozptyl X, Y



Opakování

• Co nám říká p-hodnota?



Blok přednášek

1. Jednoduchá lineární regrese

2. Vícečetná lineární regrese

3. Diagnostika a aplikace



Blok přednášek

1. Jednoduchá lineární regrese

1. intuice

2. regresní model

3. metoda nejmenších čtverců (OLS)

4. koeficient determinace

5. interpretace výsledků

2. Vícečetná lineární regrese

3. Diagnostika a aplikace



• Pearsonovo r = 0.54 (X = SES, Y = spokojenost s pol. systémem)

upravený Kellstedt & Whitten 2013



korelace (r)                      regrese

• Symetrická metoda 
(nerozlišujeme ZP a prediktor)

• Měří sílu i směr vztahu

• O kolik se v průměru mění 
hodnoty proměnné v závislosti 
na změně hodnot druhé?

• Asymetrická metoda      
(rozlišujeme ZP a prediktor/y)

• Měří sílu i směr vztahu a umožňuje 
predikci hodnot ZP v závislosti na 
hodnotách prediktoru/ů. 

• Jak velký je vliv prediktoru/ů na ZP?

• Jaká bude hodnota ZP při určité 
hodnotě prediktoru/ů?



• Y = 51.55 + 0.62 * X (regresní model)

• Y = spokojenost s pol. systémem; X = SES

upravený Kellstedt & Whitten 2013



(Lineární) regrese

• Regrese je metoda predikce (odhadu) 
hodnot závislé proměnné (Y) na 
základě hodnot jedné (X) či více 
nezávislých proměnných (prediktorů).

• Lineární regrese odhaduje lineární 
vztah

• Jednoduchá lineární regrese: pouze 
jeden prediktor

• Vícečetná lineární regrese: více než 
jeden prediktor

Galton 1886

wikimedia



Lineární vztah

• Lineární funkce je funkce, jejíž hodnota v celém jejím rozsahu 
rovnoměrně (lineárně) roste či klesá

• Lineární vztah je možné zobrazit přímkou (linearis)

Y = 0.78 + 0.425*X

• Lineární regresní funkce má tvar: Y = b0 + b1*X 

• Y je závislá proměnná, X je nezávislá proměnná (prediktor),                            
b0, b1 jsou koeficienty



Regresní model: lineární regresní funkce

• Lineární regresní funkce má tvar: Y = b0 + b1 *X 

• Y je závislá proměnná

• X je nezávislá proměnná (prediktor)

• b0, b1 jsou koeficienty

• Rovněž:

• Y = b0 + b1 *X

• závislá proměnná = průsečík + sklon*prediktor

• Rozlišení pro populaci a vzorek:

Y = β0 + β1X + ε ; teoretická regresní funkce (populace)

Y = b0 + b1 X + e ; empirická regresní funkce (vzorek) 

závislá proměnná = průsečík + sklon*prediktor + chyba

protože teoretickou funkci pouze  
odhadujeme na základě vzorku 

prostřednictvím empirické funkce, 
odhad nutně zahrnuje nevysvětlený 

rozptyl ZP (chyba modelu)







Terminologie a notace

X Y

independent variable dependent variable

predictor variable outcome variable

explanatory variable response variable

α, a, b, β0, B0, m β, B, b ε, e

intercept slope / 
gradient

error / 
residual

constant coefficient

alpha Beta



Terminologie a notace

X Y

nezávislá proměnná závislá proměnná

prediktor sledovaná proměnná

vysvětlující proměnná studovaná proměnná

α, a, b0, β0, B0, m β, B, b ε, e

průsečík / konstanta sklon / gradient chyba / 
reziduum

průsečíková konstanta
průsečíkový koeficient

konstanta sklonu
koeficient sklonu

alpha Beta



Jak odhadujeme regresní model?



Umístěte regresní přímku



Umístěte regresní přímku



Umístěte regresní přímku



Umístěte regresní přímku



Regresní přímka: průsečík a sklon



Metoda nejmenších čtverců

• Metoda nejmenších čtverců (Ordinary Least Squares): odhad 
koeficientů, průsečíku a sklonu, v lineárním regresním modelu

• Minimalizuje vertikální vzdálenosti mezi pozorovanými hodnotami (Y) 
a regresní přímkou reprezentující predikované hodnoty Y (Y’). 

• Reziduum je chyba predikce daná rozdílem mezi pozorovanou (Y) a 
predikovanou hodnotou (Y’) ZP 

• Reziduum = (Y - Y’)  ; součet reziduí ∑(Y - Y’) = 0 

• Kvadratické reziduum (čtverec rezidua) = (Y - Y’)^2

• součet kvadratických reziduí ∑(Y - Y ’)^2

• OLS minimalizuje součet kvadratických reziduí: Y’ = min∑(Y - Y’)^2



Metoda nejmenších čtverců

• Srovnání kvadratických (čtverců) reziduí pro průměr Y a regresní model



Metoda nejmenších čtverců



Metoda nejmenších čtverců



příklad

• ZP (Y) = % výsledek Obamy ve volbách 2012 (obama2012) 

• Prediktor (X) = % podíl protestantů (relig_prot)

• Průsečík (intercept) = hodnota Y při X = 0 

• Sklon (slope) = změna hodnoty Y při jednotkové změně X

→ při zvýšení podílu protestantů o 1 p.b. model predikuje snížení 
volebního zisku Obamy o -0.29 p.b. 



Jak dobře regresní model vysvětluje 
rozptyl závislé proměnné?



Celkový rozptyl = nevysvětlený rozptyl + vysvětlený rozptyl



• Rozptyl vysvětlený regresním model (SSM: sum of squares of model)

SSM = Σ Y′ − mean Y 2

• Nevysvětlený rozptyl: chyba modelu (SSR: sum of squares of residuals):

SSR = Σ Y − Y′ 2

• Celkový rozptyl (SST: total sum of squares) = SSM + SSR                     

SST = Σ Y −mean Y 2

• Podíl SSM/SST ukazuje (1) těsnost regresního vztahu mezi ZP a prediktory 
a (2) přesnost predikce založené na regresním modelu

Y’ = predikované hodnoty (přímka)
Y = pozorované hodnoty (body)
mean(Y) = průměrná hodnota ZP



Koeficient determinace

• KD (R^2) ukazuje podíl rozptylu Y vysvětleného regresním modelem (SSM) 
vůči celkovému rozptylu Y (SST) = SSM / SST

• SST = SSM (vysvětlený rozptyl) + SSR (nevysvětlený rozptyl)

SSM sum of squares of model

SSR sum of squares of residuals

SST sum of squares of total



• ZP (Y) = % výsledek Obamy ve volbách 2012 (obama2012) 

• Prediktor (X) = % podíl protestantů (relig_prot)

• Průsečík (intercept) = hodnota Y při X = 0 

• Sklon (slope) = změna hodnoty Y při jednotkové změně X

→ při zvýšení podílu protestantů o 1 p.b. model predikuje snížení 
volebního zisku Obamy o -0.29 p.b. 

KD R2 udává, že model vysvětluje 17 % 
rozptylu ZP (obama2012). 

V jednoduché regresi je pro 
standardizované proměnné (zde %) 

hodnota R rovna Pearsonovu r (nabývá 
však pouze kladných hodnot).



Jsou odhady statisticky významné?



Celý model: testovací statistika F

• Abychom zjistili, zda se regresní model jako celek významně liší od nuly, 
užijeme F-test

• F-test: závisí hodnota ZP na hodnotě prediktoru?

• H0: předpoklad, že všechny koeficienty β = 0 

• HA: β ≠ 0

• 𝐹 =
𝑠𝑖𝑔𝑛𝑎𝑙

𝑛𝑜𝑖𝑠𝑒
; 𝐹 =

𝑣𝑦𝑠𝑣ě𝑡𝑙𝑒𝑛ý 𝑟𝑜𝑧𝑝𝑦𝑙

𝑛𝑒𝑣𝑦𝑠𝑣ě𝑡𝑙𝑒𝑛ý 𝑟𝑜𝑧𝑝𝑡𝑦𝑙
; 𝐹 =

SSM
SSR

(n − 2)

• F rozdělení s 1 (čitatel) a n – 2 s.v. (jmenovatel)

• F-test pro mnohorozměrnou regresi zohledňuje počet prediktorů

F-hodnota regresního modelu je testovací statistikou

SSM = vysvětlený rozptyl
SSR = nevysvětlený rozptyl
n = velikost výběru

wikimedia



Fischerovo rozdělení



Model se statisticky 
významně odlišuje od nuly; 
při dané úrovni testu tedy 
odmítáme H0: β1 = Bk = 0



Koeficienty: testovací statistika t

• Abychom zjistili, zda se koeficient b statisticky významně liší od 
nuly, užijeme dílčí t-test pro regresní koeficient

• Je hodnota b významně odlišná od předpokládané populační 
hodnoty koeficientu (0)? H0: β = 0; HA: β ≠ 0

• 𝑡 =
𝑠𝑖𝑔𝑛𝑎𝑙

𝑛𝑜𝑖𝑠𝑒
; 𝑡 =

b −β
SE(b)

; t rozdělení s n – 2 stupni volnosti

– b = koeficient sklonu (spočteno na výběrových datech)

– β = předpokládaný populační koeficient (β = 0)

– SE(b) = std. chyba koeficientu (viz Handl 2009)

• t-hodnota regresního koeficientu b je testovací statistikou



t rozdělení



• Koeficient (Estimate) = odhady hodnot koeficientů průsečíku a sklonu

• Std. chyba (SE) = přesnost odhadu koeficientů (viz Handl 2009)

• t-hodnota (t) = testovací statistika koeficientů; t = koeficient / SE

• p-hodnota (p) = pravděpodobnost, že pozorujeme danou, nebo 

extrémnější, hodnotu testovací statistiky t při platnosti H0: β = 0

Koeficient průsečíku i 
koeficient sklonu jsou 

statisticky významné; při 
dané úrovni testu tedy 

odmítáme H0: β = 0

Model se statisticky 
významně odlišuje od nuly; 
při dané úrovni testu tedy 
odmítáme H0: β1 = Bk = 0



Shrnutí

• Lineární regresi využíváme pro predikci hodnot spojité proměnné (ZP) 
v závislosti na hodnotách jednoho či více prediktorů

• Zpravidla nás zajímá, do jaké míry specifický prediktor ovlivňuje 
hodnotu ZP – v závislosti na tom formulujeme H0 a HA (o koeficientu 
sklonu)

• Prokázaný regresní vztah neimplikuje kauzalitu!

• Jako každá metoda, lineární regrese spočívá na řadě předpokladů 
(následující přednášky)



Jednoduchá lineární regrese v Jamovi

• Teoretický rámec: volební chování je do určité míry určeno 
sociokulturními štěpnými liniemi (Norris & Inglehart 2019; Lipset & 
Rokkan 1967)

• H0: Podíl protestantů relig_prot (prediktor X) neovlivňoval volební 
podporu Obamy obama2012 (závislá proměnná Y); β1 >= 0

• HA: Podíl protestantů relig_prot (prediktor X) snižoval volební 
podporu Obamy obama2012 (závislá proměnná Y); β1 < 0













Seminář



Výpočet regresního modelu

• Máme dvě proměnné X (prediktor) a Y (ZP)

• Do jaké míry X predikuje Y? 

X Y

1 1

2 2

3 1.3

4 3.75

5 2.25

Based on Lane 2016



Výpočet regresního modelu

• Statistiky pro výpočet:

• Koeficient sklonu (b1): r(X, Y) * s(Y) / s(X)

• Koeficient průsečíku (b0): m(Y) – b1*m(X)

• b1 = 0.627 * 1.072 / 1.581 = 0.425

• b2 = 2.06 – 0.425 * 3 = 0.785

m(X) m(Y) s(X) s(Y) r(X, Y)

3 2.06 1.581 1.072 0.627



Výpočet regresního modelu

• Výsledná regresní přímka



Výpočet regresního modelu

• Regresní model: Y = 0.78 + 0.425*X

• Průsečík: hodnota Y při hodnotě X = 0

• Sklon: změna hodnoty Y při jednotkové změně X

• Součet čtverců reziduí: chyba modelu

• Jaká je hodnota Y’ pro X = 2?

• Y’ = 0.785 + (0.425)*2 

• Y’ = 0.785 + 0.850 = 1.635

• Jaká je hodnota Y’ pro X = 6?

• Y’ = 0.785 + (0.425)*6 

• Y’ = 0.785 + 2.55 = 3.335



Celkový rozptyl = nevysvětlený rozptyl + vysvětlený 
rozptyl



• Rozptyl vysvětlený regresním model (SSM: sum of squares of model)

• SSM = Σ Y′ − mean Y 2

• Nevysvětlený rozptyl – chyba regresního modelu (SSR: sum of squares 
of residuals):

• SSR = Σ Y − Y′ 2

• Celkový rozptyl (SST: total sum of squares) = SSM + SSR

• SST = Σ Y −mean Y 2

• Podíl SSM/SST ukazuje (1) sílu regresního vztahu mezi ZP a prediktory 
a (2) přesnost predikce založené na regresním modelu (funkci)

Y’ = predikované hodnoty (přímka)
Y = pozorované hodnoty (body)
mean(Y) = průměrná hodnota ZP



Celkový rozptyl = nevysvětlený rozptyl + vysvětlený rozptyl



Koeficient determinace

• SST = SSM + SSR = 1.81 + 2.791 = 4.59

• R^2 = SSM / SST = 1.81 / 4.59 = 0.39 = 39 %

Y’ mean Y (Y’ – mY) (Y’ – mY)^2

1.210 2.06 -0.850 0.72

1.653 2.06 -0.425 0.18

2.060 2.06 0 0

2.485 2.06 0.425 0.18

2.910 2.06 0.850 0.72

sum (SSM) 1.81

Y Y’ Y – Y’ (Y – Y’)^2

1 1.210 -0.210 0.044

2 1.653 0.365 0.133

1.3 2.060 -0.760 0.578

3.75 2.485 1.265 1.600

2.25 2.910 -0.660 0.436

sum (SSR) 2.791

SSR: součet čtverců rozdílů mezi pozorovanými 
hodnotami Y a predikovanými hodnotami Y’ 

SSM: součet čtverců rozdílů mezi 
predikovanými hodnotami Y’ a průměrem Y


