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Opakování

• Co je to regresní analýza?



korelace (r)                      regrese

• Symetrická metoda 
(nerozlišujeme ZP a prediktor)

• Měří sílu i směr vztahu

• O kolik se v průměru mění 
hodnoty proměnné v závislosti 
na změně hodnot druhé?

• Asymetrická metoda      
(rozlišujeme ZP a prediktor/y)

• Měří sílu i směr vztahu a umožňuje 
predikci hodnot ZP v závislosti na 
hodnotách prediktoru/ů. 

• Jak velký je vliv prediktoru/ů na ZP?

• Jaká bude hodnota ZP při určité 
hodnotě prediktoru/ů?



Opakování

• Co nám říká p-hodnota?



Opakování



Regresní model: lineární regresní funkce

Jednoduchý lineární regresní model:

• Y’ = b0 + b1*X

• závislá proměnná = průsečík + sklon*prediktor

Vícečetný lineární regresní model:

• Y’ = b0 + b1*X + b2*Z

• závislá proměnná = průsečík + sklon*prediktor X + sklon*prediktor Z

Někdy také:

• Y’ = b0 + b1*X1 + b2*X2 

• závislá proměnná = průsečík + sklon*prediktor X1 + sklon*prediktor X2



X a Z nekorelují→ interpretace jako v jednoduché regresi 
(X a Z jsou vzájemně nezávislé)

X koreluje s Y více než Z → účinek X je při kontrole vlivu Z 
silnější než účinek Z při kontrole vlivu X

Z koreluje s Y více než X → účinek Z je při kontrole vlivu X 
silnější než účinek X při kontrole vlivu Z

X a Z (téměř) dokonale korelují → hodnoty koeficientů se 
budou blížit nekonečnou (neinterpretovatelné) →
problém kolinearity



• Příklad regrese spokojenosti s politickým systémem (závislá 
proměnná Y) v závislosti na socioekonomickém statusu (X) a 
důvěře v instituce (Z): 

• Y = 48.24 + 0.57*X + 0.67*Z

A B C

intercept 51.55*
(0.86)

47.29*
(1.94)

48.24*
(1.64)

SES (X) 0.65*
(0.16)

- 0.57*
(0.15)

trust (Z) - 0.92*
(0.33)

0.67*
(0.28)

R2 0.36 0.20 0.46

Std. error in parentheses
* = p < 0.05

upraveno dle Kellstedt & Whitten 2013



bstd = b ∗
s(X)

s(Y)

• Nutné zohlednit jednotky, v nichž jsou proměnné měřeny!
– X (SES) = dlouhá škála; Z (důvěra) = krátká škála 

• Pro porovnatelné hodnoty koeficientů standardizujeme skrze 
směrodatné odchylky ZP a daného prediktoru:
– b1std = b1 * (std.dev(X) / std.dev(Y)) = 0.57 * (5.496/6.017) = 0.52 (SES)

→ zvýšení hodnoty X o 1 std.dev. znamená zvýšení Y o 0.52 std.dev.

– b2std = b2 * (std.dev(Z) / std.dev(Y)) = 0.67 * (2.952/6.017) = 0.33 (důvěra)

→ zvýšení hodnoty Z o 1 std.dev. znamená zvýšení Y o 0.33 std.dev.

• Standardizované koeficienty se nazývají beta 

A B C

intercept 51.55*
(0.86)

47.29*
(1.94)

48.24*
(1.64)

SES (X) 0.65*
(0.16)

- 0.57*
(0.15)

důvěra (Z) - 0.92*
(0.33)

0.67*
(0.28)

R2 0.36 0.20 0.46

* = p < 0.05; Std. error in parenthesess

Který prediktor má větší 
účinek (efekt) na ZP?

standardizovaný koeficient:

slabý: < 0.29
střední: 0.3-0.49
velký > 0.5



Regresní rovina

www.ck12.org



• Rozptyl vysvětlený regresním model (SSM: sum of squares of model)

SSM = Σ Y′ − mean Y 2

• Nevysvětlený rozptyl: chyba modelu (SSR: sum of squares of residuals):

SSR = Σ Y − Y′ 2

• Celkový rozptyl (SST: total sum of squares) = SSM + SSR                     

SST = Σ Y −mean Y 2

• Podíl SSM/SST ukazuje (1) těsnost regresního vztahu mezi ZP a prediktory 
a (2) přesnost predikce založené na regresním modelu (funkci)

Y’ = predikované hodnoty (rovina)
Y = pozorované hodnoty (body)
mean(Y) = průměrná hodnota ZP

www.ck12.org



Koeficient determinace

• KD (R2) ukazuje podíl rozptylu Y vysvětleného regresním modelem
(SSM) vůči celkovému rozptylu Y (SST) = SSM / SST

• SST = SSM (vysvětlený rozptyl) + SSR (nevysvětlený rozptyl)

SSM sum of squares of model

SSR sum of squares of residuals

SST sum of squares of total

Pro vícečetnou regresi užíváme
upravené R2 penalizující vyšší počet 

prediktorů



Vícečetná lineární regrese

• Umožňuje predikci ZP v závislosti na hodnotách více než jednoho 
prediktoru
– Jaká je predikovaná hodnota spokojenosti s pol. systémem (ZP Y), pokud 

bereme v potaz SES (prediktor X) a důvěru v instituce (prediktor Z)?

• Umožňuje odhadovat dílčí (parciální) účinky (efekty) jednotlivých 
prediktorů na ZP
– Jak se změní hodnota spokojenosti s pol. systémem (ZP Y), pokud se 

hodnota prediktoru X změní o jednotku při kontrole prediktoru Z?

– Jak se změní hodnota spokojenosti s pol. systémem (ZP Y), pokud se 
hodnota SES (X) změní o jednotku při kontrole důvěry (Z)?



Kellstedt & Whitten 2013: 58



Interpretace účinků 
kategorických prediktorů



Kategorické proměnné

• Nominální: definovány pouze kvalitativní odlišností

– homogenita kategorií

– vzájemná výlučnost kategorií

– úplnost kategorií

• Pořadové: definovány kvalitativní odlišností a pořadím kategorií

– homogenita kategorií

– vzájemná výlučnost kategorií

– úplnost kategorií

– pořadí kategorií



Kategorické proměnné jako prediktory

• Kategorické proměnné (KP) jsou v regresním modelu 
reprezentovány tzv. indikátorovými (dummy) proměnnými

• Indikátorová proměnná: pouze hodnoty 0 nebo 1 indikující 
ne/přítomnost daného kategorického účinku

• Počet indikátorových proměnných = k – 1, kde                                      
k je počet kategorií proměnné

→ účinky KP jsou definovány k – 1 koeficienty 



Kategorické proměnné jako prediktory

• Počet indikátorových proměnných = k – 1, kde                                      
k je počet kategorií proměnné

• Např.: kulturně-geografický charakter (X) = ne-Jih (0), Jih (1) 
jako prediktor (Y) Obamova volebního výsledku (obama2012)

Y = 50.049 - 5.918*XJih

• Jaká bude predikce pro ne-jižní státy a pro jižní státy?



Kategorické proměnné jako prediktory

• Počet indikátorových proměnných = k – 1, kde                                      
k je počet kategorií proměnné

• Např.: kulturně-geografický charakter (X) = ne-Jih (0), Jih (1) 
jako prediktor (Y) Obamova volebního výsledku (obama2012)

Y = 50.049 - 5.918*X

• Jaká bude predikce pro ne-jižní státy a pro jižní státy?

• Predikce pro ne-jižní státy: Y = 50.049 - 5.918*0 = 50.049

• Predikce pro jižní státy: Y = 50.049 - 5.918*1 = 44.131



Kategorické proměnné jako prediktory

• Např.: kulturně-geografický charakter (X) = ne-Jih (0), Jih (1) 
jako prediktor (Y) Obamova volebního výsledku (obama2012) 
s kontrolou pro (Z) podíl městského obyvatelstva (urban)

Y = 31.543 - 3.998*X + 0.250*Z

• Predikce pro ne-jižní státy s kontrolou pro urban: 

Y = 31.543 - 3.998*0 + 0.250*1 = 31.793

• Predikce pro jižní státy s kontrolou pro urban: 

Y = 31.543 - 3.998*1 + 0.250*1 = 27.795



Kategorické proměnné jako prediktory

Y = 31.543 - 3.998*X + 0.250*Z

• Predikce pro ne-jižní státy s kontrolou pro urban: 

Y = 31.543 - 3.998*0 + 0.250*1 = 31.793

• Predikce pro jižní státy s kontrolo pro urban: 

Y = 31.543 - 3.998*1 + 0.250*1 = 27.795

• Dále: hodnoty kategorií mění hodnotu průsečíku, sklon se nemění:

• Predikce pro ne-jižní státy s kontrolou pro urban: 

Y = 31.543 - 3.998*0 + 0.250*1 = 31.793

• Predikce pro jižní státy s kontrolou pro urban: 

Y = 27.545 + 0.250*1 = 27.795



Y = 28.059 + 0.280*urban

všechny státy



jižní státy nejižní státy



nejižní státyjižní státy



nejižní státy

jižní státy

Y = 31.54 – 3.99*south + 0.250*urban

Posun průsečíku: Jih =  27.55, ne-Jih = 31.54



Řazené kategorické proměnné

• Např.: podpora práv gayů (X) = vysoká, střední, nízká; s kontrolou pro 
(Z) podíl městského obyvatelstva (urban)

• Konstrukce indikátorových proměnných: k - 1  

– Referenční kategorie (průsečík) = vysoká podpora (nízká i střední podpora = 0)

– Indikátorová proměnná 1 = střední podpora (nízká podpora = 0)

– Indikátorová proměnná 2 = nízká podpora (střední podpora = 0)

Y = 54.72 – 20.59*gay_supp_LOW – 10.49*gay_supp_MED + 0.06*urban

Y(HI) = 54.72 + 0.06*urban

Y(MED) = 44.23 + 0.06*urban ; 54.72 – 10.49 = 44.23

Y(LOW) = 34.13 + 0.06*urban ; 54.72 – 20.59 = 34.13



Y = 54.72 – 20.59*gay_supp_LOW – 10.49*gay_supp_MED + 0.06*urban



Shrnutí

• Interpretace účinků spojitých a kategorických prediktorů se liší

• Spojité prediktory: jednotková změna hodnoty prediktoru definuje 
sklon regresní přímky

• Kategorické prediktory: změna úrovně (kategorie) prediktoru 
definuje průsečík regresní přímky

• V případě kategorických prediktorů vždy stanovujeme referenční 
kategorii

• Počet indikátorových proměnných zachycujících ostatní kategorie 
prediktoru = # kategorií (k) - 1 



Předpoklady



Předpoklady

• Spojitá závislá proměnná

• Nenulový rozptyl prediktorů

• Nezávislost pozorování (náhodný výběr)

• Lineární vztah mezi prediktory a závislou proměnnou

• Normální rozdělení reziduí

• Homoskedasticita (nezávislost rozptylu ZP)

• Kolinearita prediktorů není vysoká

• Absence vlivných pozorování



Předpoklady

• Spojitá závislá proměnná

• Nenulový rozptyl prediktorů

• Nezávislost pozorování (náhodný výběr)

• Lineární vztah mezi prediktory a závislou proměnnou

• Normální rozdělení reziduí

• Homoskedasticita (nezávislost rozptylu)

• Kolinearita prediktorů není vysoká

• Absence vlivných pozorování



Lineární vztah X and Y



wikimedia commons



Předpoklady

• Spojitá závislá proměnná

• Nenulový rozptyl prediktorů

• Nezávislost pozorování (náhodný výběr)

• Lineární vztah mezi prediktory a závislou proměnnou

• Normální rozdělení reziduí

• Homoskedasticita (nezávislost rozptylu)

• Kolinearita prediktorů není vysoká

• Absence vlivných pozorování



Rezidua

• Rezidua: rozdíl mezi predikovanou a pozorovanou hodnotou ZP (Y) →

vyjádřena ve škále ZP

• Standardizovaná rezidua: jsou dělena jejich směrodatnou odchylkou →

nulová střední hodnota a jednotkový rozptyl

• Studentizovaná rezidua: jsou dělena jejich směrodatnou odchylkou 

nezahrnující i-té pozorování → při normálním rozdělení reziduí sledují 

Studentovo t-rozdělení



Kvantilový graf (Q-Q plot)

relig_prot x 
obama2012



Kvantilový graf

Kim 2019



Předpoklady

• Spojitá závislá proměnná

• Nenulový rozptyl prediktorů

• Nezávislost pozorování (náhodný výběr)

• Lineární vztah mezi prediktory a závislou proměnnou

• Normální rozdělení reziduí

• Homoskedasticita (nezávislost rozptylu ZP)

• Kolinearita prediktorů není vysoká

• Absence vlivných pozorování



stats.stackexchange.com



Reziduální graf

Kim 2019



Předpoklady

• Spojitá závislá proměnná

• Nenulový rozptyl prediktorů

• Nezávislost pozorování (náhodný výběr)

• Lineární vztah mezi prediktory a závislou proměnnou

• Normální rozdělení reziduí

• Homoskedasticita (nezávislost rozptylu)

• Kolinearita prediktorů není vysoká

• Absence vlivných pozorování



Kolinearita

• Kolinearita (multikolinearita) = dva nebo více prediktorů je silně korelováno

• Před odhadem regresního modelu: korelační matice prediktorů

• Po odhadu regresního modelu: diagnostika VIF a tolerance 

rXZ = 0 rXZ > 0.9

ZX
Y

X

Z

Y



Kolinearita

• Před odhadem regresního modelu: korelační matice prediktorů



Kolinearita

• Tolerance: kolik rozptylu daného prediktoru je vysvětleno ostatními 
prediktory?
– Regresní model, kde je prediktor z původního modelu vysvětlován zbývajícími 

prediktory

– Tolerance = 1 – R2, tj. nevysvětlený rozptyl daného prediktoru

– Hrubé pravidlo: tolerance < 0.1 (někdy 0.2) indikuje závažnou kolinearitu

• Inflační faktor rozptylu (VIF): je obrácenou hodnotou tolerance, tj. 
VIF = 1/tolerance
– Tj. hodnota vyšší než 1/0.1 = 10 indikuje závažnou kolinearitu



Vlivná pozorování

• Pozorování s velkým vlivem na výsledky regresního modelu



Vlivná pozorování: Cookova vzdálenost

• Pozorování s velkým vlivem na výsledky regresního modelu

• Cookova vzdálenost: 
1. výpočet regresního modelu bez konkrétního pozorování

2. rozdíl mezi predikovanou hodnotou s pozorováním a bez pozorování

3. výpočet proveden pro všechna pozorování

• Hrubé pravidlo: Cookova vzdálenost > 1 indikuje vlivné 
pozorování



Závěrem

• Lineární regresi využíváme pro predikci hodnot spojité proměnné (ZP) 
v závislosti na hodnotách jednoho či více prediktorů

• Zpravidla nás zajímá, do jaké míry specifický prediktor ovlivňuje 
hodnotu ZP při kontrole ostatních prediktorů → vícečetná regrese

• Vícečetná regrese umožňuje testování kauzálních vztahů při 
předpokladu úspěšné kontroly ostatních nezbytných podmínek

• Jako každá metoda, lineární regrese spočívá na řadě předpokladů, 
které je nutné kontrolovat







reference: fewer restrictive = 31.305
mid restrictive = 31.305 + 4.460
more restrictive = 31.305 + 12.967















Seminář


