Pocet pravdépodobnosti jako zaklad matematické statistiky

Pomoci metod popisné statistiky dokazeme prehledné shrnout informace, které se tykaji vyhradné objektii vybérového
souboru. Pokud jsme vSak data ziskali na zdkladé dobte navrZzeného vyzkumného planu, mizeme provadét induktivni
usudky o chovani sledovanych proménnych v celém zdkladnim souboru. Metody statistické indukce se ovSem opiraji o
pocet pravdépodobnosti.

Pocet pravdépodobnosti (probability calculus)

Je to disciplina, ktera se zabyva studiem zakonitosti v nahodnych pokusech. Matematickymi prostfedky modeluje situace,
v nichZ hraje roli ndhoda. Pod pojmem rozumime pusobeni faktord, které se zivelné méni pti riznych provedenich
téhoz pokusu a nepodléhaji nasi kontrole.

rozumime jednorazové uskutecnéni konstantné vymezeného souboru defini¢nich podminek. Predpokladame, Ze
pokus miizeme mnohonasobné nezéavisle opakovat za dodrzeni defini¢nich podminek (ostatni podminky se mohou ménit,
proto rizna opakovani pokusu mohou vést k riznym vysledkiam). Déle ptedpokladame, ze opakovanim pokusu vznika opét
pokus.
je takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k jedinému moznému vysledku (basic outcome).
(Napft. zahtivani vody na 100°C pfi atmosferickém tlaku 1015 hPa vede k varu vody.)
je takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k praveé jednomu z vice moznych
vysledka, které jsou vzajemné neslucitelné. (Napt. hod kostkou vede k praveé jednomu ze Sesti moznych vysledki.)

Zavedeni méfiteln€ého prostoru

Neprazdnou mnoZzinu moznych vysledki nahodného pokusu znacime Q a nazyvame ji

Mozné vysledky zna¢ime oy, m,, ...

Vymezena mnozina vysledk je , zna¢ime ho symbolem A. VSechny mozné ndhodné jevy tvori
jevové pole A. Dvojice (Q2, A) se nazyva . Q se nazyva jisty jev, 2 nemozny jev.



Vztahy mezi jevy
a) A < B znamen4, Ze jev A ma za disledek jev B.

Naptf. jev A je padnuti dvojky, jev B padnuti sudého disla.

b) A v B znamené nastoupeni aspoii jednoho z jevi A, B
Napt. jev A je padnuti lichého Cisla, jev B padnuti Sestky, A v B znamena padnuti 1, 3, 5, 6.

c) A » B znamend spolecné nastoupeni jevli A, B
Napt. jev A je padnuti Cisla mensiho nez 3, jev B padnuti sudého ¢isla, A » B znamena padnuti dvojky.

d) A\ B znamena nastoupeni jevu A za nenastoupeni jevu B
Napt. A je padnuti lichého ¢isla vétsiho nez 1, B padnuti trojky, A \ B je padnuti pétky.

e) A =Q\ A znamena jev opaény k jevu A
Napf. A je padnuti sudého ¢isla mensiho nez 6, A znamena padnuti lichého ¢isla nebo Sestky.

f) A » B= 9 znamena, Ze jevy A, B jsou neslucitelné
Napt. A je padnuti jednicky, B je padnuti sudého ¢isla.

g) o <A znamend, Ze mozny vysledek o je pfiznivy nastoupeni jevu A.
Napt. A je padnuti ndsobku tii,  je padnuti Sestky.



Nékteré vlastnosti operaci s jevy
a) Pro sjednoceni a prinik jevi plati , ktery pro dva jevy A, B ma tvar:

AvB=BvA A~nB=BnA.

b) Pro sjednoceni a prinik tfi jevii A, B, C plati

AvB v C)=(AvB)v CCA~ B~ C)=(A~ B)~ C

Av(B C)=(AvB)~(A~C),A~ Bv C)=(A B) v (A~ C)

c¢) Pro sjednoceni a priinik jevli opacnych plati , které pro dva jevy A, B zapiSeme takto:

AYUB=AN3, AN3=AU 3,



Priklad: Je dan systém sloZeny ze dvou bloki, ktery jednordzoveé pouzZijeme. Necht’ jev A, znamena
bezporuchovou funkeci i-tého bloku, 1= 1, 2. Pomoci jevil A,.a, vyjadiete jevy:

a) bezporuchova funkce asponl jednoho bloku:

b) bezporuchova funkce obou bloki:

c¢) porucha aspon jednoho bloku:

d) porucha obou blokii:

e) porucha praveé jednoho bloku:

Reseni:

Ada) a, vy,

Adb) A n,

Adc) a, v,

Add) A~

Ade) €y, o€~y



Zavedeni pravdépodobnostniho prostoru

Motivace: Provadime opakované nezavisle tyz nahodny pokus a v kazdém pokusu sledujeme nastoupeni jevu A, kterému
fikame Gspéch. Ozna¢me n celkovy pocet pokusti a N(A) pocCet téch pokusil, kdy nastal Gspéch. S rostoucim n pozorujeme,
NG

ze relativni Cetnost uspéchu
n

znam jako empiricky zakon velkych ¢&isel).

Ilustrace empirického zakona velkych ¢isel
Provadime n nezavislych hodi minci. Padnuti lice povaZzujeme za Gispéch. Budeme sledovat zavislost relativni ¢etnosti
uspéchu na poctu pokust. (Pocet pokusi volime 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500,1000, 2000.)
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Vzniké otdzka, jak zavést pravdépodobnost, aby byla ,,zidealizovanym* protéjSkem relativni Cetnosti. Zdalo by se vhodné

zavést pravdépodobnost takto:

~ N &
P4 = lim :

n
Jde o tzv. statistickou definici pravdépodobnosti.



Priklad: U 1000 ndhodné¢ vybranych voli¢u byly zjiStovany volebni preference. Vysledky mame v tabulce:

Preferovana strana| pohlavi |celkem
Zena|muz
ABC 153 1130 283
XYZ 220 | 194 414
ostatni 157 | 146] 303
celkem 530 {470 1000

Pomoci relativnich ¢etnosti odhadnéte pravdépodobnosti téchto jevi:

a) ndhodn¢ vybrany voli€ je Zena, ktera nepreferuje stranu XYZ,

b) nahodné¢ vybrany voli€ je bud’ Zena nebo jedinec, ktery preferuje ostatni politické strany.
Reseni:

ad a) VSech zen je 530, téch, které nepreferuji stranu XYZ, je 530 — 220 = 310, tedy odhad pravdépodobnosti dan¢ho jevu je

ad b) Zajima nas relativni Cetnost sjednoceni dvou jevi, a to jevii B ... ,,ndhodné vybrany voli¢ je zena“ a B, ... ,,nahodné

vybrany voli¢ preferuje ostatni politické strany*. Z vlastnosti relativni ¢etnosti plyne

~ - - ~ 530 303 157 776
pﬁlu 32,:p131,+9‘32,—9‘31ﬂ 3, = + — = = 0,776
1000 1000 1000 1000



Z matematického hlediska vSak statisticka definice definice neni v poradku, protoZe pocet pokusti je vzdy
konecny a nelze se presvedcit o existenci uvedené limity. Proto ve 30. letech 20. stoleti rusky matematik A.

A. Kolmogorov (1903 — 1987) vybudoval axiomatickou teorii pravdépodobnosti.

Axiomaticka teorie pravdépodobnosti zavadi pravdépodobnost jako funkci, ktera kazdému jevu piifazuje
Cislo mezi 0 a 1 a ptitom je zidealizovanym protéjSkem relativni Cetnosti. Ma tedy vSechny vlastnosti

relativni Cetnosti a kromé toho nékteré dalsi vlastnosti, které vyplyvaji z vnitinich potfeb matematicke teorie.



rozumime funkci P: A — R, ktera splnuje nasledujici tfi axiomy:
kazdému jevu pfifazuje nezdporné ¢islo (axiom nezapornosti),
jistému jevu piifazuje Cislo 1 (axidm normovanosti),
sjednoceni neslucitelnych jevil ptifazuje soucet pravdépodobnosti téchto jevil (axidm spocetné aditivity).
Trojice (2, A, P) se nazyva . Je to matematicky model jednordzového

provedeni nahodného pokusu.

Ilustrace pravdépodobnostniho prostoru

Systém axiomu pravdépodobnosti je:
- bezesporny (tj. na kazdém méfitelném prostoru lze sestrojit pravdépodobnost),

- neuplny (). na kazdém méfitelném prostoru Ize sestrojit pravdépodobnosti vice).



Klasicka pravdépodobnost

V Kolmogorovove axiomatické definici se nic nepravi o tom, jak na daném méfitelném prostoru konkrétné pravdépodobnost
zavést. V ptipad¢, ze zékladné prostor je konecny a vSechny mozné vysledky maji stejnou Sanci na uskute¢néni, mtizeme
pouzit klasickou pravdépodobnost:

i) qg-
m(Q,’

je funkce, ktera jevu A pfirazuje Cislo p(a) =
m(A) je pocet moznych vysledki pfiznivych nastoupeni jevu A,

m(Q) je pocet vSech moznych vysledkd.

Priklad na Kklasickou pravdépodobnost (s vyuzitim vlastnosti pravdépodobnosti): V dodavce 100 kusti vyrobkli nema
pozadovany pramér 10 kust, pozadovanou délku 20 kusti a soucasné¢ nemd pozadovany prumér i délku 5 kusu. Jaka je

pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany vyrobek z této dodavky ma pozadovany pramér 1 délku?

ReSeni:
Jev A spociva v tom, Ze vyrobek ma pozadovany pramér a jev B v tom, Ze vyrobek ma pozadovanou délku. Pocitame
PA~B)=pC03 =1-P(avs)=

1—[P(a)+P(B)—P(a ~ B)]=1 —(%+120—Z~1§—0)=0,75.



Stochasticky nezavislé jevy (stochastically independent events)

Za stochasticky nezavislé povazujeme takové jevy, kdy informace o nastoupeni jednoho jevu nijak neovlivni Sance, s nimiz
ocekavame nastoupeni druhého jevu.

V popisné statistice jsme zavedli ¢etnostni nezavislost dvou mnoZin Gy, G, v daném vybérovém souboru pomoci
multiplikativniho vztahu p&6, " 5, =p6, p 6, .

V poctu pravdépodobnosti fekneme, Ze jevy A, A, € A jsou stochasticky nezavislé, jestlize P(A; » A,) =P(A;) P(A,).
Pro tfi jevy budeme pozadovat, aby i jevy A; » A, a A; byly stochasticky nezavislé, coz vede ke vztahu

P(A; » Ay 0 A;) = P(A)) P(Az) P(A).

Tak mtizeme pokracCovat pro libovolny pocet jeva, tedy jevy Ay, ..., A, € A jsou , jestlize plati systém
multiplikativnich vztaht:

V <i<j<an: P(Ajn Aj)=P(Aj) P(A;) (dvojmistny multiplikativni vztah)
V <i<j<k=n:P(Aj~ Ajn Ay =P(A)) P(A)) P(Ay) (troymistny multiplikativni vztah)
P(Ai~ ... " Ay) =P(A)) ... P(A,) (n-mistny multiplikativni vztah)

Jevy Ay, Ay, ... = Ajsou , jestlize pro vSechna pfirozena n > 2 jsou stochasticky nezavisle jevy
Al, aoog) An < A

Lze ukazat, Ze

- jev nemozny resp. jev jisty a libovolny jev jsou stochasticky nezavisle jevy,

- jestlize v posloupnosti stochasticky nezavislych jevii nahradime libovolny pocet jevil jevy opaénymi, stochasticka
nezavislost se neporusi,

- priniky a sjednoceni stochasticky nezavislych jevil jsou stochasticky nezavislé.



Priklad na stochasticky nezavislé jevy:
Necht’ A;, A,, Aj; jsou stochasticky nezavislé jevy, P(A,) = 1/4, P(A,) = 1/3, P(A;) = 1/2. Jaka je pravdépodobnost, ze
a) nastane prave jeden z jevl Aj, A,, As,
b) nastanou pravé dva z jevi Ay, A, As,

¢) nastanou nejvyse dva z jevii Ay, Ay, Az ?

Reseni:
ad a)
P Ao, n o Cning, -
~ N g— N, g g, -~
-p& P, BY, P lpixrpﬂ}jrp BX, b4 =
I e N e R - = g— 8 )
=i AN =R TN = TRl T O TRl IR
4 U 3)0U 2) U 4)30U 2) U a)J U 3)2
1 21 311 321 2+3+5 11
=S f § ™S %} A T8 R 8 S =
4 32 432 432 24 24
ad b)

P(A,)P(A,)P ﬂ?} P(A,)P ﬁjEQM e PﬁTB(Az)P(AQ = 264
ad ¢)

1-P(A)) P(Ay) P(Ay) = 2



Binomické rozloZeni pravdépodobnosti (binomial distribution)

Nezavisle opakujeme tyz nahodny pokus. Necht jev A; znamena uspéch v i-tém pokusu, pficemz P(A;)) = 9,1=1, 2, ...

Pravdépodobnost, ze v prvnich n pokusech tspéch nastane praveé x-krat (0 < x <n):

~ ) .
P &= "5 €97
L x

Pravdépodobnost, zZe v prvnich n pokusech tspéch nastane nejvyse x;-krat (0 < x, <n):

PG +p €. +p & =>p &
x=0

Pravdépodobnost, ze v prvnich n pokusech tspéch nastane asponl xo-krat (0 < x, <n):

P& +p & +1+. . .+p & =>p &

X=X

Pravdépodobnost, ze v prvnich n pokusech tspéch nastane asponl xo-krat a nejvyse x;-krat:

P& +p & +1+ +p & =>p &

9 9



Priklad na binomické rozlozeni pravdépodobnosti: Firma se u¢astni ¢tyf nezavislych vybérovych fizeni.
Pravdépodobnost, ze uspéje v kterémkoliv z nich, je pro vSechny konkurzy stejna a je rovna 0,7. Jaka je pravdépodobnost,
ze firma uspéje

a) praveé 2x

b) aspon 2x

c) nejvyse 2x?

Reseni: Podet pokusti n = 4, pravdépodobnost uspéchu ¢ = 0,7

~ 4
ad a) p, &,:K J),720,32 = 10,2646
2

- - SO N 4\
adb)p, € +p € +p % = "1)7°03>+ 1)7%03+ 1),7'=09163
\ 2 \3) \4)
- - ~ 4 4 4
adc)p, € +p € +p € = "H3'+ "1)7-03 + 1)770,3° =0,3483
\0) [ \2)

Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:

Otevieme novy datovy soubor se ttemi proménnymi P1, P2, P3 a o jednom ptipadu.
Do Dlouhého jména proménné P1 napiSeme =Binom(2;0,7;4)

Do Dlouhého jména proménné P2 napiSeme =1-1Binom(1;0,7;4)

Do Dlouhého jména proménné P3 napiSeme =IBinom(2;0,7;4)

Dostaneme tabulku:

1 2 3
P1 P2 P3
0,2646 0,9163 0,3483

N




Podminéna pravdépodobnost (conditional probability)
Opakovan¢ nezavisle provadime tyZ nahodny pokus a sledujeme nastoupeni jevu A v t€ch pokusech, v nichz nastoupil jev

H. Podminénou relativni éetnost A za podminky H jsme v popisné statistice zavedli vztahem p% /H = q\; . (za
p
pfedpokladu, 7e p(H) > 0). Tato podminéna relativni Cetnost se s rostoucim poctem pokust ustaluje kolem konstanty
P& N
P /H - —G -, kterou povazujeme za

Ilustrace podminéné pravdépodobnosti

Priklad na podminénou pravdépodobnost: Jaka je pravdépodobnost, Ze pii hodu kostkou padlo sudé¢ Cislo, je-li znamo,

ze padlo Cislo mensi nez 5?
ReSeni: @ - o ..o A .. padlosudéCislo, A= o o o _H.. padlocCislomenSinez5, H= © o o o |

B o 2

ANd= 0, (04

~ P& g_
p& /g = =
P _

SIS o S
N | =



Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti

Je zieyme, Ze jevy A, A, jsou stochasticky nezavisle, pravé kdyz
P(A/A,) = P(A)) a pravé kdyz P(A,/A;) = P(A»).

Okamzité z definice plyne:

P(A; » Ay) =P(A;) P(Ay/A)) pro P(A;) > 0,

P(A; » Ay) =P(A,) P(A1/Az) pro P(Az) > 0.

Tento multiplikativni vztah lze zobecnit ve

P(A1 N A2 NN An) = P(Al) P(Az/Al) P(z&g/Alﬁ Az) P(An/Alﬂ e O An—l) pro P(Alm e N An—l) = (0.

Priklad na vétu o nasobeni pravdépodobnosti: Ze sady 32 karet nahodné vytahujeme po jedné karte,

kterou nikdy nevracime zpét. Jaka je pravdépodobnost, Ze eso se objevi az ve 4. tahu?

ReSeni:

A; ... v i-tém tahu nebylo vybrano eso,1=1, 2, 3, 4

S ARVARVAR VRS T UL WINEL WINARUEL SV AR WA
28 27 26 4

== 2.2~ 911
32 31 30 29

Eso se objevi az ve 4. tahu s pravdépodobnosti 0,0911.



Vzorec pro uplnou pravdépodobnost a Bayesiiv vzorec (Formula of total probability and Bayes’ formula)
Jestlize Hy, ..., H, = Ajsou jevy, které tvoti rozklad jistého jevu (tj. jsou neslucitelné a jejich sjednocenim je cely zakladni

prostor — fikdme, Ze tvoti Gplny systém hypotéz), pak pravdépodobnost libovolného jevu A < A lze vypocitat pomoci

P& =D (H)P@AH ),

Ilustrace vzorce pro aplnou pravdépodobnost

Podminénou pravdépodobnost libovolné hypotézy za podminky, ze nastal jev A - tzv.

- 1ze vypocitat pomoci

P“Ik /A:: P(Hk)P(A/H k)
P(A)

(Phvodni pravdépodobnost P(Hy) se nazyva ).




Thomas Bayes (1702 — 1761): Anglicky kn&z a matematik

Priklad na Bayesiiv vzorec: Pravdépodobnost vyskytu vrozené vyvojové vady v populaci je 0,015. Na vyskyt této
vyvojové vady ma vliv jisty rizikovy faktor. U matek, jimz se narodilo dité s touto vadou, se rizikovy faktor vyskytoval

v 2,5 % ptipadi, zatimco u matek, které porodily zdrave dité, se tento faktor vyskytoval pouze v 0,1 % ptipadi. Vypoctéte
pravdépodobnost, Ze matka, ktera je nositelkou rizikového faktoru, porodi dité s vadou.

ReSeni:
H; ... dité ma vrozenou vyvojovou vadu
H, ... dité nema vrozenou vyvojovou vadu
A ... matka je nositelkou rizikového faktoru
P(H;)=0,015, P(H,) = 0,985
P(A/H,) = 0,025, P(A/H,) = 0,001
P€ Ph/H, _ _ 0,015 0,025
P4 P& /H _+pr¥, P4 /H,_ 0,150,025 +),985 0,001
Srovname-li apriorni pravdépodobnost P(H;) = 0,015 s aposteriorni pravdépodobnosti P(H;/A) = 0,276, vidime, Ze
zévaznost rizikového faktoru pro vyskyt vrozené vyvojové vady je velka.

P /A _-

= 0,276



