Parametrické ilohy o dvou nezavislych nahodnych vybérech z normalnich rozloZeni

Motivace: V této situaci je nasim ukolem porovnat stfedni hodnoty ¢&i rozptyly dvou normalnich rozloZeni na zékladé znalosti dvou
nezavislych ndhodnych vybért potizenych z téchto rozlozeni. Zpravidla konstruujeme intervaly spolehlivosti pro rozdil stiednich hodnot
respektive hodnotime shodu stfednich hodnot pomoci dvouvybérového t-testu ¢i dvouvyberového z-testu a shodu rozptylti pomoci F-testu.

RozlozZeni statistik odvozenych z vybérovych priméra a vybérovych rozptyli
Méme dva nezavislé ndhodné vybéry, prvni pochazi z rozlozeni N(j;, 61°) a ma rozsah n; > 2, druhy pochazi z rozlozeni N(y,, 6,°) a ma rozsah
(n,— DS, +m, —)S,’
ny > 2. Oznaéme M;, M, vybérové praméry, S,°, So* vybérové rozptylya s,” = ~—— 1+ —2 "2 vazeny pramér vybérovych rozptyld.
n,*ta, 2

Pak plati:
. -8, +m, )8, | :
a) Statistiky M; —M,a S.” = (n,~ JS, *.m, " )5, jsou stochasticky nezavislé.
n, ta, =2
©G -V, — -1 . e Ci 1 Yt . 2 2 .
b) U= ~N(0, 1). (Pivotova statistika U slouzi k feSeni uloh o p;- W, kdyz 6," a 6,"zname.)

(n, +0a, 28,

¢) Necht 6, =0,° =: %, pak K = ~ xz(nl + ny - 2). (Pivotova statistika K slouZzi k feSeni uloh o nezndmém rozptylu 6%)
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d) Jestlize 012 = 622 =: 02, pak T = = ~t(n; + ny— 2). (Pivotova statistika T slouzi k feSeni Giloh o p;- po, kdyz 012 a 022

T
S, [—+—

n n

1 2

nezname, ale vime, ze jsou shodné.)

S,%/s,’ : e P
e) F= ——— ~F(n - 1, my - 1). (Pivotova statistika F slouzi k feSeni uloh o 0%/ 62%)
G /o



Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkce -1, 61%/0, °
Uvedeme piehled vzorct pro meze 100(1-0)% empirickych intervala spolehlivosti pro parametrické funkce p; - s , 617/ 65"

a) Interval spolehlivosti pro p;-L,, kdyZz 012, o,° zname (vyuziti pivotové statistiky U)

c? o? 2 o?
Oboustranny: (d, h) = (m; —my — |[——+ 4 Ujgp, My — My + |——+ —— Uj_gp)
1y g g g
c? o?
Levostranny: (d, o) = (m; — mp — [+ —— U}, ®©)
n, n,

c? o?

=+ = ul-a)
n, n,

Pravostranny: (-0, h) = (-co,m; — m, +

b) Interval spolehlivosti pro p;-p,, kdyZz 012, o,° nezname, ale vime, Ze jsou shodné (vyuZiti pivotové statistiky T)

Oboustranny:

11 11
(d, h) = (m; —m;, —s, / —+ —tign(ntmy-2), m; —m, +s, ‘/— + — tign(ntny-2))
n 1 n 2 n 1 n 2
Levostranny: (d, «0) = (m; — m;, —s, /L+ LE t1.o(n1+ny-2), )
nl n 2

Pravostranny: (-o0, h) = (-0, m; — m;, + s, /L+ L t1o(n;tny-2))
nl n2



¢) Interval spolehlivosti pro spoledny neznamy rozptyl 6 (vyuziti pivotové statistiky K)

Oboustranny: (d h):[( (n, *n, ~2)s,” (n, +n, —2)s.’ \l
’ KX21*L/Z(HI+H2_2) Xza/2(nl+n2—2))

( | 2 \

Levostranny: (d, o0) = | (znl tn, = 2)s, oo |
\X%-c(n; Tn, —2) )

( B 2 \

Pravostranny: (-o0, h) = | — =, (1211 tn, " 2)s. |
\ Xa(n; +tn, —2))

d) Interval spolehlivosti pro podil rozptylt % (vyuZziti pivotove statistiky F)
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Oboustranny: (d, h) = | 1 e : SR |
\Flop(m, “Ln, ~1) Fyp(n, ~Ln, 1))
( 2 )

2
s, /s
1 2 ©

| |
l\Fl-u(nl ~Ln, _1)’ )l

Levostranny: (d, o0) =

2

2
1 _ s, /s, \I
| X} |
( Fo(n, ~1,n, —1))

Pravostranny: (-oo, h)

Neni-li v bodé (b) splnén ptedpoklad o shod¢ rozptylt, lze sestrojit aspoii ptiblizny 100(1-a)% interval
spolehlivosti pro p-p,.

3

2 2
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V tomto ptipadé ma statistika T piiblizn€ rozlozeni t( v ), kde pocet stupni volnosti v =

Cislo, pouzijeme v tabulkach kvantilti Studentova rozlozeni linearni interpolaci.



Piiklad: U 48 nahodné vybranych studentek VSE v Praze byla zjistovana vyska (veli¢ina X, v cm), znamka z matematiky
v 1. semestru (veli¢ina Y, ma varianty vyborné, velmi dobie, dobfe) a obor studia (veli¢ina Z, ma varianty nh — narodni hos-
podafstvi, inf — informatika). Udaje o vy3ce studentek oborti narodni hospodaistvi a informatika povazujeme za realizace
dvou nezavislych nahodnych vybéra z rozlozeni N(p;, 6°) a N(w,, 6°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosti pro
rozdil stfednich hodnot p, - p,.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — t-test, nezavislé, dle skupin — OK — Proménné — Zavislé X, Grupovaci Z — OK —na
zélozce Moznosti zaskrtneme Meze spol. pro odhady — ponechdme implicitni hodnotu 95% - Vypocet.

Ve vystupni tabulce nas zajimaji posledni dva sloupce:

t-testy; grupov @no: Z: obor studia (studentky .sta)
Skup. 1: nh: narodni hospodarstvi
Skup. 2: inf: informatika

Int. spolehl. Int. spolehl.
Proménna -95,000% +95,000%
X -0,450420 6,293277

Vidime, Ze -0,45 cm < p; - 1, < 6,29 cm s pravdépodobnosti aspon 0,95.



Jednotlivé typy testii o parametrickych funkcich p;-p,, 61%/0, 2

a) Necht’ X,,,....,X, ~jendhodny vybér z rozlozeni N(,, o)a X,,..., X »n, J€Na ném nezavisly nahodny vybér z
rozloZzeni N(p,, 022), pfiCemZzn; >2,np,>2a 612, 022 zname. Necht ¢ je konstanta.

Test Hy: w; — pp, = ¢ proti Hy: py — pp # ¢ se nazyva :

b) Necht' X,,,..., X, je nahodny vybér z rozlozeni N(p,, 6’)a X,,.... X 2., J€na ném nezavisly nahodny vybér rozlozeni
N(uo, 02), pficemzn; >2an,>2a o nezname. Necht’ ¢ je konstanta.

Test Hy: w; — pp, = ¢ proti Hy: py — pp # ¢ se nazyva

c) Necht' X,,,.... X, je nahodny vybér z rozlozeni N(p,, o) a X,pseees X 2, J€na ném nezavisly nahodny vybér

2 2
W 14 2 W W W G . G 14 14
rozloZeni N(W,, 65°), ptiCemz n; > 2 an, > 2. Test Hy: —— = 1 proti H;: - - 1 se nazyva
(0} (0}

4 4



Provedeni testii o0 parametrickych funkcich p;-p,, 6,%/c, 2 pomoci kritického oboru

Vypocteme realizaci testového kritéria ¢, = &

Stanovime kriticky obor W.
Pokud ty € W, Hy zamitdme na hladin¢ vyznamnosti a a pfijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Ho: p; - po = ¢ proti Hy: py - wo # c. Kriticky obor mé tvar: W = & 2, —u

Levostranny test: Testujeme Hy: 1, - o = ¢ proti Hy: p; - o < c¢. Kriticky obor mé tvar: W = 0 —u

Pravostranny test: Testujeme Hy: W - W, = ¢ proti Hy: pw; - pp > ¢. Kriticky obor ma tvar: W = <u1, s



Vypoéteme realizaci testového kritéria ¢

Stanovime kriticky obor W.
Pokud t, € W, Hy zamitdme na hladin€¢ vyznamnosti a a ptijimame H;.

Oboustranny test: Testujeme Hy: b - pz =c protl H1 Hi- M2 #C. Kriticky obor ma tvar:
wW=t»o-t 4 +n —29 — o

1- /2 \ t-. /2

Levostranny test: Testujeme Hy: py - p, =c proti Hi: py - pp <c. Kriticky obor ma tvar: W = Co -

6

Pravostranny test: Testujeme Hy: p; - wp, = ¢ proti Hy: p; - p, > c. Kriticky obor ma tvar: W = (tl,

1
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W . . J oz S
Vypocteme realizaci testového kritéria ¢, = =—.
SZ

Stanovime kriticky obor W.
Pokud t) € W, Hy zamitdme na hladin€ vyznamnosti a a pfijim. . . . ;.

: c ? : ? e ,

Oboustranny test: Testujeme Ho: —— = 1 proti H;: 6‘2 # 1. Kriticky obor ma tvar:

(o) (o)
w=%F, % 1n, 1JYUF ,% Ln, 1.

o 2 o 2 ~
Levostranny test: Testujeme Hy: —— = 1 proti H;: —— < 1. Kriticky obor ma tvar: W = s,Fa 111 ~o,n, ~ Q

o 2 2

2 2 ~

. c . c ce 1 , _ 1
Pravostranny test: Testujeme Hyp: —— =1 proti H;: —— > 1. Kriticky obor ma tvar: W = (FI, & —Ln,-1.°
(¢} (o)

72, 2,



Priklad: V restauraci "U bilého konicka" méftili ve 20 pripadech ¢as obsluhy zéakaznika. Vysledky v minutach: 6, 8, 11,4, 7, 6, 10,6, 9, 8, 5, 12,
13,10,9,8,7, 11, 10, 5. V restauraci "Zlaty lev" bylo dané pozorovani uskutecnéno v 15 ptipadech s témito vysledky: 9, 11, 10, 7, 6, 4, 8, 13, 5,
15,8, 5, 6,8 ,7. Za ptredpokladu, Ze uvedené hodnoty pochazeji ze dvou normalnich rozlozeni, na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze
sttedni hodnoty doby obsluhy jsou v obou restauracich stejné.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Otevieme datovy soubor restaurace.sta o dvou proménnych a 35 ptipadech. Prvni proménnou nazvana OBSLUHA obsahuje doby obluhy, druha
proménna ID slouZzi k rozliSeni prvni a druhé restaurace.

Provedeme dvouvybérovy t-test soucasné s testem o shod¢ rozptyli: Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — t-test, nezavislé, dle skupin — OK,
Proménné — Zavislé proménné OBSLUHA, Grupovaci proménna ID — OK.

Po kliknuti na tlac¢itko Souhrn dostaneme tabulku

Pramér Pramér t sV p Poc.plat Poc.plat. Sm.odch. Sm.odch. F-pomér p
Proménna 1 2 1 2 1 2 Rozpty ly Rozpty ly
obsluha 8,250000 | 8,133333 | 0,123730 | 33  0,902279 20 15 2,510504 3,067495 | 1,492952 | 0,410440

Testova statistika pro test shody rozptyll se realizuje hodnotou 1,492952 odpovidajici p-hodnota je 0,41044, tedy na hladin¢ vyznamnosti 0,05
nezamitame hypotézu o shodé rozptyli. (Upozornéni: v ptipad¢ zamitnuti hypotézy o shod¢ rozptyli je zapotiebi v tabulce t-testu pro nezavislé
vzorky dle skupin zaSkrtnout volbu Test se samostatnymi odhady rozptylu.)

Testova statistika pro test shody stfednich hodnot se realizuje hodnotou 0,12373, pocet stupni volnosti je 33, odpovidajici p-hodnota 0,902279,
tedy hypotézu o shodé¢ stfednich hodnot nezamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05. Znamena to, Ze se neprokazal rozdil ve stfednich hodnotach
dob obsluhy v restauracich "U bilého konicka" a ,,Zlaty lev*.

Tabulku jesté¢ doplnime krabicovymi diagramy. Na zaloZzce Detaily zaskrtneme krabicovy graf a vybereme volbu Primér/SmOdch/Min-Max.

Krabicovy grafz obsluha seskupeny

-

Z grafu je vidét, ze primérnd doba obsluhy v prvni restauraci je nepatrné€ del§i a ma mensi variabilitu nez ve druhé restauraci. Extrémni ani od-
lehlé hodnoty se zde nevyskytuji.



Coheniiv koeficient vécného ti¢inku — dopInéni vyznamu dvouvybérového t-testu:
Necht' X,,,..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni N(ui, o)a X,,.... X 2n, J€Nan€m nezavisly ndhodny vybér rozloZeni N(u, o), pti¢emz

n; >2an,>2 aoc” nezname. Necht ¢ je konstanta.
Testujeme Hy: p; — o = 0 proti Hy: py — pe # 0. Oznaéme m;, m, realizace vybérovych priméri hodnot dané veli¢iny v téchto dvou skupinach,

~ 2 ~ 2
2 2 . 71 ¥ ’ o 2_‘11_{*‘51—"_‘12_»‘52 . . Y r o v 71 M ’ o
17, s2” realizace vybérovych rozptyli a s,” = realizaci vazeného priméru vybérovych rozptyli.
n, +ta, =2
: . . |y |
Cohentiv koeficient d vypocteme podle vzorce: d =

S,
Tento koeficient slouzi k posouzeni velikosti rozdilu primért, ktery je standardizovan pomoci odmocniny z vazeného priméru vyberovych roz-
ptylt. Jedna se o tzv. neboli skupiny na variabilitu hodnot sledované ndhodné veli¢iny. Velikost ti¢inku hod-
notime podle nasledujici tabulky:

Hodnota d ucinek

aspon 0,8 velky

mezi 0,5 az 0,8 stiedni

mezi 0,2 az 0,5 maly

pod 0,2 zanedbatelny

(Uvedené hodnoty nemaji samoziejmé absolutni platnost, posouzeni, jaky u¢inek povazujeme za velky ¢i maly, zavisi na kontextu.)

Je zapotiebi si uvédomit, Ze pii dostatecné velkych rozsazich nahodnych vybért i maly rozdil ve vybérovych priimérech zplisobi zamitnuti nulo-
vé hypotézy na hladin¢ vyznamnosti o, i kdyz z vécného hlediska tak maly rozdil nema vyznam. Naopak, mame-1i vybéry malych rozsahi, pak i
znacné velky rozdil ve vybérovych primérech nemusi vést k zamitnuti nulové hypotézy na hladin€ vyznamnosti a.



Priklad:

Mame k dispozici udaje o celkovém IQ 856 zaki ZS. Zajimame se jednak o skupinu déti, jejichZ oba rodi¢e maji pouze zékladni vzdélani (je jich
296) a jednak o skupinu déti, jejichz oba rodice maji vysokoskolské vzdélani (téch je 75). Na hladiné vyznamnosti 0,05 budeme testovat
hypotézu, Ze stfedni hodnota celkového 1Q je v obou skupindch stejnd a také vypocteme Cohenilv koeficient vécného ucinku.

ResSeni: Provedeme dvouvybérovy t-test:

t-testy; grupovano:ZSa VS (1Q)
Skup. 1: oba Z$
Skup. 2: oba VS

Pramér Pramér t Y p Poc¢.plat Sm.odch. Sm.odch. F-pomér p
Proménna oba Z8 oba VS oba Z8 oba Z8 oba VS Rozptyly | Rozptyly
1Q_CELK 94,13851 110,9067 -10,6295 | 369 @ 0,000000 296 11,82604 13,60164 | 1,322829 | 0,110124

Hypotézu o shodé¢ stfednich hodnot zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05, protoze odpovidajici p-hodnota je velmi blizka 0 (hypotézu o shod¢
rozptylli nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05, p-hodnota F-testu je 0,110124, coz je vétsi nez 0,05).

Krabicovy diagram:

Krabicovy grafz IQ_CELK seskupeny |

1Q_CELK

oba z§ oba V8
D

Vidime, Ze prumérné celkové 1Q déti v 1. skupiné je 94,1, zatimco ve 2. skupiné 110,9. Vliv skupiny na variabilitu hodnot celkového 1Q

posoudime pomoci Cohenova koeficientu.

1 2 3 4 6 7
n1 n2 m1 m2 s2 d
1 296 751 94,13851 | 110,9067 13,60164 | 1,374117

Cohentiv koeficient nabyva hodnoty 1,37, tudiZ vliv skupiny na variabilitu hodnot celkového 1Q lze povazovat za velky.



Priklad: Vyrobce limonad chtél zjistit, zda zména technologie vyroby se projevi v prodeji limonad. Proto sledoval po 14
nahodné vybranych dnti pfed zavedenim novych limonad trzby v ur¢itém regionu a zjistil, ze za den utrzil v praméru 39 600
K¢ se smérodatnou odchylkou 5 060 K¢. Po zavedeni novych limonad provétil stejnym zptsobem trzby v 11 ndhodné
vybranych dnech v témz regionu a zjistil primérny piijem 41 200 K¢ se smérodatnou odchylkou 4 310 K¢. Predpokladejte,
Ze trzby za stary typ limonad se ¥idi rozlozenim N(u,, 6°) a trzby za novy typ limonad se tidi rozlozenim N(y,, 6°).

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu Hy: pu; — 1, = 0 proti oboustranné alternativé Hy: py — p, = 0.

ReSeni:
Za odhad spole¢ného neznamého rozptylu vezmeme vazeny prumeér vybérovych rozptyli:
» _ 1375060 * + 104310 °

S. = 22548165 ,217 .

23
Realizace testového kritéria:
m,~m, 39600 — 41200 -

t, = = = - 1,.8363

11 11

s, |—+ — /22548165 ,217 .| —+ —

n, n, 14 11
Kriticky obor:
W = - )O’_tr /2 (1 +n2 _2$u \tI* /2 (1 +n2 _2400 =
=0 1, B IV 1, € 0 = 0 -2,0687 )V 2,0687 % _

Protoze testové kritérium se nerealizuje v kritickém oboru, na hladiné vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout hypotézu o shodée
sttednich hodnot.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy rozdila: r, %, priméry — OK — vybereme Rozdil mezi dvéma priméry
(normalni rozdéleni) — do poli¢ka Prl napiSeme 39600, do policka SmOd1 napiseme 5600, do polic¢ka N1 napiseme 14, do
policka Pr2 napiSeme 41200, do policka SmOd1 napiSeme 4310, do policka N1 napiSeme 14 - Vypocet. Dostaneme p-
hodnotu 0,4116 tedy nezamitame nulovou hypotézu na hladin€ vyznamnosti 0,05.

ETﬁt\rmzﬂ'.i:r,'ﬂhprhlEl?:-ﬁ o=

[ Starno

Bozdil mezi dvéma korelatnimi koeficienty

r: WEI N'I:ITEI & [ Yipoet
2 WEI NE:ITEI e LOORE Oboustr.

Rozdil mezi dvéma primeny [hormalni rozdélen]

Pri: [3s600, [Esmodn:[sos0. [ wifie [F poane | TVpsEET
Piz: [#1200, [Esmaz [a310. [ nzf11 [ ¢ Jedneste

{o
[ Wibé&rovi primér vs. stfedni hodnota Obostr.

Fozdil mezi dvéma pomeny

P1: [.50000 @ N1:[10 @
P 2 [.50000 @ Nz: |10 @

" Jednosh. Vpoget |

: 1.0000
> {* Dboustr.

Jelikoz p-hodnota je vétSi nez hladina vyznamnosti 0,05, Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05. Znamena to, ze zm¢-
na technologie vyroby se neprojevila ve stfedni hodnoté¢ trzeb.



Analyza rozptylu jednoduchého tridéni

Motivace: Zajimame se o problém, zda lze ur¢itym faktorem (tj. nominalni ndhodnou veli¢inou A) vysvétlit variabilitu po-
zorovanych hodnot ndhodné veli¢iny X, kterd je intervalového ¢i pomérového typu. Napi. zkoumame, zda metoda vyuky
urcitého predmétu (faktor A) ovliviiuje pocet bodii dosazenych studenty v zdvérecném testu (ndhodna velicina X).
Predpokladame, Ze faktor A ma r > 3 arovni a pfitom i-t€ trovni odpovida n; pozorovani x .....x, , které tvofi nahodny
vybér z rozlozeni N(w;, 6°), 1= 1, ..., r a jednotlivé ndhodné vybéry jsou stochasticky nezavislé, tedy Xij = Wi T &, kde g jsou
stochasticky nezavislé nahodné veliCiny s rozloZzenim N(O, 02), 1i=1,...,r,]=1,...,n;.

Vysledky lze zapsat do tabulky

faktor A | vysledky
urovenl | X,,,....X

uroven 2 | X,,,....X

urovenr | X .,

[lustrace:
AX

L 1 L N~
I 1 I g

1.Groven 2.uroven 3.uroven -+ urovneé faktoru A



Na hladin€ vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, Ze vSechny stfedni hodnoty jsou stejné, tj.
Ho: i = ... = 1, proti alternativni hypotéze H, ktera tvrdi, Ze aspon jedna dvojice sttednich hodnot se lisi.

() ., , "
Jedna se tedy o zobecnéni dvouvybéroveého t-testu a na prvni pohled se zda, ze sta¢i utvofit lk;) dvojic nahodnych vybért a
na kazdou dvojici aplikovat dvouvybérovy t-test. Hypotézu o shod¢ vSech stfednich hodnot bychom pak zamitli, pokud

W b w7 W ( \ 14 14 14 r o~ LAY2 A\ r . . W W 14 W 4
asponl v jednom piipad¢ z LZ)I porovnavani se prokaze odlisnost stftednich hodnot. Odtud je vidét, Ze k neopravnénému za-

mitnuti nulové hypotézy (tj. k chybé 1. druhu) muaze dojit s pravdépodobnosti vétsi neZ a. Proto ve 30. letech 20. stoleti vy-
tvotil R. A. Fisher metodu ANOVA (analyza rozptylu, v popsané situaci konkrétné analyza rozptylu jednoduchého tiidéni),
ktera uvedenou podminku spliiuje.

Pokud na hladin€ vyznamnosti a zamitneme nulovou hypotézu, zajima nas, které dvojice stfednich hodnot se od sebe lisi.

K teseni tohoto problému slouzi metody mnohondsobného porovnavani, napt. Scheffého nebo Tukeyova metoda.

/ Hj nezamitame
ANOVA
\ provest

Hp zamitame mnohonasobné
porovnavani

STOP

L 3§

DATA

i J




Oznaceni:
V analyze rozptylu jednoduchého tiidéni se pouziva tzv. teckova notace.

n =2 n, ... celkovy rozsah viech r vybér
i1

. > X, ... souCet hodnot v i-tém vybéru
j=1
1 LMo s e 1
M. = —X. ... vybérovy primeér v i-tém vybéru
n.
X =2 > X, ... soudet hodnot viech vybéri

i=1 j=1

1 4 o W v 4 4 O
M =-—X ...celkovy primér vSech r vybéra
n



Zavedeme soucty Ctverct

s, =2 > X ;M D celkovy soucet ctverct (charakterizuje variabilitu jednotlivych pozorovani kolem celkového prime-

ru),
pocet stupnu volnosti fr=n — 1,
= Z n €1 -M 2...skupinovy soucet étverct (charakterizuje variabilitu mezi jednotlivymi nahodnymi vybéry),
M, — M pmovy g J Y ymi vyoery
pocet stupiiit volnosti fo =r— 1.
Sc¢itanec €1, - v _ piedstavuje bodovy odhad efektu a;.

Z z X, M, ) .. rezidualni soucet ¢tverct (charakterizuje variabilitu uvnitt jednotlivych vybéri),

i1 j=1

pocet stupnu volnosti fz =n - r.

Lze dokézat, ze ST = SA + SE



Testovani hypotézy o shodé stifednich hodnot

Nahodné veli¢iny Xj; se fidi modelem

MO: X = p+ o; + g

proi=1,...,r,j=1,...,n;, pficemz

&j jsou stochasticky nezavislé ndhodné veliciny s rozloZenim N(O, o),
L je spole¢na ¢ast stiedni hodnoty zavisle proménné veli¢iny,

a; je efekt faktoru A na Grovni i.

Parametry p, a; nezname.

PoZadujeme, aby platila tzv. reparametriza¢ni rovnice:>. & =o0.

1

1

(Pokud je tfidéni vyvazené, tj. pokud maji vSechny vybéry stejny rozsah: n; =n, = ... = n,, pak lze pouZit zjednoduSenou

podminku >, =0.)



Kdyby nezélezelo na faktoru A, platila by hypotéza a; = ... = o, = 0 a dostali bychom model

MI1: Xij =pu+ Ejj-

Béhem analyzy rozptylu tedy zkoumame, zda vyberové priméry My, ..., M, se od sebe 1i$i pouze v mezich nahodného ko-
lisani kolem celkového priméru M nebo zda se projevuje vliv faktoru A.

Rozdil mezi modely MO a M1 ovéfujeme pomoci testove statistiky

f . e . T L . , : ,
F, = zA ij , kterd se tidi rozlozenim F(r-1,n-1), je-1i model M1 spravny. Hypotézu o nevyznamnosti faktoru A tedy zamit-

E E

neme na hladin€ vyznamnosti a, kdyz plati: Fo > F_,(r-1,n-r).

Vysledky vypocti zapisujeme do tabulky analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni.

Zdroj variability | soucet ¢tvercli | stupné volnosti | podil Fa
skupiny Sa fa=r-1 Sa/fa S, /f,
S, /1,
rezidualni Sk fe=n-r Se/fe -
celkovy St fr=n-1 - -

14 14 . . /4 /4 W O W Wwe 14 4 . S 4 14
Silu zavislosti ndhodné veli¢iny X na faktoru A mizeme méfit pomoci poméru determinace: p* = =, Nabyva hodnot

T

z intervalu <0,1> ;



Testovani hypotézy o shodé rozptyli
Pted provedenim analyzy rozptylu je zapotiebi ovéfit predpoklad o shod€ rozptyld v danych r vybérech.

Polozme z, = x, - v, |. Ozna¢ime

1 <
MZi - _Z Zij’

n; =

IRk
MZ:_ZZZU;
n

i=1 j=1

r n; p -~
S 2 :ZZ Zij_MZi;’

i=1 j=1

L =

u B P

SZA_ZniMZi M,
i=1

Plati-1i hypotéza o shod¢ rozptyla, pak statistika
S,. /% _
F, = 2 =F(r-1, n-r).
ZA SZE /‘1 == ( )
Hypotézu o shod¢ rozptyll tedy zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti a, kdyz Fz5 > F_(r-1, n-r).
(Leventv test je vlastn€ zaloZen na analyze rozptylu absolutnich hodnot centrovanych pozorovani. Vzhledem k tomu, Ze na-
hodné veli¢iny Xj; — M; nejsou stochasticky nezavislé a absolutni hodnoty téchto veli¢in nemaji normalni rozloZeni, je Leve-

nlv test pouze aproximativni.)
je modifikaci Levenova testu. Modifikace spoc¢iva v tom, Ze misto vybérového priméru i-t€ho

vybéru se pii vypoctu veli¢iny z, pouZziva median i-t€ho vybéru.



Post — hoc metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li na hladin€ vyznamnosti a hypotézu o shod¢ sttednich hodnot, chceme zjistit, které dvojice stiednich hodnot se
1181 na dan¢ hladin€ vyznamnosti a, tj. na hladin€ vyznamnosti a testujeme Hy: W, = i proti Hy: py # py pro vSechna I, k=1,
L 1T£EkK

a) Maji-li vSechny vybéry tyz rozsah p (fikdme, ze ttidéni je vyvazené), pouzijeme

M, — v,

Testova statistika ma tvar S ~ . Rovnost stiednich hodnot i a p; zamitneme na hlading vyznamnosti a, kdyz
‘M K V L‘ ]

Jp
2> :11,,_1,n—

S. “-, kde hodnoty q;_4(T, n-r) jsou kvantily studentizovaného rozpéti a najdeme je ve statistickych ta-
Jo
X¢m X O

bulkach. (Studentizované rozpéti je ndhodna veli¢ina Q = ——— )
S

Existuje modifikace Tukeyovy metody pro nestejné rozsahy vybérl, nazyva se Tukeyova HSD metoda. V tomto ptipadé ma
. M, - M, | . .
testova statistika tvar (1 1" Rovnost stiednich hodnot py a p; zamitneme na hladin€ vyznamnosti a, kdyz
S. /—l —+ =
2\n, n,)

M, -~ |
1( o1

S, =] —+ —|
2\r1k n1)

= :11_1,n— i



b) Nemaji-li vSechny vybéry stejny rozsah, pouZzijeme : rovnost sttednich hodnot  a p; zamitneme na
hladin€ vyznamnosti a, kdyz

{ \ -
M, — v, |3 « Lol o
k. 1. & '\nk nl)'k, 5 .

Vyhodou Scheffého testu je, Ze k jeho provedeni nepotiebujeme specidlni statistické tabulky s hodnotami kvantilii studenti-
zovaného rozpéti, ale staci bézné statistické tabulky s kvantily Fisherova — Snedecorova rozloZeni.

V ptipade vyvazeného tiidéni, kdy Ize aplikovat Tukeyovu i Scheffého metodu, pouzijeme tu, kterd je citlivéjsi. Tukeyova
metoda tedy bude vyhodnéjsi, kdyz
Q1. (T, 1) < 2(r-1F 4(r-1, n-1).

Metody mnohondsobného porovnavani maji obecné mensi silu nezZ ANOVA.

MiiZe nastat situace, kdy pfi zamitnuti Hy nenajdeme metodami mnohonésobného porovnavani vyznamny rozdil u Zadné
dvojice stiednich hodnot. K tomu dochazi zvlasté tehdy, kdyz p-hodnota pro ANOVU je jen o malo nizsi nezZ zvolené hladi-
na vyznamnosti. Pak slabsi test patiici do skupiny metod mnohonasobného porovnavani nemusi odhalit Zadny rozdil.



Doporuceny postup pri provadéni analyzy rozptylu:

a) Ovéteni normality danych r ndhodnych vybérl (grafickeé metody - NP plot, Q-Q plot, histogram, testy hypotéz o normal-
nim rozlozeni - Lilieforsova varianta Kolmogorovova — Smirnovova testu nebo Shapirtiv — Wilktv test).

Doporucuje se kombinace obou zptisobll. Zavéry uc¢inime az na zéklad¢ posouzeni obou vysledki.

Obecné lze fici, Ze analyza rozptylu neni ptili§ citliva na poruseni predpokladu normality, zvlasté pti vétSich rozsazich vybé-
i (nad 20), coz je dusledek plisobeni centralni limitni véty. Mirné poruseni normality tedy neni na zavadu, pi1 vétSim poru-
Seni pouZzijeme napt. Kruskalliv — Wallistiv test jako neparametrickou obdobu analyzy rozptylu jednoduchého tiidéni.

b) Po ovéteni normality se testuje homogenitu rozptyld, tj. predpoklad, Zze vSechny nahodné vybéry pochdzeji z normalnich
rozlozeni s tymz rozpylem. Graficky ovéiujeme shodu rozptylti pomoci krabicovych diagrami, kdy sledujeme, zda je Sitka
krabic stejna. Numericky testujeme homogenitu rozptylti pomoci Levenova testu, Brownova — Forsytheova testu (oba jsou
implementovany ve STATISTICE, Browniiv — Forsythetv test v MINITABu) ¢i Bartlettova testu (je k dispozici

v MINITABu).

Slabé poruseni homogenity rozptyli nevadi, pii vétSim se doporucuje medidnovy test.

c¢) Pokud jsou splnény piedpoklady normality a homogenity rozptylli, miizeme ptistoupit k testovani shody stiednich hodnot.
Pfedtim je samoziejmé vhodné vypocitat priiméry a smérodatné odchylky ¢1 rozptyly v jednotlivych skupinach.

d) Dojde-li na zvolené hladin¢ vyznamnosti k zamitnuti hypotézy o shodé stfednich hodnot, zajimé nas, které dvojice stied-
nich hodnot se od sebe lisi. K feSeni tohoto problému slouzi post-hoc metody mnohonasobného porovnavani, napi. Scheffeé-
ho nebo Tukeyova metoda.



Priklad: V jisté tovarnd se méfil Gas, ktery potieboval kazdy ze tii délniki k uskuteénéni téhoZ pracovniho tikonu. Cas v mi-
nutach:

1. délnik: 3,6 3,8 3,7 3.5
2.délnik: 4,3 3,9 42 39 44 4,7
3.d¢lnik: 4,2 4,5 4,0 4,1 4,5 44.

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vykony téchto tii délniki jsou stejné. Zamitnete-li nulovou hypotézu, ur-
cete, vykony kterych délniki se 1i$i na dané hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Uloha vede na analyzu rozptylu jednoduchého tiidéni.

Nacteme datovy soubor cas delniku.sta. Proménna X obsahuje zjis§téné casy, promeénna ID nabyva hodnoty 1 pro 1. délnika,
hodnoty 2 pro 2. d€lnika a hodnoty 3 pro 3. déInika.

Statistiky — Zékladni statistiky/tabulky — Rozklad & jednofakt. ANOVA — Proménné - Zavislé X, Grupovaci ID, OK, Kody
pro grupovaci proménné — Vse, OK, Vypocet: Tabulka statistik (zobrazi se priméry, smérodatné odchylky a rozsahy vSech
tti vybéra).

Rozkladov & tabulka popisnych statistik (cas_delniku.sta)
N=16 (V seznamu zav. prom. nejsou ChD)

ID X X X
primér N |Sm.odch.
1 3,650000 4| 0,129099
2 4,233333 6 0,307679
3 4,283333 6 0,213698
V§.skup. | 4,106250 | 16 0,353023

Na uskute¢néni daného pracovniho ukonu potirebuje nejkratsi Cas 1. délnik. Podava také nejvyrovnané;si vykony — sméro-
datné odchylka proménné X je u néj nejmensi. Naopak nejpomalejsi je 3. délnik.



Nyni vytvofime krabicové diagramy: Navrat do Statistiky podle skupin — Kategoriz. krabicovy graf (soucasné zobrazeni krabicovych diagramu
pro vSechny tfi vybéry )

) 1

38
36
32
1 2 3 o Primsr
[ PriméreSmOdch
D T Primért1,96* SmOdch

Pomoci N-P plot orienta¢né posoudime normalitu vSech tif vybéru:
Navrat do Statistiky podle skupin — ANOVA & testy — Kategoriz. norm. pravd. grafy

Ocekavana normalnihodnota
o
°

ID:1 ID:2
14

12 ya

10 57

08 Va

06 /

04

02 o

Ocekavana normalnihodnota
o
°

Ve vsech tiech ptipadech se te¢ky jen malo odchyluji od pfimky, lze soudit, ze data pochazeji z normalniho rozlozeni.



Provedeni testu o shodé rozptyla:
Navrat do Statistiky podle skupin — Leveneovy testy

Leveneuv test homogenity rozpylU (cas_delniku.sta)
Oznag€. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC S PC sC SV PC F p
Proménna ef ekt ef ekt ef ekt chyba chyba chyba
X 0,042708 20,021354 | 0,183333 131 0,014103 | 1,514205 @ 0,256356

Testova statistika Levenova testu nabyva hodnoty 1,5142, stupné volnosti ¢itatele = 2, jmenovatele = 13, odpovidajici p-
hodnota = 0,256, tedy na hladin¢ vyznamnosti 0,05 se nezamita hypotézu o shod¢ rozptylu.

Provedeni testu o shodé€ stfednich hodnot:
Néavrat do Statistiky podle skupin — Analyza rozptylu.

Analyza rozpty lu (cas_delniku.sta)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC SiY PC sC SV PC F p
Proménna ef ekt ef ekt ef ekt chyba chyba chyba
X 1,117708 2/ 0,558854 | 0,751667 13 | 0,057821 | 9,665327 | 0,002680

Skupinovy soucet ¢tvercii Sy = 1,1177, pocet stupnti volnosti f, = 2, rezidualni soucet ctverc Sg = 0,7517, pocet stupni
SA /fA

odpovidajici p-hodnota =0,00268, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 se zamitd hypotéza o shod¢ stfednich hodnot .

volnosti fg = 13, testova statistika F, = nabyva hodnoty 9,6653, pocet stupnil volnosti Citatele = 2, jmenovatele = 13,



Provedeni metody mnohonésobného porovnavani (Scheffého test — viz skripta Zakladni statistické metody, véta 8.2.2.1.):

Navrat do do Statistiky podle skupin — Post- hoc — Scheffétv test.

Scheffeho test; promén.: X (cas_delniku.sta)
Oznat. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000
{1} {2 {3
ID M=3,6500 |M=4,2333 |M=4,2833
1 {1} 0,008391 0,004705
2 {2} 0,008391 0,937504
3 {3} 0,004705 0,937504

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro testovani hypotéz o shod¢ sttednich hodnot vSech dvojic vybért. Vysledek Scheffého
metody ukazuje, ze na hladin€ vyznamnosti 0,05 se lisi vykony d€lniki (1,2), (1,3) a nelisi se (2,3).



Vyznam piedpokladi v analyze rozptylu

a) — velmi dualezity predpoklad, musi byt splnén, jinak dostaneme nesmysiné
vysledky.
b) — ANOVA neni ptilis$ citlivd na poruSeni normality, zvlast’ pokud maji vSechny vybéry rozsah nad 20

(dtsledek centralni limitni véty). Pfi vyraznéjSim poruseni normality se doporucuje Kruskaliiv — Wallisiv test.

C) — mirné poruseni nevadi, pfi vétSim se doporucuje Kruskaltiv — Wallistv test. Test shody rozptyld ma
smysl provadét az po ovéteni predpokladu normality.



