Hodnoceni kontingen¢nich tabulek

Motivace

Pti zpracovani dat se velmi ¢asto setkavame s veli¢inami nominalniho typu, napf.:

rodinny stav Zenicha a nevésty — svobodny/a, rozvedeny/4, vdovec/vdova,

barva o€i — modra, hnéda, zelena, Seda,

barva vlasi — Cerna, hnéda, blond, rezava,

krevni skupina — A, B, AB, 0,

atd.

Maéme-li k dispozici n objektli, na nichZ zjiStujeme hodnoty dvou nominalnich veli¢in X a Y, mizeme testovat hypotézu, Ze
znaky X a Y jsou nezavislé.

Napf. nés zajima, zda barva oci a barva vlasti jsou ve sledované populaci jedincti nezavislé.

Intenzitu ptipadné zavislosti mé¥i riizné koeficienty, které nabyvaji hodnot od 0 do 1. Cim je takovy koeficient blizi 1, tim

4

je zavislost mezi danymi dvéma veli¢inami silngj$i a ¢im je blizsi 0, tim je slabsi.



Kontingencni tabulky
Necht’ X,Y jsou dvé nominalni ndhodné veli€iny (tj. obsahova interpretace je mozna jenom u relace rovnosti). Necht' X

nabyva variant Xy, ..., X; @ Y nabyva variant yp, ..., Y-

OznaCme:

= K = ¢ Ny =7 [;; ... simultanni pravdépodobnost dvojice variant (X}, yk)
no= K=< [; ... marginalni pravdépodobnost varianty xp;

n =2€=y [i ... marginalni pravdépodobnost varianty y;

Simultanni a margindlni pravdépodobnosti zapiSeme do kontingencni tabulky:
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T T, ... wWs |1




Potidime dvourozmérny ndhodny vybér (Xi, Y1), ..., (Xy, Y,) rozsahu n z rozloZeni, kterym se fidi dvourozmérny diskrétni
nahodny vektor (X, Y). Zji$t€né absolutni simultanni Cetnosti ny dvojice variant (X, y) uspofadame do kontingencni ta-
bulky:

Yy Iy - Yisl |1
X [Nk
X[1] ng; ... N (N,
X[r] nrl oo nrs nr.
ny n; .. ng |n

n; = nj + ... + nj; je marginalni absolutni Cetnost varianty X
nyx =Ny + ... + ny je marginalni absolutni Cetnost varianty yp

n.
: . o - . I : ik S o .
Simultanni pravdépodobnost wjx odhadneme pomoci simultanni relativni Cetnosti pj = ——, marginalni pravdépodobnosti ;.
n

n. 1

r . 7 r . 4 W 4 J- k
a my odhadneme pomoci marginalnich relativnich ¢etnosti p; = — a p, = —
n



Testovani hypotézy o nezavislosti

Testujeme nulovou hypotézu Hy: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodné veliCiny proti alternativé H;: X, Y nejsou
stochasticky nezavislé ndhodné veli€iny.

Kdyby ndhodné veli¢iny X, Y byly stochasticky nezavisle, pak by platil multiplikativni vztah
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Testova statistika: — — .~ n.n
j=1 k=1 j ok
n

Plati-li Hy, pak K se asymptoticky idi rozloZenim y*((r-1)(s-1)).
Kriticky obor: W=y’ €€—1 €-1 oo .

Hypotézu o nezavislosti veli¢in X, Y tedy zamitame na asymptotické hlading vyznamnosti o, kdyz K >y o((r-1)(s-1)).

Podminky dobré aproximace
n.n,

RozloZeni statistiky K 1ze aproximovat rozlozenim y°((r-1)(s-1)), pokud teoretické &etnosti aspon v 80% ptipadii na-

byvaji hodnoty vétsi nebo rovné 5 a ve zbylych 20% neklesnou pod 2. Neni-li splnéna podminka dobré aproximace, doporu-
cuje se slucovani nékterych variant.



Méreni sily zavislosti

Cramérav koeficient: V = f ( K X kde m = min{r,s}. Tento koeficient nabyvéa hodnot mezi 0 a 1. Cim blize je k 1, tim je
n(m —

vvvvvv

Vyznam hodnot Cramérova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbatelna zavislost,
mezi 0,1 az 0,3 ... slaba zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... stfedni zavislost,
mezi 0,7 az 1 ... silna zavislost.

Carl Harald Cramér (1893 — 1985): Svédsky matematik



Priklad
V sociologickém prizkumu byl z uchazecli o studium na vysokych Skolach potizen ndhodny vybér rozsahu 360. Mimo jiné
se zjiStovala socialni skupina, ze které uchaze¢ pochézi (velic¢ina X) a typ Skoly, na kterou se hlasi (veli¢ina Y). Vysledky

jsou zaznamenany v kontingen¢ni tabulce:

Socialni skupina Typ skoly il
univerzitni | technicky | ekonomicky
I 50 30 10 90
II 30 50 20 100
I 10 20 30 60
v 50 10 50 110
Ny 140 110 110 360

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezavislosti typu Skoly a sociélni skupiny. Vypoctéte Cramé-

rav koeficient.



Reseni:
Nejprve vypocteme vSech 12 teoretickych Cetnosti:

Socialni skupina Typ skoly n, | n,n, 9-140 n,n, 9-110 n,n; 9:-110
R o o = = §5,—== = B — =
univerzitni | technicky | ekonomicky n 360 n 360 n 360
I 50 30 10 90 | n,n, '00-140 go Nala _'00-110  myny 00110 _ o
IIIII ?8 ;8 gg 16000 n 360 " 360 o 360 ”
v = T o 0 nyn, 50-140 33, n;n, 50-110 _ 83, nyny; 50-110 83,
n 140 110 10 [se0] 3% ST no 60
k 1 1 1
n,n, '10-140 _ 28, n,n, '10-110 36, n,n, '10-110 36
n 360 n 360 n 360

Kontingenéni tabulka teoretickych ¢etnosti:

Socialni skupina Typ Skoly
univerzitni | technicky | ekonomicky
I 35 27,5 27,5
11 38,9 30,6 30,6
111 23,3 18,3 18,3
1\ 42,8 33,6 33,6

Vidime, ze podminky dobré¢ aproximace jsou splnény, vSechny teoretické Cetnosti pievysuji Cislo 5.
60— 5  $0- 75° $0- 36°
35 275 T T 336

Déle stanovime kriticky obor: W=y’ @61 €-1 ;o0 = y00s €01 €1 Joo = y%0956 0 = 12,6,0

ProtoZze K € W, hypotézu o nezavislosti typu Skoly a socialni skupiny zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.
76,4
60 -2
Hodnota Cramérova koeficientu svédci o tom, ze mezi veliCinami X a Y existuje stiedné silnad zavislost.

Dosadime do vzorce pro testovou statistiku K: K = = '6,84.

Vypocteme Cramértiv koeficient: V = =),3267 .



Vypocet pomoci systétmu STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor o tfech proménnych (X - socidlni skupina, Y — typ Skoly, ¢etnost) a 12 ptipadech:

1 2 3
X Y Cetnost
111 univerzitni 50
2| technicky 30
3]l ekonomicky 10
411l univerzitni 30
511 technicky 50
6|l ekonomicky 20
7 univerzitni 10
8|l |technicky 20
9|l |ekonomicky 30
10|V  |univerzitni 50
11|V  technicky 10
12|V |ekonomicky 50




Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — Specif. Tabulky — List 1 X, List 2 Y — OK, zapneme proménnou vah Cetnost
— OK, Vypocet — na zaloZce MoZnosti zaSkrtneme Ocekavané Cetnosti. Dostaneme kontingencni tabulku teoretickych cCet-
nosti:

Souhrnna tab.: Ocekavané Cetnosti (typ skoly)
Cetnost oznadenych bunék > 10
Pearsontv chi-kv. : 76,8359, sv=6, p=,000000

X Y Y Y Radk.
univerzitni |technicky | ekonomicky soucty
I 35,0000, 27,5000 27,5000( 90,0000
I 38,8889 30,5556 30,5556( 100,0000
[ 23,3333 18,3333 18,3333| 60,0000
1% 42,7778 33,6111 33,6111]1 110,0000
VS .skup. 140,0000 110,0000 110,0000] 360,0000

Vsechny teoretické Cetnosti jsou vétsi nez 5, podminky dobré aproximace jsou splnény. V zahlavi tabulky je uvedena hod-
nota testové statistiky K = 76,8359, pocet stupnii volnosti 6 a odpovidajici p-hodnota. Je velmi blizka 0, tedy na asymptotic-
ké hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o nezéavislosti typu Skoly a socidlni skupiny.

Hodnotu testové statistiky a Cramértiv koeficient dostaneme také tak, Ze na na zalozce Moznosti zaSkrtneme Pearsontiiv &
M-V chi kvadrat a Cramérovo V, na zaloZce Detailni vysledky vybereme Detailni 2 rozm. tabulky.

Statist. Chi-kvadr. | sv p
Pearsonuv chikv. 76,83589 df=6 p=,00000
MV chi-kvadr. 84,53528 df=6| p=,00000
Fi ,4619881

Kontinge n¢ni koeficient ,4193947

Cramér. V ,3266749




Ctyrpolni tabulky
Necht' r =s = 2. Pak hovorime o a pouzivdme oznaceni: n;; = a, nj; = b, ny; = ¢, Ny =d.

X Y ;.
Y| Y
Xy a b |atb
Xm1] € d |ctd
ng latc|b+td| n

Test nezavislosti ve ¢tyrpolni tabulce
Testovou statistiku pro ¢tyfpolni kontingencni tabulku 1ze zjednodusit do tvaru:

n€d- c’
G¢r ¢+ €6+ 6+
Plati-li hypotéza o nezavislosti veli¢in X, Y, pak K se asymptoticky fidi rozlozenim y*(1).
Kriticky obor: W= y* . Coo.
Nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a, kdyz Ke W.
Povsimnéte si, ze za platnosti hypotézy o nezéavislosti ad = bc.

K =



Pro ¢tyfpolni tabulku navrhl R. A. Fisher piesny (exaktni) test nezavislosti zndmy jako

Sir Ronald Aylmer Fisher (1890 — 1962): Britsky statistik a genetik.

(Fisherlv pfesny test je popsan napt. v knize K. Zvara: Biostatistika, Karolinum, Praha 1998. Princip spociva v tom, Ze
pomoci kombinatorickych tivah se vypocitaji pravdépodobnosti toho, Ze pfi danych marginalnich ¢etnostech dostaneme
tabulky, které se od nulové hypotézy odchyluji aspon tak, jako dana tabulka.)

STATISTICA poskytuje p-hodnotu pro Fishertiv ptesny test. Jestlize vyjde p < a, pak hypotézu o nezavislosti
zamitdme na hladin€ vyznamnosti a.



Priklad: V ndhodném vybéru 50 obéznich déti ve véku 6 — 14 let byla zjiStovana obezita rodict. Veli¢ina X — obezita mat-
ky, veli¢ina Y — obezita otce. Vysledky priizkumu jsou uvedeny v kontingencni tabulce:

X Y ;.
ano | ne
ano| 15| 9 |24
ne| 7 [19]26
ng | 22 2850

Pomoci Fisherova exaktniho testu ovéite, zda 1ze na hladin€é vyznamnosti 0,05 zamitnout hypotézu o nezavislosti nahodnych
velicin X a Y.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime datovy soubor o tfech proménnych X, Y (varianty 0 — neobézni, 1 — obézni) a Cetnost a Ctyfech ptipadech:

1 2 3

X Y cetnost
1|obézni obézni 15
2|obézni neobéz ni 9
3[neobézni obézni 7
4|neobézni neobézni 19

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — Specif. Tabulky — List 1 X, List 2 Y — OK, zapneme proménnou vah ¢etnost
— OK, Vypocet — na zalozce MozZnosti zaskrtneme Fisher exakt., Yates, McNemar (2x2). Dostaneme vystupni tabulku:

Statist. : X(2) x Y(2) (obezita rodicu)

Statist. Chi-kvadr. | sv p

Pearsontyv chi-kv. 6,410777 df=1 p=,01134
MV chi-kvadr. 6,548348 df=1 p=,01050
Yateslv chi-kv. 5,048207 df=1 p=,02465
Fisherav presny, 1-str. p=,01188
2-stranny p=,02163
McNemarGv chikv. (A/D) ,2647059 | df=1 p=,60691
(B/C) ,0625000 df=1 p=,80259

Vidime, Ze p-hodnota pro Fishertiv exaktni oboustranny test je 0,02163, tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 zamitdme
hypotézu, Ze obezita matky a otce spolu nesouvisi.



Podil Sanci ve ¢tyrpolni kontingen¢ni tabulce

Ve Ctytpolnich tabulkach pouzivame charakteristiku OR = ;E , kterd se nazyva vybcrovy (odds ratio). Povazuje-
C

/4 14 . /4 14 W 14 ‘r[ 7-[ O W . A . W /4 14 *r
me ho za odhad neznamého teoretického podilu Sanci op = ——= . Muzeme si piedstavit, ze pokus se provadi za dvojich
T T

riznych okolnosti a miize skon¢it bud’ ispéchem nebo netispéchem.

Vysledek pokusu | okolnosti | n;
I |10
uspéch a |b [|atb
neuspeéch c |d |ctd
ny atc |b+d |n

Pomér poctu uspéchii k poctu netispéchii (tzv. Sance) za 1. okolnosti je 2 za druhych okolnosti je % Podil Sanci je tedy
C

. d
be

OR

Jsou-li veli¢iny X,Y nezavislé, pak = =t t_, tudiz teoreticky podil Sanci op - . Zavislost veli¢in X,Y bude tim silnéjsi,

,,,,,

¢im vice se opbude liSit od 1. AvSak op : 0,0 , tedy hodnoty opjsou kolem 1 rozmistény nesymetricky. Z tohoto diivodu
radéji pouzivame logaritmus teoretického ¢1 vybérového podilu Sanci.



Testovani nezavislosti ve ¢tyrpolnich tabulkach pomoci podilu Sanci
Na asymptotické hladin€ vyznamnosti o testujeme hypotézu Hy: X,Y jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny (tj.
Inop = )) proti alternativé H;: X,Y nejsou stochasticky nezavislé ndhodné veliiny (tj. mop < ).

In OR
I 1 1
4+ -+ -+ -
a b c d
Kriticky obor: W= - o, -u, ,)U u,_,,,%.

Testova statistika T, = se asymptoticky fidi rozlozenim N@,1 , kdyz nulova hypotéza plati.

Nulovou hypotézu tedy zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti o, kdyz se testova statistika realizuje v kritickém
oboru W.

Testovani nezavislosti 1ze provést téZ pomoci 100(1-a)% asymptotického intervalu spolehlivosti pro logaritmus podilu Sanci
op, ktery je dan vzorcem:

o [ )
¢,h = nOR - l+1-+1-+1—u1_1/2,h10R+ l+1-+1-+1—u1_t/2|
L a b c d a b c d )

Jestlize interval spolehlivosti neobsahuje 0, pak hypotézu o nezavislosti zamitneme na asymptotické hladin€ vyznamnosti o.



Priklad (testovani nezavislosti pomoci podilu Sanci a pomoci statistiky K):
U 135 uchazeci o studium na jistou fakultu byl hodnocen dojem, jakym zaptlisobili na komisi u Ustni pfijimaci zkouSky. Na
asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze ptijeti na fakultu nezavisi na doymu u ptijimaci zkousky.

piijeti dojem n;
dobry | Spatny
ano 17 11 | 28
ne 39 58 197
ny 56 69 |125

ReSeni:
id '7-58 7l s T o . o . . . ; . g ¢ 2S5
OR = | &y = 1,298 . Podil Sanci nam tika, Ze uchazec, ktery zaplisobil na komisi dobrym dojmem, ma asi 2,3 x vEtsi
C .

Sanci na ptijeti nez uchazec, ktery zaptisobil Spatnym dojmem.

Provedeme dal$i pomocné vypocty:
In OR = ),832,

\/l+ -+ -+ - = \/i+ 1—+ 1—+ ,1—: ,439,0 4,5 = ,96
a b c¢c d 17 11 39 58 ’

Dosadime do vzorct pro meze asymptotického intervalu spolehlivosti pro podil Sanci:
Ind= nOR - l+ 1—+ 1—+ 1—u1,[ ,=),832-1,439-1,96 = - ,028,Inh = nOR + /l+ 1—+ 1—+ 1—uH , = ),832 +),439 -1,96 = ,692
a b c d a b c d
Protoze interval (-0,028; 1,692) obsahuje Cislo 0, na asymptotické hladin¢ vyznamnosti 0,05 nezamitdme hypotézu o neza-
vislosti dojmu u pfijimaci zkouSky a piijeti na fakultu.



piijeti dojem n;j,
dobry | Spatny
ano 17 11 |28
ne 39 58 197
ny 56 69 [125

Ovétime splnéni podminek dobré aproximace:

iy _ 856 psaq, Ml W69 5 g6
n 125 n 125

Maly W36 5456, Dala (69 35y
n 125 n 125

Podminky dobré aproximace jsou splnény.

Dosadime do zjednodusSen¢ho vzorce pro testovou statistiku K:
n€d- c’ _125-¢7-58- 1-39°

¢+ €+ €+ 6+ 28.97-56-69

Kriticky obor: W= y’0ss €;o0 = 3841, .

Protoze testova statistika se nerealizuje k kritickém oboru, nulovou hypotézu nezamitdme na asymptotické hladiné vyznam-

nosti 0,05.

K= = ,6953

= 1,1719
1252 - )

Vidime, ze mezi dojmem u ptijimaci zkousky a ptijetim na fakultu je pouze slaba zavislost.

Vypocteme jeSté Cramériv koeficient: V = \/ (K = \/ SHEESS
n{m —



Poznamka k jednostrannym alternativam:
Nulova hypotéza tvrdi, Ze podil Sanci je roven 1, tj. Hy: op = 1.

Pokud vime, Ze za prvnich okolnosti je Sance na Uspéch vySsi nez za druhych okolnosti, pak proti nulové hypotéze postavi-
me pravostrannou alternativu

Hi: 0p>1.

Nulovou hypotézu zamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a ve prospéch pravostranné alternativy, kdyz 100(1-a)%
empiricky asymptoticky levostranny interval spolehlivosti pro In op neobsahuje Cislo 0.

Pokud vime, Ze za prvnich okolnosti je Sance na ispéch nizsi nez za druhych okolnosti, pak proti nulové hypotéze postavi-
me levostrannou alternativu

Hi:op<1.

Nulovou hypotézu zamitadme na asymptotické hladin€ vyznamnosti a ve prospech levostranné alternativy, kdyz 100(1-a)%
empiricky asymptoticky pravostranny interval spolehlivosti pro In op neobsahuje ¢islo 0.

Pokud jsou Sance na Uspéch stejné za prvnich i1 druhych okolnosti, pak proti nulové hypotéze postavime oboustrannou alter-
nativu

Hi: op # 1.

Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti a ve prospéch oboustranné¢ alternativy, kdyz 100(1-a)%
empiricky asymptoticky oboustranny interval spolehlivosti pro In op neobsahuje cislo 0.



Priklad: U 24 zak 6. tfidy zékladni Skoly bylo zjistovano, zda jsou uspéSni v matematice (tj. maji na poslednim vysvédce-
ni znamku 1 nebo 2 z matematiky) a zda hraji na néjaky hudebni nastroj. Z 10 GspéSnych matematikti 6 hralo na né¢jaky hu-
debni nastroj, kdezto ve skupiné€ neuspé€snych matematikii hral pouze 1 zak na hudebni néstroj. Na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze uspéch v matematice a hra na hudebni nastroj jsou nezavislé veli¢iny. Proti nulové
hypotéze postavte
a) oboustrannou alternativu, tj. tvrzeni, uspéch v matematice a hra na hudebni nastroj spolu souvisi,
b) pravostrannou alternativu, tj. tvrzeni, Ze Sance na Uspéch v matematice jsou vyssi pro zaky, ktefi hraji na n¢jaky hu-
debni nastroj,
c¢) levostrannou alternativu, tj. tvrzeni, ze Sance na uspéch v matematice jsou nizsi pro zaky, ktefi hraji na né¢jaky hudeb-
ni nastroj.

Reseni:
Méme kontingencni tabulku

uspéch v M | hra na hudebni nastroj | n;.
ano ne
ano 6 4 10
ne 1 13 14
Ny 7 17 |24
Vypocteme podil Sanci: OR = ;% = Sﬁ = 222 = 9,5. Podil Sanci nam tika, ze zak, ktery hraje na n¢jaky hudebni nastroj, ma

19,5 x vétsi Sanci na Gspéch v matematice nez zak, ktery nehraje na zadny hudebni nastroj.



Ad a)

Pro testovani nulové hypotézy proti oboustranné alternative sestrojime oboustranny interval spolehlivosti:

Dolni a horni mez intervalu spolehlivosti pro op zjistime pomoci STATISTIKY. Vytvotime datovy soubor o dvou promén-
nych DM a HM a jednom piipadu. Do Dlouhého jména proménné DM napiSeme vzorec pro dolni mez:
=log(19,5)-sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,975;0;1)

a analogicky do Do Dlouhého jména proménné HM napiSeme vzorec pro horni mez:
=log(19,5)+sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,975;0;1)

1 2
DM HM
0,575093 5,365736

—

Vidime, ze 0,575093 < 1n op < 5,365736 s pravdépodobnosti asponi 0,95. Protoze tento interval neobsahuje 0, nulovou hypo-
tézu zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 ve prospéch oboustranné alternativy. S rizikem omylu nejvyse
5% se tedy prokazalo, Ze ispéch v matematice souvisi s hrou na hudebni nastroj.



Adb)

Pro testovani nulové hypotézy proti pravostranné alternative sestrojime levostranny interval spolehlivosti:
Do Dlouhého jména proménné DM napiSeme vzorec pro dolni mez:
=log(19,5)-sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,95;0;1)

1
DM

0,960198

—_

Protoze interval (0,960198; o) neobsahuje 0, nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 ve
prospéch pravostranné alternativy. S rizikem omylu nejvyse 5% se tedy prokazalo, Ze Zaci, ktefi hraji na néjaky hudebni
nastroj, maji vyssi Sance na Gspéch v matematice.

Adc)

Pro testovani nulové hypotézy proti levostranné alternativeé sestrojime pravostranny interval spolehlivosti:
Do Dlouhého jména proménné HM napiSeme vzorec pro dolni mez:
=log(19,5)+sqrt(1/6+1/4+1/1+1/13)*VNormal(0,95;0;1)

1
HM
4,980631

—

Protoze interval (-o0; 4,980631) obsahuje 0, nulovou hypotézu nezamitdme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 ve

R4

uspéch v matematice.



