Alternativni a binomické rozlozeni, normalni rozloZeni a rozloZeni z néj odvozena

Oznaceni

Zname-li distribu¢ni funkci ®(x) ndhodné veli¢iny X (resp. pravdépodobnostni funkci nt(x) v diskrétnim ptipadé resp. husto-
tu pravdépodobnosti ¢(x) ve spojitém piipad¢), pak fekneme, Ze zname rozlozeni pravdépodobnosti (zkracené€ rozlozeni)
nahodné velic¢iny X. Toto rozlozeni zavisi na néjakém parametru $ , coz nejcastéji je realné Cislo nebo redlny vektor.

Zapis X ~ L( %) cteme: ndhodna veli¢ina X ma rozloZeni L s parametrem 9 .

Nahodna veli¢ina X udava pocet tispéchti v jednom pokusu, pfi¢emz pravdépodobnost uspéchu je
9. PiSeme X ~ A(%).

(1-9 pro x =0 -

| : (9 q-9T» =0,1
m(X) =19 pro x=1  neboli n(x) = 1 PO

| L0 jinak

L0 jinak

Pravdep. funkce A(0.75)
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0
-0.251
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Néhodna velicina X udava pocet uspéchii v posloupnosti n nezavislych opakovanych pokust,
pri¢emz pravdépodobnost uspéchu je v kazdém pokusu 9 . PiSeme X ~ Bi(n,$ ).
(n)
1 1351 — 9ynx =0, ...
ﬂ(X)Z%‘kx) (1 ) pro x =0,...,n
L0 jinak
(Alternativni rozloZeni je specialnim pfipadem binomického rozlozeni pron = 1.
Jsou-li X4, ..., X, stochasticky nezavislé ndhodné veli¢iny, X; ~ A(8),1=1, ...,n, pak X = Z X, ~ Bi(n, %).)

i=1

Pravdep. funkce Bi(5,0.5)

0.6

0.41

0.2




Priklad na binomické rozlozeni pravdépodobnosti: V rodiné je 10 déti. Za ptedpokladu, Ze chlapci 1 divky se rodi
s pravdépodobnosti 0,5 a pohlavi se formuje nezavisle na sob¢, urcete pravdépodobnost, Ze v této rodiné je
a) praveé 5 chlapct

b) nejméné 3 a nejvysSe 8 chlapcil.

ReSeni: X ... pocet chlapct, X ~ Bi(10; 0,5)

-~

~710) 5
ada)l)k:s,:rci,:k )I),ssi—),sf’ = 9,2461
)

V systému STATISTICA: =Binom(5;0,5;10)

- gy ~710) 10) 10
adb) p€<x<3 =nk +th + +1k-= X 1),5°0,57 + 0 1),5%0,5°+... + X 1,5%0,5° = 0,9346
3 ) \4 ) (3 )
V systému STATISTICA: =1-IBinom(1;0,7;4)
- P Sl S Sl ) /) 4)
adc)p&k =<2 =08k =nb +nf+nb = i 1),3% + i 1,7:03° + i 1),70,3> = 0,3483
o) NV \2)

V systému STATISTICA: = IBinom(8;0,5;10) - IBinom(2;0,5;10) = 0,934570



Tato nahodna veliCina vznika napf. tak, ze ke konstanté p
se pricitd velké mnoZstvi nezavislych nahodnych vlivii mirné kolisajicich kolem
nuly. Proménlivost té€chto vlivii je vyjadiena konstantou ¢ > 0.

_x-M j

L . = . Grafem této hustoty je tzv.

Piseme X ~ N(y, 6°), hustota ¢(x) =
c /En

Hustota N(1,0.5)

0.6
0.51
0.41
0.31
0.2
0.14




Ilustrace vzniku normalniho rozloZzeni pomoci Galtonovy desky:

Deska obsahuje n fad pravidelné usporddanych klint, a to tak, ze v k-té fadé je prave k klinli. Do otvoru nahote padaji
kulicky, které jsou v kazde fadé€ se stejnou pravdépodobnosti 1/2 vychylovany vlevo nebo vpravo. Pod posledni radou je n -
1 ptihradek, ve kterych se kulicky shromazduji. Nasypeme-li do tohoto systému velké mnoZstvi kuli¢ek, vytvoii v
ptihradkach jakysi “kopec”, jehoz tvar je velmi podobny tvaru grafu hustoty nahodné veli¢iny s normalnim rozloZenim.
Nahodné vychylovani kuli¢ek jednotlivymi fadami piekazek je mozno chépat jako speciélni ptipad velkého mnozstvi
chybovych faktorti, ndhodné plisobicich na né&jaky proces, jako pisobeni mnoha blize nespecifikovatelnych vlivi, které
ovliviiuyji zcela ndhodné rozloZeni jeho vysledku.

Obrazek




2 * /4 b 14 14 14 W 14 rwv
Pro n=0, ° =1 se jedna o standardizované normalni rozlozeni, piSeme

U ~ N(O, 1). Hustota pravdépodobnosti ma v tomto ptipad¢ tvar ¢(u) = \/l
2T
Hustota N{0,1) Distr. funkce N(0,1)
0.5 1
0.4- 0.8/
0.3- 061
0.2 0.41
0.1/ 0.2
% 2 4 0 1 2 3 % 2 4 o 1 2
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du) = | ﬁp > & je tabelovana pro u > 0, pro u < 0 se pouziva piepoctovy

vzorec CDk-u) =1 -®(u).



Pi¥iklad na normalni rozloZeni: Vysledky u piijimacich zkousek na jistou VS jsou normalné rozlozeny
s parametry p = 550 bodi, o = 100 bodt. S jakou pravdépodobnosti bude mit ndhodné vybrany uchazec
aspon 600 bodii?

Reseni:

X — vysledek nahodné vybraného uchazece, X ~ N(550, 1002),
P(X>600)=1-P(X<600)+P(X=600)=1-P(X<600)=

~ —P{X g = P(U . [ 550} =1 - ®(0,5)=1-0,69146 = 0,30854.

c c ) 100

Ve STATISTICE: vypocet pomoci funkce 1 - INormal(600;550;100)
Nahodné vybrany uchaze¢ bude mit u zkousek asponn 600 bodt s pravdépodobnosti 0,31.
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Nékteré vlastnosti normalniho rozlozeni:

Jestlize x ~ N o pak u= XG; ~ NG

Jestlize x~ Nwo ,av=-a1+5x,pak vy~ N€+onbic

Jestlize x.....x . jsou stochasticky nezavislé nadhodné veli¢iny, x .~ N0’ i=l,....n, Y = >x, pak v ~
=

[ n 2\
NLZ w% i}l‘

i=1

Vyznam normalniho rozloZeni:

Normalni rozloZeni hraje tstedni roli v poctu pravdépodobnosti i matematické statistice. Jeho vyznam
spociva jednak v tom, Ze normalnim rozloZenim se fidi pravdépodobnostni chovani mnoha nadhodnych
veli¢in a jednak v tom, Ze za urcitych podminek konverguje k normalnimu rozloZeni soucet nezavislych
nahodnych veli€in s tymz rozloZenim (viz centralni limitni véta).
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Nahodny vektor | = ' | vznika ve dvourozmérnych situacich podobné jako skaldrni nadhodna veli¢ina v bodg (e).
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Prop =0, 1z=0,06:°=1, 6> =1, p =0 se jedna o standardizované dvourozmérné normalni rozloZeni.

Vrstevnice a graf hustoty standardizovaného dvourozmérného normalniho rozlozeni
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Upozornéni: Nasledujici tii rozlozeni — Pearsonovo, Studentovo a Fisherovo-
Snedecorovo — jsou odvozena ze standardizovaného normalniho rozlozeni. Maji
velky vyznam ptedevs§im v matematické statistice pii konstrukci intervald spo-
lehlivosti a testovani hypotéz. Vyjadieni hustot téchto rozlozeni neuvadime, je

prilis slozité



Necht X,

stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, X; ~N(0, 1),i=1, ..., n.
Pak nahodna veli¢ina X = X,* + ... + X,> ~ ¢’(n).
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Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in

Motivace

Doposud jsme poznali funkcionalni charakteristiky ndhodnych veli¢in (napft. distribu¢ni funkce, pravdépodobnostni funkce,
hustota pravdépodobnosti), které plné popisuji pravdépodobnostni chovani ndhodné veliginy. Ciselné charakteristiky
vystihuji pouze nékteré rysy tohoto chovani, napt. popisuji polohu realizaci ndhodné veli¢iny na ¢iselné ose ¢i jejich
promeénlivost (variabilitu). Jsou jednodussi nez ¢iselné charakteristiky, ale nesou jen ¢asteCnou informaci.

Podobné jako v popisné statistice volime vhodnou Ciselnou charakteristiku podle toho, jakého typu je dana nahodna veli€ina
- zda je ordinalni nebo intervalova &i pomérova. Ciselné charakteristiky znaki maji své teoretické prot&jsky v &iselnych
charakteristikach nahodnych velicin.

Ciselné charakteristiky spojité nahodné veli¢iny aspon ordinalniho typu

Charakteristika polohy :

Necht' X je spojitd ndhodna veli¢ina aspon ordinélniho typu s distribu¢ni funkci ®(x) a hustotou pravdépodobnosti ¢(x).
Necht a < (0, 1).

Cislo Ky(X), které splituje podminku

K., (X)

a=0KX) = [oxyax,

se nazyva

Ko ,50(X) - )
Ko25(X) - )
Ko 75(X) - ;

Ko,10(X), ..., Ko,00(X) - ;

Ko,01(X), ..., Ko,9o(X) -

Kterykohv a-kvantil je charakteristikou polohy ¢iselnych realizaci ndhodné veli¢iny na ¢iselné ose.
Charakteristika variability: q = K 75(X) - Ky 25(X).



Ilustrace
Pix)

1-U
k,(X)

Oznaceni pro kvantily specialnich rozloZeni

X ~N(0, 1) = Ku(X) = g

X ~72(n) = Ky(X) = 72(0),

X~ t(l’l) = Ka(X) = ta(n)a

X ~ F(Il], Ilz) = KQ(X) = Fa(nl, Ilz).

Tyto kvantily najdeme ve statistickych tabulkéach.
Pouzivame vztahy:

Uy = = Uj-q,

to(n) = - t4(n),

Fa(nb nz) =

1

1*ll\n29n1)



Vyznam kvantilu ug,s = -0,6745

05

Vyznam kvantilu y’s(8) = 15,5073
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Vyznam kvantilu ty90(5) = 1,4759

1 _
00s 6.3 8,8867

Vyznam kvantilu Fy 5(3,7) = . =0,1125




Priklad: Necht U ~ N(0, 1). Pomoci systému STATISTICA najdéte 2. decil a prvni a posledni percentil.

Pouzijeme Pravdépodobnostni kalkulator. Do okénka primér napiseme 0, do okénka Sm.
Odch. napiSeme 1, do okénka p napiSeme pro 2. decil 0,2, pro prvni percentil 0,01 a pro posledni percentil

0,99. V okénku X se objevi -0,841621 pro 2. decil, -2,326348 pro prvni percentil a 2,326348 pro posledni
percentil.

[lustrace pro posledni percentil:
¥ § Kalkulator pravdépod. rozdélel 7

Bozdéleni v |rverze [ Dopratokoly &

Beta -

Cauchy [ Dwvajité [ Wby, graf

Chi 2 [ [1-Kumul p)

Exponencidlni

Extrém. hodnot . o

F [Fisherovo] R |2.326348 E primér: |0 E
Gama

Laplaceava p {0,959 E SmO0dch: |1 E
Log:nprmélni

Logistické Hustota: R ozdéleni:

Paretovo

Ravleighovo —

t [Studentovo)

Weibullowo
¥ Pevné méfitko /\

Seda plocha pod grafem hustoty ma velikost 0,99 a hodnota distribuéni funkce v bodé 2,326348 je 0,99
(znaceno Srafovang).

Otevieme novy datovy soubor o tfech proménné a jednom ptipadu.
Do dlouhého jména prvni proménné napiSeme =VNormal(0,2;0;1). Dostaneme -0,841621.
Do dlouhého jména druhé proménné napiSeme =VNormal(0,01;0;1). Dostaneme -2,326348.
Do dlouhého jména tfeti proménné napiSeme =VNormal(0,99;0;1). Dostaneme 2,326348.



Priklad: Necht' X ~ N(-1, 4). Pomoci systému STATISTICA najdéte horni kvartil.

Spustime Pravdépodobnostni kalkulator, vybereme Rozdéleni Normalni. Do okénka primeér
napiSeme -1, do okénka Sm. Odch. napiSeme 2, do okénka p napiSeme 0,75 a v okénku X se objevi 0,34898.
Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom piipadu.
Do dlouhého jména této proménné napiSeme =VNormal(0,75;-1;2). Dostaneme 0,34898.

Piiklad: Pomoci systému STATISTICA ur&ete ’o.05(5).

Spustime Pravdépodobnostni kalkulator, vybereme Rozdéleni Chi 2. Do okénka sv.
napiSeme 5 a do okénka p napiSeme 0,05. V okénku Chi 2 se objevi 1,145476.

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a jednom piipadu.
Do dlouhého jména této proménné napiSeme =VChi2(0,05;5). Dostaneme 1,145476.



Priklad: Pomoci systému STATISTICA urcete ty975(18) a to1(4).

Spustime Pravdépodobnostni kalkulator, vybereme Rozdéleni t (Studentovo). Do okénka sv.
napiSeme 18 (resp. 4) a do okénka p napiSeme 0,975 (resp. 0,01). V okénku t se objevi 2,100922 (resp.
-3,746947).

Otevieme novy datovy soubor o jedneé proménné a jednom piipadu.
Do Dlouhého jména této promeénné napiSeme =V Student(0,975;18) (resp. VStudent(0,01;4)). Dostaneme
2,100922 (resp. -3,746947).

Priklad: Pomoci systému STATISTICA urcete F975(3, 12) a Fy05(18, 20).

Spustime Pravdépodobnostni kalkulator, vybereme Rozdé€leni F (Fisherovo). Do okénka sv1
napiSeme 3 (resp. 18), do okénka sv2 napiSeme 12 (resp. 20) a do okénka p napiSeme 0,975 (resp. 0,05).
V okénku F se objevi 4,474185 (resp. 0,456486).

Otevieme novy datovy soubor o jedné proménné a dvou piipadech
Do Dlouhého yména prvni proménne napiSeme =VF(0,975;3;12), do Dlouhého jména druhé proménné
napiSeme =VF(0,05;18;20).Dostaneme 4,474185 (resp. 0,456486).



Ciselné charakteristiky diskrétnich a spojitych ndhodnych veli¢in aspon intervalového typu

Charakteristika polohy: ) — ¢Cislo, které charakterizuje polohu realizaci ndhodné veliCiny na ¢iselné ose s
piihlédnutim k jejich pravdépodobnostem.

Diskrétni ptipad: ndhodna veli¢ina X ma pravdépodobnostni funkci n(x).

Stiedni hodnota E & = 2. x7 ;‘/, pokud je suma vpravo koneéna.
hmotnost nt(x).
Spojity ptipad: ndhodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti ¢(x).

o0

Stfedni hodnota E « - .[ x¢ & dx , pokud je integral vpravo konec¢ny.

-

A A

podle predpisu ¢ (x).

Y =X - E(X).
(Pro nahodnou veli¢inu Y plati: E(Y)=10.)



Stredni hodnota transformované ndhodné veli¢iny Y = g(X)
/ Z g L S
B¢ ="
\ J.g ¢ o & i

Stiedni hodnota transformované ndhodné veliCiny Y = g(X;, X»)

/z I TS T
B¢ ="

Xl_
[ ¢]

\ j jg &1,x2:® ;(l,xzzixldxz

— >—=02




Charakteristika variability: - Cislo, které charakterizuje proménlivost realizaci ndhodné veli¢iny kolem jeji
sttedni hodnoty s pfihlédnutim k jejich pravdépodobnostem.

T 2
Defini¢ni vzorec: D « -E -E& _:L (rozptyl je stfedni hodnota kvadratu centrované ndhodné veli¢iny).
L SNCL SR L S —
Vypocetni vzorec: D X = E - -—(rozptyl je sttedni hodnota kvadratu minus kvadrat stftednich hodnot).

» m:[i n;j}
pk -
© - roo - —I
IXZ(P ;(,dX_, J-X(P!(,dXJ

_0 ©

D « . vyjadifuje primérnou variabilitu realizaci ndhodné veli¢iny X kolem jeji stfedni hodnoty.

_x-e%_

JD & _

(Pro ndhodnou velic¢inu Z plati: E(Z) =0, D(Z) = 1.)



Priklad na vypocet stfedni hodnoty a rozptylu diskrétni nahodné veli€iny: Stielec stfili do ter¢e az do
prvniho zasahu. Ma v zasobé€ 4 naboje. Pravdépodobnost zasahu je pti kazdém vystielu 0,6. Nahodna
veli¢ina X udava pocet nespotiebovanych naboji. Vypoctéte sttedni hodnotu a rozptyl nahodné veli¢iny X.
Reseni:

X nabyva hodnot 0, 1, 2, 3 a jeji pravdépodobnostni funkce je

1(0) = P(X=0) = 0,4" + 0,4°*0,6 = 0,064,

(1) = P(X=1) = 0,4°*0,6 = 0,096,

1(2) = P(X=2) = 0,4*0,6 = 0,24,

n(3) =P(X=3)= 0,6,

7(0) = 0 jinak

E(X) =0*0,064 + 1*0,096 + 2*0,24 + 3*0,6 = 2,376

D(X) = 0°%0,064 + 17*#0,096 + 27%0,24 + 3°*0,6 — 2,376° = 0,8106



nahodnych veli¢in X, X,, které maji stiedni hodnoty E(X,), E(X;), rozumime ¢islo
C(Xi, X5) = E([X; - E(X))] [X; - E(X5)]) (pokud stfedni hodnoty vpravo existuji).
(Kovariance je ¢islo, které charakterizuje proménlivost realizaci ndhodnych veli¢in X, X, kolem jejich stfednich hodnot
s pfihlédnutim k jejich pravdépodobnostem. Je-li kovariance kladna (zapornd), pak to svédci o existenci jistého stupné
pfimé (nepifimé) linearni zavislosti mezi realizacemi nahodnych veli¢in X, X,. Je-1i kovariance nulova, pak fikame, ze
nahodné veliciny X, X, jsou nekorelované a znamena to, ze mezi jejich realizacemi neni zadny linearni vztah. Pozor —
z nekorelovanosti nevyplyva stochasticka nezéavislost, zatimco ze stochastické nezavislosti plyne nekorelovanost.

Kovariance je teoretickym prot¢jskem vazene kovariance. Je vhodnéjsi pocitat kovarianci podle vzorce
c& . x, ~E&x, % 5% )

nahodnych veli¢in X;, X, rozumime ¢islo

I[ (X, EX) X, ECX, )\lpro JD(X )4/D(X,) >
R(Xy, Xp) = <| i ID(X,) ID(X,) ) , pokud stfedni hodnoty vpravo existuji.

| ) jinak

(Koeficient korelace je ¢islo, které charakterizuje tésnost linearni zavislosti realizaci nahodnych veli¢in X, X,. Cim blizsi je

ot 24

1, tim tésn&jsi je ptima linearni zavislost, ¢im bliZsi je -1, tim t€sn&jsi je nepiima linearni zavislost. Je vhodnéjsi pocitat
-~ c%.x

~ /& b G(z,')

V diskrétnim prlpade je kovariance ddna vzorcem

c& .x, Z Z &, L -c%, nk x, = Z Z xmkx, 1% B&,

koeficient korelace podle vzorce R & . x

2

a ve spoj 1tem prlpade vzorcem

c& X, H[ -e&, L -5%, 0x,.x,)d dx, = | [x,x,9x,,x,)d o, E& E&,_

192



Priklad na vypocet koeficientu korelace: Diskrétni ndhodny vektor (X, X;) ma simultdnni pravdépodobnostni funkci

s hodnotami: n(0,-1) = ¢, ©(0,0) = n(0,1) = n(1,-1) = n(2,-1) =0, n(1,0) = n(0,1) = n(2,1) = 2¢, m(2,0) = 3¢, n(x;,Xz) = 0 jinak.
Urcete konstantu ¢ a vypoctéte R(X;, X5).

Reseni: Hodnoty simultanni pravd&podobnostni funkce a obou marginalnich pravdépodobnostnich funkei usporadame do
kontingen¢ni tabulky.

Xi X2 mi(X1)
-1 0 1
0 c 0 0 c
1 0 2¢c |2¢ |4c
2 0 3c [2¢c |S5c
m(X2) |c 5¢c [4c |1

Z normovanosti pravdépodobnostni funkce diskrétniho ndhodného vektoru dostdvame: 10 ¢ =1, tedy ¢ = 0,1. Po dosazeni za
c vznikne tabulka:

X1 X2 T (Xl)
-1 0 1
0 0,1 0 0 0,1
1 0 0,2 (0,2 |04
2 0 0,3 [0,2 10,5
m(x2) 10,1 [05 [0,4 |1

E& =D m(x)=101+004+205-4,E&, =D 7 (x,)=.0,1+05+104=)3

X,=

p& = ’nx)- k& Z=1°-04+2°05- 4>-044, D%, - > ’n(x)- k& - Z-01+-04-)3>=041

c& X, =2 > x,ok . x, 1% E&, ~1-1-02+2-1-02- .,4-03= 0,18

~ c&, .x, 0,18

« - _
R D& /D& _ Jo0.44./0.41

=0,42



Stredni hodnoty a rozptyly vybranych diskrétnich a spojitych rozlozeni
X~A(3) » E(X)=9,D(X)= s (1-9)

X ~Bi(n, 9) = E(X)=ns%,D(X)=ns (1-9)

X~N(y, 6°) = E(X)=p, DX) ="

X~7 % = E% =n, D& -2n

X ~t€_= E%& =0 pro »>2 (pro » - 1 stfedni hodnota neexistuje) , p & - L) pro n =3 (pro » = 1,2 rozptyl
n-— 2

neexistuje).

A 4 o o - 2 211 + — 2:
%2 pro n, >3 (pro n, - 1.2 stfedni hodnota neexistuje) , p & - “{ 1 7“{ -~ pIo n, =5
n, — 2 n %, -"2_%, " 1_

2

X ~F% .n, = E&% -

(pro n, = 1,2,3,4 rozptyl neexistuje).



Centralni limitni véta:
Jsou-li nahodné veli¢iny X, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné rozlozeni se stfedni hodnotou p

a rozptylem o7, pak pro velka n (n > 30) Ize rozloZeni souétu 2 X i aproximovat normalnim rozlozenim N(np, nc”).

i=1

Zkracené piseme 2 =N fu no -

i=

D -k

i=

Pokud soucet Z X; standardizujeme, tj. vytvoiime nadhodnou veli¢inu U, = o fn pak rozlozZeni této nadhodné veli-
n

i=1

¢iny lze aproximovat standardizovanym normalnim rozlozenim. Zkracen¢ piSeme U, = N(0,1)

Normalni rozloZeni je tedy rozlozenim limitnim, k némuz se blizi vSechna rozlozeni, proto hraje velmi diilezitou roli v poctu

pravdépodobnosti a matematickeé statistice.



Ilustrace centralni limitni véty — opakované hody kostkou
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