Hodnoceni zavislosti dvou ndhodnych valin

Motivace

Pti zpracovani dat se setkavame s dvojicemiirelhominalniho, ordinalniho, intervalového a goavého
typu, nap.:

nominalni veltiny: rodinny stav Zenicha a n&sty — svobodny/a, rozvedeny/a, vdovec/vdova,

ordinalni veléiny: hodnoceni softwarovych produkbdbornou a laickou porotou natipodové Skale,
intervalové veliiny: teplota néfena ve stupnich Celsia na dvou meteorologickyahictn,

pomerove veltiny: rocni piijem manzela a manzelky.

Mame-li k dispozici n objeki na nichz zjiSujeme hodnoty dvou vein X a Y, mizeme testovat hypotézu,
Ze veltiny X a Y jsou nezvislé.

Napr. nas zajima, zda barvai@ barva vla% jsou ve sledované populaci jedingezavislé

Intenzitu gripadné zavislosti it raizné koeficienty, které nabyvaji hodnot od -1 deebaod 0 do 1Cim je
absolutni hodnota takového koeficietizSi 1, tim je zavislost mezi danymidha veltinami silngjSi acim

je blizsi 0, tim je slab:



Zavislost dvou veltin nominalniho typu

Kontingenéni tabulky

Neclt X,Y jsou d¥ nominalni nahodné veélny (tj. obsahova interpretace je mozna jenom ace|
rovnosti). Nechi X nabyva variantx, ..., %; @ Y nabyva variantpy, ..., Y.

Paiidime dvourozrérny nahodny vy®r (X4, Y1), ..., (X, Yn) rozsahu n z rozlozeni, kterymisei
dvouroznérny diskrétni nahodny vektor (X, Y). Zji&té absolutni simultangdetnosti f dvojice variant
(Xg» Vi) uspdadame do kontingeéni tabulky:

Y IYp - Mg [N
X 1Nk |1
X[1] Mg ... Ths|Ng,
X[ N ... Ns Ny
Nk n{ ... Ng|nN

N, = M + ... + s je marginalni absolutigetnost variantyy;
Nk = My + ... + N je marginalni absolutréetnost variantyy



Testovani hypotézy o nezavislosti

Testujeme nulovou hypotézwHX, Y jsou stochasticky nezavislé nahodnédmeli proti alternati¢ Hy: X, Y nejsou
stochasticky nezavislé nahodné viely.

Kdyby nahodné vatiny X, Y byly stochasticky nezévislé pak by platiultiplikativni vztah

| n, n d1 _n.n, nn,
j=1,...,r, 0Ok =1,...,S: m =, mx neboli 0 0 .Cislo o se nazyva
dvojice variant (j, Y)-
2
n ILLALY

K=$5

Testova statistika: s nj.n.k
N

Plati-li Ho, pak K se asymptotickifdi rozloZzenim;*((r-1)(s-1)).
Kriticky obor: W = <X21—0( ((r-1)(s-1)),).

Hypotézu o nezAvislosti véin X, Y tedy zamitdme na asymptotické hladiyznamnostix, kdyZz K> y%,((r-1)(s-1)).

Podminky dobré aproximace
nj.n.k

RozloZeni statistiky K Ize aproximovat rozloZen§(r-1)(s-1)), pokud teoretick&tnosti aspa v 80% gFipadi

nabyvaji hodnoty &Si nebo rovné 5 a ve zbylych 20% neklesnou pddeRi-li splrtna podminka dobré aproximace, dopo-
rucuje se slgovani rékterych variant.



M éireni sily zavislosti

Cramenv koeficient V = |————, kde m = min{r,s}. Tento koeficient nabyva hodma¢zi 0 a 1Cim

n(m-1)
blize je k 1, tim je zavislost mezi X a ¥t¥jsi, ¢im blize je k O, tim je tato zavislost ve&jsi.
Vyznam hodnot Cramérova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbatelna zavislost,
mezi 0,1 az 0,3 ... slaba zavislost,
mezi 0,3 az 0,7 ... &dni zavislost,
mezi 0,7 az 1 ... silna zavislost.

o

Carl Harald Cramér (1893 — 1985): Svédsky matematik



Priklad
V sociologickém pizkumu byl z uchaz& o studium na vysokych Skolachippeen nahodny vy rozsahu 360. Mimo jiné

se zji¥ovala socialni skupina, ze které uchiapechazi (vetiina X) a typ skoly, na kterou se hlasi (¢&la Y). Vysledky

jsou zaznamenany v kontinger tabulce:

Socialni skupinf Typ Skoly n;
univerzitnil technicky| ekonomickyj
I 50 30 10 90
Il 30 50 20 100
1 10 20 30 60
\Y; 50 10 50 110
Nk 140 110 110 360

Na asymptotické hladénvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o nezavistgpti Skoly a socialni skupiny. Vyptte Cramé-

rav koeficient.



Reden:
Nejprve vypd@teme vSech 12 teoreticky¢btnosti:
Socialni skuping Typ skol n. | nyn, _900040_,.n,n, 900010 _ n,n, _ 900110 _

univerzitnil technicky] ekonomicky n 36C £ n 360 =205, n 36C =215
l 50 30 10 90 n,n, 1000140 _ n, 100110 _ n, 1000110 _
I 30 50 20 100 — T ge 00 2n T e 008 2n ST Tgec o0
Il 10 20 30 60
n,n, 60EL40 n,n 600110 _ n,n 600110 _
IV 50 10 50 110 — =233 —=22= =183 2 2= =183,
n 140 110 110 | 36p " 36 n 36 n 36t
= n,n, 1100140 _ n,n, 1100110 _ n,n, 110010 _
—= = = 428, = = 336, = =336
36C n 36C n 36(
Kontingereéni tabulka teoretickychetnosti:
Sociélni skuping Typ Skoly
univerzitni| technicky ekonomickyj
| 35 27,5 27,5
Il 38,9 30,6 30,6
1T 23,3 18,3 18,3
\Y 42,8 33,6 33,6
Vidime, Zze podminky dobré aproximace jsou &mn vSechny teoretické&etnosti gevysujicislo 5.
2 2 2
, . (50-35f°  (30-275) (50-336) _
Dosadime do vzorce pro testovou statistikiKk= T SEI =7634.

35 275 - 33,6

Dale stanovime kriticky obor:

W = (X o ((r ~2)(s 1)), 0) = (X0ss((4 ~1)(3= 1)), 00) = (X"055(6), 02) = (126, 0)

Protoze Ko W, hypotézu o nezavislosti typu Skoly a socidkuipgny zamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvotime novy datovy soubor éeich prongnnych (X - socialni skupina, Y — typ Skoligtnost) a 12 fipadech:

1 2 3
X Y ¢etnost
11 univerzitni 50
2|1 technicky 30
3|1 ekonomicky 10
4{11 univerzitni 30
5|1l |technicky 50
6|1l | ekonomicky 20
7|11 | univerzitni 10
8|l |technicky 20
9|1l | ekonomicky 30
10{IV univerzitni 50
11|V technicky 10
12|V  ekonomicky 50




Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — $ffeTabulky — List 1 X, List 2 Y — OK, zapneme pndnnou vahietnost

- OK, Vypcet — na zalozce Moznosti zaskrtnemeekavan&etnosti. Dostaneme kontingem tabulku teoretickychiet-
nosti:

Souhrnna tab.: O&ekavané Cetnosti (typ skoly)
Cetnost oznagenych bunék > 10
Pearson(v chi-kv. : 76,8359, sv=6, p=,000000

X Y Y Y Radk.
univerzitni | technicky | ekonomicky | soudty
I 35,0000 27,5000 27,5000 90,0000
Il 38,8889 30,5556 30,5556( 100,0000
I 23,3333 18,3333 18,3333 60,0000
v 42,7778 33,6111 33.6111] 110,0000

VS.skup. 140,0000 110,0000 110,0000| 360,0000

VSechny teoretickéetnosti jsou ¥tSi nez 5, podminky dobré aproximace jsou@&pinV zahlavi tabulky je uvedena hod-
nota testové statistiky K = 76,8359 ¢pb stugia volnosti 6 a odpovidajici p-hodnota. Je velmikdif, tedy na asymptotic-
ké hladirg vyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu o nezavidigsti Skoly a socialni skupiny.

Hodnotu testové statistiky a Crameikoeficient dostaneme také tak, Ze na na zalozwenbkti zasSkrtneme Pearson
M-V chi kvadrat a Cramérovo V, na zalozce Detarlygledky vybereme Detailni 2 rozm. tabulky.

Statist. Chi-kvadr.| sv p
Pearsontyv chi-kv. 76,83589| df=6/ p=,00000
M-V chi-kvadr. 84,53528 df=6 p=,00000
Fi ,4619881

Kontingenéni koeficient ,4193947

Cramér. V ,3266749




Cty¥polni tabulky
Nech’ r = s = 2. Pak hovime o a pouzivame oziani:
Np=a,N2=b, m=c, np=d.

X Y n;.
Y | Yol
Xyl a| b |ath
X1l C d | c+d
nyla+c b+d| n

Test nezavislosti ve&tyrpolni tabulce
Testovou statistiku prétyrpolni kontingesini tabulku Ize zjednodusSit do tvaru:

_ n(ad- bc)*
K= .
(a+b)(c+d)(a+c)(b+d)
Plati-li hypotéza o nezavislosti vih X, Y, pak K se asymptoticksidi rozloZzenimy*(1).
Kriticky obor: W = <x21_a (1), 0)

Nulovou hypotézu zamitame na asymptotické hiadiyznamnosto, kdyz KoWw.
PovSimrgte si, Ze za platnosti hypotézy o nezavislosti ddt.=




Proctyipolni tabulku navrhl R. A. Fishertgsny (exaktni) test nezavislosti znamy jake

Sir Ronald Aylmer Fisher (1890 — 1962): Britskytsstizk a genetik.

(Fisheiv presny test je popsan rap knize K. Zvara: Biostatistika, Karolinum, Prab@98. Princip spb-
va v tom, Zze pomoci kombinatorickych Uvah se Wi pravépodobnosti toho, zefpdanych marginal-
nichc¢etnostech dostaneme tabulky, které se od nulovétéyp odchyluji aspotak, jako dana tabulka.)

STATISTICA poskytuje paodnotu pro Fishéw piesny test. Jestlize vyjdeu, pak hypotéz
0 nezavislosti zamitame na hlaginyznamnosti.



Priklad: V nahodném vyé&ru 50 obéznichdi ve wWku 6 — 14 let byla zji®vana obezita rodi.
Velicina X — obezita matky, velina Y — obezita otce. Vysledkyimkumu jsou uvedeny

v kontingergni tabulce:

X Y ;.
angne
ang 15| 9 (24
ne| 7 (1926

Ny | 22 28|50

Pomoci Fisherova exaktniho test&i®, zda Ize na hladénvyznamnosti 0,05 zamitnout hypo-
tézu o nezavislosti nahodnych veii X a Y.



Vypocet pomoci systému STATISTICA:
Vytvoiime datovy soubor dgdch promtnnych X, Y (varianty 0 — neobézni, 1 — obéznfetmost &tyiech gipadech:

1 2 3

X Y cetnost
1|obézni | obézni 15
2|obézni  neobézni 9
3[neobézni obézni 7
4|neobézni | neobézni 19

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — OK — $feTabulky — List 1 X, List 2 Y — OK, zapneme pnénnou vahietnost
— OK, Vypcxet — na zalozce Moznosti zaskrtneme Fisher exXétes, McNemar (2x2). Dostaneme vystupni tabulku:

Statist. : X(2) x Y(2) (obezita rodicu)

Statist. Chi-kvadr. | sv p

Pearsoniv chi-kv. 6,410777 df=1 p=,01134
M-V chi-kvadr. 6,548348 df=1 p=,01050
Yateslv chi-kv. 5,048207 df=1 p=,02465
Fisherliv presny, 1-str. p=,01188
2-stranny p=,02163
McNemaruyv chi-kv. (A/D) ,2647059 df=1 p=,60691
(B/C) ,0625000 df=1 p=,80259

Vidime, ze p-hodnota pro Fislierexaktni oboustranny test je 0,02163, tedy naidad/znamnosti 0,05 zamitame
hypotézu, Ze obezita matky a otce spolu nesol



Podil Sanci vetyfpolni kontingenéni tabulce

ac
Ve ¢étyipolnich tabulkach pouZivame charakterist®R = b— ktera se nazyva vgtovy (odds ratio). Povazu-
C
. z Z : z A T|11T|22 o~ : X T
jeme ho za odhad neznamého teoretickeho podild &P ——==. MuZeme si pedstavit, Ze pokus se provadi za dvo-
TG, TG,

jich raiznych okolnosti a f¥e skowit bud’ usgchem nebo neugphem.

Vysledek pokuspokolnosti n;.

I Il
usgEch a |b |ath
nedsgch c |d |cHd
Nk a+c|b+d|n

a
Pomer pactu usgchi k paitu neuspcha (tzv. Sance) za 1. okolnostije, za druhych okolnosti j%—. Podil Sanci je tedy
C

_ac

OR=—.
bc

Jsou-li veltiny X,Y nezavislé, paldl, =T\, T, , tudiz teoreticky podil San@p = 1. Zavislost veltin X, Y bude tim sil-

n&j&i, ¢im vice seOP bude lisit od 1. Avalop [ <O, 00), tedy hodnotyp jsou kolem 1 rozmishy nesymetricky.
Z tohoto divodu radji pouzivame logaritmus teoretickéhiovybérového podilu Sanci.



Testovani nezavislosti vétyipolnich tabulkdch pomoci podilu Sanci
Na asymptotické hladéwvyznamnosta testujeme hypotézugHx,y jsou stochasticky nezavislé nahodné

veliginy (tj. Inop =0) proti alternati¢ Hi: x,y nejsou stochasticky nezavislé nahodnésirgfi(tj.
Inop # 0).

e InOR o . . ’ ’ ’

Testova statistikd , = T 1 1 1 se asymptotickyidi rozlozenimn(og), kdyz nulova hypoteza plati.
J+++
a b cd

Kriticky obor: W = (=o00,—u,,) 0{U,,,,®).

Nulovou hypotézu tedy zamitame na aptotické hladig vyznamnostio, kdyz se testova statistika realizu-
je v kritickém oboru W.

Testovani nezavislosti Ize provést téz pomoci 1:00%4 asymptotického intervalu spolehlivosti pro loga-
ritmus podilu Sancbp, ktery je dan vzorcem:

(d,h)= m0R—J}+1+1+Eu I|nOR+\/E+}+1+Eul_G,2
a b c d a b c d

Jestlize interval spolehlivosti neobsahuje 0, pghotezu o nezavislosti zamitneme na asymptotickéihd
vyznamnostia .




Priklad (testovani nezavislosti pomoci podilu Sancigomaoci statistiky K):
U 135 uchaz&i o studium na jistou fakultu byl hodnocen dojerkyja zapisobili na komisi u Gstniigimaci zkousky. Na
asymptotické hladivyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Zgepi na fakultu nezavisi na dojmu @jpmaci zkousky.

prijeti dojem n;
dobry| Spatny
ano| 17 11 | 28
ne 39 58 | 97
ng | 56 69 | 125

Reseni
or=2d :%3 = 2298 . Podil Sanci narfika, Ze uchazg ktery zagsobil na komisi dobrym dojmem, ma asi 2,33V
Sanci na pijeti nez uchaze ktery zajisobil Spatnym dojmem.

Provedeme dalSi pomocné v¥po

In OR = 0,832,
1 1 1 1 1 1 1 1

—+—+—+—=—+—+—+—=0439,u,,,. = 196
\/a b ¢ d V17 11 39 58 ogrs = 19

Dosadime do vzotfcpro meze asymptotického intervalu spolehlivoshi podil Sanci:
nd=InoR- | 1+1+1 +1u1_(,,2 = 0832- 0439196=-0028Inh=InOR+ ‘/1 +1,1 +1u1_a,2 = 0832+ 04390196 = 1692
a b c d a b c d
ProtoZe interval (-0,028; 1,692) obsahtigo 0, na asymptotické hladinyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o neza-
vislosti dojmu u pijimaci zkousky a fijeti na fakultu.



prijeti dojem n;
dobry| Spatny|
ano| 17 11 | 28
ne 39 58 | 97
ng | 56 69 | 125

Owverime splrni podminek dobré aproximace:

n,n, 2856 _ n,n, 28069
= = 12544, = = 15456,
n 12t » n 12¢ X
n,n, 97056 _ n,n, 97069 _
= = 43456, = = 5344
n 12k& ¥ n 12k& P

Podminky dobré aproximace jsou sjui.
Dosadime do zjednoduSeného vzorce pro testovastitatk:

e rad- bc)? _ 125[{1758-1189)°

(a+b)c+d)(a+c)(b+d) 28975669
Kriticky obor: W = (x?oss(1), ) = ( 38410).
ProtozZe testova statistika se nerealizuje k kdtimloboru, nulovou hypotézu nezamitame na asympéotiladirg vyznam-
nosti 0,05.

=36953

=01719

Vypoiteme jedt Cramétiv koeficient: v = \/ X \/ e

nm-1) \1252-1)
Vidime, ze mezi dojmem uigmaci zkousky a fijetim na fakultu je pouze slaba zavislost.



Zavislost dvou velEin ordinalniho typu

Spearmaniv koeficient pafadove korelace

Charles Edward Spearman (1863 — 1945): Britsky lpspg a statistik, zakladatel faktorové analyzy

Nech’ X,Y jsou ndhodné valiny ordinalniho typu (tj. obsahova interpretacen@zna enom u relace rov-
nosti a relace uspadani).

Paridime dvourozrérny nahodny vybr (X4, Y1), ..., (%, Yn) zZ rozlozeni, jimz s&di nahodny vektor (X,
Y). Ozna&ime R poradi nahodné veliny X; a Q pofadl' nahodné veliny Y;, i=1, ..., n.

7—52 (R -Q).

nin- —1)i=

Tento koeficient nabyva hodnot mezi —1 aClim je blizsi 1, tim je silgsi ptima pdadova zavislost mezi
velicinami X a Y,¢im je blizSi —1, tim je sik)Si negima pdadova zavislost mezi véinami X a Y. Teore-

tickd hodnota Spearmanova koeficientu se&izpa



Vlastnosti Spearmanova koeficientu ptadové korelace
Pro Spearmaitv koeficient pdadové korelace platil<r, <1. Cim je blizSi 1, tim je silgSi pfima pdadova zavislost mezi

velicinami X a Y,¢im je blizS§i —1, tim je sikSi negima pdadova zavislost mezi vélnami X a Y.

Je-lir, =1 resp.ry = -1, pak realizacéx,,y, )i =1...,n daného ndhodného W lezi na gjaké rostouci resp. klesajici funk-
Cl.

Hodnoty g se nezrani, kdyz provedeme vzestupnou transformdeigalnich dat.
Hodnoty g se vynasobi -1, kdyZ provedeme sestupnou tranafanpivodnich dat.
Koeficient je symetricky.

Koeficient je rezistentnidi odlehlym hodnotam.

Vyznam absolutni hodnoty Spearmanova koeficientu:
mezi 0 az 0,1 ... zanedbateln&gdova zavislost,

mezi 0,1 az 0,3 ... slaba famlova zavislost,

mezi 0,3 az 0,7 ... &dni pdgadova zavislost,

mezi 0,7 az 1 ... silna padova zavislost.

Spearmaiiv koeficient pdadové korelace se pouziva v situacich, kdy
- zkoumana data maji ordinalni charakter

- nelze pedpokladat, Ze vztah mezi wehiami X, Y je linearni

- ndhodny vybBr nepochazi dvourozmérného normalniho rozloze



Testovani nezavislosti ordinalnich veéin

Na hladirg vyznamnosto testujeme hypotézu o: X, Y jsou pdadow nezavislé nahodné veli-
¢iny proti

- oboustranné alternati,: X, Y jsou pdadow zavisle ndhodné velny

- levostranné alternativH;: mezi X a Y existuje néggma pdadova zavislost
- pravostranné alternatiH;: mezi X a Y existuje iima pdadova zavislost).
Jako testova statistika slouzi Speartwvakoeficient pdadove korelacesr
Nulovou hypotézu zamitame na hlafliryznamnosti ve prosgch

- oboustranné alternativy, kdy{irs| > Is,102(N)

- levostranné alternativy, kdyg K - rs 14(n)

- pravostranné alternativy, kdyz> rs 1,(n),

kde 5 14(n) je kriticka hodnota, kterou pro= 0,05 nebo 0,01 a€130 najdeme v tabulkach.



Asymptoticka varianta testu

N - V - 2 7 7 - 7
Pro n > 20 Ize pouzit testovou statistiku= ri/LZ , ktera se v ppact platnosti nulové hypo-
1-r1,

tézy asymptotickyidi rozlozenim t(n-2).

Kriticky obor pro oboustrannou alternativily = (— o,—1 __ ,2(n - 2)> [] <t1_a ,2(n - 2), 00)
Kriticky obor pro levostrannou alternativu:

W = (-0, ~t,, (n-2))

Kriticky obor pro pravostrannou alternativu:

W =(t,, (n-2),0).

Hypotézu o ptadoveé nezavislosti nahodnych @i X, Y zamitame na asymptotické hlaglin
vyznamnosti, kdyz § o W.

System STATISTICA pouziva tuto variantu testuguomvé nezavislosti bez ohledu
na rozsah ndhodneho wyh.



Priklad na testovani p&dadove nezavislosti

Dva lekai hodnotili stav sedmi pacieinpo témz chirurgickém zakroku. Postupovali taknep

vySSi pdadi dostal ne§izsSi @Fipad.

Cislo pacienta D|3|4|5|6|7
Hodnoceni 1. |ék&|4|1|6|5|3(2|7
Hodnoceni 2. |ék&|4|2|5|6|1|3|7

Vypoctéte Spearmaiv koeficient a na hladinvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze hodnoce-

ni obou lek&l jsou pdadow nezavisla.
ReSeni

Na hladirt vyznamnosti 0,05 testujeme:EK, Y jsou pdadow nezavislé nahodné veélny proti
oboustranné alternatiH;: X, Y jsou pdadow zavislé ndhodné vélny. V tomto giklade pri-
mo zname piadi R (tj. hodnoceni 1. leka) a padadi Q (tj. hodnoceni 2. |[éka). Vypaiteme

Is =1—7(7?—_l)[(4—4)2 +(1-2)°+(6-5)° +(5-6)° +(3-1) +(2-3)° + (7—7)2]: 0,857.
Kriticka hodnota: £ 9{7) = 0,745. Protoze 0,8%70,745, nulovou hypotézu zamitame na hladi-

n¢ vyznamnosti 0,05.




Vypocet pomoci systému STATISTICA
Vytvorime datovy soubor o dvou prémmych X (hodnoceni 1. lek&), Y (hodnoceni 2. I1éka) a sedmi fipadech. Do
prongnnych X a Y zapiSeme zj&ta hodnoceni.

1 2

X Y
1 4 4
2 1 2
3 6 5
4 5 6
5 3 1
6 2 3
7 7 7

Statistiky — Neparametrické statistiky — Korelac®k — vybereme Vytviit detailni report - Progmné X, Y — OK —
Spearmaiiv koef. R. Dostaneme tabulku

Spearmanovy korelace (dva lekari.sta)
ChD vynechany parové

Oznac. korelace jsou vyznamné na hl. p <,05000
Pocet | Spearman t(N-2) | Uroven p
Dvojice proménnych | plat. R

X &Y 7/ 0,857143 3,721042 0,013697

Spearmaiiv koeficient pdadoveé korelace nabyva hodnoty 0,857, testova téatise realizuje ddnotou 3,721, odpovidaj
p-hodnota je 0,0137, tedy na asymptotické hkagiyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu éaploveé nezavislosti hodnoceni
dvou lékdn ve prospch oboustranné alternatit



Zavislost dvou veltin intervalového ¢i poméroveho typu

Pearsoniv koeficient korelace

Karl Pearson (1857 — 1936): Britsky statistik

Cislo
X - E(X) Y —E(Y) c(X,Y)
R(X’Y)_% {\/W \/Wj \/D(X)\/D(Y) pl’O\/D(X)\/D(Y)>0
|0 Jinak

se nazyva Pearsiw koeficient korelace.

(Pro vypa@et Pearsonova koeficentu korelace musime znat ®&mildistribgni funkci®(x,y) v obecném
piipack resp. simultanni hustotu prajmbdobnostip(x,y) ve spojitém fipact resp. simultanni pra¥godob-
nostni funkciz(x,y) v diskrétnim pipackt.)



Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace
a) R(a, Y)=R(X,3)=R(@a &) =0
R(X,Y)probb, >0

b) R X, Y) = b)) R(X, Y) =
) R(a + biX, & + bY) = sgn(lby) R(X, Y) {—R(X,Y)prob1b2<0

c) R(X, X) =1 pro D(X)£ 0, R(X, X) = 0 jinak
d) R(X,Y) = R(Y, X)

e) ‘R(X : Y)‘ <1 arovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyZ meiiimami X, Y existuje s pravgpodobnosti 1 Gplna li-

nearni zavislost, tj. existuji konstanty a, b taekpravdpodobnost P(Y = a + bX) = 1fibm R(X, Y) =1, kdyZb >0 a
R(X, Y) = -1, kdyz b < 0. (Uvedena nerovnost seynazCauchyova — Schwarzova —ifailkovského nerovnost.)

Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vy@)ye se hodi pouze kteni €snosti linearniho vztahu véin X a Y.

v s

Pti slozit¢jSich zavislostech fize dojit k paradoxni situaci, Zze Peaisokoeficient korelace je nulovy.

llustrace:
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Definice nekorelovanosti

Je-li R(X, Y) = 0, pakekneme, ze nahodné vafy jsou £(Znamena to, ze mezi X
a Y neexistuje zadna linearni zavislost. Jsou-li naoeltiny X,Y stochasticky nezauis, pak
jsou samoizjne | nekorelovane

Je-li R(X, Y) > 0, pakekneme, ze ndhodne @iy jsou - (Znamena to, ze

s nistem hodnot vealdiny X rostou hodnoty vetiny Y a s poklesem hodnot vé&hy X klesaji
hodnoty veltiny Y.)

Je-li R(X, Y) < 0, pakekneme, ze nahodne \aify >(Znamena to, ze

s niistem hodnot veldiny X klesaji hodnoty vetiny Y a s poklesem hodnot vély X rostou

hodnoty veltiny Y.)



Vybérovy koeficient korelace

Nech’ (X4, Y1), ..., (X, Y,) nahodny vybr rozsahu n z dvourozimeého rozlozeni daného distritni
funkci ®(x,y). Z tohoto dvourozgrného nahodného vghu mizeme stanovit:

1 .o 1.0
vybérové paméry M, ==> X, M, ==>"Y,,
ni=a ni=1

vjberové rozptylySE =——3'(X. M.\, §2=—$'(Y M.},
n-1i= n—-1=
vybérovou kovarianciS,, = ili(xi - Ml)(Yi -M 2) a s jejich pomoci zavedeme
N—1i=
1 o X—Ml[]Y—M2 _ S, oroSS, >0
vyb&rovy koeficient korelacd? , =< n-1i=  § S, SS, :

0 jinak
Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelaceiem@seji i na vyrovy koeficient korelace.

(Spearmaiiv koeficient pdgadove korelace odpovida Pearsonovu koeficientudoeeaplikovanému na
poradi.)



Pearsoniv koeficient korelace dvourozmérného normalniho rozlozeni
Necht nahodny vektor (X, Y) ma dvourozmmé normalni rozlozen hustotou

1 (Y Xty [y )
_ 1 TS {[ e }
O '

picemZp, = E(X), w2 = E(Y), 61> = D(X), 05> = D(Y), p = R(X,Y).
Marginalni hustoty jsou:

— i — — 1 - 2012
¢1(X)__'[o¢(x’y)dy_”'_0'l\/5'[e y
0 1 _(yz‘llzz)z
¢2(y)—:[0¢(x,y)dX—...—02 2T[e

Je-lip =0, pak prod(x,y) OR? : ¢(x,y) = ¢, (x)d , (v), tedy ndhodné veliny X, Y jsou stochasticky nezavislé. Jinymi slovy:
stochasticka nezavislost slozek X, Y nornalozlozeného nahodného vektoru je ekvivalentnéhejiekorelovanostPro
jind dvourozndrna rozlozeni to nepla

nadale budemeedpokladat, Zze (X Y1), ..., (%, Yy) je ndhodny vyér rozsahu n z dvourozimého normal-

2
niho rozlozeni (“1 j O P99\
H2)(pO.0, Oy

Predpoklad dvourozeiné normality Ize orientan¢ ovérit pomoci dvourozriérného tékového diagramu: t&y by nely
zhruba rovnor@érné vyplnit vnittek elipsovitého obrazce. Vrstevnice hustoty dvom@&ného normalniho rozloZeni jsou
totiz elipsy.

Do dvourozmirného tékoveho diagramu fizeme je&t zakreslit 100(1a)% elipsu konstantni hustoty prajmbdobnosti.
Bude-li vice nez 10 tetek lezet vis této elipsy, s¥dci to o poruSeni dvourozimeé normality. Bude-li mit hlavni osa
elipsy kladnou resp. zapornou &mici, znamena to, Zze mezi v@hami X a Y existuje ufity stupe primé resp. ngjpmeé
linearni zavislosti.



Testovani hypotézy o nezavislosti

Na hladirg vyznamnostix testujeme lp: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi (tj. p = 0) proti
- oboustranné alternati\H;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé ndhodnécuali(tj. p # 0)

- levostranné alternativH;: X, Y jsou zapora korelované ndhodné vély (tj. p < 0)

- pravostranné alternatiH;: X, Y jsou kladr korelované nahodné veiy (tj. p > 0).
R,vn-2

=
J1I-R,

Plati-li nulova hypotéza, pakF t(n-2).

Testova statistika ma tvafl;,, =

Kriticky obor pro test K proti

- oboustranné alternativ\W = (— o,—t_.(n- 2)> O (t (n-2),00),
- levostranné alternativ W = (— o,—t_(n- 2)>

- pravostranné alterativ\W = (t,_ (N —2),).

Ho zamitame na hladénvyznamnosti, kdyz t, L1W.



Priklad: Testovani hypotézy o nezavislosti

V diln¢ pracuje 15 &nikua. Byl u nich zjiSén patet snén odpracovanych zadsic (nahodna valina X) a péet
zhotovenych vyrobk (ndhodna vetina Y):

X202118172018192120141619211515

Y 92 93 83 80 91 85 82 98 90 60 73 86 96 64 81.

Orientané ovéite dvourozrmarnou normalitu dat, vypiéte vykerovy koeficient korelace mezi X a Y a na hladih01
testujte hypotézu o nezavislosti X a Y.

ReSeni Dvourozngrnou normalitu dat as¥ime pomoci dvourozénného tékového diagramu.

L
Vidime, Ze pedpoklad dvouroz#mé normality je opravmy.
Vypocteme realizace

vyberovych pameri: my =2 'x, = 18,267, m= 1>y, =83,
N3 N

vyb&rovych rozptyl: ;% = nil ' (x, —m, ) =5,6381, £ = nLZn“(yi ~m,)? =121,4,
L= iz

vyberové kovariance:s = nilzn:(xi -m,)(y, -m,) = 24,2571,
4=

S12

=0,927.

vybérového koeficientu korelace;, =

2



r
Realizace testové statistik, = 24— = 8,912,

riticky obor W = (=00, = t 0, (13)) 0 (1t 005(1.3),00) =( 00,~ 3012 01 (3,012,0).
Protozet, OW, hypotézu o nezavislosti véin X a Y zamitame na hladirvyznamnosti 0,01. S rizikem omylu nejvySe 1%
jsme tedy prokéali, ze mezi pétem sngn odpracovanych zadsic a pétem zhotovenych vyrolikexistuje zavislost.

Vypocet pomoci systému STATISTICA

Vytvotrime datovy soubor o dvou prémmych X, Y a 15 fipadech. Dvouroz#smnou normalitu dat as¢ime pomoci dvou-
rozmérného tékového diagramu — viz vyse.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Korétd matice — OK — 1 seznam prém — X, Y — OK — na zalozce Moznosti
vybereme Zobrazit detailni tabulku vyslédk Vypciet.

Korelace (smeny a vyrobky.sta)

Oznac. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000

(Celé pripady vynechany u ChD)
Prom. X & | Primér |Sm.Odch. r(x,Y) r2 t p N | Konst. Smér. Konst. | Smérnic
prom. Y zav.. Y zav:Y | zav.: X | zav.. X
X 18,26667 2,37447|
X 18,26667 _ 2,37447|| 1,000000 1,000000 15/ 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000
X 18,26667,  2,37447,
Y 83,60000 1101817 0,927180 0,859663 8,923795 0,000001/ 15 5,010135 4,302365 1562407 0,199812
Y 83,60000 11,01817
X 18,26667  2,37447|| 0,927180 0,859663 8,923795 0,000001 15 1,562407 0,199812 5,010135/ 4,302365
Y 83,60000 11,01817
Y 83,60000 11,01817] 1,000000 1,000000 15 0,000000 1,000000 0,000000 1,000000

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotol2@18, testova statistika nabyla hodnoty 8,924, eitlagici p-
hodnota je 0,000001, tedy na hladuyznamnosti 0,01 zamitame hypotézu o nezavislestiin X, Y.



