Pocet pravdépodobnosti jako zaklad matematickeé statistiky

Pomoci metod popisné statistiky dokazerehfedé shrnout informace, které se tykaji vyhradibjeki vybérového
souboru. Pokud jsme vSak data ziskali na z&kdiadlre navrzeného vyzkumneho planujzeme provaét induktivni
usudky o chovani sledovanych prmych v celém zakladnim souboru. Metody statistioki@kce se ovSem opiraji 0
pocet pravépodobnosti.

Pacet prava@podobnosti (probability calculus)

Je to disciplina, ktera se zabyva studiem zakadnitasahodnych pokusech. Matematickymi ptedky modeluje situace,
v nichz hraje roli nahoda. Pod pojmerm rozumime fisobeni faktak, které se zivekimeni pii raiznych provedenich
téhoz pokusu a nepodléhaji nasi kontrole.

rozumime jednorazove uskuiteni konstantd vymezeného souboru deftnich podminek. f2dpokladame, ze

pokus niizeme mnohonasobmezavisle opakovat za dodrzeni deimch podminek (ostatni podminky se mohatnit)
proto fizna opakovani pokusu mohou véstiknym vysledkim). Dale gedpokladame, Ze opakovanim pokusu vzniké op
pokus.

je takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k gdinmoznému vysledku (basic outcome).
(Napr. zakrivani vody na 100°Cipatmosférickem tlaku 1015 hPa vede k varu vody.)

je takovy pokus, jehoz kazdé opakovani vede k&jednomu z vice moznych

vysledki, které jsou vzajeninesliitelné. (Nap. hod kostkou vede k prdyednomu ze Sesti moznych vyslédk

Zavedeni ritelného prostoru

Neprazdnou mnozinu moznych vyslédkahodného pokusu atimeQ a nazyvame ji

Mozné vysledky zndme w,, o, ...

Vymezena mnozina vysletke nznaime ho symbolem A. VSechny mozné nahodné jevii tvo
jevove poled. Dvojice Q, d) se nazyva Q)se nazyva jisty jev 1 nemozny jev.



Vztahy mezi jevy
a) A 0O B znamena, Ze jev A ma zadiedek jev B.
Napr. jev A je padnuti dvojky, jev B padnuti sudétisla

b) A 0B znamend nastoupeni asgednoho z jeu A, B
Nap. jev A je padnuti lichéhgisla, jev B padnuti Sestky, AB znamena padnuti 1, 3, 5, 6.

c) A n B znamena spot@é nastoupeni jévA, B
Napr. jev A je padnutéisla menSiho nez 3, jev B padnuti sudé&ista, A n B znamena padnuti dvojky.

d) A\ B znamend nastoupeni jevu A za nenastoupeniBev
Napr. A je padnuti lichéhdisla wtSiho nez 1, B padnuti trojky, \ B je padnuti ptky.

e) A =Q\ A znamena jev ogay k jevu A
Napr. A je padnuti sudéhdisla mensiho nez & znamena padnuti lichékigsla nebo Sestky.

f) A nB =0 znamena, ze jevy A, B jsou nestelné
Napr. A je padnuti jedrky, B je padnuti sudéhtisla

g) o OA znamena, Zze mozny vysledeke priznivy nastoupeni jevu A.
Napr. A je padnuti nasobkiiit o je padnuti Sestk



Nékteré vlastnosti operaci s jevy

a) Pro sjednoceni apmik jevi plati nktery pro dva jevy A, B ma tvar:
ALUB=BUA AnB=BnA

b) Pro sjednoceni a fmik tii jeva A, B, C plati
AoBoC)=(AuB) o CCAn BnC)=(AnB)n C

AUB n C)=(AuB) n(AnC),An BuC=(An B)u(An C)

c) Pro sjednoceni a fmik jevii opa&nych plati )\které pro dva jevy A, B zapiSeme takto:

AOB=AnB, AnB=A0B.



Priklad: Je dan systém slozeny ze dvou Bldkery jednorazo¥pouzijeme. Nedhjev A, znamena
bezporuchovou funkci i-tého bloku, i = 1, 2. Pomjeeii A, A, vyjadiete jevy:
a) bezporuchova funkce asp@dnoho bloku:

b) bezporuchova funkce obou biok

C) porucha aspojednoho bloku:

d) porucha obou blak

e) porucha pr&vjednoho bloku:

Resen:

Ad a) A, 0A,

Adb) A, nA,

Ad c) A, 0A,

Add) A nA,

Ade) (A, nA,)a(a, nA,)



Zavedeni pravdpodobnostniho prostoru

Motivace: Provadime opakové@mezavisle tyz nahodny pokus a v kazdém pokuswget nastoupeni jevu A, kterému

fikame uspch. Ozné@me n celkovy pdet pokus a N(A) paet €ch pokus, kdy nastal usfrh. S rostoucim n pozorujeme,

Ze relativnicetnost Usgchu @ se blizicislu P(A), které povazujeme za prapddobnost Usfthu. (Tento poznatek je

znam jakcempiricky zakon velkych ¢isel).
llustrace empirického zakona velkychéisel

Provadime n nezavislych hindhinci. Padnuti lice povazujeme za &dp Budeme sledovat zavislost relatigatnosti
uspchu na poétu pokus. (Paet pokus volime 2, 5, 10, 20, 50, 100, 200, 500,1000, 2000.
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Vznik& otazka, jak zavést praygbdobnost, aby byla ,zidealizovanym® p¥skem relativnicetnosti. Zdalo by se vhodné
zavest pravépodobnost takto:

P(A) = lim @.

Jde o tzvstatistickou definici pravdépodobnosti



Priklad: U 1000 nahod&ivybranych voka byly zjistovany volebni preference. Vysledky mame v tabulce:

Preferovana strafapohlavi [celkem

zengmuz
ABC 153|130] 283
XYZ 220|194] 414
ostatni 157 146] 303
celkem 530(470| 1000

Pomaci relativnicltetnosti odhadtie pravépodobnostidchto jeva:
a) nahodr vybrany volt je Zena, ktera nepreferuje stranu XYZ,
b) ndhodr vybrany volt je bud’ Zena nebo jedinec, ktery preferuje ostatni pélktistrany.
Reseni:
ad a) VSech Zen je 53@ch, které nepreferu;ji stranu XYZ, je 530 — 220 8,3kdy odhad pra¥godobnosti daného jevu je

310 _ 031
100C

ad b) Zajima nas relativiétnost sjednoceni dvou jeva to jewi B, ... ,nahodr vybrany volt je Zzena“ a B... ,ndhodr¢

vybrany volt preferuje ostatni politické strany*. Z vlastnagliativnicetnosti plyne

_ 530, 303 _157 _ 776
100C 100C 100C 100(

p(Bl O Bz) = p(Bl)+ p(Bz)_ p(Bl n Bz) = 0776



Z matematického hlediska vsak statisticka definiegnice neni v ptadku, protoze pfet pokus je vzdy
koneiny a nelze sefpswdcit o existenci uvedené limity. Proto ve 30. let@€h stoleti rusky matematik A.

A. Kolmogorov (1903 — 1987) vybudovakiomatickou teorii pravdépodobnosti.

Axiomaticka teorie prawtpbodobnosti zavadi pragdodobnost jako funkci, ktera kazdému jevifgeuje
¢islo mezi 0 a 1 aifiom je zidealizovanym préjSkem relativnicetnosti. Ma tedy vSechny vlastnosti

relativnicetnosti a kromatoho rékteré dalSi vlastnosti, které vyplyvaji z \mitch poteb matematickeé teorie.



nozumime funkci Pl — R, ktera spluje nasledujiciit axiomy:
kazdému jevu fitazuje nezapornéslo (axibm nezapornosti),
jistému jevu pirazujecislo 1 (axidm normovanosti
sjednoceni nestitelnych jeva piirazuje sotet pravépodobnostidchto jevi (axidm spdetné aditivity).
Trojice @, , P) se nazyva cde to matematicky model jednorazoveho
provedeni nahodného pokusu.

llustrace pravdépodobnostniho prostoru

Systém axiom pravdpodobnosti je:
- bezesporny (tj. na kazdénefitelném prostoru Ize sestrojit prajmbdobnost),

- neuplny (tj. na kazdém é&titelném prostoru Ize sestrojit prajmbdobnosti vice).



Klasicka pravdépodobnost

V Kolmogorovow axiomatické definici se nic nepravi o tom, jakdamém natitelném prostoru konkréépravdpodobnos
zaveést. V pipad, Ze zakladné prostor je kafmg/ a vSechny mozné vysledky maji stejnou Sanciskate&néni, mizeme
pouZit klasickou pravghodobnost:

je funkce, ktera jevu Afjrazujecislo P(A) :%, kde

m(A) je patet moznych vysledkpriznivych nastoupeni jevu A,

m(Q) je patet vSech moznych vysletlk

Priklad na klasickou pravdépodobnost (svyuzitim vlastnosti pravgbodobnosti): V dodavce 100 Kusyrobki nemi:
pazadovany pimér 10 kusi, poZzadovanou délku 20 Kus sodasre nema pozadovany fmér i délku 5 kuf. Jaka j

pravcEpodobnost, Ze naho&ybrany vyrobek z této dodavky ma pozadovariymgr i délku?

Reseni:
Jev A spdiva v tom, Ze vyrobek ma pozadovanvrpér a jev B v tom, Ze vyrobek ma pozadovanou délkgditBme
PAAn B)=P[AOB)=1-PROB)=

1—[P(K)+P(E)—P(KnE)]zl—(llc?c+ 20 _ 5

- =0,75.
10C 10C




Stochasticky nezavislé jevy (stochastically indepdent events)

Za stochasticky nezavislé povazujeme takové jedy.ikformace o nastoupeni jednoho jevu nijak neowlgance, s nimiz
o¢ekavame nastoupeni druhého jevu.

V popisné statistice jsme zavedditnostni nezavislost dvou mnozin, &, v daném vybrovém souboru pomoci
multiplikativniho vztahup(G, n G,) = p(G, )p(G,).

V poctu pravépodobnostiekneme, Ze jevy AA, O @ jsou stochasticky nezavislé, jestlize P(A Ay) = P(A) P(Ay).

Pro ti jevy budeme poZzadovat, aby i jevy A A, a A byly stochasticky nezavislé, coz vede ke vztahu

P(Al N A2 N A3) = P(A]_) P(Az) P(A3)

Tak mizeme pokré&ovat pro libovolny poet jew, tedy jevy A, ..., A, U d jsou Jjestlize plati systel
multiplikativnich vztalf:

Ol<i<j<n: P(A n A) = P(A) P(A) (dvojmistny multiplikativni vztah)
M<i<j<ksn: P(A n A n A =P(A) P(A) P(A) (trojmistny multiplikativni vztah)

P# ...nAp = I5(A1) ... P(A) (n-mistny multiplikativni vztah)

Jevy A, A, ...0 d jsou J/jestlize pro vSechnaipozena > 2jsou stochasticky nezavislé jevy
A, ..., A0

Lze ukazat, ze

- jev nemozny resp. jev jisty a libovolny jev jsstochasticky nezavislé jevy,

- jestlize v posloupnosti stochasticky nezavislyhi nahradime libovolny pet jevi jevy opa&nymi, stochasticka
nezavislost se neporusi,

- priniky a sjednoceni stochasticky nezavislychijgou stochasticky nezavis



Priklad na stochasticky nezavislé jevy:

Necht’ Ai, A,, Az jsou stochasticky nezavislé jevy, R(A 1/4, P(A) = 1/3, P(A) = 1/2. Jaka je pra¥godobnost, Ze
a) nastane pravjeden z jeu Ay, Ay, Az,

b) nastanou pravdva z jewi Ay, A, As,

C) nastanou nejvySe dva z fe,, Ay, Az ?

Reseni
ad a)

P((Al A, nA oA, nA, nA O, nA, nA,)=

e e A A
i a)fﬁ- o) (1-—%“@--)( J-3)d-
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ad b)
P(ALIP(A, JP(A )+ POA, P(A JP(A )+ PIA, (A JP(A) =
ad c)

1-P(A) P(A) P(A) = 2



Binomickeé rozlozeni pravdépodobnosti (binomial distribution)
Nezavisle opakujen tyz ndhodny pokus. Nethev A znamena dsiech v i-tém pokusu,iiiemz P(A) =9,i=1, 2, ..., n.

Pravdpodobnost, Ze v prvnich n pokusechdrspnastane préw-krat (0<x <n):
P (x)= @ax(l-a)n-x .

9

Pravdpodobnost, Ze v prvnich n pokusechdspnastane nejvyse-krat (0<x, <n):
P,(0)+P, (@) +...+P, (x,) = 3P, ).
x=0

O

Pravdpodobnost, Zze v prvnich n pokusechdzspnastane aspos-krat (0< x, <n):

P, (xo)+ Py (X0 +1)+...+ P, (n) = S P, (x).

X=Xq

9

Pravdpodobnost, Ze v prvnich n pokusechdzspnastane aspok-krat a nejvyse xkrat:

Py (xo)* Py (xo +1)+... + P, (x,) = 3P ().

X=Xg

o U/



Priklad na binomickeé rozlozeni pravdpodobnost: Firma se Gastnictyi nezavislych vybrovychtizeni.
Pravdpodobnost, Ze ugje v kterémkoliv z nich, je pro vSechny konkurzgjs a je rovna 0,7. Jaka je prapddobnost,
Ze firma uspje

a) praw 2x

b) aspa 2x

C) nejvyse 2x?

Redeni:Paset pokus n = 4, pravéipodobnost tsighu 9 = 0,7
4
ad a)pP,(2) = @ 0,7%03% = 0,2646

ad b)p,(2)+P,(3)+P,(4)= (‘2‘] 072032 + @ 07303+ (3] 07%=09163

ad c)P,(0)+P,1)+P,(2) = @ 03" + @ 07003 + @ 0,7203% = 0,3483

Vypoéet pomoci systému STATISTICA:

Oteweme novy datovy soubor semi prongnnymi P1, P2, P3 a o jednorfiadu.
Do Dlouhého jména protnné P1 napiSeme =Binom(2;0,7;4)

Do Dlouhého jména protnné P2 napiSeme =1-IBinom(1;0,7;4)

Do Dlouhého jména protnné P3 napiSeme =IBinom(2;0,7;4)

Dostaneme tabulku:

1 2 3
P1 P2 P3
1f 0,2646 0,9163  0,3483




Podminéna pravdépodobnost (conditional probability)
Opakovas nezavisle provadime tyz nahodny pokus a sledufgstoupeni jevu A th pokusech, v nichz nastoupil jev

H. Podmiinou relativni¢etnost A za podminky H jsme v popisné statistiegedli vztahenp(A/H) :% (za
predpokladu, Ze p(H) > 0). Tato podréima relativnicetnost se s rostoucimem pokud ustaluje kolem konstanty

P(A/H) = MANH) ierou povaZujeme za
P(H)

llustrace podminéné pravdépodobnosti

Priklad na podminénou pravdépodobnost: Jaka je pravwpodobnost, Zeiphodu kostkou padlo sudgslo, je-li znamo,
Ze padlctislo mensSi nez 5?

Reseni:Q ={w,,...,w}, A ... padlo sudéislo, A ={w,,w,,w;}, H ... padlogislo mensi nez 5 ={w,,w,,w,,w,},
AnH={w,, v}



Vlastnosti podminéné pravdépodobnositi

Je Zejmé, Ze jevy A A, jsou stochasticky nezavislé, pédkdyz

P(AJ/A,) = P(A) a prav kdyz P(A/A7) = P(Ay).

Okamzit z definice plyne:

P(A1 n Az) = P(A) P(AJA,) pro P(A) >0,

P(A1 n Az) = P(A) P(AJ/A;) pro P(A) > 0.

Tento multiplikativni vztah Ize zobecnit ve

P(A1 n Ao n ...n Ap) = P(A) P(AYAY) P(AJJALn A)) ... P(AVALn ... n Ay pro P(An ... n Ay 20.

Priklad na vétu o nasobeni pravépodobnosti Ze sady 32 karet nahoglaytahujeme po jedné kart

kterou nikdy nevracime 2p Jaka je prawtpodobnost, Ze eso se objevi az ve 4. tahu?

Reseni
A ... vi-tém tahu nebylo vybrano eso,i=1, 2, 3, 4

Pla,n A, n A A, )=PA)PA, /A PR A N APALIA NA, NA,)=

- 2827202 _ 50011
32 31 30 29

Eso se objevi az ve 4. tahu s prgpadobnosti 0,0911.



Vzorec pro uplnou pravdépodobnost a Bayesév vzorec (Formula of total probability and Bayes’ brmula)
Jestlize H, ..., H, O d jsou jevy, které tvid rozklad jistého jevu (ij. jsou nesitelné a jejich sjednocenim je cely zakladni

prostor —fikame, Ze tvii Uplny systém hypotéz), pak praypddobnost libovolného jevu A d I1ze vypditat pomoci

P(A) = P(H)P(AMH,).

llustrace vzorce pro Uplnou pravdépodobnost

Podmirgnou pravdpodobnost libovolné hypotézy za podminky, Ze ngstaeh - tzv.
- |ze vypaitat pomoci
P(H)P(A/MH,)

P(A)
(Pavodni pravédpodobnosP(Hy) se nazyvi ).

P(H, /A)=




Thomas Bayes (1702 — 1761): Anglickyekra matematik

Priklad na Bayediv vzorec:Pravd&podobnost vyskytu vrozené vyvojové vady v popujadl,015. Na vyskyt této
vyvojove vady ma vliv jisty rizikovy faktor. U maktejimz se narodilo déts touto vadou, se rizikovy faktor vyskytoval
v 2,5 % fipadi, zatimco u matek, které porodily zdravé gée tento faktor vyskytoval pouze v 0,1 #tppdi. Vypoctéte
pravcEpodobnost, ze matka, ktera je nositelkou rizikovistkboru, porodi di&s vadou.

Reseni:
H; ... dit ma vrozenou vyvojovou vadu
H, ... di nema vrozenou vyvojovou vadu
A ... matka je nositelkou rizikového faktoru
P(Hy) = 0,015, P(K) = 0,985
P(A/H;) = 0,025, P(A/H) = 0,001
_ P(H,)P(A/H,) _ 001500025

P(H,/A)= =

P(H,)P(A/H,)+P(H,)P(A/H,) 001500025+ 09850001
Srovname-li apriorni pravpodobnost P(J = 0,015 s aposteriorni prasmbdobnosti P(HA) = 0,276, vidime, ze
zavaznost rizikového faktoru pro vyskyt vrozenéojgve vady je velka.

= 0276



VyuZziti Bayesova vzorce v medici&pii hodnoceni kvality diagnostického testu

Predpokladame, Ze mameddskupiny objeki — jedna skupina objektspkuje réjakou podminku (pozitivniippady), druh.
skupina nikoliv (negativniifjpady). Provedeme diagnosticky test, ktery objekiati bud’ jako pozitivni nebo jako
negativni.

Zavedeme nasledujici ozfeani:

jev H ... objekt je pozitivni

jev H... objekt je negativni

jev A ... test ozné& objekt za pozitivni
jev A ... test oznai objekt za negativni

Apriorni prav@&podobnost P(H) se nazyvé a vyjaduje prav@podobnost vyskytu pozitivhich objékt souboru
vSech objekt.

Podmirgna pravdpodobnost P(A/H)se nazyvé a vyjaduje prav@podobnost, Ze test da kladny vysledek u
pozitivhiho objektu.

Podmirna pravdpodobnost P{/H)se nazyvé a vyjaduje prav@podobnost, Ze test da zaporny vysledek u
negativniho objektu.

Podmirgna pravdpodobnost P{ /H)se nazyva a vyjaduje prav@podobnost, Ze test da zaporny vysledek
u pozitivniho objektu.

Podmirgna pravédpodobnost PA# )se nazyvéa a vyjaduje prav@podobnost, Ze test da kladny vysledek u
negativniho objektu.

Aposteriorni pravépodobnost P(H/A) se nazyvi aivyjaduje prav@podobnost, ze
objekt je skutén¢ pozitivni, kdyz test dopadl pozitign

Aposteriorni pravépbodobnost P{/A) se nazyvé alvyjaduje pravépodobnost, ze

objekt je skutén¢ negativni, kdyz test dopadl newng.



Uvedené podmimé pravdpodobnosti nezname,tireme je pouze odhadnout pomoci vystetiistu, které zapiSeme do
kontingergni tabulky:

vysledek test podminka celkem
H (pozitivni)| H (negativni)
A (pozitivni) a b a+b
A (negativni) C d c+d
celkem a+c b+d n

yP(A/H)= TPF:a;jC (true positive fraction — relativitetnost spravaklasifikovanych pozitivnich

pripadi).
) ﬁ(K/ﬁ): TNF :% (true negative fraction — relativiétnost spraviklasifikovanych negativnich
pripadi).
: ﬁ’(K/ H) =FNF= a—ic (false negative fraction — relativégtnost nesprawklasifikovanych

pozitivnich gipadi).
: |5(A/ ﬁ) = FPF= bde (false positive fraction — relativiétnost nesprawklasifikovanych
negativnich fipad).
Je okamzit ziejmeé, Zze TPF + FNF =1, TNF + FPF =1.
Odhady prediktivnich hodnot pozitivniho a negatinniestu péitame podle Bayesova vzorce.

o _ _ P(H)P(A /H) _ P(H)TPF
PRI A)=PVV = P(H)P(A/H)+P(H)P(A/H)  P(H)TPF+P(H){L- TNF)
B[/ &) = PVN = P(H)P(A /H) _ (1- P(H))TNF

P(H)P(A /H)+P(H)P(A/H)  (1- P(H))TNF + P(H)(1- TPF)
Vidime, ze prakticky vyznam diagnostického testieziena prevalenci P(H), odhadu senzitivity TPFlhaamu
specificity TNF. Tyto charakteristikjsou tedy pl& uré¢eny prediktivnmi hcdnotam PVV a PVN



Priklad:

Pouzijeme diagnosticky testpredpowdi nemoci, ktera ma prevalenci 1 % (tj. préwddobnost vyskytu této nemoci v celé
populaci je 0,01). Je znamo, Ze tento test ma $&8aitivitu (tj. s pravépodobnosti 0,95 da kladny vysledek u nemocného
jedince ) a 95 % specificitu (tj pravépodobnosti 0,95 da zaporny vysledek u zdravéhagedli Vypdététe odhad

prediktivni hodnoty pozitivniho testu a negativnthstu.

Redeni:
Odhad prediktivni hodnoty pozitivhiho testu:

P(H)P(A /H) _ P(H)TPF _ 0010095
P(H)P(A/H)+P(H)P(A/H) ~ P(H)TPF+P(H)1-TNF)  001CD95+ 099[D05

PH/A)=PVV = = 0161

Znamena to, Ze jenom 16 %eh jedind, u nichz vySel test pozitivn je skuténé nemocnych danou chorobou, zatimco

84 % jedind, ktefi meli test pozitivni, chorobu nema.

Odhad prediktivni hodnoty negativniho testu:

{1/ ) = PN = P(H)P(A /H) _ (1- P(H))TNF _ 099[D95

PHJB(A 1)+ PH)F(A/H) ~ = P(H))TNF+ P(H)A-TPF) _ 0990095+ 0010005 "

Znamena to, ze 99,9 %ch jedindi, u nichz vySel test negati&nuvedenou chorobu skdt& nema.



