Nahodneé veléiny

Zavedeni nahodné veéiny a transformované nahodné valy
Nahodna vetiina slouzi | tomu, aby vysledky nahodného pokusu popsala realéigly (
resp. realnymi vektory):

zobrazeniX : Q - Rje (skalarni) , {]. zobrazeni, které moznému vysledku
prifadicislo X(o),
zobrazenk = (X,,...,X ):Q - R"je )1tj. zobrazeni, které moznému vysledku

o priradicisla X (o), ..., Xo(®).

Napr. pri hodu kostkou Ize poloze kostkyslem i nahoru (tj. moznému vysledk) priradit¢is-

loi,i=1,2, ...,6.

Cislo X(0) se nazyvé nahodné vetiny X prislusna moznému vysledku

(Nehrozi-li nebezp# nedorozumini, ndhodnou velinu i jeji ciselnou realizaci zré@gme tymz

symbolem X.)

V nékterych situacich pé¢bujeme ndhodnou veiinu X transformovat pomoci funkce g na
Y = g(X). Nag. X — pramér nahod® vybrané kulkkky do

_4 (XY
kulickového Ioiiska,Y—:—3 E - objem kuleky.



Vztah mezi znakem a ndhodnou velou

Pojem ,znak", ktery jsme zavedli v popisné statistije sice blizky pojmu ,nahodna v&ha“, ale neni s nim totozny. Znak
muze byt povazovan za ndhodnou ¥eli, jestlize jeho hodnoty zji§jeme na objektech, které byly vybrany ze zaklaolnih
souboru ndhodn

Simultanni a marginalni nahodny vektor

Jestlize z nahodného vektoru,(X.., X,) vybereme &které slozky, naip Xy, ..., X, dostaneme

(Xk, ..., X). Pivodni nahodny vektor se v této souvislosti nazjivia [

Napr. vysledky gti zkouSek na konci semestru povazujen nahodné veliny Xq, ..., Xs, pficemz X, X4 jsou znamky ze

N s

dvou nejdilezitéjSich gredmeta. Nahodny vektor (X ..., Xs) je simultdnni, nahodny vektor £XX,) je marginalni.

Zapisovani jet pomoci nahodnych veéln

Zapis {(L 0Q; X(OC) [ B} znamena jev, Ze nahodna vila X se realizovala ¥iselné mnozi# B. Zkrace® piSeme
{xoB}.

Je-liB= (— °°,X> nebo B = {X} , jev {X < X} znamena, Ze nahodna velia X se realizovala hodnotou nejvySe x a jev

{X - X} znamena, Ze nahodna vela X se realizovala hodnotou X.



Popis pravépodobnostniho chovani nahodné &ely
Pii pozorovani realizaci nahodné valy si povSimneme, zeckteré jeji hodnoty se vyskytuji i prav-
dépodobnosti, jiné s mensi. Prapddobnostni chovani nahodné ¥ly X budeme popisovat pomoci

: ktera udava pravgpodobnost jevu, Zze ndhodna ¢ela X se realizuje hodnotou nejvyse X:

OxOR: d(x)=P(X < x)
Je to zidealizovany pr&gsek empirické distribtni funkce zavedené v popisné statistice:

DxDR:F(x)zM

Lze atekavat, Zze s rostoucim rozsahemdrgvého souboru se budou hodnoty empirické distnbtunkce
F(x) ustalovat kolem hodnot distritni funkced(x). Vlastnosti empirické distrilini funkce se fenaseji i
na distribiéni funkci — je to funkce neklesajici, zprava spofithnormovana v tom smyslu, ze

lim, ., ®(X) =0,lim, , ®(X)=1

Podobr se definuje i (X1, ..., Xp):
O(X,....x, ) OR™: ®(xy,...,x,) = P(X, < x, O...0X, < x.)
Distribucni funkce libovolného marginalniho nahodného vaks® nazyva

NejvétSi vyznam maji jednorozgmeé marginalni stribweni funkcedq(x,), ..., ©n(X,) jednotlivych slozek
nadhodnéh vektoru



Diskrétni ndhodné veiny
V praxi maji znany vyznam nahodné veéiny, které nabyvaji pouze kofi@@ nebo spéetne mnoha hodnot — jsou to

Priklady diskrétnich ndhodnych véh: pocet chyb, jichZ se dopustéjaké zdizeni za ufitou dobu, poet zakaznik ve
fronté, patet zmetk v denni produkci apod.

Pravd@&podobnostni chovani diskrétni nahodnéduayi popisujeme;

DxDR:n(x)z P(X =x)_

Je to zidealizovany pr&Eek cetnostni funkce zavedené v popisné statistice vislogti s bodovym rozloZenigetnosti:
Ox OR :p(x):M.

n
S rostoucim rozsahem Wfiového souboru se budou hodnéggnostni funkce ustalovat kolem hodnot pgatobnostni

funkce.
Vlastnosti¢etnostni funkce serpnaseji i na prawgodobnostni funkci, tedy pra#oodobnostni funkce

je nezaporn: X UR: TI(X) >0,
je normovan _Z_: T[(X) =1

s distribini funkci je spjata s@tovym vztahemIX LR CD(X) = Z T[(t)

t<x






Diskrétni nahodny vektor
Jestlize vSechny slozky nahodného vektory (X, X)) jsou diskrétni ndhodné vé&hy, hovo-

fime o yrJeho pravébodobnostni chovani je popséano

O(x,,...,x, )OR™: 7x,,...,x, )= P(X, =x, 0...0X_ =x_)

Pravdpodobnostni funkce libovolneého diskrétniho margiftéd nahodného vektoru se nazyva
marginalni pravébodobnostni funkce. Negjtsi vyznam maji jednoroz¥meé marginalni pravd
podobnostni funkcey(X,), ..., m(X,) jednotlivych slozek nahodného vektodiskame je tak, z
hodnoty simultanni pravgodobnostni funkce &eme ges vSech n-1iebyvajicich prorn-

nych.



Spojité nahodné veiiny

DalSim velmi dilezitym typem veliin jsou — ty nabyvaji vSech hodnot Zjakého intervalu.
Priklady spoijitych nahodnych veéin: roznery sériov vyrabinych vyrobki, hektarovy vynos &aké zentdélske plodiny,
vysledky Gznych fyzikalnich a chemickychdfeni apod.

Pravdpodobnostni chovani spojité nahodnédmyi popisujeme: 0(X), coz je zidealizovany
protjSek hustotyetnosti f(x) zavedené v popisné statistice v sdosiss intervalovym rozlozenigetnosti. S rostoucim
rozsahem vyérového souboru a klesajicimili&mi tidicich intervalh se budou hodnoty hustatgtnosti ustalovat kolem
hodnot hustoty prawghodobnosti.

Vlastnosti hustotyetnosti se fenaseji i na hustotu prasgbdobnosti, tedy hustota praygbdobnosti

je nezaporn: X OR : ¢(x) =0,

je normovan J¢(X)dX = 1,

—00

s distribuni funkci je spjata integralnim vztahelr'r:|

xOR:®(x)= jq)(t)dt_



Pozor — na rozdil od pravpodobnostni funkce diskrétni ndhodné dielf nema hustota praggodobnosti

spojité nahodné veliny vyznam pravépodobnosti! Jeji vyznam lze odvodit z integralniatahu mezi
distribweni funkci a hustotou pra¥dodobnosti.
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Pravd&podobnost, ze nahodna vatia se bude realizovat v intervalu (x, x+h], je:
Xx+h X x+h
P(x <X <x+h)=d(x +h)-d(x)= [o(t)dt— [o(t)dt= [o(t)dt

Bude-li h dostatén¢ malécislo, I1ze plochu pod grafem hustoty nahradit obsabbdélnika o stranach

woan g P(X <X <x+h)=d(x)[h



llustrace vztahu mezi hustotéatnosti a hustotou pragpodobnosti
Nahodr vybereme n sérigvwyrakénych sodastek, zratime jejich délku a budeme se zajimat o hustetnosti odchylek

téchto neéreni od deklarované délky siastky.
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Spojity nahodny vektor
Jestlize vSechny slozky nahodnéeho vektory (X, X,) jsou spojité nahodné veiiny, hovaime
0 rdeho pravépbodobnostni chovani je popsarno

O(X1y ey Xn)-
Hustota pravé&podobnosti libovolného spojiteho marginalniho nate vektoru se nazyva
marginalni hustota pragédodobnosti. Nej#tsi vyznam maji jednoroztmé marginalni hustoty
praveEpodobnoste,(xi), ..., on(Xn) jednotlivych slozek ndhodného vektoru. Ziskamealke ze

simultanni hustotu pra¥godobnosti integrujemegs vsech n-1ligbyvajicich prornnych.



Stochasticky nezavislé nahodné wiely

Pti provedeni pokusu settbe stat, Ze se realizace jedné nahodnéingll daji jednoznéné urtit ze znamé realizace dru
nahodné vetiny X, tedy je mezi nimi funéni vztah Y = g(X). Takové ndhodné ity se nazyvaji deterministicky
zavislé.

Jejich protipélem jsou ndhodné iy stochasticky nezavislé: informace o realizadné z nich nijak ne#éni Sance,

S nimiz @i témz pokusu éekdvame realizaci druhé.

Napr. ndhodny pokus spiva v hodu dema kostkami. Nahodné veéina X udava peéet ok, ktera padla na 1. kostce a
nadhodna vetina Y udava peet ok, ktera padla na druhé kostce. NahodnéiuglX, Y jsou stochasticky nezavislé.
Stochastickou nezavislost nahodnychdmelzavadime na zakladnalogie £etnostni nezavislosti znak daném
vybérovém souboru, ktera se pouziva v popisné staidtiicisi platit multiplikativni vztah:

D(X’ Y) OR®: p(X, Y) = pl(x)p2 (Y) pro bodové rozloZersetnosti,
D(X’ Y) OR?: f (X, Y) = fl(X)fz(Y) pro intervalové rozloZeretnosti.

V poctu prav@podobnosti nahradim@tnostni funkci prawibodobnostni funkci resp. husta@ietnosti nahradime hustotou
pravdpodobnosti. Misto dvou ndhodnych veli X, Y miZzeme uvaZovat n nahodnych vai
Nahodné vetiiny Xj, ;lkdyZ plati:

0(xy,...,x, )OR" : 7(X,,..., X, ) = T4 (x,) 0. 0GT (X, ) v diskrétnim pipack,
|j(x1’°°°'xn) OR": ¢(X1" . "Xn) = q)l(xl) L. m)n(xn) ve spojitem fipac,
0(x,,...,x, )JOR™ : ®(x,,...,x, ) = D, (x,) .. (X, ) v obecném fipack.



Alternativni a binomické rozlozeni, normalni rozloZzni a rozlozeni z 8 odvozena

Oznaceni

Zname-li distribdni funkci ®(x) ndhodné vetiny X (resp. pravépodobnostni funket(x) v diskrétnim pipact resp. husto-
tu prav@podobnostip(x) ve spojitém fipadt), pakiekneme, Zze zname rozlozeni prgwadobnosti (zkracerozlozeni)
nahodné vetiny X. Toto rozlozeni zavisi natfakém parametrd , coz nefastji je realnécislo nebo realny vektor.

Zapis X ~ L@ ) ¢teme: ndhodna veina X ma rozlozeni L s parametrem

Nahodna vetliina X udava peet usgchi v jednom pokusu,iptemz pravdpodobnost usfzhu je
9. PiSeme X ~ Ag).

1-9prox=0
n(X) =<9 prox=1  nebolin(x) = {
0 jinak

9*(1-9) prox=01
0 jinak

Pravdep. funkce A(0.75)
1 ;

075 | .
0.5
025
0
-0.25/

051705 0 05 1 15 2




Nahodna vetiina X udava peéet Usgchia v posloupnosti n nezavislych opakovanych pdkus

piicemz pravdpodobnost usichu je v kazdém pokustl. PiSeme X ~ Bi(r8).

0jinak

(Alternativni rozlozeni je specialniniipadem binomického rozlozeni pro n = 1.
Jsou-li X, ..., X, stochasticky nezavislé nahodné &ely, X; ~ A(8),1=1, ..., n, pak X =’ X; ~ Bi(n, 9).)
i=1

0.6

0.4

0.2;

0

-0.2

Pravdep. funkce Bi(5,0.5)




Priklad na binomické rozlozeni pravd&podobnosti:V rodirg je 10 dti. Za gedpokladu, Ze chlapci i divky se rodi
s prav@podobnosti 0,5 a pohlavi se formuje nezavisle ba, sacete pravédpodobnost, Ze v této rodife
a) praw 5 chlapé@

b) nejméré 3 a nejvyse 8 chlafic

Redeni:X ... patet chlapé, X ~ Bi(10; 0,5)

ad a)P(X =5)=m(5)= (120) 05°(1- 05)'"° = 0,2461

V systému STATISTICA: =Binom(5;0,5;10)

ad b) P3< X <8)=m(3)+m(4)+...+1(8) = (;0] 0505 +60) 05'05° +...+(20] 0505% = 09346

V systému STATISTICA: = IBinom(8;0,5;10) - IBinom(®5;10) = 0,934570



Tato nahodnd velina vznika nap tak, ze ke konstafifu
se fFicita velké mnozstvi nezavislych nahodnychwimirné kolisajicich kolem

nuly. Prongnlivost €chto vliva je vyjadena konstantoa > 0.
_(x-w?
e 2° . Grafem této hustoty je tzv.

Pigeme X ~ N(, 6°), hustotap(x) =
N(, 6) ap(x) o

Hustota N(1,0.5)

0.6 %
0.5 / \
0.4 \
0.3 / \

0.2




llustrace vzniku normalniho rozlozeni pomoci Galtovy desky:

Deska obsahujeifad pravideld uspdadanych klif, a to tak, ze v k-téadk je pra¢ k klind. Do otvoru nahte padaji
kulicky, které jsou v kazd&ad se stejnou pravgodobnosti 1/2 vychylovany vlevo nebo vpravo. Poslgdniradou

je n- 1 prihraddek, ve kterych se kiky shromazduji. Nasypeme-li do tohoto systému velké@zstvi kukek, vytvai

v prihradkach jakysi "kopec”, jehoz tvar je velmi podgttvaru grafu hustoty nahodné whly s normalnim rozlozenim.
Nahodné vychylovani kulek jednotlivymiradami gekazek je mozno chapat jako speciélifpad velkého mnozstvi
chybovych faktol, nahodg pasobicich na &aky proces, jakojsobeni mnoha blize nespecifikovatelnych likteré
ovliviwuji zcela nahodfirozlozeni jeho vysledku.

Obrazek




Hustota N(0,1) Distr. funkce N(0,1)




Priklad na normalni rozloZen: Vysledky u gijimacich zkou$ek na jistou VS jsou norm&tonzlozeny
s parametryt = 550 bod, ¢ = 100 bod. S jakou pravé&podobnosti bude mit nahatimybrany uchaze
aspa 600 bod?

Reseni:
X — vysledek nahodnvybraného uchaze, X ~ N(550, 109),
P(X > 600) = 1 — P(X 600) + P(X = 600) = 1 — P(X 600) =

—1— FfX;u < GOO—MJ =1- F{u < 60;’;3“) =1-®(0,5) = 1 — 0,69146 = 0,30854.

(0}
Ve STATISTICE: vyp@et pomoci funkce 1 - INormal(600;550;100)
Nahodr vybrany uchazebude mit u zkousSek asp600 bod < pravépodobnosti 0,31.
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Nékteré vlastnosti normalniho rozlozeni:

Jestlizex ~ N(u,02), pak u =% ~ N(0y).

Jestlizex ~ N(,0%), @Y =a+bX, paky ~ N(a+ bu,b%s?).
Jestlizex,,....x, jsou stochasticky nezavislé nahodnédiyi, X, ~ Nfu,0.%), i=1...n, Y=Yx,, pak

Vyznam normalniho rozlozeni:

Normalni rozlozeni hraje Gsidni roli \ pottu prav@&podobnosti i matematické statistice. Jeho vyznam
spaiiva jednak v tom, Zze normalnim rozlozenintiské pravd&podobnostni chovani mnoha nahodnych
velicin a jednak v tom, ze zaditych podminek konverguje k normalnimu rozlozenicgb nezavislych
nahodnych vediin s tymz rozlozenim (viz centralni limitnéta).



X 2
Dvourozmérné normalni rozloZeni: ( 1j~ N, [ulj, 01 polgz
X H2/\po0, O,

X
Nahodny vekto (Xl] vznika ve dvourozrrnych situacich podolrjako skalarni nahodna vélha v bod (e).
2

_a(X,X,) _ 2 _ . _ 2
b (X1,X5) :;e 2, kdeq(xy,X,) = . 1 . [(Xl “1J _zpﬁ(l Hy d(z Mo _,{Xz Uz} }
-p

0.0,4/1-p? 0, 0, 0, O,
10,

Prop; =0, = 0,0:°=1,065°= 1,p = 0 se jedné& etandardizované dvouroznérné normalni rozlozeni

Vrstevnice a graf hustoty standardizovaného dvauéozého normalniho rozlozeni
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Vrstevnice a graf hustoty dvourozmého normalniho rozloZeni s parametrys 0, = 0,6:° = 1,6,° = 1,p = -0,75
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Upozornéni: Nasleduijiciit rozloZzeni — Pearsonovo, Studentovo a Fisherovo-
Snedecorovo — jsou odvozena ze standardizovangh@hmoho rozlozeni. Maji
velky vyznam pedevSim v matematické statistiae kpnstrukci interval spo-
lehlivosti a testovani hypotéz. Vyjgahi hustotdchto rozloZzeni neuvadime, je

priliS slozite












Ciselné charakteristiky nahodnych velin

Motivace

Doposud jsme poznali funkcionalni charakteristi@podnych vetiin (nag. distribweni funkce, pravépodobnostni funkce,
hustota prav&podobnosti), které ptnpopisuji pravépodobnostni chovani nahodné ¥ily. Ciselné charakteristiky
vystihuji pouze ékteré rysy tohoto chovani, n“app)opisuji polohu realizaci néhodné \“z'ﬂﬂy naéiselné oséi jejich

Podobs jako v ppisné statlstlce volime vhodneéiselnou charakteristiku podle toho, jakého typdqea nahodna veélna
- zda je ordinalni nebo intervalowépomerova. Ciselné charakteristiky znaknaji své teoretické prggky v ¢iselnych
charakteristikdch nahodnych .

Ciselné charakteristiky spojité nahodné &ialy aspa ordinalniho typu

Charakteristika polohya

Necht' X je spojith ndhodna véina aspd ordinalniho typu s distrimi funkci®(x) a hustotou pravgbodobnostip(x).
Necht’ o (0, 1).

Cislo K,(X), které spiuje podminku

Ko(X)
o= D(Ko(X)) = [o(x)dx,
se nazyva
Ko,5dX) - )
Ko, 24 X) - :
KO,75(X) - y
Ko,1dX), ..., KogoX) - :
K0 Ol(X) 99(X)

Kterykollv a-kvantil je charakterlstlkou polohsiselnych realizaci nahodné ity naciselné ose.
Charakteristika variabilit: g = Ko.7:(X) - Kg2=(X).



llustrace

(x)

-0

K.(X)

Oznaceni pro kvantily specialnich rozlozeni

X ~N(0, 1)= Ky (X) = u,,

X ~x’(n) = Ky(X) = ’u(n),

X ~t(n) = Ku(X) = t,(n),

X~ F(n, ) = Ky(X) = Fy(ng, ).

Tyto kvantily najdeme ve statistickych tabulkach.
Pouzivame vztahy:

Uy = - Ui,

t.(n) = - t4(N),

Fa(nla nZ) =

I
Fq (Ny,Ny)









Priklad: Neclt U ~ N(O, 1). Pomoci systéemu STATISTICA n&tel 2. decil a prvni a posledni percentil.

Prvni moznostPouzijeme Pravgbodobnostni kalkulator. Do okénkaipier napiSeme 0, do okénka Sm.
Odch. napiSeme 1, do okénka p napiSeme pro 2.aj2cipro prvni percentil 0,01 a pro posledni patite

0,99. V okénku X se objevi -0,841621 pro 2. deil326348 pro prvni percentil a 2,326348 pro pasled
percentil

llustrace pro posledni percentil:

¥ 2 ix
e W Inverze [T Doprotokels &3
Beta -
Cauchy [ Dvopte I Viyte. graf
Chi 2 ™ 1-Kumud p)
Esporencidln
Extrém. hodnot Py
F (Fisheroval e 12326348 @ pimér |0 @

Gama

Laplaceovo B (099 E SmOdch: |1 E

Logistické Hustota: Rozdélent:

t [Studentowo)]
‘wieibullovo

[¥ Pevne méfitka

Seda plocha pod grafem hustoty mé velikost 0,98dadta distribtini funkce v bod 2,326348 je 0,99
(znaeno Srafovad)).

Druha moznosiOteweme novy datovy soubor feth prondnne a jednomipadu.

Do dlouhého jména prvni pramné napiSeme =VNormal(0,2;0;1). Dostaneme -0,841621
Do dlouhého jména druhé prémmé napiSeme =VNormal(0,01;0;1). Dostaneme -2,32634
Do dlouhého jménadti promenné napiSeme =VNormal(0,99;0;1). Dostaneme 2,3z.



Priklad: Nechlt’ X ~ N(-1, 4). Pomoci systemu STATISTICA n&je horni kvartil.

Prvni moznostSpustime Pravghodobnostni kalkulator, vybereme Reélohi Normalni. Do okénka pmer
napiseme -1, do okénka Sm. Odch. napiSeme 2, adhkakenapiSeme 0,75 a v okénku X se objevi 0,34898.
Druha moznosiOteweme novy datovy soubor o jedné pgrme a jednomipadu.

Do dlouhého jména této pr@émné napiSeme =VNormal(0,75;-1;2). Dostaneme 0,34898

Piiklad: Pomoci systému STATISTICA &etey of5).

Prvni moznostSpustime Pravgodobnostni kalkulator, vybereme Réteahi Chi 2. Do okénka sv.
napiSeme 5 a do okénka p napiSeme 0,05. V okénk2 €ehobjevi 1,145476.

Druha moznosiOteweme novy datovy soubor o jedné pirme a jednomipadu.

Do dlouhého jména této pr@émé napiSeme =VChi2(0,05;5). Dostaneme 1,145476.



Priklad: Pomoci systemu STATISTICA &ste 4 o7418) a § 01(4).

Prvni moznostSpustime Pravgodobnostni kalkulator, vybereme Rélehi t (Studentovo). Do okénka sv.
napiSeme 18 (resp. 4) a do okénka p napiSeme (¢5fb 0,01). V okénku t se objevi 2,100922 (resp.
-3,746947).

Druha moznosiOteweme novy datovy soubor o jedné pgrme a jednomipadu.
Do Dlouhého jména této pramné napiSeme =VStudent(0,975;18) (resp. VStud@it@)). Dostaneme
2,100922 (resp. -3,746947).

Priklad: Pomoci systemu STATISTICA &ete ko743, 12) a o518, 20).

Prvni moznostSpustime Pravgodobnostni kalkulator, vybereme Rélethi F (Fisherovo). Do okénka svi1
napiseme 3 (resp. 18), do okénka sv2 napiSsemed2 @0) a do okénka p napiSeme 0,975 (resp. 0,05).
V okénku F se objevi 4,474185 (resp. 0,456486).

Druha moznosiOteweme novy datovy soubor o jedné pgmmé a dvou fipadech
Do Dlouhého jména prvni pramné napiseme =VF(0,975;3;12), do Dlouhého jménhé&promgnné
napiSeme =VF(0,05;1¢0).Dostanem4,47418! (resp.0,45648).



Ciselné charakteristiky diskrétnich a spojitych rdihjeh veltin aspa intervalového typu

Charakteristika polohys )—_cislo, které charakterizuje polohu realizaci nahogei€iny naciselné ose s
piihlédnutim k jejich pravébodobnostem.

Diskrétni gipad nahodna vetina X ma pravdpodobnostni funkat(x).

(o0

Stredni hodnotaE(X) = Z XT[(X), pokud je suma vpravo kotr&.

Fyzikalni vyznam: $edni hodnota jekisSt soustavy hmotnych bédjejichz elkova hmotnost je 1 a bod o $adnici x mi
hmotnostr(x).
Spojity gripad nahodna vetina X ma hustotu pravgodobnostip(x).

Stredni hodnotaE(X) = IX¢(X)dX, pokud je integral vpravo kotwy.

Fyzikalni vyznam: sedni hodnota jesZiSt hmotné pimky, jejiz celkova hmotnost je 1 a hmota je hiange rozprosena
podle gedpisugp (X).

Y = X - E(X).
(Pro nahodnou valinu Y plati: E(Y) = 0.



Stredni hodnota transformované ndhodn&treliY = g(X)

3 ale)r)
jog(x)¢(x)dx

Stredni hodnota transformované nahodné&irgliY = g(Xi, X»)

i ig(xl’XZ)n(Xl’XZ)

Xq =—00 X ,=—00

E(Y)=

E(Y)=

_[_[gx x dxdx

—00 —00



Charakteristika variability: - ¢islo, které charakterizuje pr@miivost realizaci nahodné véliy kolem jeji
stredni hodnoty sifhlédnutim k jejich pravébodobnostem.

2
Defini¢ni vzorec D(X) — E([X - E(X )] ) (rozptyl je stedni hodnota kvadratu centrované nahodné€iug).
2
Vypocetni vzorec D(X) - E(XZ)_ [E(X )] (rozptyl je stedni hodnota kvadratu minus kvadréeghich hodnot).

S| Seate)]

X=—00

zxch(x)dx—ﬁ xq)(x)de

00

D(X)=

A/ D<X5 - vyjadtuje pimérnou variabilitu realizaci nahodné ity X kolem jeji stedni hodnoty.

_ X-E(X)

JD(X)

(Pro ndhodnou velinu Z plati: E(Z) = 0, D(Z2) = J)

Z



Priklad na vypocet stredni hodnoty a rozptylu diskrétni ndhodné vetiiny: Strelec skili do teke az do
prvniho zasahuiMa v zasob 4 naboje. Pravgbodobnost zasahu jéifxazdém vydelu 0,6. Nahodna
velicina X udava peet nespdebovanych nabéj Vypoctete stedni hodnotu a rozptyl nahodné ely X.
ResSeni:

X nabyva hodnot 0, 1, 2, 3 a jeji préapddobnostni funkce je

n(0) = P(X=0) = 0,4+ 0,4*0,6 = 0,064,

n(1) = P(X=1) = 0,40,6 = 0,096,

n(2) = P(X=2) = 0,4*0,6 = 0,24,

n(3) = P(X=3) = 0,6,

7(0) = 0 jinak

E(X) = 0*0,064 + 1*0,096 + 2*0,24 + 3*0,6 = 2,376

D(X) = 0%*0,064 + 0,096 + #*0,24 + 3*0,6 — 2,376 = 0,8106



nahodnych vetin X;, X,, které maji sedni hodnoty E(X), E(X,), rozumime&islo
C(X1, X5) = E([X1- E(X9)] [X2- E(X2)]) (pokud stedni hodnoty vpravo existuji).
(Kovariance j&islo, ktere charakterizuje pr@mivost realizaci nahodnych veéin X4, X,
kolem jejich stednich hodnot silédnutim k jejich pravé&podobnostem. Je-li kovariance
kladna (zaporna), pak to&iti o existenci jisteho stugmprime (nepimeé) linearni zavislosti
mezi realizacemi nahodnych w@h X4, X,. Je-li kovariance nulova, pakame, ze nahodné
veliciny X1, X, jsou nekorelované a znamena to, ze mezi jejidizez@mi neni zadny linearni
vztah. Pozor — z nekorelovanosti nevyplyva stoatiesinezavislost, zatimco ze stochasticke

nezavislosti plyne nekorelovanost. Kovariance ggegckym pro¢jSkem vazené kovariance. Je
vhodrjsi pasitat kovarianci podle vzorc€(X,,X,) = E(X X,) - E(X,)E(X,).)



nahodnych vetin X4, X, rozumimecislo
X, —EX -E(X
E (X,) 1 (X.) pro.,/D(X,)/D(X,) >0
JD(X,) JD(X,) , pokud stedni hodnoty
|0 jinak
vpravo existuji.
(Koeficient korelace jéislo, které charakterizujégdnost linearni zavislosti realizaci nahodnychéuelX,,

N v W /o

R(Xll XZ) =9

N s v s

C(X,, X
zavislost. Je vhodisi pasitat koeficient korelace podle vzor&(Xl,Xz) = (X,,X,)

= /D(x,){D(X,)’

V diskrétnim gipact je kovariance dana vzorcem

(X, X,)= 3 X ~E(X,)]dx, ~E(X,)In(x,,x,) =

)(1:—00 X2:_°°

a ve spojitém fpack vzorcem

0

= Z.o_: Z_:Xlxzn(xl’ Xz) _E(Xl)E(Xz)

C(X,,X,)= ofo T[xl - E(X,)|dx, - E(X)|¢(x,,x,)dx,dx, =

— 00— 00

= ]o Txlxzq)(xl,xz)dxldxz -E(X,)E(X,)

— 00— 00



Priklad na vypocet koeficientu korelace Diskrétni nahodny vektor (XX,) ma simultanni pravgbodobnostni funkci
s hodnotamix(0,-1) = ¢,x(0,0) =n(0,1) =n(1,-1) =n(2,-1) = 0,x(1,0) =n(0,1) =n(2,1) = 2cx(2,0) = 3ca(X1,Xo) = O jinak.
Urcete konstantu ¢ a vyptite R(X, X»).

Reseni Hodnoty simultanni praegodobnostni funkce a obou marginélnich pémediobnostnich funkci uspidame do
kontingergni tabulky.

X1 X2 m1(X1)
1 0 |1
0 C 0 0 C
1 0 2C | 2c | 4c
2 0 3Cc | 2c | 5¢C
mo(X2) | C 5c |4c | 1
Z normovanosti pravghodobnostni funkce diskrétniho ndhodného vektostiddame: 10 ¢ = 1, tedy ¢ = 0,1. Po dosazeni za

¢ vznikne tabulka:

X1 X2 m1(X1)
-1 0 1
0 0,1 0 0 0,1
1 0 0,210,2| 0,4
2 0 0,31 0,2| 0,5
7I2(X2) 0,1 0,5 0,4 1

E(X,)= lenl(xl) =0.0,1+1.0,4+2.0,5=1,4, E(X,) = an(xz)—101+005+104—03

%=0 X,=-1

D(X,)= Zz:xlzm(xl)—[E(X J? =124 +22[05-142 = 044, D(X,)= Zx 1, (x,) = [E(X, )] = (-1)’ M1+1% 04 - 03 = 041

X;=-1

2 1
C(X1, X5)= > > xux,m(x,,%,) -E(X,)E(X,) =11[02+210D2-1403= 018

X1=-0x,=-1
R(X,X,)= CXuX,) _ 018 = 042

Jo(x,)yD(X,) 044,041




Stredni hodnoty a rozptyly vybranych diskrétnich gjispah rozlozeni
X~A(s) = E(X) =9, D(X) =9 (1-9)

X ~Bi(n, 8) = E(X) =ns, D(X) = ng (1-9)

X ~N(u, 6°) = E(X) =, D(X) =0°

X ~ x2(n) = E(X)=n, D(X)=2n

X ~ t(n) = E(X)=0 pron=2 (pro n=1 stedni hodnota neexistuje))(x):ﬁ pron=3 (pro n=12 rozptyl
neexistuje).

X ~ Hn,n,) = E(X)= nniz pron, =3 (pro n, =12 sttedni hodnota neexistujep(x)= nz?; (1“2;2?; '_23) pron, =5

(pro n, = 1234 rozptyl neexistuje).




Centralni limitni v éta:
Jsou-li ndhodné veiliny X, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné fezribse sedni hodnotow

n
a rozptylems?, pak pro velkéa n (& 30) Ize rozloZeni sdtu in aproximovat normalnim rozloZzenim N{(mc?).
i=1

Zkracert piseme), X = N(nu,noz)_
=i

Zn:Xi — Ny

n
Pokud sotiet in standardizujeme, tj. vyt¢ome nahodnou velinu Y, = - ovn pak rozlozeni této nahodné veli-
i=1

¢iny lze aproximovat standardizovanym normalnimaeaehim. ZkracehpiSeme WY~ N(0,1)

Normalni rozloZeni je tedy rozloZzenim limitnim, &muZz se blizi vSechnazlozZeni, proto hraje velmiideZitou roli v p&tu

pravéEpodobnosti a matematické statistice.



llustrace centralni limitni v éty — opakované hody kostkou
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