Parametrické ulohy o dvou nezavislych ndhodnych vyisech z normalnich rozlozen

Motivace: V této situaci je nasim Gkolem porovnatesini hodnotyi rozptyly dvou normalnich rozlozeni na zakiamhalosti dvou
nezavislych nahodnych vy porizenych z &chto rozloZeni. Zpravidla konstruujeme intervaly spolehtiya® rozdil stednich hodnot
respektive hodnotime shodutestnich hodnot pomoci dvouw§iového t-testdi dvouvykErového z-testu a shodu rozgtydomoci F-testu.

RozloZeni statistik odvozenych z vysovych praméra a vybérovych rozptyla
Mame dva nezavislé nahodné ¥§a prvni pochazi z rozloZeni N o:%) a ma rozsahar® 2, druhy pochazi z rozlozeni( 2% a ma rozsah
(n, - 1S + (n, - 1S,°

vazeny piimér vybérovych rozptyi.
n,+n,-2

n, > 2. Ozn&me M, M, vybsrové pamery, Si°, S° vybsrové rozptyly aS.” =
Pak plati:

_ 2 . _ 2
a) Statistiky M—M,aS.* = (n, l)sl+ (n22 LS, jsou stochasticky nezavislé.
n,+n,-

b) U= (Ml_Mz)_(p-l_p-z)

2 : ~ N(0, 1). (Pivotova statistika U slouZtéSeni Gloh qu- p,, kdyZc:? a o,°zname.)

@i s
nl n2
s 2_ _2_. 2 _(n1+n2—2)&2~2 , ) - P _
c) Neclt 6;° =06," =: 0 pak K = v’(n.+ np- 2). (Pivotova statistika K slouZifie$eni Gloh o nezndAmém rozptyfu)
Y 52

(Ml_Mz)_(ul_uz)

d) Jestlizes;® =o,° =: 0% pak T = ~ t(n + np— 2). (Pivotova statistika T slouzikSeni Gloh qu- po, kdyZoi? a 6,2

nezname, ale vime, Ze jsou shodné.)

2 2
/S : . . Cerx o .
e) F =% ~F(n— 1, n— 1). (Pivotova statistika F slouzi&Seni Gloh @1%/ 6,2)
01 02



Intervaly spolehlivosti pro parametrické funkce p-p,, 61705 °
Uvedeme ehled vzoré pro meze 100(1)% empirickych interval spolehlivosti pro parametrické funkge- p, , 612/ 65>

a) Interval spolehlivosti pros-pi,, kdyZo.® o,° zndme (vyuZiti pivotové statistiky U)

, o’ 0, 0’ 0,°
Oboustranny: (d, h) = (m mp — n—1+n—2 Uigr2, My — NMp + n—1+n—2 U1-o/2)
1 2 1 2

o’ 0’
Levostranny: (dy) = (M, — mp — n—l +n—2 Uy, )
1 2

2 2
9 9%

Pravostranny: e, h) = (eo,my — mp +
n, Ny

Uy -(x)

b) Interval spolehlivosti prauy-p,, kdyZc:> o,° nezname, ale vime, ze jsou shodné (vyuziti pivotove tgtiE
P Prou-p y :

Oboustranny:

1 1 1 1
d,hy=(m-m —&,/— +— .2+ p-2), M — mp +a,/— +— t1.2(Ni+np-2))
nl n2 nl n2

Levostranny: (dg) = (my, — m —s. /ni+ni t1.o(M+np-2), )
1 2
Pravostranny: ¢e, h) = (<o, my— m, + s, /ni+nit1ﬂ(n1+nz-2))
1 2



c) Interval spolehlivosti pro spalay neznamy rozptyd® (vyuZiti pivotové statistiky K)

— 2 _ 2
Oboustranny: (d, h){ (i 0y = 2 (n, +n, - 2s. ]

X2 (N + N, —2) ’XZG/Z (ny+n, =2)
(N +n, — 2)5*2 ,00

X21—0( (n;+n, -2

(N +n, — 2)5*2 ]

X% (n, +Nn,-2)

Levostranny: (dy) = {

Pravostranny: ¢e, h) = {—oo

d) Interval spolehlivosti pro podil rozpt“ylo—l2 (vyuziti pivotové statistiky F)
(@)

2

2 2 2 2
; s /s, s /s,
Oboustranny: (d, h ,
Vil )€F1_a,2(n1—ln2 -1 Fyp(np—1n, _1)]
, 2 /s,?
Levostranny: (deo) = % 1S ,00
y: (de) (Fl-a (ny—1n, -1 ]

. s’ /s,”
Pravostranny: ¢e, h) =| — o, F o l; D
a\'lh =40 —

Neni-li v bod (b) splrén predpoklad o shadrozptyk, Ize sestrojit aspopriblizny 100(1e)% interval

spolehlivosti prau-p.,.

2 2 2
V tomto gipact ma statistika T iiblizn¢ rozlozeni t¢ ), kde p@et stugit volnostiv = ((Sl fn +5, /nZ) . Neni-liv celé

S

¢islo, pouzijeme tabulkach kvntila Studentova rozlozeni linearni irpolaci.



Piiklad: U 48 nahod# vybranych studentek VSE v Praze bylatrjigna vyska (vetina X, v cm), znamka z matematiky
v 1. semestru (valina Y, ma varianty vybo) velmi dol¥e, dol¥e) a obor studia (ve&lina Z, ma varianty nh — narodni hos-
podé&stvi, inf — informatika).Udaje o vySce studentelodibnarodni hospodstvi a informatika povaZujeme za realizace
dvou nezavislych nahodnych W z rozloZeni Nig;, 6°) a N(up, 6°). Sestrojte 95% empiricky interval spolehlivosibp
rozdil stednich hodnof; - p,.

Vypocet pomoci systému STATISTICA:

Statistika — Zakladni statistiky/tabulky — t-tes¢zavislé, dle skupin — OK — Prémrmé — Zavislé X, Grupovaci Z — OKna
zalozce Moznosti zaskrtneme Meze spol. pro odhgalynechame implicitni hodnotu 95% - Vyjadb.

Ve vystupni tabulce nas zajimaji posledni dva steup

t-testy; grupovano: Z: obor studia (studentky.sta)
Skup. 1: nh: narodni hospodarstvi

Skup. 2: inf: informatika

Int. spolehl. | Int. spolehl.
Proménnd | -95,000% +95,000%
X -0,45042C 6,293277

Vidime, ze -0,45 cm €, - 1 < 6,29 cm s pravgbodobnosti aspo0,95.



Jednotlivé typy testi o parametrickych funkcich pu-p, 6170, 2
a) Necli X,;,..., Xy, je nahodny vy#r z rozloZzeni Nifs, 61°) @ X5;,..., X5, je na #m nezavisly nahodny v z
rozlozeni Nfi, 02°), piicemz n > 2, > 2 ac,%, o,° zndme. Neahc je konstanta.
Test H: py —up = ¢ proti H: u; —pp # ¢ se nazyva ]
b) Neclt X,,,..., Xy, je nahodny vyér z rozlozeni N, 6°) a X 5y,..., X5, je na #m nezdisly nahodny vybr rozlozen
N(p2, o), piicemZ n > 2 a n> 2 ac® nezname. Necte je konstanta.
Test H: wy —pe = ¢ proti H: py — e # € se nazyva .
c) Nech® X,,,..., Xy, je ndhodny vyér z rozlozeni N, 61°) @ X4;,--- X 5, j€ Na 8m nezavisly nahodny v
2 2

rozloZeni Nfi, 0,°), piicemz n>2 an> 2. Test H: 0—12 =1 proti H: 0—12 #1 se nazyva

0, 0,



Provedeni tesfi o parametrickych funkcich p-p1,, 61°/0, > pomoci kritického oboru

(ml mz) Y

o0
nl r12
Stanovime kriticky obor W.

Pokudt, LI W, Hy zamitame na hladénvyznamnostix a @ijimame H.

Vypocéteme realizaci testového kriténig=

Oboustranny tesfTestujeme It p; - p2 = ¢ proti H: py - p2 #c. Kriticky obor ma tvarW = (—00,— ul_a,2> O <u1_a,2,°°).
Levostranny tesfTestujeme bt ps - po = ¢ proti H: py - po < . Kriticky obor ma tvarW = (— 00, — ul—a> :
Pravostranny tesTestujeme kt u; - u, = ¢ proti H: py - u, > c. Kriticky obor méa tvarW = <u1_a,°°).



(ml _mz)_c

1 1
S | —+—
I"]1 I"]2

Vypocteme realizaci testového kritérta =

Stanovime kriticky obor W.
Pokudt, 0 W, Hy zamitame na hladinvyznamnosti a @ijimame H.

Oboustranny tesTestujeme ki u; - pp = ¢ proti H: py - pp # €. Kriticky obor ma tvar:
W= (_°°1_t1—a/2(n1 thn,— 2)> N <t1—a/2(n1 tn, = 2)1°°) :
Levostranny testTestujeme bt p; - po = ¢ proti H: py - o < . Kriticky obor ma tvarW = (—m,—tl_a (nl +n, —2)> :

Pravostranny tesTestujeme It p; - uo = ¢ proti H: py - pp > ¢. Kriticky obor ma tvarW =<t1_a (nl +n, - 2),00).



Vypocteme realizaci testového kriténig= Sl :
SZ
Stanovime kriticky obor W.
Pokudty 0 W, Hy zamitame na hladénvyznamnostix a gijimame H.

2 2

Oboustranny tesiTestujeme kt 0—12 = 1 proti H: 0—12 # 1. Kriticky obor ma tvar:
O, O,
W:(O’Fa/z(nl_l-nz _1)> < 10(/2( ln ) )
2 2
Levostranny testTestujeme it 2L =1 proti H: 2L < 1. Kriticky obor ma tvarW = ( OF, (n,-1n, —1)>.
02 02

2 2
Pravostranny tesTestujeme kt 01 = 1 proti H > 1. Kriticky obor méa tvarW = < ( -1n, —1) )

02 02



Priklad: V restauraci "U bilého ko&ka" nefili ve 20 pripadechias obslhy zadkaznika. Vysledky v minutach: 6, 8, 11, 46,710, 6, 9, 8, 5, 1.
13,10, 9, 8, 7, 11, 10, 5. V restauraci "Zlaty'lbylo dané pozorovani uskdte&no v 15 gipadech sémito vysledky: 9, 11, 10, 7, 6, 4, 8, 13,
15, 8, 5, 6, 8 ,7. Zarpdpokladu, Ze uvedené hodnoty pochazeji ze dvauatoich rozloZeni, na hladinvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu
stredni hodnoty doby obsluhy jsou v obou restauracieijné.

Vypoécet pomoci systému STATISTICA:

Oteweme datovy soubor restaurace.sta o dvou pmogcth a 35 fipadech. Prvni proémnou nazvana OBSLUHA obsahuje doby obluhy, druha
proménna ID slouZi k rozliSeni prvni a druhé restaurace

Provedeme dvouvyinovy t-test sotiasre s testem o sh@dozptyki: Statistika — Zakladni statistiky a tabulky — $ttenezavisle, dle skupinGK,
Proménné — Zavislé progmné OBSLUHA, Grupovaci proénna ID — OK.

Po kliknuti na tl&itko Souhrn dostaneme tabulku

Pramér | Prdmeér t S p Poc.plat | Po€.plat. | Sm.odch. | Sm.odch. | F-pomér p
Proménna 1 2 1 2 1 2 Rozptyly | Rozptyly
obsluha 8,250000 8,133333 0,123730 33 0,902279 20 15 2,510504 3,067495 1,492952 0,410440

Testova statistika pro test shody rozptye realizuje hodnotou 1,492952 odpovidajici palotalje 0,41044, tedy na hladimyznamnosti 0,05
nezamitame hypotézu o skaozptyk. (Upozorrni: v pripact zamitnuti hypotézy o shédozptyli je zapotebi v tabulce t-testu pro nezavislé
vzorky dle skupin zaSkrtnout volbu Test se samogtat odhady rozptylu.)

Testova statistika pro test shodiesinich hodnot se realizuje hodnotou 0,12378epstuga volnosti je 33, odpovidajici p-hodnota 0,902279,
tedy hypotézu o shédtednich hodnot nezamitdme na hl&digznamnosti 0,05. Znamena to, Ze se neprokazdilree stednich hodnotach
dob obsluhy v restauracich "U bilého kika" a ,Zlaty lev”.

Tabulku je& doplnime krabicovymi diagramy. Na zaloZce Detadgkrtneme krabicovy graf a vybereme volbanfir/SmOdch/Min-Max.

vy
e

o

Z grafu je vidt, Ze piimérna doba obsluhy v prvni restauraci je nepattelSi a ma mensi variabilitu nez ve druhé restauExtrémni ani od-
lehlé hodnoty se zde nevyskytuiji.



Coheniv koeficient vécného &inku — doplnéni vyznamu dvouvylEroveho t-testu:

Nectt Xi1,-.., Xy, je nahodny vyer z rozlozeni Nz, 6°) @ X q,--, X5, je na #m nezavisly nahodny v rozlozeni Nz, o°), pricemsz
n > 2 an>2 ac’ nezname. Nectc je konstanta.

Testujeme kt pa —pz = 0 proti H: us —pe #0. Ozngme m, nyp realizace vybrovych paiméra hodnot dané valiny v téchto dvou skupinach,

2
: , . n, - +(n, - 1s e . ,
s, $° realizace vybrovych rozptyh as.” = ( L ])sl+ ( 22 ]) 2 realizaci vaZzeného pmeru vybsrovych rozptyi.
n,+n, -

Tento koeficient slouzi k posouzeni velikosti I‘OZdI|ﬁﬂﬁ‘ru, ktery je standardizovan pomoci odmocniny z vazenéinogou vybirovych roz-
ptyli. Jedna se o tzv: neboli skupiny na variabilitu hodnot sledované nahodné&wsli Velikost (Einku hod-

notime podle nasledujici tabulky:

Coheniiv koeficient d vypdteme podle vzorced =

Hodnota d dinek

aspai 0,8 velky

mezi 0,5 az 0,8 gedni

mezi 0,2 az 0,5 maly

pod 0,2 zanedbatelny

(Uvedené hodnoty nemaji sanepre absolutni platnost, posouzeni, jakimek povazujeme za velk§ maly, zavisi na kontextu.)

Je zapakbi si u¢domit, Ze pi dostaténé velkych rozsazich nahodnych Wb i maly rozdil ve vybrovych pfimérech zgisobi zamitnuti nulo-
vé hypotézy na hladénvyznamnosti, i kdyZ z wcného hlediska tak maly rozdil nema vyznam. Naopak, méanyedry malych rozsaly pak i
znare velky rozdil ve vyBrovych pfimérech nemusi vést k zamitnuti nulové hypotézy na hdadimnamnosti.



Priklad:

Mame k dispozici idaje o celkovém B36 zak ZS. Zajimame se jednak o skupintiigjejichZ oba rodie maji pouze 2dadni vzalani (je jich
296) a jednak o skupinud, jejichZ oba rodie maji vysokoskolské vthni (&€ch je 75). Na hlad#vyznamnosti 0,05 budeme testovat
hypotézu, Ze stdni hodnota celkového IQ je v obou skupinach stejnkéavigpaiteme Coheiiv koeficient ¥cného @inku.

Re3eni:Provedeme dvouvyinovy t-test:

t-testy; grupovano:ZS a VS (IQ)
Skup. 1: oba ZS
Skup. 2: oba VS

Prameér | Primér t sV p Poc.plat |Poc.plat. | Sm.odch. | Sm.odch. | F-pomér p
Proménna | obaZS | oba VS obazS | obaVS | obazS | obaVS |Rozptyly | Rozptyly
1Q CELK [ 94,13851 110,9067 -10,6295 369 0,000000 296 75 11,82604 13,60164 1,322829 0,110124

Hypotézu o shasistrednich hodnot zamitame na hladuyznamnosti 0,05, protoZe odpovidajici p-hodnota je velmidlizkhypotézu o shéd
rozptyki nezamitame na hladivyznamnosti 0,05, p-hodnota F-testu je 0,110124, co&$é vez 0,05).

Krabicovy diagram:

Krabicovy graf z IQ_CELK seskupeny ID
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Vidime, Ze pimérné celkove 1Q &i v 1. skupirt je 94,1,

osoudime pomoci Cohenova koeficientu.

zatimco ve 2. skugin10,9. Vliv skupiny na variabilitu hodnot celkového 1Q

1 2 3 4 5 6 7
nl n2 ml m2 sl s2 d
1 296 75 94,13851 110,9067 11,82604 13,60164 1,374117

Coheriiv koeficient nabyva hodnoty 1,37, tudiz vliv skupiny na variabilodnot celkového 1Q Ize povaZovat za velky.




Priklad: Vyrobce limonad cl zjistit, zda znéna technologie vyroby se projevi v prodeji limonad. Prégdval po 14
nahodr vybranych dia pted zavedenim novych limonad trzby ¢itém regionu a zjistil, ze za den utrzil vipnéru 39 600
K¢ se smrodatnou odchylkou 5 060& Po zavedeni novych limonad p&v stejnym zgisobem trzby v 11 nahodn
vybranych dnech v témz regionu a zjistiiperny piijem 41 200 K se smirodatnou odchylkou 4 310K Predpokladejte,
Ze trzby za stary typ limonad &eli rozlozenim N, ¢°) a trzby za novy typ limonad $&li rozlozenim Ny, o).

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotéz,: u; —u, = 0 proti oboustranné alternatitd;: p; —u, #0.

Reseni
Za odhad spotsmého neznamého rozptylu vezmeme vazeynpr vybérovych rozptyi:
o2 = 135060 +10#310°

>3 =22548163217.
Realizace testoveho kritéria:
= MoMmy—C 39600-41200  _ ga5s
s | T+ 1 2254816817, -+ 1
n, n, 14 11
Kriticky obor:

W =(=00,~t,,(n, +1, = 2)) O(ty g o (N, +1n, = 2),00) =
= (_ o0, —t 0975(23)> 0 <t 0975(23), °°) = (— 00, — 2,0687) O <2,0687, oo)

Protoze testoveé kritérium se nerealizuje v kritickém aboa hladig vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout hypotézu o shod
strednich hodnot.



Vypocéet pomoci systému STATISTICA:
Statistiky — Zakladni statistiky a tabulky — Testy ro&dil %, paméry — OK —vybereme Rozdil mezi dma pameéry
(normalni rozdleni) — do pollka Prl1 napiSeme 39600, do pkd SmOd1 napiSeme 5600, do pkdi N1 napiSeme 14ic

policka Pr2 napiseme 41200, do pkH SmOd1 napiSeme 4310, do pPkdi N1 napiSeme 14 - Vypet. Dostaneme p-
hodnotu 0,4116 tedy nezamitame nulovou hypotézu na Blagiimamnosti 0,05.

ETEW rozdili: r, %, priiméry: prél21 7| X
™| Poslattisknout wislediy kagd, vipetiy do okna protokelu Storno

— Rozdil mezi dvéma kaorelacnimi koeficienty

r: WE N-I:IN:I—E = Jednost. Mipocet
re: IWE NE:I'IIII—E P 1.0000 % Ohaustr.

— Rozdil mezi dvéma prémény [homalni rozdéleni]
Pri: [a3800. [ smoan:[eosn. [ wifie [ e |
Pr: [41200, [E]sm0dz [4310, [ nafrr [E] © Jednost

e - .. =
™ Wibéowp primér vs. stfedni hodnata * Oboustr

— Rozdil mezl dvéma pomeny

P1: [s0000 (g wi:[i0 [ o dednost vipogst |
P2 50000 E Nz:[10 E {+ Oboustr,

Jelikoz p-hodnota je&Si nez hladina vyznamnosti 0,05 ikzamitdme na hladirvyznamnosti 0,05. Znamena to, Zze€zm
na technologie vyroby se neprojevila viedhi hodnat trzeb.



Analyza rozptylu jednoduchého ¥idéni

Motivace: Zajimame se o problém, zda lz€itym faktorem (tj. nominalni nahodnou w@hiou A) vys\&tlit variabilitu po-
zorovanych hodnot nahodné vty X, kterd je intervalovéh& pomérového typu. Nap zkoumame, zda metoda vyuky
urcitého gedn®tu (faktor A) ovliviiuje paet bodi dosazenych studenty v zaecném testu (ndhodna vaha X).
Predpokladame, ze faktor A m& 3 Urovni a fitom i-té urovni odpovida;mpozorovanix,,..., X,, , které tvéi nahodny
vyber z rozlozeni N, o), i = 1, ..., r a jednotlivé ndhodné W jsou stochasticky nezavislé, tedy X + ¢, kdeg; jsou
stochasticky nezavislé nahodné ¥y s rozlozenim N(Og%),i=1, ...,r,j=1, ...,

Vysledky Ize zapsat do tabulky

faktor A | vysledky
Grovei 1| X,,,..., Xy,

arovei 2| X,,..., X,

arovair | X,,..., X,

llustrace:
AX

1. Groven 2.uroven 3.uroven -+ urovné faktoru A



Na hladirg¢ vyznamnostix testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, Ze vSgdtiedni hodnoty jsou stej, tj.
Ho: w1 = ... =, proti alternativni hypotéze;Hktera tvrdi, ze asmgedna dvojice $ednich hodnot se lisi.

r
2
na kazdou dvoijici aplikovat dvouvyiovy t-test. Hypotézu o shédSech seednich hodnot bychom pak zamitli, pokud

Jedna se tedy o zobeom dvouvylErového t-testu a na prvni pohled se zda, 28 ataorit ( J dvojic nahodnych vyra a

aspa v jednom pipack z (;J porovnavani se prokaze odliSnogedhich hodnot. Odtud je Wt Ze k neoprawnému za-

mitnuti nulové hypotézy (ij. k chy¢ld. druhu) ndze dojit s pravé&podobnosti ¥tSi nezo. Proto ve 30. letech 20. stoleti vy-
tvoril R. A. Fisher metodu ANOVA (analyza rozptylu, egsané situaci konkrétranalyza rozptylu jednoduchéhdéni),
ktera uvedenou podminku gpje.

Pokud na hladikvyznamnosto zamitneme nulovou hypotézu, zajima nas, kteréasfednich hodnot se od sebe lisi.
K feSeni tohoto problému slouzi metody mnohonasobpéravnavani, nap Scheffého nebo Tukeyova metoda.

Hy nezamitame = STOP
DATA »| ANOVA
proveést
Hp zamitame »| mnohonasobné
porovanavani




Oznafent:

V analyze rozptylu jednoduchéhi@dni se pouziva tzv. #&ova notace.

n= Zn . celkovy rozsah vSech r vyt

X = ZX. ... soet hodnot v i-tém vydru
=1
1 o,
M. =—X. ... vyberovy primér v i-tém vykeru
T
X ZZX .. sowet hodnot vSech vy
i=1 j=1
M :1)( ... celkovy pfimer vSech r vybri
S



Zavedeme saily ¢tveraqi

S = Zr:Z(X i —M _')2 ... celkovy soudet ¢tverai (charakterizuje variabilitu jednotlivych pozo-

i=1 j=1
rovani kolem celkového fimeru),
pocet stuma volnostifr=n—-1

S, =Y n (M. —M )*... skupinovy sotetctverai (charakterizuje variabilitu mezi jednotli-
i=1

vymi nahodnymi vybry),
pocet stupia volnostify =r—1

S = ZZ(Xij — Mi_)2 ... rezidualni sotet ctveral (charakterizuje variabilitu uvrtifednotli-
i=1 j=1

vych vykerd),
pocet stuma volnostigE=n-r

Pritom plati, ze $= S + &



Testovani hypotézy o shoélstirednich hodnot
Nahodne vetiiny X; setfidi modelem

MO: X =p + o +gj

proi=1, ...,rj=1, ..., n picemz

gj Jsou stochasticky nezavislé nahodnédmyi s rozlozenim N(0g?),
u je spoleénacast stedni hodnoty zavisle pramné veltiny,

a; je efekt faktoru A na urovni i.

Parametryu, o; nezname.

PoZadujeme, aby platila tzveparametrizeni rovnice) n.a, =0.
i=1

(Pokud je tidéni vyvazené, tj. pokud maji vSechny ¥y stejny rozsah:m=n, = ... = n, pak

|ze pouzit zjednoduSenou podml’nEr‘yO(i =0.)
i=1



Kdyby nezaleZelo na faktoru A, platila by hypotéza ... =a, = 0 a dostali bychom model

M1: Xij =u+ &jj.

Béhem analyzy rozptylu tedy zkoumame, zdadrglié pamery My, ..., M, se od sebe liSi pouze v mezich ndhodného ko-
lisani kolem celkového pméru M nebo zda se projevuje vliv faktoru A.

Rozdil mezi modely MO a M1 @wjeme pomoci testové statistiky
S, /f
= A A ktera seidi rozloZzenim F(r-1,n-r), je-li model M1 spravityypotézu o nevyznamnosti faktoru A tedy za-

E
mitneme na hladivyznamnostu, kdyz plati: k> F,,(r-1,n-r).

A

Vysledky vypd@tu zapisujeme deabulky analyzy rozptylu jednoduchéhiaéni.

Zdroj variability | sodetctveral | stupré volnosti | podil &
skupiny S fa=r-1 S/fa S, /fa
SE/fE
rezidualni ) fe=n-r S/fe -
celkovy S fr=n-1 - -
Silu zavislosti nahodné velny X na faktoru A nizeme ndtit pomocipontru determinaceP” = =2 Nabyva hodnot

z intervalu< O,1> .



Testovani hypotézy o sho#élrozptyla
Pred provedenim analyzy rozptylu je zabi ot predpoklad o shagdrozptyki v danych r vybrech.

PoloZmez, =X, -M,|. Ozn&ime

MZI ni j:lZ”,
il Ll
MZ:HZZZIJ’
i=1 j=1
roon
SZE=ZZ(Zi]_MZ|

S = ni(MZi_MZ)Z

i=1

Plati-li hy(pot?za 0 sh@&dozptyli, pak statistika

— SZA/ r-1 _
Foa S.. /(n=1) F(r-1, n-r).
Hypotézu o shaflrozptyl tedy zamitdme na asymptotické hladisgznamnostin, kdyz Fa > Fi(r-1, n-r).
(Leveniv test je vlasté zalozen na analyze rozptylu absolutnich hodnatrceanych pozorovani. Vzhledem k tomu, ze na-
hodné vekiny X; — M, nejsou stochasticky nezavislé a absolutni hodigotyto veltin nemaji normalni rozlozeni, je Leve-
nav test pouze aproximativni.)

je modifikaci Levenova testu. Modifikace gp@ v tom, Ze misto vydnového ptiméru i-téhc

vybéru se i vypoctu veliciny z; pouziva median i-tého vyhu.



Post — hoc metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li na hladivyznamnosti. hypotézu o shadstrednich hodot, chceme zjistit, které dvojicastinich hodnot ¢
liSi na dané hladihvyznamnosti, tj. na hladig vyznamnosti testujeme bl w = py proti Hy: w # g pro vSechna l, k = 1,
. I I#Kk.

a) Maji-li vSechny vybry tyz rozsah pi{kame, zefidéni je vyvazeneé), pouzijeme

‘M k. M |.‘
Testova statistika ma tvar g . Rovnost sednich hodnotix ay zamitneme na hladinvyznamnostii, kdyz
Jp
M =M, | (r.n—r) . . . . . . o
— g =%-\N7T) kde hodnoty g,(r, n-r) jsou kvantily studentizovaného retipa najdeme je ve statistickych ta-

Jp

bulkach. (Studentizované ra#pje nahodna valina Q =
Existuje modifikace Tukeyovy metody pro nestejnésadhy vykri, nazyva se Tukeyova HSD metoda. V tomitipad ma

Xn) X(l))
—

‘M k. M |.‘
testova statistika tvar 11 1) Rovnost sednich hodnoi, ap zamitneme na hladinvyznamnosti, kdyz
S, | —+—
Z[nk n,]
M, -M
MM, ()

g 11,1 |
2{n, n,



b) Nemaji-li vSechny vyyy stejny rozsah, pouzijenie irovnost stednich hodnoi, ay zamitneme na
hladirné vyznamnosti, kdyz

\Mk.—M..\zs\/(r—l)(nLnijﬁa(r—ln—r).

k |

Vyhodou Scheffého testu je, Ze k jeho provedenodtiepujeme specialni statistické tabulky s hodnotarankiti studenti-
zovaneho rozi, ale stai bézné statistické tabulky s kvantily Fisherova — Sswedova rozlozeni.

V pripad vyvazenehoitdéni, kdy Ize aplikovat Tukeyovu i Scheffého metodayzijeme tu, ktera je citléySi. Tukeyova
metoda tedy bude vyhodsi, kdyz
O (r, N-1) < 2(r-1)FL(r-1, n-r).

Metody mnohonasobného porovnavani maji obecensi silu nez ANOVA.
Muze nastat situace, kdyigamitnuti H nenajdeme metodami mnohonasobného porovnavanamygnrozdil u zadne

D%

na vyznamnosti. Pi slabSi test pé&ti do skupiny metod mnohonasobného porovnavanuseadhalit zadny rozd



Doporuceny postup @i provadéni analyzy rozptylu:

a) Owreni normality danych r nahodnych b (grafické metody - NP plot, Q-Q plot, histograesty hypotéz o normal-
nim rozlozZeni - Lilieforsova varianta Kolmogorovov&mirnovova testu nebo Shami— Wilkav test).

Doporuiuje se kombinace obouignhi. Zawry uc¢inime az na zakladposouzeni obou vysledk

Obecr Izefici, Ze analyza rozptylu nenfifps citliva na porusenifedpokladu normality, zvl&Spii vétSich rozsazich vy
ra (nad 20), coz jeisledek fisobeni centralni limitnidty. Mirné poruseni normality tedy neni na zavaduy§Sim poru-
Seni pouzijeme napKruskaliv — Wallisav test jako neparametrickou obdobu analyzy rozggdmoduchéharidéni.

b) Po o¥ieni normality se testuje homogenitu rozptyj. predpoklad, Ze vSechny nahodné &gbpochazeji z normalnich
rozlozeni s tymz rozpylem. Graficky &wujeme shodu rozptylpomoci krabicovych diagrainkdy sledujeme, zda jeika
krabic stejna. Numericky testujeme homogenitu ngépgbomoci Levenova testu, Brownova — Forsytheovai t@gia jsou
implementovany ve STATISTICE, Browim — Forsythév test v MINITABU) ¢i Bartlettova testu (je k dispozici

v MINITABU).

Slabé poruseni homogenity rozgitylevadi, pi vétSim se doportuje medianovy test.

c) Pokud jsou spkny predpoklady normality a homogenity rozptymizeme pistoupit ktestovani shody &dnich hodno
Predtim je samazjme vhodné vypéitat piméry a snérodatné odchylkyi rozptyly v jednotlivych skupinach.

d) Dojde-li na zvolené hladénvyznamnosti k zamitnuti hypotézy o sh@ttednich hodnot, zajima nas, které dvojicdedt
nich hodnot se od sebe liSif#&Seni tohoto problému slouZi post-hoc metody mnasmioného porovnavani, rfagcheffé-
ho nebo Tukeyova metor



Priklad: V jisté tovare se nétil ¢as, ktery pdeboval kazdy zetitdéinika k uskuténeni téhoz pracovniho tkondas v
minutach:

1. &Inik: 3,6 3,8 3,7 3,5
2. &Inik: 4,3 3,9 4,2 39 44 47
3.&kInik: 4,2 45 40 41 45 4A4.

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vykampto ti délnika jsou stejné. Zamitne-li nulovou hypotézu, ur-
cete, vykony kteryché&nika se liSi na dané hladirvyznamnosti 0,05.

Vypocdet pomoci systému STATISTICA:

Uloha vede na analyzu rozptylu jednoduchéfami.

Nacteme datovy soubor cas_delniku.sta. Riom& X obsahuje zji&hécasy, proninna ID nabyva hodnoty 1 pro &ldika,
hodnoty 2 pro 2. &nika a hodnoty 3 pro 3¢thika.

Statistiky — Zakladni statistiky/tabulky — Rozkl&dednofakt. ANOVA — Prominné - Zavislé X, Grupovaci ID, OK, Kbédy
pro grupovaci pro#nné — Vse, OK, Vypiet: Tabulka statistik (zobrazi seipry, snerodatné odchylky a rozsahy vSech
tii vybera).

Rozkladova tabulka popisnych statistik (cas_delniku.sta)
N=16 (V seznamu zav. prom. nejsou ChD)
ID X X X
primér | N |Sm.odch.

1 3,650000 4/ 0,12909¢

2 4,233333 6 0,30767S

3 4,283333 6 0,213698

VS.skup. 4,106250 16 0,353023

Nauskute&néni daneho pracovniho ukonu paiiuje nejkratstas 1. dinik. Podava také nejvyrovngai vykony — sniro-
datna odchylka pro&mné X je u &) nejmensi. Naopak nejpomalejsi je 8lndk.



Nyni vytvaiime krabicové diagramy: Navrat Statistiky podle skupin — Kategoriz. krabicovy gfedwasné zobrazeni krabicovych diagtam
pro vSechnyit vybéry )
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4,8

T

4,4

4,2
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3,8

3,6

3,4

3,2

.
L

3 o Pramér
] Pramér+SmOdch
ID T Pramér+1,96*SmOdch

Pomoci N-P plot orienta¢ posoudime normalitu vSech vyberu:
Navrat do Statistiky podle skupin — ANOVA & testyategoriz. norm. pravd. grafy

14 :

1,0 P

Ocekéavana normalni hodnota
S
N
e}

34 3,6 3.8 4,0 4.2 4.4 4,6 48 34 36 38 4,0 42 4.4 4,6 48

ID: 1 ID: 2

Ocekavana normalni hodnota
S
o
Q

1.2 -

34 3,6 38 4,0 42 44 4,6 48
ID:3

Ve vSechitech ffipadech se t&y jen malo odchyluji odifimky, Ize soudit, Ze data pochaze normalniho rozlozer



Provedeni testu o shédozptyk:
Navratdo Statistiky podle skupin — Leveneovy testy

Leveneuv test homogenity rozpyll (cas_delniku.sta)
Oznad. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC SV PC sC SV PC F p
Proménna | efekt |efekt | efekt chyba |[chyba | chyba
X 0,042708 2/ 0,021354 0,183333 13 0,014103 1,514205 0,256356

Testova statistika Levenova testu nabyva hodn&y4P, stup# volnosticitatele = 2, jmenovatele = 13, odpovidajici p-
hodnota = 0,256, tedy na hladimyznamnosti 0,05 se nezamita hypotézu o &hozptyk.

Provedeni testu o shédtrednich hodnot:
Navratdo Statistiky podle skupin — Analyza rozptylu.

Analyza rozptylu (cas_delniku.sta)
Oznac. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC SV PC sC SV PC F p
Proménna| efekt |efekt| efekt chyba |chyba | chyba
X 1,117708 2| 0,558854 0,751667 13/ 0,057821| 9,665327 0,002680

Skupinovy sodtet ¢tverail Sy = 1,1177, pdet stupit volnosti f, = 2, rezidudlni satet étveral S = 0,7517, poet stupin
volnosti & = 13, testova statistikg, =% nabyva hodnoty 9,6653, &t stupit volnosticitatele = 2, jmenovatele = 13,

E/"E

odpovidajici p-hodnota = 0,00268, tedy na hlagiyznamnosti 0,05 se zamita hypotéza o shtig¢dnich hodnot .



Provedeni metody mnohonasobného porovnavani (®ttwefést — viz skripta Zakladni statistické metodya 8.2.2.1.):
Navrat dodo Statistiky podle skupin — Post- hoc — Schefftest.

Scheffeho test; promén.: X (cas_delniku.sta)
Oznaé. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000
{1} {2} {3}

ID M=3,6500 | M=4,2333 | M=4,2833
1 {1} 0,008391| 0,004705
2 {2} | 0,008391 0,937504
3 {3} | 0,004705 0,937504

Tabulka obsahuje p-hodnoty pro testovani hypotstzook sttednich hodnot vSech dvojic wti. Vysledek Scheffého
metody ukazuje, Ze na hladimyznamnosti 0,05 se liSi vykonyldika (1,2), (1,3) a neliSi se (2,3).



Vyznam piredpokladi v analyze rozptylu

a) — velmi dilezity predpoklad, musi byt spin, ji-
nak dostaneme nesmysiné vysledky.

b) — ANOVA neni gilis citliva na poruseni normality, zviapokud maji vSechny vy-
béry rozsah nad 20 (dledek centralni limitnidty). F¥i vyrazrgjSim poruseni normality se do-
porwuje Kruskahv — Wallisiv test.

C) — mirné poruseni nevadiij pétSim se doportuje medianovy test. Test shody
rozptyla ma smysl prova# az po oieni gedpokladu normality.



