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Blok 2

Vicerozmeérneé statistickeé testy
a rozlozeni
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Vicerozmeéerné charakteristiky
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Vicerozmeérna data

OBJEKTY (SUBJEKTY)
B WO DN -

PROMENNE
D | Pohlavi V&k Vaha MMSE - Objem
skére  hipokampu
muz 84 85.5 29 7030
Zena 25 62.0 28 6984

Poznamka: proménné oznacCovany i jako znaky, pozorovani, diskriminatory,

priznakové proménné Ci priznaky

Anglicky oznaceni pouze jednim terminem: feature
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Maticovy zapis datového souboru

PROMENNE
_ || Pohlavi  vek  vaha  MMSE _Objem
> i skore hipokampu
Cx |1 | muz 84 855 29 7030
LLI -
b 2 2 zena 25 62,0 28 6984
O 3
[ X X X, |
! 2 7 maticovy zapis datového
X = Xor Xy 0 Xy, souboru n objektd
: : : (subjektt), které jsou
popsané p promeénnymi
_xnl xn2 o xnp ]

jeden prvek matice x; je hodnota j-té proménné u i-tého objektu
(subjektu), pricemz j=1,...,pai=1,..,n




Vicerozmeérny prumeér a kovariancni matice

13

Objem Objem E
ID : . g 12 °
hipokampu mozkovych komor - y
1 2 12 3 10 *
2 4 10 S
3 8 '_§ 8 ()
° 71 2 3

’ v ’ o v Objem hipokampu
Vicerozmeérny prumeér:

4

X [1 Zn 1Zn ] [1 2+ 443) S(12410+8 ] (3 10]
X = | — . J— . = | — —_ —

n i=1X11 n i=1X12 3 ( + 4+ ) 3( + + )
Kovariancni matice: S = Ei z;ﬂ, kde:

1

— 1 1
s11 =~ 21 (X —X)? =55 (2 -3+ (4 =3+ (3-3)%) =, (1+1+0) =1

Spp = — N (Xip — %)% = — ((12 = 10)% + (10 — 10)? + (8 — 10)?) =4

n—1 3—1
S21 = S12 = n_i1 ?:1(3"11‘1 — X)Xy —Xp) = 2SS = [_11
B—il((z —3)(12—-10)+ (4—3)(10—10)+ (3—3)(8—10)) =-1 o
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Vicerozmeérné normalni
rozdéleni
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Motivace

Dvourozmerny Hustota dvourozmeérného
histogram normalniho rozdéleni




Vicerozmeérné normalni rozdéleni

Hustota vicerozmérného normalniho rozdéleni:

1 1
e X)) = —= ‘,_____'EXD(—:(X—H)TE*(X—M))
NI \ 4 /

U - stredni hodnota

2 - kovariancni matice

Dvourozmeéerné normalniho rozdéleni:

1 exp [—— ! (x — pz)” L - ity)?  2p(x — pa) (y — ity
2m0,0y/1 — p* 2(1 = p?) o2 o2 OO0 1

x y
p= (“I). 5 = ( o P Uf”)
[y poLoy O,

p - korelacemeziXaY; o-smérodatna odchylka

flz,y) =

Y

Janousova, Dusek: Pokrocilé metody analyzy dat v neurovédach fB.IT IM] 10




Je normalita v jednorozmérném prostoru jedinou
_podminkou vicerozmerné normality?

400 — r r r r r r r r r r 400
350 | 350 |
300 300
250 250
200 + 200
150 150
100 100
50 50
0 0

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
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Je normalita v jednorozmérném prostoru jedinou
podminkou vicerozmeérné normality?

200 200

180 | 180 |
160 | 160 |
140 } - 140
120 | 120 |
100 | 100 }
80 | 80 |
60 | '1" 60 |
40 | 40 |
20 | 20 |

0 C=. 0 =
60 7.0 80 90 100 11.0 12.0 13.0 14.0 60 7.0 80 90 100 11.0 120 13.0 14.0
65 75 85 95 105 115 125 135 65 75 85 95 105 115 125 135
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Je normalita v jednorozmérném prostoru jedinou
_podminkou vicerozmerné normality?

400 T T T T T T T T T T T 400 T T

350 | 350 |

300 300

250 250

200 ¢
I 150

100

200
150 r
100

50 r 50 b

0 0

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Vicerozmeérny
outlier
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Oveéreni dvourozmeérné normality

Bagplot =, bivariate boxplot” (tzn. ,,dvourozmérny krabicovy graf”)

120

Mot

100 | "

90

80

vaha

7O b %

60 o

50 ¢ 4

4D15n 1é5 1én 1*'55 ﬂlfn 1}5 1én 1&5 1§U 1§5 2gp © vaha
m Median

vyska # Outliers

v softwaru Statistica: Graphs — 2D Graphs — Bag Plots
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Ovéreni dvourozmerné normality

Vykresleni regulacni elipsy (,,control” elipse):

120
110 | °
100
.-""----.--
S0 o g
e,
o
< o ©
= a o
TO ¢ o goo ¢ o 9 oo o
o B o o o of2 o
o g ©°8°
60 | ; ¢ o g B° o°B g
/ o o oo@
/
50 | f o o L+ ...;;_.a-"'
\, o o -~“
40 | ~
30 . L L . L
140 150 160 170 180 150 200
vyska

v softwaru Statistica: Graphs — Scatterplots — na zalozce Advanced zvolit Elipse Normal
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Vicerozmeérny t-test
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Jednorozmeérny dvouvybeérovy t-test

* Srovnavame dvé skupiny dat, které jsou na sobé nezavislé — mezi objekty
neexistuje vazba.

* Priklady: srovnani objem hipokampu u muzu a u Zen, srovnani kognitivniho
vykonu podle dvou kategorii veku,...
2_ %

1 4 %
— (——

T
—_ [ o3
X 1 ot Pacienti Kontroly

* Predpoklad: normalita dat v OBOU skupinach, shodnost (homogenita)

rozptylt v obou skupinach

4 . - x _x _C - £ I4 W I
» Testova statistika: =1 =2 , kde s, je vdzena smérodatna odchylka,
1 1
1 ny

c je konstanta, o kterou se rozdil prumeéru ma lisit (vétsinou rovna 0)
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Vicerozmerny t-test

Srovnavame dveé skupiny dat, které jsou na sobé nezavislé — mezi objekty
neexistuje vazba.

Na rozdil od jednorozmeérného dvouvybérového t-testu jsou dve skupiny
dat popsany vice proménnymi.

005 -
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Vicerozmerny t-test

Jednorozmérny dvouvybérovy t-test: ,— Studentovo rozdeleni
(I_}E]_{Hx_#‘}'}’ kde t — T{le + ]‘1}. _ E::I

testova statistika: ¢t=

. (n,—1)sz+ {n}. — 1}5:?.
ichylka == 4 "1+ (n, — 1)
(1x — 1) = cje konstanta, o kterou se rozdil priméra ma lisit (vétsinou ¢ = 0)

-
“‘  —

rodatna o

(‘I:u:

ena sr

NI<

L

SJE"EI

nulova hypotéza zamitnuta, pokud |[t| > t_;

Je ekvivalentni testu:

F rozdéleni
o o (ED(w—w) ; -1 Sz(iJri)]_l(z_ﬂg kde £2 ~ F‘(‘.L/+ _)
5 ||l+l e My ! € e T Ty
N Z=X—Yyau,= U, —H,

Vicerozmeérny t-test:
» dvouvybérova Hotellingova T? testova statistika: 1 _ (7 — ﬁrls(l 1 )r (F—7
 kde S je vazena kovariancni matice (n, — 1Sx+ (n, —1)5, *

() , L =D+, —1)
. x°(k) ; pro malé n, a n_je lepsi pouzit: . kn—ki F2 Flln— 1), kde n=n+n,~1
crit =D N F rozdéleni

* nulova hypotéza zamitnuta, pokud F > F
19




Ukol 1

Zjistéte, zda se |isi skupina pacientu se schizofrenii od zdravych subjektd na

zakladé parametrl popisujicich objem mozkovych struktur subjekta.

2 12
Xp=[4 10
3 8
13
212 ®
_811
< 10
\U
9 °
I
N 8 ¢
€ 7
S 6
o)
O 5
44 2 3

5 7]
4 5
e pacienti
e kontroly
[
o
[
4 5 6

Objem hipokampu
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Ukol 1 - Fedeni

Vicerozmérné primeéry:

_ 1 1
Xp = [@Z?fl Xi1 EZ?& Xiz] =13 10]
1
nH

_ 1 «on n
Xy = [EZ;,:H;[ Xi1 1‘51 Xiz] =[4 7]

Vybérové kovariancni matice:
D D

S, = S11 S12| 1 —17
—|\.D D | |_

S21 S22 1 4.

- H H1 . ]

S, = S11 S12| 1 —1
_ H H | |_

1S21 Sz 1 4/

Vazena kovarian¢ni matice:

5= [—11 _41]
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Vicerozmeérny t-test:

n 5
k 2
T2 3,5
F 1,31
dfl 2
df2 3
a 0,05
F-crit 9,55
p-hodnota 0,389

r2 = (¥ - ﬂrls(ﬂh i)] TP

F

B n—ik
 k(n—1)

[ Tl}'
T2~ Flk,n — k)

MW o2




Vicerozmeérna analyza rozptylu
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Analyza rozptylu (ANOVA) jednoduchého tridéni

 Srovnavame tri a vice skupin dat, které jsou na sobé nezdvislé (mezi
objekty neexistuje vazba).

* Priklady: srovnadni objemu hipokampu u pacientl s AD, pacientd s MCI a
kontrol; srovnani kognitivniho vykonu podle Ctyr kategorii veéku.

|

Cl Lo —
Jr}s}:;‘e:(;\‘-ﬂ—“ bl X3

o

Kontroly

« Pfedpoklady: normalita dat ve VSECH skupinach, shodnost (homogenita)
rozptylG VSECH srovnavanych skupin, nezavislost jednotlivych pozorovani.

S, /df,
S /df

e Testova statistika: F' =




Analyza rozptylu (ANOVA) — princip

* Srovnani variability (rozptylu) mezi vybéry s variabilitou uvnitr vybéru.

'.
m
$

celkovy
primeér

AD MCI CN AD MCI CN
e Tabulka analyzy rozptylu jednoduchého tridéni (One-Way ANOVA):
Variabilita vSouce'E Pocet stupnu PI\"umerny F statistika p-hodnota
ctvercu volnosti Ctverec
Mezi skupinami Sa df, =k-1 MS, = S,/df,
Po= S,/df,
Uvn.|tr s,ku,pln S df = n—k MS. = S._/df S,/ df,
(reziduadlni var.) © € ¢ e
Celkem S; df;=n-1
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Analyza rozptylu jako linearni model

* Analyza rozptylu pro jednu vysvétlujici proménnou (jednoduché tridéni)
|ze zapsat jako linearni model:

= ‘Li e i
]\ '\t\ Reziduum
Populacni prameér i-ty efekt faktoru A
* Nulovou hypotézu pak lze vyjadrit jako: H,:a,=a,=...=a,

* Rozsirenim tohoto zapisu muzeme definovat dalSi modely ANOVA: vice
faktorl, hodnoceni interakci, opakovana méreni na jednom subjektu.
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Analyza rozptylu dvojného trideni

* Uvazujeme dvé vysvetlujici proménné zaroven.

e Zapis modelu:
Y,=u+a,+p +e,

A A R \_. Rasidiiimn
\ Reziduum
/ j-ty efekt faktoru B

j-ty efekt faktoru A

Populacni primér

* Nulové hypotézy pak mame dvé: H, :a,=a,=...=a, ,H,: B, =5,=...=0.
Variabilita — Pocet stupni volnosti P F statistika p-hodnota
Ctverci Ctverec
Faktor A MS, =S, / df,
Faktor B SB de =r—1 MS; = Sg / df; FB
Rezidua Se df, = (k—=1)(r—1) MS.= S, / df,
Celkem St dff=n-1=kr—-1
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Analyza rozptylu dvojného tridéni s interakci

e Uvazujeme dveé vysvétlujici

e Zapis modelu:

pUsobeni.

|

Populacni primér

Nulové hypotézy pak mame tri:
H,:a =a,

H01 yll yl2_ _ykr

proménné a zaroven i jejich spolecné

Yy =u+a,+ P +7;+e <« Reziduum

1 \ Interakce

j-ty efekt faktoru B
i-ty efekt faktoru A

.=a, Hy:pB = =0,

Soucet Primérny
Variabilita Pocet y F statistika p-hodnota
Ctvercli Ctverec

stupni volnosti
dfy =

Faktor A MS, =S,/ df,

Faktor B SB dfy=r—1 MS; = Sg / dfy FB
Interakce AxB Sas dfpg = (k—1)(r—1) MS,s = Sag / dfas Frg
Rezidua S. df,=n—kr MS.= S, / df,

Celkem S, dff=n-1

JanousSova, Dusek: Pokrocilé metody analyzy dat v neurovédach
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Hlavni efekty a interakce

26

24

22

20 |

18

16

14 |

12

10

MS F p

Faktor 1

5293 1290.7 0.000

461.1 0.000

Faktor 2

861 209.9 0.000

F1*F2

1 0.3 0.570

Error

24

22

20

MS F p

224.3 0.000

Faktor 1

4799 1443.4 0.000

()
18 & Faktor2 | 18 -
a L I Faktor2 1 a L
16 | 16 | _—————-
15 15 % —@
14 14
13 13
12 12
1"} " r
10 | 10 | M
9t 9t
8 1 1 1 8 1
A B A
SS D.f. MS F p SS D.f.
Faktor1 1978 1 1978 482.2 0.000 Faktor 1 4 1
Faktor 2 1 1 1 0.3 0.602 Faktor2 1891
F1*F2 1 1 1 0.3 0.570 F1*F2 1 1
Error 804 196 4 Error 804 196
18 20
17
6 L 18 |
15 6 L
14
13 14
12
il 12
10 | 10 |
9 }
8 1 1 1 8 1
A B A
SS D.f. MS F p SS D.f.
Faktor 1 4 1 4 1.0 0.314 Faktor 1 920
Faktor 2 1 1 1 0.3 0.602 Faktor 2 1 1
F1*F2 867 1 867 211.3 0.000 F1*F2 867 1
Error 804 196 4 Error 804 196

Faktor 2

316 95.0 0.000

211.3 0.000

F1*F2

175 52.5 0.000
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Ukol 2

Zjistéte, zda ma vliv pohlavi a typ léku na pocet uzdravenych pacient(
s leukémii.

Pohlavi Typ léku POEeL:Z?;::’:"VCh
M placebo 1
M 6k 1 )
M 6k 2 c
z placebo 3
z 6k 1 4
Z 6k 2 9




Ukol 2 — feéeni

Zjistéte, zda ma vliv pohlavi a typ léku na pocet uzdravenych pacient(
s leukémii.

Prekédovani: Legenda:
Pohlavi Typ léku Pocet uzqravoenych Pohlavi:  1=M
pacientu =7
1 1 1
Typ léku:  1=placebo
; ? ! 2=1ék 1
1 3 6 3=1ék 2
2 1 3
2 2 4
2 3 9




Ukol 2 — feéeni

a=2; b=3;, c=1, n=6;

Pohlavi Typléku Pocet uzdrav. pacientt
1 1 (1
1 y A= 1
M; =8/3
1 3 _ 6
2 1 Y. =16 [ 3
2 2 2o <4
M, =16/3
2 3 . 9

AN
NN

;. M_=24/6=4

Soucet ctvercu pro faktor A (pohlavi):

a

pocet stupnilivolnosti:f, =a—1=1

S, = bczl (M;. —M )?=3-((8/3-4)*+(16/3 —4)?)=32/3 =10,67

Soucet ctvercu pro faktor B (typ léku):

pocCet stupnit volnosti:fp =b —1 = 2

b 2
Sp = ac Z}zl(M,j, —M ) =2-(2-D*+@5-D>+(75-4)?%) =37

Celkovy soucet Ctvercu :

pocet stupnid volnosti:fr =n—1=15

a b 1\ C
S;= Y > (K -M)=(-+ (L -2+ o+ (9 4)? = 48
11_1 1J=1 jk=1

Rezidualni soucet ¢tvercu :

pocet stupnl volnosti:fr =n —a —
hb+1=2 s W 31




Ukol 2 — feéeni

Tabulka analyzy rozptylu dvojného tridéni:

¢ 2 S/f
Zdroj variability ?ouce’s Stupne. Podil S/f F = /
Ctvercu volnosti Se/fE
Faktor A (pohlavi) Sy =10,67 fs, =1 10,67 63,99
Faktor B (typ Iéku)  Sp = 37 fp =2 18,5 110,98
Rezidualni S =10,33 fp =2 0,16 -
Celkovy S+ =48 fr=75 - -

Srovnani s kvantily:
Fy = 63,99 > Fj45(1,2) = 18,1 - pohlavi ma vliv na pocet uzdravenych pacient(

Fp = 110,98 > F(95(2,2) = 19 > typ léku ma vliv na pocet uzdravenych pacientd
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Ukol 2 — fegeni v softwaru STATISTICA

Zjistéte, zda ma vliv pohlavi a typ léku na pocet uzdravenych pacientl

s leukémii.

Pohlavi

Typ léku

Pocet uzdrav. pacienti

M

M
M
Z
Z
Z

placebo
lék 1
lék 2

placebo
ek 1
lek 2

1

1
6
3
4
9

V softwaru STATISTICA: Statistics — ANOVA — Main effects ANOVA — Quick specs dialog — OK —
Variables — Dependent variable list: X, Categorical predictors (factors): A, B — OK — All effects.

Post hoc testy: More results — Post hoc — zvolit Effect — Tukey HSD (nebo Scheffé)
Levenuv test: More results — Assumptions — zvolit proménnou — Levene’s test (ANOVA)

Viykresleni krabicovych grafi podle obou proménnych: Graphs — 2D Graphs — Box Plots... — zvolit
spojitou proménnou jako Dependent variable, zvolit jednu kategorialni proménnou jako Grouping
variable — na listu Categorized u X-Categories zatrhnout On a Layout zménit na Overlaid — OK

Pokud bychom uvazovali model s interakcemi, zvolime Factorial ANOVA (namisto Main effects A.)

gl i
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Ukol 2 — fedeni v softwaru SPSS

Zjistéte, zda ma vliv pohlavi a typ léku na pocet uzdravenych pacientl

s leukémii.

Pohlavi

Typ léku

Pocet uzdrav. pacienti

M

M
M
Z
Z
Z

placebo
lék 1
lék 2

placebo
ek 1
lek 2

1

1
6
3
4
9

V softwaru SPSS: Analyze — General Linear Model — Univariate — Dependent Variable: spojita

proménna, Fixed Factor(s): kategorialni proménné —>

 Model —zatrhneme Custom — vybereme Typ:Main effects — do Model pretahneme A, B (pokud
bychom chtéli model s interakcemi nechdme zatrZzené Full factorial) — odsSkrtneme Include

intercept in model — Continue

e Post Hoc — Post hoc Tests for: zvolit kategorialni proménnou — zatrhneme Tukey’s-b — Continue
* Plots: zvolit proménné do Horizontal Axis a Separte Lines — Add — Continue
* Options...— Homogeneity tests — Continue

Viykresleni krabicovych grafi podle obou proménnych: Graphs — Legacy Dialogs — Boxplot... —
Clustered — Define — zvolit Variable Category Axis a Define Clusters by - OK

N My
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Ukol 2 — fedeni v softwaru R

Zjistéte, zda ma vliv pohlavi a typ léku na pocet uzdravenych pacient(
s leukémii.

V softwaru R:
data <- data.frame(pohl=c(1,1,1,2,2,2),lek=c(1,2,3,1,2,3),pocet=c(1,1,6,3,4,9))
data

model_bez_interakce <- aov(dataSpocet ~ (as.factor(dataSpohl)+as.factor(dataSlek)))
summary(model_bez_interakce)
TukeyHSD(model _bez_interakce) # post-hoc test

# 2. zpusob: anova(lm(dataSpocet ~ (as.factor(dataSpohl)+as.factor(dataSlek))))

model_s_interakci <- aov(dataSpocet ~ (as.factor(dataSpohl)*as.factor(dataSlek)))
summary(model_s_interakci)

boxplot(dataSpocet ~(as.factor(dataSpohl)*as.factor(dataSlek)))

library("car") # instalace baliku car pomoci: install.packages("car"
leveneTest(dataSpocet ~ (as.factor(dataSpohl)*as.factor(dataSlek)),center=mean)




Transformace a jiné upravy
vicerozmeérnych dat
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Typy transformaci a jinych uprav vicerozm. dat

normalizace dat (= prevod na normalni rozdéleni)
standardizace dat

min-max normalizace

centrovani dat

odstranéni vlivu kovariat na jiné proménné
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Normalizace dat

pfrevod na normalni rozdéleni (normalita je predpokladem rady

statistickych testu).

napl. logaritmicka transformace: X = In(Y) nebo X = In(Y+1), pokud data

obsahuji hodnotu O

Asymetrické rozdéleni
f(y) f(x)

X = In(Y)

Median Pramér
->€ >
Geometricky prameér y

dalsi priklady:

Normalni rozdéleni

-)e
Median Pramér In (y)

— odmocninova transf. (pro proménné s Poissonovym rozlozenim nebo
obecné data typu pocet jedincd, bunék apod.: X = /Y nebo X = /Y +1

— arcsin transfomace (pro proménné s binomickym rozlozenim)

— Box-Coxova tranformace




Standardizace dat

standardizace: z; =

Xi—

X

dUvod: prevod proménnych na stejné méfitko

podéleni smérodatnou odchylkou)

promeénné budou mit rozsah priblizné od -3 do 3

(tzn. odecteni pruméru od jednotlivych hodnot a

ziskame tim soucasné i tzv. z-skére (které vyjadruje, o kolik smérodatnych

pozor: standardizace je nevhodna v pripade, ze promeénné nemaji
normalni rozdéleni a ze se v datech vyskytuji odlehlé hodnoty!!!
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Min-max normalizace

divod: prevod proménnych na stejné meéritko

oproti standardizaci vhodna i na proménné nemajici normalni rozdéleni ci

obsahujici odlehlé hodnoty

min-max normalizace: y; =

x;—min(x)

max(x)—min(x)

rozsah hodnot proménnych po min-max normalizacije od 0 do 1
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Centrovani dat

odecteni prameéru od dat — ziskdme novou proménnou, ktera bude mit

prumér roven nule

divod: centrovani je duleZitou podminkou
statistickych metod (napr. klasifikaCnich)

centrovani:z; = x; — X

nekterych pokrocilych
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Odstranéni vlivu kovariat na jiné proménné (tzv. adjustace)

V prvnim kroku definujeme regresni model vztahu kovariaty (napr. véku) a dané proménné

Reziduum (predstavujici hodnotu parametru po odecteni vlivu véku, jeho primér je 0) je

Adjustovana data

vliv véku, ale zdroven neni zménéna Ciselnd

Vek

(
Pro kazdého pacienta je vypocteno jeho reziduum od regresni pfimky
pricteno k prlmérné hodnoté parametru
4. \Vysledna adjustovana hodnota ma odecten
hodnota parametru
Pivodni data
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Podékovani

Priprava vyukovych materidll predmétu
,DSANO2 Pokrocilé metody analyzy dat v neurovedach”

byla financné podporovana prostredky projektu FRMU
¢. MUNI/FR/0260/2014 ,,Pokrocilé metody analyzy dat

v neurovedach jako novy predmét na LF MU“
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