Kanonicka korelaéni analyza (Canonical correlation analysis)

Kanonicka korelaéni analyza patfi mezi metody vicerozmérné analyzy dat. Jejim cilem je nalézt
vztahy mezi dvéma skupinami proménnych. Z ur¢itého pohledu se jedna o rozsiteni vicenasobné
linearni regrese, pti niz se hleda vztah jedné (tzv. vysvétlované) proménné se skupinou (tzv.
vysvétlujicich) proménnych. Kanonickd korela¢ni analyza byla navrzena v roce 1935 Hotellingem a jejim
principem je hledani linearni kombinace jedné skupiny p proménnych, kterd nejlépe koreluje s linedrni
kombinaci druhé skupiny g proménnych. Prikladem muzZe byt hledani vztahl mezi proménnymi
popisujicimi viohy studentl a proménnymi odrazejicimi vysledky v jednotlivych predmétech nebo
zjistovani, jak souvisi parametry pocasi (primérné denni srazky, vlhkost, poéet hodin slunec¢niho
zareni) s vynosem plodin (vyska rostlin, hmotnost po ususeni, pocet list().

V prabéhu kanonické korelacni analyzy se postupné hledaji linearni kombinace proménnych
z kazdé skupiny (podobné jako u analyzy hlavnich komponent — principal component analysis — PCA),
tedy vytvdfi se nové proménné, tzv. kanonické proménné (canonical variables), které vedou
k maximalnim vzajemnym korelacim mezi skupinami (na rozdil od PCA, kde se vytvafi nové proménné
za UcCelem vysvétleni co nejvice variability plvodnich dat, ktera se uvaZzuji jako celek). Jedna se o
krokovy proces, kdy se v prvnim kroku hleda linedrni kombinace prvni skupiny proménnych a linedrni
kombinace druhé skupiny proménnych, jejichz korelace je maximalni. Tyto linearni kombinace tvofi
prvni par kanonickych proménnych, které jsou zdkladem nového souradnicového systému. Jejich
korelaci oznacujeme jako tzv. prvni kanonickou korelaci (canonical correlation). V dalSich krocich se
hledaji dalsi linearni kombinace skupin proménnych, tedy dalsi kanonické proménné, tak, aby mély co
nejvétsi vzajemnou druhou, tfeti, ... korelaci a pfitom byly nekorelované s kanonickymi proménnymi
ziskanymi v predchozich krocich.

Kanonicka korelac¢ni analyza je zvlasté uzite¢na v situacich, kdy jsou proménné uvnitt skupin
korelované, takZe nema smysl vyhodnocovat korelace jednotlivych proménnych oddélené, protoZe by
se zanedbala jejich vzajemna vnitifni korelace. Kromé nalezeni vztah(l v datech se tato metoda vyuziva
i pfi snizovani dimenze dat, pokud jsou skupiny ptivodnich proménnych velké a ucelem je nalézt maly
pocet novych kanonickych proménnych, které postihuji v maximalni mife korelace mezi plvodnimi
skupinami proménnych.

Predpoklady kanonické korelacni analyzy

Kanonicka korelacni analyza predpokldda pouze linedrni zavislost mezi proménnymi i mezi
skupinami proménnych. Je tudiz nutné vysetfit grafy kazdého paru proménnych a provéfit linearitu a
odlehlé hodnoty. Napomocny muiZe byt napt. maticovy graf, jenz slouzi ke znazornéni zavislosti dvojic
proménnych pomoci bodovych (teckovych) grafli, které jsou usporadany do matice (Obr. 1). Pfi
nelinedrnim vztahu by méla byt jedna nebo obé proménné vhodné transformovany.

Kanonickd korela¢ni analyza nevyZaduje predpoklad normality proménnych, normalita je
poZadovana pouze pro provedeni testll statistické vyznamnosti kanonickych korelaci. Tato metoda
tedy mlzZe byt pouZita i pro nenormalné rozdélené proménné, pokud forma rozdéleni (napf. silné
zeSikmena) nezkresluje korelaci s ostatnimi proménnymi. Vzhledem k tomu, Ze je metoda zaloZena na
vypoctu korelaci, neni tudiz vhodné ji aplikovat na kategorialni data s malym poctem kategorii.



Dalsim dllezitym predpokladem je dostatecné velky soubor vstupnich dat, abychom zabranili
problémuam pfilis malého vybéru a z toho plynouciho mozného zkresleni vysledkd analyzy. Idedlné by
mélo byt alespor 10 pozorovani (subjektl ¢i objektd) na 1 proménnou. Rovnéz je nutné pfedem ovéfit,
zda nejsou v datech chybéjici hodnoty, protoze vétSina implementaci metody CCA ve statistickych
softwarech vyradi z analyzy vsechny subjekty, u nichZ je alespon jedna chybéjici hodnota, coZz mize
vést k velkému sniZeni velikosti souboru a pfipadné i zkresleni analyzy, pokud data nechybi nahodné.
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Obr. 1. Ukdzka maticového grafu.

Vypocet kanonické korelaéni analyzy

OznacCme prvni skupinu p proménnych jako x1, X, ..., X, a druhou skupinu g proménnych jako

Y Y2, Yq-

V kanonické korela¢ni analyze se tvofi prvni dvojice kanonickych proménnych U, a V; tak, ze

U, se vytvofi jako linearni kombinace proménnych y; a V; se vytvofi z proménnych x;:
Uj=anyi+apy++aq¥qe
Vl = bll X1 + b12 X2 + -+ blp xp.

Koeficienty ay; a bq;, tzv. kanonické vahy (canonical coefficients), se vyhledavaji tak, aby
kanonické proménné U, a V; byly maximalné korelované. Korelaci p; mezi U; a V4 nazyvame prvni
kanonickou korelaci a je to nejsilnéjsi mozna korelace mezi linedrnimi kombinacemi obou skupin
proménnych.

Druhd dvojice kanonickych proménnych U, a V., se obdobné tvofi jako linearni kombinace
proménnych y; resp. x; tak, aby mély opét co nejvétsi korelaci, tzv. druhou kanonickou korelaci p,, a
pfitom spliiovaly podminku, Ze U, iV, jsou nekorelované s U; a V. Druhd kanonicka korelace je vidy
mensi nebo rovna prvni kanonické korelaci.

Déle se obdobné vytvafi dalsi dvojice kanonickych proménnych U; a V5 atd. s co nejvétsi treti
atd. kanonickou korelaci a které jsou nekorelované se vsemi ostatnimi kanonickymi proménnymi.
Maximalni pocet dvojic kanonickych proménnych a jim odpovidajicich kanonickych korelaci je roven
mensimu z Cisel p a g (tzn. mensimu z poc¢tu proménnych ve skupinach).



Pro urceni koeficientl a; = (ail,aiz,...,aiq) ab;= (bil,biz, ...,bip) jednotlivych dvojic
kanonickych proménnych, se maximalizuje korela¢ni koeficient:
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kdeS,, = EXTXJG kovarianéni matice proménnych x;, které jsou centrované (tzn. je u nich odecten

primér) a jsou usporadané do matice X rozméru (n X p), pticemz n je pocet subjektli ¢i objektd;

1

Syy :EYTY je kovarian¢ni matice centrovanych proménnych y; uspofadanych do matice Y

v 1 . . . . . v .
rozméru (n X q); a Sy, = EXTY = S§x je matice kovarianci centrovanych proménnych x; a y;.

Pro maximalizaci korelacnich koeficientl se vyuzivda metoda tzv. Lagrangeovych souciniteld.
Postupnym odvozovanim se dospéje k tomu, Zze pokud provedeme rozklad matice S;,%Sxys;},Syx na
vlastni Cisla a vlastni vektory, ziskame matici 4, kterd na diagonale obsahuje vlastni Cisla odpovidajici
ctverclim kanonickych korelaci. Dale ziskdame matici V, jejiz sloupce jsou vlastni vektory, pficemz prvni
sloupec odpovidd hodnotam koeficientd b; prvni kanonické proménné V,, druhy sloupec
koeficientim b, druhé kanonické proménné V, atd. Koeficienty a4, a,, ... kanonickych proménnych

o 1 o
Uy, Uy, ... se pak urti ze vztahu a; = =S558, b;.

VA
Souradnice subjektl v novém prostoru, tzv. kanonicka skére (canonical scores), 1ze vypocitat
jakoV = XB a U = YA, kde B obsahuje jako sloupce koeficienty b; a 4 je tvofena sloupcovymi vektory
koeficientd a;. Ddle Ize vypocitat tzv. matice zatézi Ly = SyyB a L, = S,,, A, coZ jsou ve skutecnosti
korelace mezi kanonickymi proménnymi a plvodnimi proménnymi.

Pro ovéreni vysledkd kanonické korelacni analyzy je vhodné vytvofit dva dil¢i podsoubory
subjektl ¢i objektl, provést analyzu s kazdym podsouborem oddélené a nasledné porovnat zatéze
kanonickych proménnych atd. Kdyz je nalezen velky rozdil, je nutno analyzovat, ¢im je zplsoben.

Interpretace kanonickych proménnych

Kanonické proménné jsou uméle vytvorené proménné, které zpravidla nemaji ptimé vysvétleni
a je nutno je interpretovat (obdobné jako u PCA). DlleZitost kazdé proménné se vyhodnocuje ze dvou
hledisek. Uréujeme intenzitu vztahu mezi kanonickou proménnou U; a pUvodnimi proménnymi
Y1, Y2, -, Yq @ rovnéz kanonickou proménnou V; a plvodnimi proménnymi x4, X5, ..., X,,. Dale také
vyjadfujeme silu vztahu mezi obéma kanonickymi proménnymi U; a V;.

Intenzita vztahu mezi obéma kanonickymi proménnymi je vyjadiena prostrednictvim
kanonické korelace. Ctverec kanonickych korelaci (¢ili koeficient determinace) predstavuje velikost
sdileného rozptylu mezi kanonickymi proménnymi. Zpravidla se analyzuji pouze ty dvojice kanonickych
proménnych, jejichz kanonické korelace jsou statisticky vyznamné. Pro urceni statistické vyznamnosti
je mozno pouzit napr. Wilkovo lambda, k némuz lze vypocitat p-hodnotu. P-hodnota mensi nez 0,05
pak ukazuje na statistickou vyznamnost kanonické korelace. Wilkovo lambda je interpretovano opacné
neZ koeficient determinace (tzn. hodnota blizka 0 ukazuje na silny vztah, zatimco hodnota blizka 1 na
slaby vztah). Kromé statistické vyznamnosti je nutné se divat i na samotnou velikost kanonické
korelace. Obecné pfrijatelny ndvod o vhodné velikosti kanonickych korelaci vsak bohuZel neexistuje.



Silu vztahu mezi kanonickou proménnou a plvodnimi proménnymi mizZeme posuzovat pomoci

Vv

kanonickych vah ¢i kanonickych zatézi:

e U kanonickych vah vySetfujeme znaménko a velikost vahy. Pvodni proménné s vahami
stejného znaménka vykazuji pfimy vztah, zatimco proménné, jejichz vahy maji opacné
znaménko, vykazuji inverzni vztah. Proménné s relativné velkymi vahami ptispivaji vice do
kanonickych proménnych a naopak. Mala vaha tedy zpravidla znamena, Ze odpovidajici
plvodni proménna je v ur¢ovani kanonické proménné nevyznamna. Dalsi moZnosti vsak je,
Ze je nizka vaha zpUsobena tim, Ze je mezi plvodnimi proménnymi vysokd multikolinearita.

e Kanonické zatéze méri linedrni korelaci mezi pulvodni proménnou a kanonickou
proménnou, tzn. odrazeji rozptyl, ktery sdileji plvodni proménné s kanonickou proménnou.
Multikolinearita tedy kanonické zatéze nijak nezkresluje.

Je-li skupina proménnych v jedné kanonické proménné nekorelovand, kanonické zatéze jsou
rovny standardizovanym kanonickym vaham. Jsou-li vSak nékteré z pivodnich proménnych v dané
skupiné silné korelovany, pak jsou zatéZe a vahy zcela rozliéné. Napf. pokud jsou dvé proménné x; a
X, silné kladné korelovany a kazda je pozitivné korelovana s kanonickou proménnou, muZze se stat, Ze
jedna kanonicka vaha bude kladnd a jedna zapornd, zatimco kanonické zatéze budou obé kladné, jak
by se dalo ocekavat. Pokud se takto podstatné lisi kanonické vahy od kanonickych zatézi, je nutné zjistit
pricinu.

Priklad

Chceme zjistit, zda a jak souvisi charakteristiky prace (5 proménnych: zpétna vazba,
vyznamnost Ukolu, variabilita Ukol(, provedeni celého Ukolu, autonomie) se spokojenosti s praci
(7 proménnych: spokojenost nadfizeného, spokojenost s budoucnosti prace, financni spokojenost,
spokojenost s pracovni zatézi, prestiz firmy, spokojenost s druhem prace, vSeobecna spokojenost) u
784 zaméstnancl (Dunham 1997). Z dat byla vypocitana korela¢ni matice vSech proménnych:

(1.0 33 32 20 .19 30 37 .21
49 10 30 21 16 08 27 35 20
53 57 10 31 23 14 07 24 37 18
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21 20 .18 16 27 40 58 45 27 59 31 1.0 ]

Dale bylo vypocitano 5 kanonickych korelaci (protoZe minimum z 5 a 7 je 5) a kanonické proménné:

Canconical Variate Coefficients and Canonical Correlations

Standardized variables Standardized variables _
A A A L & 5 U L L M A L
ap: ) 21 17 -2 44 | 55 | by a2 2 -03 o 29 52 -2
a;  -30 65 8 -29 -81 | 23 | by 03 -4 08 —-91 .14 59 -2
i —86 47 —19  -49 95 | 12 | by 58 -7 —41 —07 19 —43 2
i 76 ~06 —12 —114 -25 | 08 | by 23 49 52 —47 34 —69 ~37
ay 27 101 -104 16 32| o5 | by -52 —.63 41 21 6 02 10




Naptiklad prvni kanonicka korelace je 0,55, coz je vcelku silna korelace, ktera ukazuje na to, Ze existuje
vztah mezi spokojenosti s praci a charakteristikami prace. Prvni par kanonickych proménnych je:

U = 4228 + 21287 + 1720 — 022 + 4470

V=420 + 2222 — 037 + 012 + 2927 + 52 — 12/
Z hodnot kanonickych vah je patrné, ze kanonicka proménnd l71 je zalozena predevsim na 1. a 5.
pGvodni proménné, tzn. na zpétné vazbé a autonomii. Kanonicka proménna Vl je reprezentovdna 1.,

2., 5. a 6. plvodni proménnou, tedy prestizi firmy, spokojenosti nadfizeného a spokojenosti
s budoucnosti a druhem préce.

Dale byly vypocteny kanonické zatéze:

Sample Correlations Between Original Variables and Canonical Variables

Sample Sample

canonical canonical

variates variates

X variables ﬁ’l I;'l X (@ variables l}l ‘}1
1. Feedback 83 46 1. Supervisor satisfaction 42 75
2. Task significance 74 41 2. Career-future satisfaction 35 65
3. Task variety 75 42 3. Financial satisfaction 21 39
4. Task identity 62 34 4. Workload satisfaction 21 37
5. Autonomy 85 48 5. Company identification .36 .65
6. Kind-of-work satisfaction 44 .80
7. General satisfaction 28 .50

Z hodnot zatézi vyplyva, Ze vsech 5 charakteristik prace ma vysoké a vcelku obdobné korelace
s kanonickou proménnou fll, tedy tato proménna muzZe byt interpretovana jako ,index charakteristiky
prace”. Je tu tedy rozdil v interpretaci pomoci kanonickych vah a zatézi zpGsobeny vcelku vysokymi
korelacemi mezi ptivodnimi proménnymi. Zatimco interpretace kanonické proménné ¥V, zdistava stejna
jako pti poutziti kanonickych vah, protoZe korelace jsou nejvyssi u stejnych ¢tyr plvodnich proménnych.
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