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1 Stavebni kameny matematiky

V této iivodni kapitole struéné popiseme nékteré zakladni matematické pojmy a predstavy, které
se vyskytuji ve vSech specialnich oblastech matematiky, jako jsou napr. matematickd analyza,
algebra, teorie pravdépodobnosti nebo numerickd matematika. Ucebnice vyssi matematiky jsou
vétsinou psany systémem Definice — Véta — Diikaz. V nasem kurzu budeme postupovat méné
precizné, intuitivni cestou. Presto je vhodné zakladnim principiim dobfe rozumét.

Definice je prirazeni nazvu jisté presnéji vymezené entité. Sama o sobé neobsahuje zZadnou
novou informaci, zddny poznatek. Definice byvaji ¢asto psdny nepresné jako implikace, tedy
,Pokud plati to a ono, oznacujeme jej jako abc“. Vzdy je ve skutec¢nosti rozuména ekvivalence,
tedy ,,Praveé kdyz plati to a ono, oznacujeme jej jako abc“.

Priklad definice: Realna funkce jedné realné proménné je kazdé zobrazeni z mnoziny R do mno-
ziny R. V tomto pripadé jsme entité ,zobrazeni z mnoziny R do mnoziny R* prifadili nazev
yrealnd funkce jedné realné proménné*.

1.1 Mnozina

Mnozinou rozumime souhrn jakychkoli vzdjemné odlisitelnych elementti, prvki mnoziny, do
jednoho celku. Predstavu mnozin prvné zformuloval némecky matematik Georg Cantox{ﬂ Zalozil
oblast matematiky dnes oznacovanou jako Teorie mnozin. V originale definuje Cantor mnozinu
takto:

Unter einer ,Menge“ verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlunterschie-
denen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die ,Elemente* von M
genannt werden) zu einem Ganzen.

Ptvodni Cantorovu verzi oznac¢ujeme jako Naivni teorii mnozin, jejiz nedostatky byly odhaleny
na pocatku 20. stoleti a byla zprecizovana v tzv. Axiomatické teorii mnozin, spojené se jmény
Zermelo a Fraenkel. Teorie mnozin je absolutnim zakladem matematiky, snad vSe v matematice
lze prevést na operace s mnozinami.

1.2 Zobrazeni, funkce

Casto nas zajima vztah dvou mnozin A a B, tedy souvislost mezi jednotlivymi prvky. Takova
souvislost se velmi obecné oznacuje jako relace. Kazdému prvku jedné mnoziny miize byt prira-
zeno vice prvkl druhé mnoziny nebo nemusi byt nékterému prvku pfifazen zadny prvek. Velmi
mnoziny B, se oznacuje jako zobrazeni nebo funkce. Funkce a zobrazeni jsou obvykle vnimana
jako synonyma. Pokud prvky mnoziny A ozna¢ime x a mnoziny B y, pak zapis

fiA—>Bx—y

LGeorg Cantor, 1845-1918, némecky matematik, zalozil Teorii mnozin



1.3 Komplexni cisla

znamend zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B, které kazdému x € A prifazuje y € B.
Mnozinou A mohou byt napf. vSichni obcasné Ceské republiky, mnozinou B redlna ¢éisla (B = R).
Zobrazeni ,méreni vysky“ zapiSeme jako

méfeni vysky : obéané CR — R;obcan — vyska

1.3 Komplexni cisla

Zname nékolik nekoneénych mnozin c¢isel, napt. prirozena ¢isla N, celd cisla Z, raciondlni ¢isla
Q nebo realna cisla R. Nad témito mnozinami jsou definované jisté operace, t.j. co muzeme s
Cisly délat. Prirozena ¢isla mizeme scitat a nasobit, pricemz vysledek je opét prirozené Cislo, ale
nemuzeme napr. odecist vétsi ¢islo od mensiho. To mizeme provadét s celymi cisly, ta ale napft.
nemuzeme libovolné délit. K tomu uz potfebujeme jesté vétsi mnozinu ¢isel, totiz raciondlni
¢isla, kterd jsou vyjadritelnd zlomkem. Racionalni ¢isla jsou prvni nekonec¢nou mnozinou ¢isel, s
nimiz muzeme provadét vSechny bézné operace s Cisly a vysledek je vzdy raciondlni ¢islo. Jak uz
ale zjistili v antickém Recku, néktera &sla, napi. v/2, mezi racionalni nepatif. Pokud raciondlni
¢isla obohatime o tato tzv. iracionalni ¢isla, dostaneme realna ¢isla. Na okraj poznamenejme, ze
iracionalnich ¢isel je mnohem vice nez ¢isel racionélnich.

Kromé redlnych ¢isel ale existuje jesté jedna (a uz zddna dalsi!!) nekone¢nd mnozina ponékud
zvlastnich ¢isel, oznacovanych jako komplexni ¢isla, s nimiz lze pocitat jako s ,normalnimi“
¢isly. Neexistuje zadné realné cislo, které umocnéno na druhou dd —1. Definujme si proto néjaké
nové &islo 4, které neni redlné, ifkejme mu imagindrni, pro néjz plati i> = —1. Vezméné dvé
realnd Cisla a,b € R a definujme nové ¢islo jako

z=a+b

Mnozinu vsech takovych ¢isel ozna¢me jako komplexni ¢isla C. Pokud s nimi budeme ,,normélné“
pocitat, zjistime, ze vSe bez problému funguje. Dvé komplexni ¢isla vynasobime napi. takto

(342i).(4—3i)=12—9i+ 8 —6i> =12 —i —6.(—1) = 18 —i

Komplexni ¢islo obsahuje dvé ,,proménné“ a a b, dé se proto zobrazit jako bod v plosném grafu,
v tzv. Gaussovéﬂ roviné (obr. [1.1), kdy redlnou é4st a vynisime na osu x a imaginarn{ édst b na
osu y. Velikost neboli absolutni hodnota komplexniho ¢isla ||z|| je vzdalenost bodu od poéatku,

¢l = VaF 72
Spojnice bodu a pocatku svird s osou x thel ¢, oznacovany jako faze komplexniho ¢isla. Plati
proto a = ||z]|.cos ¢ a b = ||z||. sin ¢. Komplexni éislo tedy muzete vyjadfit pomoci goniometri-
kych funkei jako

plati

z=a+bi = |z]|cosp+i||z||sinp = ||z|| (cos ¢ + isin p)

Absolutni hodnota ||z|| byva téZ oznacovana jako amplituda komplexniho ¢isla A.

2Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, némecky matematik a fyzik




1 Stavebni kameny matematiky

_1 1!

Obrazek 1.1: Komplexni ¢islo v Gaussové roviné

1.4 Uméni zanedbat nepodstatné

Umeéni rozpoznat a zanedbat nepodstatné je cenna dovednost v zZivoté i v matematice. V mate-

matice vhodné zanedbéni vede ke zjednoduseni vyrazu bez podstatného nartstu chyby vysledku.
Zanedbat muzeme v souctu, je-li jeden ze séitanct podstatné mensi. V soucinu pochopitelné za-
nedbévat nelze. Pokud tedy d < x, plati

r+d~zx
Zanedbat muzeme zejména mocniny malych hodnot. Pokud totiz d =~ 0, pak

d>d>>d> ...

Tlustrujme si zanedbavani na nasledujicim prikladu. Chceme urcit hodnotu vyrazu

T

Ve
Necht d < x, napt. x =1 a d = 0,01. Pak y = m = 0,980296. Pokud bychom zanedbali
pi{mo d, bude y = 1, vznikne tedy chyba asi 2 %. Upravou vztahu a zanedbénim druhé mocniny
d? dostaneme
- T - T N T 1
V= (x4+d)?  2242dx+d® "
Po dosazeni y ~

2 + 2dz T + 2d
1
170,02

=0,980392. Chyba je zhruba 0,1 %o, ale vyraz je podstatné jednodussi.
Pokud nés snad je3t2 obtézuje soucet ve jmenovateli, pak vyraz rozsifime a znovu zanedbame




1.4 Uméni zanedbat nepodstatné

druhé mocniny.

N 1 B 1 a:—2d7 T —2d Nac—2d
“r4+2d z+2dx—2d 22—4d2 22

Y

1-0,02

7 = 0,98. Nyni uz nepotiebujeme kalkulacku, ale chyba je piesto stale pod

Po dosazeni y ~

1 %o.




2 Uvod do matematické analyzy

2.1 Funkce

Pojmy zobrazeni a funkce jsou vétsinou chapany jako synonyma. V uzsim smyslu rozumime pod
redlnou funkci jedné redlné proménné zobrazeni f : R — R : z — y = f(x). Nékteré
funkce jsou definované na podmnoziné R, napf. logaritmickd funkce na RT. x a y se oznacuji
jako argument a hodnota (¢i obraz) funkce. Argument pochézi z definiéniho oboru funkce D,
x € D, obraz z oboru hodnot H, y € H. Ve vyse uvedeném pripadé plati D = H = R.

2.1.1 Inverzni funkce

Funkce f pritazuje jistému x hodnotu y, y = f (). Mohla by nés vSak zajimat i opac¢né otézka,
totiz kterému x byla prirazena hodnota y. Hleddame tedy vlastné funkci, kterd déla opak nez
funkce f. Oznacujeme ji jako inverzni a znacime f~'. Plati

y=f(x)sz=F"()

Ne vzdy lze inverzni funkci vytvorit. Pokud existuje vice hodnot x, jimz funkce f prifazuje stejné
y, pak nemuzeme urcit, které x by méla inverzni funkce priradit tomuto y. Pro invertabilitu tedy
musi byt funkce f prostd a navic musi pokryvat cely obor hodnot, = a y tedy musi byt vzajemné
jednoznac¢né. Napt. funkce y = x? neni prostd v celém definiénim oboru D = R. Pokud ji vsak
omezime na R, prost4 jiz je a ji odpovidajici inverzni funkce je f~! (x) = VY- Poznamenejme, Ze
je lhostejné, jakymi pismeny oznacime argument a obraz, urcujici pro funkci |/y je V- Protoze
je zvykem pouzivat z pro argument a y pro obraz, piseme y = f~!(x) = /z. Pokud takto
zakreslime f i f=! do spole¢ného grafu, jsou oba grafy symetrické podle osy y = x (ponévadz
jsme zaménili x a y), viz obr.

2.1.2 Transformace funkci

Drobnou tpravou funkce mizeme dosdhnout tpravy jejiho ,tvaru“, napr. posunout na osach x
a y nebo roztahnout ¢i zazit. Méjme funkci y = f (x). Novou, transformovanou funkei ozna¢me

jako g (z).
1. Posunuti na ose y o konstantu ¢ nahoru dosdhneme pfic¢tenim ¢, g (x) = f (z) + ¢
2. Posunuti na ose x o konstantu ¢ doleva dosdhneme pri¢tenim ¢ v argumentu funkce,
g(@)=f(z+c)
3. Zvétseni na ose y k-krat dosahneme vyndsobenim funkce konstantou k, g (z) = kf (z)
4. Zkraceni na ose x k-krat dosdhneme vynasobenim argumentu funkce konstantou k,
g(z) = f (kx)

Kombinaci vSech tprav ziskame funkci
g@)=af (br+c)+d

ktera je oproti puvodni funkci f posunuta o d nahoru, a-krat roztazena na ose y, b-krat uzsi na
ose X a posunuta na ose x o ¢/b doleva.



2.2 Prehled zakladnich funkci

0,3z + 1

—2x+4

Obrazek 2.1: Linearni funkce

2.2 Prehled zakladnich funkci

Zname tadu tzv. elementarni funkci, z nichz jsou ,sestaveny* ostatni funkce. Existuji vsak i
funkce, které nelze takovou kombinaci vyjadfit. Napt. primitivni funkce (neurcity integral) ke
Gaussové ,zvonové“ funkci existuje, ale neni vyjadritelnd pomoci elementarnich funkci. Jiné
funkce, napf. exponencialni nebo goniometrické, mohou byt formalné definovany pomoci neko-
ne¢né rady mocninnych funkci. Déale je uveden piehled vybranych elementarnich funkci, s nimiz
se bézné setkavame.

2.2.1 Polynomické funkce

Nejjednodussi polynomickou funkcei je konstantni funkce y = ¢. Dalsi v fadé je linedrni funkce
y = azx + b (obr. . Funkce protind osu y v hodnoté b, kdy plati f(0) = a.0 +b = b, a osu
v bodé —b/a, kdy plati 0 = ax + b. a oznac¢ujeme jako smérnici primky, plati a = tan ¢, znad¢i
rychlost ristu primky. Poznamenejme, ze linedrni funkce je prvniho radu, t.j. nejvyssi exponent
u x je 1, a funkce protind osu x v pravé 1 bodé.

Kvadratickd funkce y = ax? + bz + ¢ je druhého fadu a protind osu x nejvyse ve 2 bodech,
tzv. korenech kvadratické rovnice

az? +bx+c=0

Jsou jimi
—b =+ /b2 — dac
2a
V oboru komplexnich ¢isel ma kvadratickd rovnice vzdy 2 feSeni. Krivka kvadratické funkce se
oznacuje jako parabola, nékolik parabol zobrazuje obr. [2.2]

T12 =




2 Uvod do matematické analyzy

51y
6 |1
4 |1
2 1
0,322 4+2x+5
8 —6 4 —9 2
_2 1
—0,62%2 +2x +1
4!

Obrazek 2.2: Kvadratické funkce

10



2.2 Prehled zakladnich funkci

41

Obrazek 2.3: Kubické funkce

Kubickd funkce y = ax® + bx? + cx + d je tietiho fadu a protind osu x nejvyse ve 3 bodech,
kotenech kubické rovnice
az’® +br* +cx+d=0.

Neékolik kubickych funkei je na obr. S rostoucim radem funkce je ,stéle obtiznéjsi vymyslet“
nazvy koeficientli a je snazsi pouzivat indexy. Mtzeme tedy napsat

Y= a3x3 + a2x2 + a1 + ag
Polynom n-tého stupné je
Y= anz" + an_12" 1+ ...+ ax? + a1z + ao

Pokud pouzijeme symbol souctu 3, mizeme stejny polynom elegantné zapsat takto:

Polynom n-tého stupné mé n korenu v oboru komplexnich ¢isel. Lze jim presné prolozit n+1
body.

11



2 Uvod do matematické analyzy

—4

Obréazek 2.4: Exponencialni a logaritmicka funkce

2.2.2 Exponencialni a logaritmické funkce

Radu procesti, jako napf. eliminaci 1éku ledvinami, lze popsat exponencidlni funkeci vy = a*.
Jako a se obvykle pouziva Eulerovo él’slcﬂ e~ 2,718, tedy y = e”. Exponencialni funkce, viz obr.
2.4] roste extrémné rychle. Inverzni k exponencidlni funkei je logaritmickd funkce y = log, z,
viz obr. a se oznacuje jako zaklad logaritmu. Plati

y=a" < z=1log,y

Pokud a = e, oznacuje se logaritmus jako prirozeny a znadi se In, tedy y = In x.

2.2.3 Goniometrické funkce

Pro popis periodickych déju se pouzivaji periodické goniometrické funkce sinus a cosinus (obr.
, které se lisi pouze posunutim o 7m/2 na ose x. Perioda obou funkei je 27. Pomoci téchto
funkei 1ze vyjadrit i komplexni ¢islo z jako

z = A(cosp +isinyp)

A se oznacuje jako amplituda a ¢ jako faze komplexniho ¢isla. Euler zjistil mimotfadnou souvislost
mezi komplexni exponencialni funkci a goniometrickym vyjadirenim komplexniho ¢isla. Eulertuv

!Leonhard Euler, 1707-1783, $vycarsky matematik a fyzik

12



2.3 Limita funkce

f(x) =sinx

185 —f28 —a\1 1A7 3. 71 hs  7.85

114

Obrazek 2.5: Goniometrické funkce

vztah, nékdy popisovany jako nejkrasnéjsi vztah matematiky, zni

A(cosp +ising) = Ae'?

2.3 Limita funkce

Intuitivné zformulovano predstavuje limita funkce v bodé xy hodnotu, jakou by funkce v bodé
o nabyla, kdyby se v tomto bodé chovala stejné, jako se chova v jeho blizkém okoli. Limitu
funkce f ,pro x jdouci k zp“ znacime

253, (@)

Z graft na obr. [2.6] je zfejmych nékolik moznosti ,vztahu“ limity v bodé k pribéhu funkce:

/v

(a) Funkce je v bodé z( definovina a spojita. Zprava i zleva se funkce blizi k hodnoté f(zg).
Plati lim, ., f(z) = f(zo).

(b) Funkce neni v bodé xg definovéna. To ale limitu ,nelimituje*, ponévadz odvozuje chovani v
bodé na zakladé chovani v okoli. Plati tedy totéz, co v predchozim pripadé, lim,_,,, f(z) =
fa(o). fa(xo) znamennd hodnotu f(zg) z pripadu a). f(zo) nyni nelze psit, ponévadz f
neni v xgy definovana.

(¢) Funkce je v bodé zp definovdna, mé ale jinou hodnotu, nez predpovid4 jeji chovani v okoli.
Proto se limita neméni a plati limg_,4, f(z) = fa(zo)

(d) Funkce je v bodé z( definovdna, ale chovani funkce zprava a zleva se 1isi (lis se limita
zprava a limita zleva), proto nelze limitu definovat.

Ve vétsiné pripadt je urceni limity snadné, stac¢i pouze dosadit xg za x, napf.

limaz® +222 +4=034+202+4=14
x—0

Jindy prosté dosazeni vede k neuréitému vysledku 8 nebo 2. Napf.

r a?—2r4+1 0 _,
a5l 2210
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2 Uvod do matematické analyzy

1|’ 4|’
i r i z
o o
(a) limg—a, f(2) = f(z0) (b) limgya, f(@) = fa(@o)
1Y y
4 1
¢
1 1
| 21 |
i r i z
o o
(¢) img sz, f(2) = falo) (d) limg 4, f(z) neni definovana

Obrazek 2.6: Ruzné piipady limity funkce v bodé xg

Pak je treba vyraz nejprve vhodné upravit, napt.

o241 (x —1)2 . z—1 0
lim ———=1lm —FF——+—— = im——=—-=0
=1 x2—1 =l (z+1)(x—1) 2=lzx+1 2

2.4 Derivace funkce

Specidlnim pripadem limity je derivace funkce. Urcuje strmost naristu funkce.

2.4.1 Intuitivni predstava derivace

Chceme posoudit, jak rychle nartustd funkce f(x) v bodé zg, viz obr. Reseni je v principu
ziejmé: prilozime k funkci v bodé [zg, f(x0)] tetnu (¢ervend primka na obrazku) a uréime tihel
a, ktery svird s osou z, pripadné jeji smérnici tan . Jak ale tuto tecnu a jeji smérnici urcit?
Muzeme najit priblizné reseni. Z obréazku je vidét, Ze smérnice tan a modré usecky, spojujici
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2.4 Derivace funkce

1 2 3

Obrazek 2.7: Derivace funkce f(z) v bodé xg = 2

body [zo, f(x0)] a [0 + Az, f(zo + Az)], je jen o trochu vyssi nez sklon tecny. Plati tedy

Ay f(zo+ Ax) — f(xo)

/
tana ~ tana = — =

Ax Ax

Je zaroven patrné, Ze se modra a Cervend piimka budou postupné priblizovat, jak klesa Az, az
v limitnim pfechodu pro lim,_,,, splynou.

oAy flmo + Az) — f(20)
tana = lim — = lim
Az—0 Az Ax—0 Az

2.4.2 Exaktni definice derivace

Casto se misto symbolu Az pouziva h. Derivace funkce v bodé = se znaéi f’(x) nebo d{i(xx).
Derivace funkce f v bodé x je tedy definovana jako

L feth) - f@
dx h—0 h

(2.1)

Derivace je pravé tim pripadem limity, kdy prosté dosazeni vede k neurcitému vyrazu typu %.
Je proto nejprve potreba pouzit néjakou tpravu ¢éi ,trik“. Napft.
da? (x+h)?2—22 (2+0)?—22

0
= — 1 = e
dx }l}_}n}) h h 0 (22)

15



2 Uvod do matematické analyzy

Po predchozi tpravé vsak dostaneme

da? h)? — 22 24 2hx + h? — o 2ha + h?
do” g Rt e Rt R et h—2n (23)
dx h—0 h h—0 h h—0 h h—0

2.4.3 Derivace elementarnich funkci

vvvvvv

K =0 (2.4)
(k-f(2)" = k.f'(x (2.5)
(") = n.a" ! (2.6)
(sinz)’ = cosx (2.7)
(cosz) = —sinx (2.8)

) (2.9)

2.4.4 Derivace souctu, rozdilu, soucinu a podilu

Pro derivaci souctu, rozdilu, soucinu a podilu plati

(f(x) +g(x)) = f'(x) +¢'(z) (2.10)
(f(z) —g(x) = f'(x) — ¢'(2) (2.11)
(f(x).9(2)) = f'(2).9(z) + f(z).¢'(x) (2.12)
@)\ f(@).g(@) - f2).d ()
<g<w>> - 7@ (2.13)

2.4.5 Derivace slozenych funkci

Slozenou funkei se rozumi kombice dvou (nebo vice) funkei f(x) a g(z), pficemz jedna z nich
je yuvniti* druhé, vysledek vnitini funkce je argumentem vnéjsi funkce. Ve vyrazu f(g(z)) je f
vngjsi a g vnitini funkce. Uznacme vysledek vnitini funkce jako y, tedy y = g(x). Pro derivaci
slozené funkce pak plati

(rlatay)y = SO W) G0 W g0 (214)

Slovy formulovano: ,derivace slozené funkce je derivace vnéjsi funkce krat derivace vnitini
funkce“. Pravidlo je nutno uplatnit opakované, pokud je vnoreno vice trovni funkci.

2.4.6 Priklady vypoctu derivace funkci

Priklad 1: Derivace sloZené funkce

(ez272x>/ _ e:):272:t'(2w o 2)

Priklad 2: Derivace souctu funkci

/
(sin2 x + cos? a:) = 2sinz.cosx + 2cosz.(—sinz) =0

16



2.4 Derivace funkce

Vysledek nas samoziejmé neprekvapil, ponévadz vime, ze derivace konstanty je nula a ze
sin?z + cos?z =1
Priiklad 3: Derivace soucinu funkci

Podobné si ovéiime pravidlo pro derivaci mocninné funkce, nebot

/

(1'5.2174), =5at 2t + 2?42 = 528 + 428 = 92% = (1:9)

Priklad 4:Derivace podilu funkci

/ .
< er ) efsinx —e*cosx
= 2

sin“ x

2.4.7 Derivace inverznich funkci

Derivace inverzni funkce f~!(x) k f(z) je rovna pfevracené hodnoté derivace funkce f(z) v bodé

@),

Priklad: Derivace logaritmu

Princip si ukdzeme na derivaci logaritmu In z, inverzni funkci k e*. Vyraz v hranatych zavorkéach
znamend ,,v bodé“, napf. [Inz] znamend v bodé [In z].

(o) 1 1 11
nxr = = = = —
() [lnz] e*[lnz] e® g

2.4.8 Derivace vyssiho fadu

Dosud byla popsana derivace prvniho radu, tzv. prvni derivace, kterda popisuje rychlost rustu

funkce. Derivace sama je ovSem téz funkci a je proto (vétSinou) mozné ji znovu derivovat.
d%f(x) d3f(x)

dz? > dxd

Dochézime tak k druhym, tfetim... derivacim, které se znac¢i f”(x), f”(x) nebo

Lo . d"f(x)
N-t4 derivace je f(™x nebo e

Priklad: Treti derivace

d3$6z 1M T 21 x x1/ T T x
ﬁ:[aze] = [e" + xe®]" = [2¢" 4+ xe”] = 3e” + ze” = €e” (x + 3)
T

2.4.9 Geometricky a fyzikalni vyznam derivace

Geometricky vyznam derivace prvni derivace byl jiz naznacen. Derivace je smérnice tecny ke
grafu funkce, uréuje strmost nartstu funkce.
Pokud se jedna o zavislost néjaké proménné na case, urcuje derivace okamzitou rychlost zmény
proménné. Pokud je proménnou dréha s(t), kterou cyklista do doby t ujel, pak okamzité rychlost
cyklisty v case t je
ds(t)
dt

v =

17



2 Uvod do matematické analyzy

Pokud ¢(t) je koncentrace 1é¢iva v plazmé v Case ¢, pak

de(t)
Y

je okamzita rychlost poklesu plazmatické koncentrace 1é¢iva.

Geometrickym vyznamem druhé derivace je mira konvexity nebo konkavity funkce. Prvni de-
rivace funkce je v (lokdlnim) maximu i minimu nulovd. V maximu je vSak funkce konkévni se
zapornou druhou derivaci. Velmi zdpornd druhé derivace znaci velmi ,,ostré, spicaté*“ maximum.
Druh4 derivace tésné pod nulou znaéi ploché maximum. V minimu je funkce naopak konvexni s
kladnou druhou derivaci. Vysoka druha derivace znamena ostré minimum, nizké druhd derivace
ploché minimum.

Fyzikalnim vyznamem druhé derivace je zrychleni. Necht je s(t) opét dréha, kterou cyklista do

doby t ujel. Jeho okamzita rychlost je
ds(t)
dt

v =
Zrychleni a je nartst okamzité rychlosti, proto

B do(t) B d2v(t)
T T e

Druhé derivace je pro fyziku velmi dilezita, protoze hned druhy Newtontv zakon popisuje vztah
sily a zrychleni, tedy sily a druhé derivace polohy.

d?v(t)

F=ma=m——=
m.a mdt2

Druhé derivace téz popisuje oscilace a vinéni. Vlnova rovnice, popisujici napt. siteni elektrického
vzruchu po axonu zni

1 0%2(z,t)  0%z(,t)

w2 92 9z2

kde v je rychlost siteni vlny. Tim pomalu prechazime k funkcim vice proménnych.

2.4.10 VySetiovani pribéhu funkce

Vénujme se vsak jesté kratce moznostem vysSetieni prubéhu funkce. Jak jsme jiz tekli, nulova
derivace v bodé zg znaci v tomto bodé 3 mozné situace (obr. [2.8)), které rozlisime druhou derivaci:

2
L(;UO) > 0...lokalni minimum
dx
df(z , . 2
fd( 0) = 0 a zaroven L(xo) = 0...inflexni bod
x dz?
d? f (o)

PR < 0...lokdlni maximum
T

2.4.11 Taylorovy rady

Méjme za cil priblizné nahradit néjakou slozitou funkeci f(z) v bodé zp a jeho blizkém okoli
néjakou jednodussi funkei g(x). Napiiklad funkci f(x) = e* mizeme v okoli bodu xzg = 0
aproximovat funkei g(z) = 1+2x+ % + %3, jak ukazuje obr. m Vidime, ze v blizkém okoli bodu
xo = 0 je aproximace témeér presna,

18



2.4 Derivace funkce

2 .
y
f'(w) =0 217 1) =0
f'(x) =0 f'(@) <0
1+----———"----- - -----
‘ T
. | . 1 2\
1 2 1 2 1!
(a) Lokalni minimum (b) Inflexni bod (¢) Lokélni maximum

Obrazek 2.8: Vysettfeni prubéhu funkce

Obrézek 2.9: Aproximace funkce e” polynomem

Pokusme se nyni konkrétné aproximovat funkci f(x) v okoli bodu z¢ polynomem fddu n ,,centrovanym “
do bodu xg, tedy

n
g(z) = aix —z0)" = ao + a1(x — o) + az(z — 20)? + az(x — z0)* ... + a@ — )"
i=0

Chceme, aby se v bodé xg shodovaly hodnoty obou funkei i vSech jejich (prvnich) n derivaci,
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2 Uvod do matematické analyzy

tedy pozadujeme platnost nasledujich rovnosti:

f(z0) = g(wo) (2.15)
f'(xo) = ¢'(x0) (2.16)
f(w0) = g" (o) (2.17)

(2.18)
F® (z0) = g™ (x0) (2.19)

Spocitejme vSechny potfebné derivace funkce g.

g () = a1 + 2.a9(x — o) + 3.a3(x — 20)%. .. + n.ay(x — x9)"

g"(x) = 2.a2 + 3.2.a3(x — 20) ... + n.(n — 1).an(z — z0)" >
g"(x) = 3laz +4.3.2.a4(x — x0) ... + n.(n — 1).(n — 2).an(x — 2¢)" >

g®) (@) = klag + (k+ Dlapp1(@ — 20) ... +n(n — k4 1).an(z — 20)" "
g™ (z) = nlay,

Dosadime nyni derivace v bodé zp do rovnosti (2.15-2.18). Hriiza opadne, jakmile si uvédomime,
Ze pro x = xq jsou vsechny ¢leny obsahujici z—x¢ nulové, ¢imz zmizi. Dostaneme tedy jednoduché

vztahy
f(zo) = ao
f’(ﬂﬁo) = a1
[ (wo) = 2az
f/”(l'o) = 3!613
) (z0) = nl.ap
Tudiz ag = f(x0), a1 = f'(x0), ag = %, ce Q= f(k;f!mo) Dospéli jsme tak k pozadovanému
polynomu
"0 (g ;
o) = S T 0 )
i=0 :
e "oy (n)
= Ja) + o) e — o) + T (o gy ¢ LT oy T )

Co kdybychom se neomezili na polynom radu n a shodu v n derivacich, ale pouzili bychom hned
polynom tadu oo, tedy nekoneénou mocninnou fadu. Opét bychom pozadovali shodu v bodé g
i ve vSech derivacich v bodé v bodé x,

o .
Z(, o) (x —z0)"

o) =37

=0

Lze ukazat, ze za urc¢itych podminek pro nékteré funkce f(z) polynom konverguje k funkei f(x)
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2.5 Funkce vice proménnych

ve vSech bodech x, tedy Ze lze funkci f(x) zcela a vSech bodech nahradit polynomem g(z).

Tlustrujme si pouziti polynomu na 2 prikladech:

Priiklad 1: Aproximace funkce f(x) = e® v okoli bodu 0.

Spocitejme jednotlivé derivace. Pro funkci f(x) = e” plati, ze f(z) = e*, f'(z) = €%, f"(x) = €*,
, fM(x) = e®. Pro 29 = 0 jsou tedy vsechny derivace rovny 1. Po dosazeni do rovnice ...

dostaneme

2 $3 "

T o el
e'~1+4+x+ 5 + 5 ...—|—n!

Shodu pro polynom fddu 3 vidime na obr. Funkce €% je pravé jednou z funkei, které lze
zcela nahradit polynomem. Plati
x
T __
=2 il
i=0

Specidlné pro z = 1 dostaneme vyjadreni Eulerova ¢isla e = 2, 7182818285 . .. pomoci nekonecné
rady. Muzeme tak toto iracionalni ¢islo vyjadrit s libovolnou presnosti.

101 11
e—a+ﬂ+i+§...

Prvnich 5 ¢lent napt. dava soucet 1+ 1 + % + % + i = 2,708, jiz docela blizky hodnoté e.

Priklad 2: Aproximace funkce sinx v okoli bodu 0.

Jednotlivé derivace pro f(x) = sinz jsou f'(z) = cosz, f’(z) = —sinz, fO&(z) = —cosuz,
f®(z) = sinz, a dile stale periodicky. Pro zg = 0 jsou tedy derivace (véetné 0. derivace)
postupné rovny 0, 1, 0, -1, 0, 1, 0, -1 .... Po dosazeni do rovnice ... dostaneme
. 3 N x° N
sinr~x— —+ —+...
6 5!

Shodu pro polynom fadu 5 vidime na obr. Vidime typickou vlastnost polynomu - na okraji
intervalu polynom rychle uniké k +oo. I funkci sin x lze zcela nahradit polynomem. Plati

i

oo
sin” =) " sin [7(i mod 4)] %
i=0
Pouzili jsme operaci modulo, t.j. zbytek po déleni. ¢ mod 4 je zbytek po déleni ¢tyrmi.

2.5 Funkce vice proménnych

2.5.1 Predstava funkce vice proménnych

Redlna funkce n redlnych proménnych prifazuje n-tici redlnych cisel redlné cislo, je to tedy
zobrazeni
[R5 R: (21, 22,...,2,) = f(z1,22,...,20)

Funkce dvou proménnych ma jasnou vizualni predstavu, napt. kopce a udoli nad krajinou, viz
obr. Dva rozmeéry, x a y, ,lezi“ v roviné podstavy, funkéni hodnotou je napt. nadmoiska
vyska. Funkce 3 proménnych je jesté predstavitelna, napt. rozlozeni teploty v prostoru mistnosti,
kde je kazdému bodu pfirazena urcita teplota. Funkce vice nez 3 proménnych jiz nejsou vizudlné
predstavitelné, ale matematicky s nimi 1ze nadale operovat.
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2 Uvod do matematické analyzy

11
f(z) =sinx XL N
s, "
N.,O
x
—4 -2 2 4
l‘.~5
4 Al
’ EN
' A
A
—1 +

)
)
]
L]
1
1
L]
1
I
L]
1
L]
1

Obrézek 2.10: Aproximace sin x polynomem

2.5.2 Parcialni derivace

Parcialni derivace je obdoba jednoduché derivace pro ptipad vice proménnych. Parcidlni derivaci
funkce f podle xx znacime %. Jak bylo vyse popsdno, pokud zjistujeme derivaci funkce jedné
proménné v bodé x, sestrojime nejprve tecnu k funkci v tomto bodé a pak urcime jeji smérnici.
Vyznamem je tedy rychlost nartistu funkce. Podobnou tilohu ma i parcialni derivace. Pfedstavme
si pro jednoduchost funkci dvou proménnych, tedy hory v krajiné. Problémem je, ze u funkce
dvou proménnych neexistuje jen jedna tec¢na, nybrz celd tecna rovina. Kterdkoli primka v ni
lezici a prochazejici bodem dotyku roviny s funkci, je te¢nou k funkci. Vyberme si dvé specialni
te¢ny. Prvni tecna bude mifit ve sméru osy x, jeji projekce do podstavy (t.j. roviny x-y) bude
rovnobézna s osou x. Druhd tecna bude naopak mifit ve sméru osy y, jeji projekce je rovnobézna
s osou y. Smérnice téchto dvou tecen oznacujeme jako parcidlni derivaci podle z, resp. podle
y. Vyhoda téchto specidlnich tecen je v tom, Ze se pii pohybu ve sméru teény méni jen jedna
proménnd (x nebo y), ale druhd zustava konstantni. Parcidlni derivace podle = a y k funkci
f(z,y) v bodé (zg,yo) tedy stejné jako obycejnou derivaci definujeme jako

) o f(@o+ h,yo) — f(zo,yo)
a (x07y0) =1 0 h
B, v f(@o,y0 + 1) — fzo,90)
0*(930,?/0) -—}Lli% i

Jak je vidét primo v definici, druhd proménna se ,v ramci pacientalni derivace“ chova jako
konstanta. Muzeme tedy pouzit znama pravidla pro derivovani, pouze druhou proménnou pova-
zujeme za konstantu. Geometrickym vyznamem parcidlni derivace funkce dvou proménnych je
strmost funkce ve sméru prislusné osy. Fyzikalnim vyznamem parcidlni derivace je rychlost na-
rustu funkce se zménou jedné proménné, pricemz ostatni proménné zlistavaji konstantni. Tento
fyzikalni vyznam je zachovan i pro funkce 3 a vice proménnych, ackoli vizualni predstavu ,tecné

roviny“ jiz nelze uplatnit.
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2.5 Funkce vice proménnych

Obrazek 2.11: Rota¢ni paraboloid: z = 22 + 22

Tlustrujme si postup na nékolika ptikladech.
Priklad 1: f(z,y) = 23 +1°

of _
or
of _
oy

322

3y2

Priiklad 2: f(x,y) =sinx.cosy

of
O
of

— = —sginz.sin
dy Y

= COSX.COSyY

Priklad 3: f(x,y) = 2%y.sinz

Plati znamé pravidlo pro derivovani sou¢inu. Pritom v soucéinu vystupuje pouze funkce x!

0

—f = 2zy.sinx + 2%y. cos =
ox

of _ o .

— =z".sinzx

dy
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2 Uvod do matematické analyzy

Priklad 4: f(z,y) = e” ¥’

Plati znamé pravidlo pro derivovani slozené funkce.

of 222
- = 2
9 ¢ x
o _ et 9y
dy

Priklad 5: f(x,y,z) = x5e™*

Stejny postup plati pro funkci 3 a vice proménnych.

0

—f = 5xte™? 4 2P yz
ox

0

o _ 2Pe™E 1z

oy

6f 5 _ryz

9 — x’e™* xy

2.5.3 Vyssi a smiSené parcialni derivace

Stejné jako v pripadé derivace funkce jedné proménné je i vysledkem pacidlni derivace funkce
vice proménnych opét funkce vice proménnych. Tuto novou funkci ovsem muzeme opét podrobit
derivovani, nyni ovSem mame vice moznosti, podle x, podle 5. ... Dospéjeme tak druhym, tfetim,
pripadné smisenym derivacim.

0%f 0°f O%*f
0x2’ Oy?’ Ox0y

Priklad: f(z,y) =" Y

% =t 9
x
of 224y
— ="V 2y
dy
2
gé = 7Y 4g? 4 26 Y
x
2
g'}; — Y 4?26 Y
Y
2 2
82f _ 9TtV 24 _ 612+y2 dzy
Oxdy oy '

V ptripadé smisenych druhych derivaci médme dvé moznosti: derivovat nejprve podle x a poté
podle y, nebo opacné. Dostaneme tak % nebo %. V matematické analyze se dokazuje Sch-
warzova véta, kterd tvrdi, ze nezédlezi na poradi derivovani ve smiSenych parcidlnich derivacich,
tedy ze

0% f B 0% f

0xdy  Oyox
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2.6 Integralni pocet

Vidime napt., ze plati

82f 0 (612+y2 .2%)

_ _ 22442 4
Oxdy oy ¢ Sy
O f 0 (e“’c2+y2.2y> 2y

= =" Y duy
Oyox ox

2.5.4 Vysetrovani prubéhu funkce vice proménnych

vvvvvv

ménné. V urcitém bodé se napriklad muze nachazet lokdlni maximum nebo lokalni minimum.
Nebo se v ur¢itém sméru muze nachdzet minimum a v kolmém sméru maximum, pak se jedna
o tzv. sedlovy bod. Obecné ale mtze byt situace jesté komplikovanéjsi. Podobné jako v pripadé
funkei jedné proménné je nutnou podminkou pro extrém funkce f(z,y) v bodé (zg, yo) nulovost
obou parcialnich derivaci, tedy

df(xo,0)
ox

df(zo,%0)

oy =0

Neni to vsak podminka postacujici. Muze se stat, ze jsou obé parcidlni derivace nulové, ale ve
sméru ,mezi osami“ funkce roste a nejedna se tedy o lokalni extrém. V redlnych problémech
vsak podminka vétsinou ,postacujici® je.

Priklad: Najdéme lokalni extrémy funkce f(z,y) = 2% + 32 (obr. [2.11).

Pro extrém musi platit

2 2
M:Z’B:O
ox
2 2
O(x +y):2y:0
dy

Jedinym fesenim je zjevné bod (0,0), kde funkce dosahuje minima.

2.6 Integralni pocet

2.6.1 ldea integralniho poctu

Pokud zderivujeme 22, ziskdme 2x. Polozme si opa¢nou tlohu. Co jsme museli zderivovat,

abychom dostali 22? Snadné. z2. OvSem téZ 22 + ¢, kde ¢ je libovolné konstanta. Integrovani
je prave ta zpétna cesta, urcity opak derivace. Takovy integral, opak derivace, se oznacuje jako
neurcity integral a znaci se symbolem [. Déle existuje uréity integral, ktery ,pocita“ plochu
pod krivkou, a Uzce souvisi s neurcitym integralem. Déle si presnéji definujeme oba integrély,
popiseme si jejich vlastnosti a zptisoby vypoctu. Budeme se zabyvat pouze funkcemi jedné pro-
ménné.

2.6.2 Neurcity integral

Méjme funkei F(x). Jeji derivaci ozna¢me f(z), tedy f(z) := F'(z). F(z) oznacujeme jako
primitivni funkei nebo synonymné jako neurcity integral k funkci f(z) a znacime

Fla) = / Fz) da
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2 Uvod do matematické analyzy

dx zna¢i proménnou, podle niz integrujeme, podobné jako dz znacilo proménnou, podle niz jsme
derivovali. Protoze pro jakoukoli funkci F(x)+ ¢ plati (F(z)+c¢) = f(z), méli bychom spravnéji
psat

F(x) :/f(:l;)dm+c
¢imz vyznacime, Ze TeSenim integrace neni jedna funkce, ale celd nekoneénd mnozina funkci,
které se navzajem lisi o konstantu.

2.6.3 Metody integrace

Integrovani je podstatné slozitéjsi ¢innost, nez derivovani. Pomoci pravidel pro derivovani lze
viceméné snadno zderivovat jakoukoli (béZznou) funkei. Integrovat jakoukoli funkci obecné nejen
neni snadné, ale ani mozné. Napr. integral ze statistiky znamé Gaussovy funkce

/ e da

sice existuje, ale neni vyjadritelny v uzaviené formé pomoci elementarnich funkci jako e*, Inx
nebo sin z. Existuje nékolik metod integrace, ani s nimi vSak fada funkeci neni snadno integro-
vatelna.

P¥ima integrace

U zakladnich elementarnich funkci, kde ,,ptivodni derivaci pfimo vidime*, je intergrace snadna.

Priklady:
/ lde=xz+c

1
/xdx:fw2+c

2
/n 1 n+1
2"dr = ——=x +c
n—+1
/Cos:rdzvz sinx + ¢
/sin:cdx: —cosT + ¢
/sinxd:c: —coszT+ ¢
/exda;:ex—i—c

1
/ezxdx: 562764-0

vvvvv

podobné pro integrovani neexistuje. Nékdy pomuze substituéni metoda nebo metoda per partes.
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2.6 Integralni pocet

Substituéni metoda

Pomoci substitu¢ni metody nahradime, subsituujeme, komplikovanéjsi ¢ast integrované funkce
jinou funkci, ¢imz ziskdme jednodussi tvar, ktery uz umime primo integrovat.
Priklad: Resme integral [ xsinz?dx
,2Uhadnout* spravné feseni neumime. Pouzijme vsak nasledujici substituci: nahradime funkci
x? funkci ¢, tedy t := 22. Pak plati

dt 1

— =2r > xdr=—dt

dx 2
Je to podivné, ale s diferencidly d miizeme operovat jako v jinymi vyrazy, nasobit, délit ....
Dosadme nyni vSe do puvodniho vyrazu a upravme. Dostaneme

1 1
/xsma: dx—/fsmtdt /smtdt —icost:—icost

Timto ,trikem* jsme integral prevedli na znamy tvar a primo vytesili. Derivaci ovérime, ze

2
9 ldcosx 9

d .
dg g t08% =—g—— — =xsinz

Priiklad: Zkusme jesté vyfesit integral [ thx dx

Pouzijeme substituci t := Inz, odkud dt = d?x. Proto

Inx 1 1
—dx tdt = —t> = ~1n?
/ T / 2 an

d 1 ldln* Inz

dx2 idm_az

Derivaci ovérime, ze

Metoda per partes

Druhou metodou, kterou si predstavime, je metoda integrovani ,po ¢astech®, per partes. Je
aplikaci pravidla pro derivovani soucinu.

(f9)=fg+fgd—=fg=09) —fd

Nyni obé strany zintegrujem a vyuzijeme skutecnosti, zZe ,integral z derivace“ se rovna puvodni

funke. /f ) dx = /(f(:n).g(x))'dx - /f(:v) g'(z) dz

[ @) de = f@)g@) - [ fa)g

Zdanlivé jsme mnoho neziskali. Funkce g se vSak po derivaci mtze vyrazné zjednodusit. Ukazme
si postup na prikladech.

Tedy

Priiklad: Vypocitejme [ sinz.z dz.
Predstavme si, ze f'(z) =sinz a g(x) = x. Pak f(z) = —cosz a ¢'(x) = 1. Dosadime do vySe
uvedeného vzorce.

/sinx.xdm = —xcosx—/—cosxd:p = —xcosT +sinzx
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2 Uvod do matematické analyzy

Derivaci ovérime, ze

—(—zcosx +sinz) = —cosz + xsinx + cosx = rsinz

dx
Priiklad: Vypocitejme nyni [Inzdx.

Integral si predstavme jako [Inz.1dz a definujme f'(x) = 1 a g(x) = Inz. Pak f(z) = z a
¢'(z) = 1. Dosadime do vySe uvedeného vzorce.

/lnxdazzmlnx—/gd:p:xlnz—aj:x(lnx—l)
x

Derivaci ovérime, ze

%(xlnx—x):lnx—l—g—l:lnm

2.6.4 Urcity integral

Urcity integral, téz oznacovany jako Riemanntiv integral, historicky vznikl nezavisle na integralu
neur¢itém a nemé s nim na prvni pohled Zidnou souvislost. Ukolem bylo uréit velikost plochy
pod ktivkou. Princip spoéival v tom, ze cela plocha pod kiivkou rozdéli na tizké obdélniky a
secCte se plocha vSech obdélnikti. Je pritom jasné, ze jak roste pocet obdélniki a klesa jejich sitka,
soucet plochy obdélniki se stéle vice blizi plose pod krivkou, az v limité obé plochy splynou.
Urcity integral je vlastné ,s¢itani nekonecné velkého poctu nekoneéné malych cisel“. Vypocet
plochy pod kiivkou jako limity souctu je ovSsem velmi obtizny. Elegantnim fesenim je vypocet
urc¢itého integralu pomoci neurcitého integralu.

Vztah neurcitého a urcitého integralu

Pokusime se odvodit vztah mezi uréitym a neurcitym integralem. Chceme urceme plochu pod
kfivkou na obr. pricemz plochu budeme mérit od néjakého konkrétniho, ale libovolného
bodu vlevo, napt. od x = —2. V takovém priipadé je zmérend plocha funkci z. Napi. v bodé X
je to S = S(xp). O maly tsek h dale je obsah roven S(z + h). Rozdil mezi obéma obsahy je na
obr. vyznacen zluté. Je zjevné, ze je tento rozdil témér roven obsahu cervené vysrafovaného
obdélniku o rozmérech h a f(x). Plati tedy

f(zo).h = S(xo+ h) — S(zg)

Jak se h blizi nule, ,zlutd a cervend plocha“ si jsou stale blizsi, az v limité pro h — 0 splynou.
Tedy

Po tpravé dostaneme

f(l’o) _ }ILILI%) S(SCO + h})L — S(mo)

Vyraz na pravé strané rovnice je ale pravé definice derivace S podle x. Tedy

_ dS(a)
- dx

f(z)

Po integraci plati
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2.6 Integralni pocet

S(x) = /f(x)dx e

Konstanta C' je libovolna, urcena bodem, kde jsme ,zacali mérit“ plochu. Pro plochu mezi body
xr=a ax = b plati

b
S(b) — S(a) = {/f(x)d:c} +o— [/f(m)dx] —C::/ F(z)da
(b) (a) a
Tim dostavame zpusob, jak vypocitat urcity integral pomoci neurcitého. Staci urcit libovolnou

primitivni funkei (neurcity integrél), urcit jeji hodnoty v horni i dolni integraéni mezi a obé
hodnoty odedist. Jestlize primitivni funkei k f(x) oznac¢ime F'(x), tedy

Fz) = /f(x)da:

plati

V kontextu vypoctu integralu byva zvykem rozdil F(b) — F(a) oznacovat [F(x)]C.

Y

Obrézek 2.12: Odvozeni vztahu urcitého a neurcitého integralu

Ptiklady aplikaci urcitého integralu

Priklad 1: Vypocet plochy pod grafem funkce
Chceme zjistit plochu pod grafem funkce y = 22 pro = € [0, 1] (obr. [2.13).

1 1.0t 1
S = / 22dr = {xg} = —
0 3 0 3

Priklad 2: Vypocet obsahu kruhu

Chceme odvodit znamy vztah pro vypocet obsahu kruhu S = mr2. Postupujme podle obr.
Maéame kruh o poloméru r, ktery si cely rozlozime na infinitezimalné 1izké rovnoramenné
trojuhelniky, které kazdy sviraji thel dy, maji ramena délky r a zakladnu dr. Umédomime
si, ze Uzky romnoramenny trojihelnik je vpodstaté pravouhly. Pro jeho obsah dS tedy plati
dS = r.dr/2. Z definice thlu vime, ze dr = r.dy. Nyni sta¢i secist, tedy zintegrovat, vSechny
trojihelniky pres cely kruh, tedy pro ¢ € [0, 27].
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0.8

0.6 1

0.4 1

0.2+

02 04 06 08 1

Obrazek 2.13: Plocha pod grafem funkce

2 ] 2T 1
S = / dsS = / fr2dg0 = 77‘2 dy = 57‘2.271' = 7r?
0

Obrazek 2.14: Vypocet plochy kruhu

Priiklad 3: Biologickd dostupnost léku a AUC (area under curve)

Vime, kolik 1éku jsme podali (D). Nevime vsak, jaka jeho ¢ast se vstiebala do plazmy (D,).
MizZeme tuto vstiebanou ¢ast, oznacovanou jako biologickd dostupnost léku, néjak zjistit? Je
jasné, ze veskeré mnozstvi 1éku, které se z plazmy eliminovalo, musi byt pravé tomu mnozstvi do
ni vstiebaného. Eliminaci samu ale také mérit nemtzeme. Muzeme vsak mérit koncentraci 1éku
opakované v ¢ase a eliminaci z kiivky koncentrace léku v ¢ase dopocitat (obr. , kdyz zname
néjaké farmakokinetické parametry 1éku, napt. jeho clearance. Clearance, Cl je definovana jako
objem plazmy, ktery je od léku uplné o¢istén za jednotku ¢asu, méa tedy rozmér napi. mil.s
Za cas dt se tedy ocisti Cl.dt plazmy. Pokud v tu chvili ¢inila plazmatickd koncentrace 1éku ¢,
odstranilo se mnozsti ¢.Cl.dt 1éku. Pokud clearanci povazujeme za konstantni, odstranilo se od
okamziku podéni léku za dostatecné (,nekoneéné“) dlouhou dobu

D, :/ c.ClLdt — Cl./
0 0

1éku. Integral [7° cdt je pFitom plocha pod koncentraéni kiivkou a oznacuje se jako area under
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2.6 Integralni pocet

curve (AUC). Pro biologickou dostupnost tedy plati

D, CLAUC
D D
0.4 1€
0.2 |
AUC
t
2 4 6 8

Obrézek 2.15: Plocha pod kfivkou plazmatické koncentrace 1éku v Case

Priklad 4: Méreni srdecniho vydeje pomoci Swan-Ganzova katetru

Swan a Ganz vyvinuli svlij po nich pojmenovany plovouci katetr v roce 1970. Katetr se cestou
centralni zily (napf. v. jugularis interna) zavede pfes pravou sin a komoru do a. pulmonalis (obr.
2.16)).

Pulmonary artery
catheter
Insertion

into vein

Pulmonary
artery

Right

ventricle

© medmovie.com

Obrézek 2.16: Swan-Ganzuv plicnicovy katetr

Tam jednak méri tlak, jednak jej 1ze vyuzit k méfeni srdecntho vydeje. Princip techniky je
nésledujicic: Chladné kapalina (tzv. termodiluéni metoda) nebo néjakd méfitelnd latka se rychle
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2 Uvod do matematické analyzy

vstiikne do pravé siné. Kapalina ochladi kolem tekouci krev nebo ziedi vstrikovanou latku.
Jakmile krev doputuje do a. pulmonalis, ¢idlo na konci katetru zméri teplotu nebo koncentraci
latky v case, vysledkem je kiivka na obr. Ze zndmého mnoZstvi aplikované latky a zméfené
ktivky lze dopocitat srde¢ni vyde;j.

0.2 1

0.1

dt ‘ t
2 4

Obrazek 2.17: Kiivka mérend Swan-Ganzovym katetrem

Obr. predstavuje a. pulmonalis, v niZ je méfena krivka Krev tece prutokem g, ktery
v pripadé a. pulmonalis odpovidd minutovému srdeénimu vydeji. Za ¢as dt protece kolmym
prufezem a. pulmonalis (viz obrézek objem krve dV = q.dt. Pokud koncentrace latky (nebo
pokles teploty) v tomto elementdrnim objemu krve je ¢, pak tento objem obsahuje dN = c.qdt
latky. Po celou dobu méfeni pfitom musi postupné protéct veskerda podana latka N. Staci tedy
seCist, zintegrovat, jednotliva elementarni mnozstvi latky. Integrujeme opét od 0 do ,,nekonec¢na“.

N o'} 00
N:/ dN:/ c.th:q/ cdt
0 0 0

Funkce c(t) je zméfend kiivka. Integral [;° cdt opét méFi plochu pod kiivkou. Pro srdeéni vydej
CO (cardiac output) tedy dostavame

N

co= Jo© cdt

Na prvni pohled kontraintuitivni je skutecnost, ze ¢im nizsi je srde¢ni vydej, tim vétsi je kiivka
i plocha pod ni.

Zde odvozenou rovnici pro pripad méreni koncentrace néjaké latky je pro pripad termodiluce
nutno jen lehce ,0bohatit“ o teplotu krve a podévané tekutiny a o tepelnou kapacitu krve.
Rovnice se v literature oznacuje jako Stewart-Hamiltonova a zni

V(T — T;) k1 ko
[> ATat

1

CO =

kde V je objem podané tekutiny, T; a T; teploty krve a podané tekutiny, ki spojuje hustotu
a tepelnou kapacitu, ko je kalibracni konstanta a AT je aktudlné méreny rozdil mezi teplotou
protékajici krve a teplotou krve pred podanim roztoku.

Je zajimavé poznamenat, Ze se zmérend kiivka v priubéhu putovani krve prilis neméni. Je
témeér stejna ve vétvich a. pulmonalis jako pfimo v a.pulmonalis, ale podobna je i po prichoddu
plicemi v arteridlni krvi. Toho lze vyuzit k méné invazivnimu, ale jen lehce méné presnému
méfeni srde¢niho vydeje pomoci tzv. transpulmondalni termodiluce (napiiklad systémem zvanym
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2.7 Obycejné diferencialni rovnice

Obréazek 2.18: Méreni srdecniho vydeje pomoci Swan-Ganzova katetru

zvanym PiCCO). Chladny roztok se podava centralni katetrem do pravé siné a teplota se méri az
specidlnim arteridlnim katetrem v arteria radialis nebo arteria femoralis. Odpada tak invazivita
a komplikace spojené s nutnosti zavedeni katetru az do a. pulmonalis.

2.7 Obycejné diferencialni rovnice

Nyni si v zdkladech predstavime pro potfeby matematického modelovani zasadni oblast ma-
tematické analjzy, diferencidlni rovnice. Riké se, Ze diferencidlni rovnice jsou nejpfirozendjsi
formulaci fyzikalnich zdkonti. Obycejné diferencialni rovnice se Casto oznacuji zkratkou ODE,
z anglického ordinary differential equations. V této kapitole popiSeme analytické metody re-
seni ODE. Analytickym fesenim se rozumi matematicky vyraz popisujici hledanou funkci, nakt
y = cosx. Ponévadz vsak vétsinu diferencidlnich rovnic neumime fesit analyticky, pro prak-
tické pouziti dulezitéjsi jsou numerické metody reseni, které budou popsany v dalsi kapitole.
Vysledkem numerického teseni je graf nebo vybrané hodnoty hledané funkce, ale nikoli vztah ji
popisujici.

2.7.1 Idea diferencialnich rovnice

Predstavme si jakoukoli pro nas dosud znamou algebraickou rovnici, napft.

22 +20—-1=0

Resenim (algebraické) rovnice je ¢islo. Diferencidlni rovnice je rovnice, kterd obsahuje derivaci
néjaké neznamé funkce. ReSenim diferencialni rovnice je funkce. Jako pifklad vezméme néjakou
funkei, oznacme ji y(z) a pozadujme napriklad, aby se jeji derivace rovnala funkci samé. Takovy
pozadavek formulujeme diferencialni rovnici

y' =y
Je ziejmé, ze této diferencidlni rovnici vyhovuje napt. funkce y(x) = €%, ale téz y(z) = k.e*,
kde k je libovolna konstanta. Reseni diferencialni rovnice tedy neni jednoznaéné, ale lisi se o
konstantu. Hodnotu konstanty pro konkrétni pripad aplikace miizeme urcit ze znamych okolnosti
popisovaného déje, napr. ze znamé hodnoty funkce v case ¢ = 0. Hovorime o tzv. pocatecnich
nebo okrajovych podminkach.
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2 Uvod do matematické analyzy

2.7.2 Zakladni pojmy

Vysvétlime se nékolik zdkladnich pojmu z problematiky diferencialnich rovnic. Neznamou funkci
bude déle y, nezavisle proménnou bude z, tedy y(x). Pro derivaci budeme ekvivalentné pouzivat
zapis iy’ nebo %.

Rddem diferencidlni rovnice se rozumi nejvyssi stupeii derivace piftomny v diferencidlni
rovnici. Je-li nejvyssi derivace prvni, pak jde o rovnici 1. fadu. Je-li nejvyssi derivace n-ta, pak
je rovnice n-tého fad. Rovnice v’z 4+ y = 222 je tedy 1. fadu, rovnice zy’ 4+ 22 = " je tietiho
radu.

Linedrni diferencidlni rovnice je takova, kdy se neznamad, y nebo jeji derivace, vyskytuje
pouze v souctu, nikoli v soucinu. Rovnice 3/ + 2y = 22 je tedy linearni, rovnice yy’' = z je
nelinedarni. Poznamenejme, Ze x neni nezndmd, proto se sou¢in z, resp. f(x), a y v linedrni
rovnici vyskytovat muze. Rovnice zy’ + 2y = x je tedy téZ linearni. Obecné muzeme linearni
diferencidlni rovnici 2. fadu (a obecné jakéhokoli fadu) zapsat jako

a(z)y” +b(z)y + c(x)y = d(z)

Pokud jsou a(x), b(z) i ¢(z) konstanty, hovofime o rovnici s konstantnimi koeficienty. Na pravé
strané rovnice se nevyskytuje neznama, pouze funkce x. Jestlize je prava strana rovnice nulova,
tedy d(z) = 0, hovoiime o homogenni rovnici, jinak o nehomogenni.

Ve vySe uvedeném piikladu jsme nasli y(x) = e® jako jedno konkrétni feSeni rovnice y' = v.
Kazdé konkrétni feseni oznacuje jako partikuldrni. Existuje ale nekoneéné mnoho partikulér-
nich Feseni, kterd jsou vSechna zapsatelnd obecnym tvarem y(z) = k.e*, kde k € R. Takovému
obecnému zapisu rikdme obecné reseni. Najit néjaké partikularni reseni, narozdil od obecného
feseni, muze byt snadné, lze jej napr. uhadnout. Takovym zjevnym partikuldrni feseni uvedené
rovnice y' = y je napt. y(z) = 0.

2.7.3 Metoda separace proménnych

Resme nyni{ rovnici jiz zminénou rovnici ¢y = y systematickym zpusobem. Derivaci muzeme
prepsat do tvaru podilu dvou diferencialia, dy a dzx,

dy _
dx_y

S diferencidly mizeme zachézet jako s ¢isly, napf. jimi nasoit ¢i délit. Pfevedeme rovnici na tvar

dy _
y

dzx

Tim jsme vse souvisejici s y presunuli na levou stranu rovnice a vse souvisejici s  na pravou
stranu. Postup oznacujeme jako separace proménniych. Nyni pred oba diferencialy napiseme
integral a zintegrujeme, ¢imz vyresime rovnici.

d
/yy:/dx—>lny:x+(3'

Po tpravé dostaneme obecné reSeni rovnice

y=e"TC = eCe” = ke®
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2.7 Obycejné diferencialni rovnice

kde k := e®. Hodnotu konstanty ziskdme z po¢atecnich podminek. Pozadujme napiiklad, aby
y(0) = yo. Pak je k = yp a odpovidajici partikuldrni feseni zni
Yy = yoe”

Jen poznamenejme, ze metoda mé samoziejmé exaktni dikaz, popsany formalni postup sam o
sobé dukazem neni.

Priklad: Antibiotikum vankomycin je z organizmu eliminovano prevazné v nezménéné podobé
ledvinami, pricemz se ridi kinetikou 1. fadu, tedy rychlost eliminace vankomycinu je pfimo
umérna jeho plazmatické koncentraci c. Tomu odpovidé diferencialni rovnice

dc

— = —kc

dt
popisujici prostou eliminaci vankomycinu. Rovnice je separovatelna do tvaru

d
% kdt
C

Po integraci dostaneme
Inc=—kt+b — c=Be

kde b, resp. B = €’ je integra¢ni konstanta. Tim jsme ziskali obecné Feseni. Hodnotu konstanty
B urc¢ime z pocatecni podminky. Koncentraci v ¢ase 0 ozna¢me cqy. Plati tedy

co = Be "0 =B
Finalnim partikuldrnim resenim proto je
kt

c=cp.e

Ny 01 w1 o . . v . de .
Piiklady prubéhu funkce ukazuje obr. Poznamenejme jesté, Ze rovnice &7 = —kc je homo-
genni, protoze ji mizeme upravit na tvar s nulovou pravou stranou % + ke =0.

51c

2 4

Obrazek 2.19: Homogenni linedrni diferencialni rovnice prvniho fadu

2.7.4 Linearni diferenci rovnice prvniho fadu, metoda variace konstant

Nyni si popiseme dalsi zpiisob Teseni, tzv. metodu variace konstant. Nejprve si postup uka-
zeme na konkrétnim prikladu, poté obecné.
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Priiklad: Rozsitime predchozi ptiklad s eliminaci vankomycinu o situaci, kdy vankomycin sou-
casné kontinualné podavame infazi rychlosté vg. Zajima nas, jak se vyviji plazmaticka koncent-
race v Case poté, co zapneme infuzi s vankomycinem. Problém nyni popisuje rovnice

— =g — ke

dt

zahrnujici jak eliminaci ledvinami, tak kontinualni podavani léku. Oproti predchozimu prikladu
jde nyni o nehomogenni rovnici s nenulovou pravou stranou,

d
£+kc:vo

kde jiz nemuzeme separovat proménné. K reseni pouzijeme nésledujici ,trik“, oznacovany jako
variace konstant. Nejprve budeme Tesit odpovidajici homogenni rovnici, coz uz jsme vyse provedli
a ziskali Feseni

c=Be "

kde B byla konstanta. Variace konstant spoéiva v tom, ze B nadale nebudeme povazovat za
konstantu, nybrz za funkci ¢, B(t). ReSeni nehomogenni rovnice tedy hleddme ve tvaru
c=B(t).e*

Pro ¢ plati

d
di(t: = B'(t).e™™ — kB(t)e "

Po dosazeni do rovnice dostaneme
B'(t).e ™ — kB(t)e ™ = vy — kB(t).e ¥

Po zkraceni stejnych ¢lent dostavame diferencialni rovnici pro B(t)

B'(t).e7* =y

kterd je separovatelna. Proto
v
/dB = /voektdt — B= ?Oekt—i—D
kde D je dalsi integra¢ni konstanta. ReSenim ptivodni nehomogenni rovnice tedy je

c= (erkt + D) ekt = v—}: + De ™kt

Na poéatku pozadujme nulovou koncentaci vankomycinu, tedy ¢(0) = 0, odkud plyne

Vo —k.0 Vo
0=—+D —- D =——
R TP 2

Partikularni fesenim proto je

c= % (1 - e_kt)

Priklady FeSeni pro rtzné hodnoty parametr jsou na obr. 2.20] Koncentrace zpodatku rychle
roste k setrvalé, staciondrni hodnoté, pro niz (v nekoneéném case) plati
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2.7 Obycejné diferencialni rovnice

Cstac = % (1 - e—koo) = %

V redlném zivoté povazujeme koncentraci za ustdlenou po zhruba 5 polocasech.

L

2 1

Obrazek 2.20: Nehomogenni linedrni diferencialni rovnice prvniho fadu

Zformulujme feseni jesté pro obecny piipad linearni diferencidlni rovnici prvniho radu

a(@)y +b(x)y = c(x)

V predchozim pripadé slo o specidlni pripad s konstantnimi koeficienty a = 1, b = ki ¢ = vyg.
Rovnice je nehomogenni, protoze méa nenulovou pravou stranu. Nejprve vytesime odpovidajici
homogenni rovnici

a(z)y’ +b(z)y =0

Zde muzeme snadno separovat proménné, dostaneme tedy

dy _ =),
y a(z)
A po integraci
b b g,
Iny = /—(x)dx—i-C — Y= kef ate)
a(x)

kde k je konstanta. Nyni pouzijeme variaci konstanty k, kterou budeme déle povazovat za funkci
x, a budeme hledat feseni nehomogenni rovnice ve tvaru

Pro ¢ plati

b(z) d b(z) d

o) (2)e] T3 _ a(oyh(e) 2B o] B | yk()e] TEBY 2 o)
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2 Uvod do matematické analyzy

Po tdpravé dostdvame separovatelnou rovnici pro k(z)

b(x) d

a(:v)k:'(z)effa(z) ¥ = c(x)

Po separaci a integraci obdrzime

b(x b(z)
b = SO iy, / Exi J 554y 1+ D

a(:c) a(x

Dosadime do ptuvodni rovnice a ziskdme ponékud komplikovany tvar obecného feseni.

b(x) bx) b(x)
y = ef‘am)dg”/c((x; Ja® gy 1 pel —amde
al\x

2.7.5 Soustavy obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu

Soustavy obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic jsou mimoradné dilezité, protoze popisuji fadu real-
nych procest, kdy spolu rizné proménné interaguji. Ilustrujme pojem soustava diferencialnich
rovnic nasledujicim piikladem.

Priiklad: Chceme matematicky popsat vyvoj koncentrace inzulinu a glukézy v ¢ase. Obé latky
se vzajemné ovlivnuji. Inzulin snizuje koncentraci glukézy, zaroven je vsak jeho produkce za-
visla na jeji koncentraci. Inzulin je soucasné odbourdvan kinetikou prvniho fadu, nezavisle na
koncentraci glukézy. Necht je glukdza zaroven privadéna infazi konstantni rychlosti vg. V nésle-
dujicim modelu pro zjednoduseni povazujme vsechny vzajemné zavislosti za linedrni (s konstan-
tami umérnosti k;), byt toto neodpovidé fyziologické realité. g bude znacit koncentraci glukézy
(g := [glukéza]) a I koncentraci inzulinu (I := [inzulin]). Zmény koncentrace glukozy a inzulinu
v ¢ase muzeme popsat nasledujici dvojici diferencidlnich rovnic

dg

L =g — ky
dt Vo 1
dI

= —kog — ksl
dt 29 3

Tato dvojice diferencidlnich rovnic je ,zvlastni“ tim, Ze ani jednu z rovnic nemuzeme Tesit
samostatné, nebot pro vysetreni kazdé z rovnic potifebujeme znat reseni druhé rovnice. Takovou
dvojici rovnic oznacujeme jako soustavu diferencidlnich rovnic. Analogicka situace nastava
u soustavy algebraickych rovnic, kde jsou jednotlivé rovnice téz provazané. Soustava rovnic
miize byt libovolné rozsédhld. Resit soustavu diferencidlnich rovnic analyticky je mozné jen v
nejjednodussich piipadech, obvykle je nezbytné reseni numerické.

Soustavu algebraickych rovnic mtizeme fesit eliminaci proménnych, kdyz jedné rovnice vyjad-
fime jednu z proménnéych a dosadime ji do ostatnich rovnic. Zkusme pouzit podobny postup
na uvedenou soustavu diferencidlnich rovnic. Eliminujme glukézu. Zderivujeme druhou rovnici
podle ¢asu a dosadime poté za ¢’ z prvni rovnice.

d2T dg dl dl
@Lf_ . 9 _ I —
I ko 7 k3d = kovg — k1kol — k3— 7

Ziskali jsme nehomogenni linearni diferencialni rovnici druhého rddu s konstantnimi koeficienty
d*1 k dI
a2 " "t

kterou budeme Tesit v dalsi ¢asti. Jakmile zjistime funkci I(¢), z prvni rovnice dopocteme g(t).
Konkrétni volba konstant urcuje nejen konkrétni hodnoty funkce, ale i jeji kvalitativni charak-

+ k1kol = kovg
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2.7 Obycejné diferencialni rovnice

teristiky, napf. jestli feseni v ¢ase konverguje, zda dochézi k oscilacim apod.

Resili jsme soustavu tak, Ze jsme eliminovali proménnou a ze soustavy dvou rovnic prvniho fadu
jsme ziskali jednu rovnici druhého fadu. Pro numerické reseni diferencialnich rovnic je ale postup
obvykle opac¢ny. Numericky fesit soustavu rovnic prvniho fadu je totiz relativné snadné. Proto
se nabizi, pokusit se rovnice vyssich fada prevést na soustavu rovnic prvniho fadu a tu pak resit.
Postup je snadny. Jako ptiklad vezméme rovnici druhého radu

y'+by +y=d

s nezndmou funkei y(z). Definujme novou funkei z(x) := ¢ jako derivaci funkce y. Pak plati
2/ = 4" a rovnici mizeme prepsat do tvaru

Z+bz+y=d

Muzeme sestavit novou soustavu dvou rovnic pro 2 neznamé funkce y a z, kterou dale numericky
Tesime.

dz

— =d—y—>»
dx y i
dy _
dx_z

Pro potfeby numerického feseni (jakychkoli) diferencidlnich rovnic tedy sta¢i umét vyfesit sou-
stavu rovnic prvniho radu.

2.7.6 Linearni diferencialni rovnice druhého radu

V posledni ¢asti kapitol o diferencidlnich rovnicich se budeme zabyvat analytickym feseni neho-
mogenni rovnice druhého radu s konstantnimi koeficienty. Takovou rovnici je napr. vyse odvozena

rovnice pro inzulin
d?I dI
— + k3— + k1kol = kov
p7e + k3 i + R1R2 200
Pro jednoduchost zapisu preznacme konstanty na b, ¢ a d. Pred nejvyssi derivaci konstanta byt

nemusi, ponévadz je nutné nenulova a lze ji kratit.

A1 dI
4 bh—secl=d
a2 T te

Resme opét nejprve homogenni rovnici

d?I  dI
— +b—+4+cl=0
TR T
Vysvétlime nejprve pojem linedrni kombinace. Méjme libovolné funkce I a Is. Linedrni kom-
binaci funkci I; a Is se rozumi jejich nasobky a soucty. Necht p a ¢ jsou libovolna realnd cisla.
Pak kazda funkce
I(@) == ph(2) + als(x)

je linearni kombinaci funkci I; a Io. Kazdd homogenni diferencidlni rovnice ma pozoruhodnou
vlastnost. Jestlize néjaké funkce I; a I» jsou fesenim homogenni rovnice, pak i jejich jakédkoli
linearni kombinace je feSenim. Diikaz je snadny. Necht tedy I; a I3 jsou fesenimi homogenni

rovnice, tedy plati
d’I, dl;
—+b—+4+cl1 =0
72 + I + cly
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2 Uvod do matematické analyzy

d’Iy  dI
W + bﬁ + CIQ = 0

Dosadme I(z) = pIi(z) + ¢l2(x) do homogenni rovnice.

A1 dI d*1, dl d?1, dIy
oy h—del=p| - b=t el T2 b2 el =04+0=0
az Tt p(dt2+ ar T T g T ek +

I(x) tedy sliiuje homogenni rovnici a je tedy téz jejim feSenim, jak jsme chtéli dokézat.
Nehomogenni diferencidlni rovnice ma jinou pozoruhodnou vlastnost. Obecné feSeni nehomo-

genni rovnice Ipy lze ziskat jako soucet kteréhokoli jednoho partikularniho reseni nehomogenni
rovnice Ipy a obecného feseni homogenni rovnice Ipgy

Ion = Ipn + lon

Najit néjaké partikularni reseni nehomogenni rovnice muize byt snadné, lze ho ¢asto ,,uhadnout®.
Napr. zjevnym partikularni reSenim nehomogenni rovnice

d’I  dI
@‘f‘baﬁ-cf—d

je konstantni feseni Ipy = %. Pak uz staci ,,pouze” najit obecné reseni homogenni rovnice.

Zkusme tedy nyni najit fesenf homogenni rovnice, a to ve tvaru I = e*. Po dosazeni do rovnice
a zkraceni e** dostaneme

k2eft + bkeft +ceft =0 — K2+ bk +c=0

Aby tedy I = e** bylo feSenim, musi k spliiovat rovnici, tedy musi platit

Muzeme rozlisit 3 situace podle hodnoty dikriminantu D = v/b? — 4c.

1. D>0
Dostdme 2 redlné hodnoty ki 2 a 2 jim odpovidajici feSen{ I = 1t a Iy = e*2!. Reseni
jsou tzv. linedrné nezdvisld, coz znamena, ze nelze vyjadrit jedno reseni jako nasobek
druhého teseni. V hlubsi teorii diferencidlnich rovnic se ukazuje, Ze rovnice n-tého radu
ma nejvyse n linedrné nezavislych reseni. Protoze fesime rovnici druhého radu, jsou reseni
I a I veskerd linedrné nezavisla feseni. Jakékoli dalsi feseni I(x) homogenni rovnice lze
vyjadiit v jiz zndmém tvaru I(z) = plh(z) + ql2(x), tedy

k1 kot

kit Kt
Tog = pe™" + ge™
Obecné feseni nehomogenni rovice je

kit + qekzt

d
Ion = — +pe
c
Konstanty p a g se ur¢i z pocateénich podminek, které v pripadé rovnice druhého radu
musi byt 2, napf. po¢ateéni koncentrace inzulinu a poc¢ateéni rychlost tvorby inzulinu (coz
vlastné nepiimo vyjadiuje pocatecni koncentraci glukézy).
V pripadé naseho ptikladu s inzulinem jsou b i ¢ kladné, proto je v pripadé kladného dis-
kriminantu uréité /b2 —4c < b, jsou tedy ki i ko zdporné. S casem tedy exponencidlni

40



2.7 Obycejné diferencialni rovnice

komponenty klesaji k 0 a ztistava stacionarni hladina inzulinu %. Exponencidlni kompo-
nenty se uplatni pouze zpocétku, nez se ustavi staciondrni hladina. Obr. 2:21] ukazuje
mozné prubéhy funkci, pokud je pocateéni hladina nad nebo pod hladinou stacionarni.

2 4

Obrazek 2.21: Linearni diferencidlni rovnice druhého radu, D > 0

2.D=0

Pro nulovy diskriminant dostédvame jediné linedrné nezavislé reseni

—b
11:62t

Vzhledem k nulovému diskriminantu plati
) 2
c — ¢ 1

¢imz se diferencialni rovnice prevadi na tvar

21 dI b2
4 b—+—1=0
dt2 + dt + 4

Prozradime jeji druhé linedrné nezavislé feseni.
IQ = te%bt
Pro obecné feseni nehomogenni rovice s nulovym diskriminantem tedy ziskdame
Ion = % —i—pe_Tbt + qte_Tbt

Nékolik moznych prubéhu funkel ukazuje obr. 2.22] Prubéh je kvalitativné podobny pri-
béhu s kladnym diskriminantem.

3. D<O0
Pro zaporny diskriminant pod odmocninou neexistuje realné reseni, ale existuji 2 feseni
v oboru komplexnich ¢isel. Odmocninu ze zadporného diskriminantu muzeme upravit do
nasledujiciho komplexniho tvaru.

VD = \/-ID| = v=1,/ID| = &\/ID|
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511

Obrazek 2.22: Linearni diferencialni rovnice druhého radu, D =0

Proto
~b+VD  —b+iy/[D]
2 a 2

Dostavame tak 2 komplexné sdruzena linearné nezévisla reseni

k12 =

To je na prvni pohled podivny vysledek, ponévadz v redlném fyzickém svété musi byt reseni
redlné. Komplexni feseni je pouze matematickd konstrukce. MizZeme vsak vyuzit vyse
popsanou vlastnost homogenni linearni rovnice, ze soucet Teseni je téz resenim. Zkusme
obé komplexné sdruzena reseni prevést do goniometrického tvaru a secist.

L+ T =e 3t |5t 4 et
D D D D
—e 3t |cos Et + ¢ sin Et + cos \/ﬁt — ¢sin ﬂt
2 2 2 2
D
= 2¢~ 3t cos \/ﬁt

2

Doslo k eliminaci komplexnich ¢lent a zbylo ndm realné feseni! Poznamenejme, ze druhé
linedrné nezavislé feseni bychom ziskali ode¢tenim obou Feseni. ReSeni by bylo ¢isté ima-
ginarni a pro realny svét irelevantni

Pro obecné feseni nehomogenni rovice se zdpornym diskriminantem tak ziskdme

v

d _b
Ion = — 4+ pe™ 2° cos
c 2

Reseni je kvalitativné odlisné nez teseni predchazejici, vyskytuji se zde totiz oscilace. Ve
vyrazu
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Nl

2
jici amplitudu —%t. V case tedy oscilujici komponenta odezni a zbyde konstantni hladina

muzeme vidét dveé ¢asti - oscilaci s konstantni amplitudou cos t a exponencidlné klesa-
inzulinu Iy = %. Obr. ukazuje mozny prubéh funkce. Cervené ¢arkované linie vyznacuji
exponencialné kesajici amplitudu. VSimnéme si, ze parametry ptvodni rovnice, resp. sou-
stavy rovnic, urcovaly, zda dojde ¢i nedojde k oscilacim. Oscilace v regulacnich systémech
je tedy mozn4, ale nikoli nutna.

511

2 4

Obrazek 2.23: Linearni diferencidlni rovnice druhého radu, D < 0
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3 Poznamky k numerické matematice

Radu, nebo spise vétsinu redlnych tloh nelze itesit analyticky, tedy nepodaci se nam najit
jednoduchy vztah, vzorec, do néhoz muzeme dosadit a ihned zjistit vysledek. Témér zcela to
plati pro diferencialni rovnice. V kapitole 2.7 jsme fesili vSechny tdlohy analyticky, to byly ale ve
skutecnosti peclivé vybrané vyjimky. Vétsinou je tfeba 0zit néjaky jiny postup, abychom ziskali
alespon ciselny vysledek, kdyz uz neméme analytické feseni. Rozvojem a studiem vlastnosti
téchto postupii se zabyva numerickd matematika. Formuluje téz algoritmy, programy, k hledani
feseni. Tim se pohybuje na hranici matematiky a informatiky.

3.1 Numerické feseni algebraickych rovnic

Analyticky umim Tesit jednoduché algebraické rovnice, jako 2% 4+ 3z + 2 = 0. Nelinearni alge-
braické rovnice, napf. cosx = x musime fesit numericky. Zde si predstavime 3 postupy nume-
rického feseni algebraickych rovnic. VSechny 3 postupy maji iterativni charakter. To znamena,
Ze se znovu a znovu opakuje stejny vypocet s odlisnymi ¢isly, pricemz vystup i-tého kroku je
vstupem pro krok i+1. Na pocétku je tfeba zvolit néjaky odhad feseni, oznacme jej xg. Nasleduji
iterace. Pokud se jiz Teseni mezi jednotlivymi kroky prilis neméni, je napf. mensi nez predem
zvolené kritérium ukondent iteraci e, |x; —x;_1| < €, program se ukond¢i a vypise aktudlni hod-
notu x;. Rtizné postupy se lisi konvergenci a efektivitou. Konvergenci se mini skutecnost, ze se
postup stale vice blizi spravnému reseni. Konvergence muze zaviset na volbé poc¢atecniho xg. Pro
néktera xg mize postup konvergovat, pro jind nikoli. Efektivitou se rozumi pocet provedenych
iteraci, nez program splni kritérium ukonceti.

Kazdou algebraickou rovnici 1ze upravit na tvar f(z) = 0. Hledejme tedy numerické feseni této
rovnice. Necht feSenim rovnice xg, tedy f(xs) = 0.

3.1.1 Metoda pileni intervalt

Metoda piileni intervald je nejjednodussi, viz obr. Je tieba zvolit dvé pocatecni hodnoty
xOL a xOR, jednu vlevo a druhou vpravo od zs. Tyto dvé hodnoty vymezuji interval, v némz se
nachazi feseni. Ponévadz uvazujeme monotoénni isek funkce f a jeji prisecik s osu x, tedy reseni
s, se nachazi mezi obéma krajnimi hodnotami, musi mit f(z{) a f(x{’) opa¢né znameni, tedy
f(zd).f(xf) < 0.V kazdé iteraci najdeme prosttedni hodnotu mezi obéma krajnimi

R L

Ty — X
oM. T~ %o
2

a uréime jeji funkéni hodnotu, f(z™). Refeni x4 se urcité nachazi mezi 2™ a tou z krajnich
hodnot, kterd mé opa¢né znaménko nez f(xM). Necht jsou tedy obecné v i-té iteraci algoritmu

krajni hodnoty intervalu, v némz se nachizf x5, z¥ a zf. Pak

a definujeme nové krajni hodnoty xiLH a xﬁl tak, ze vzdy jednou z novych krajnich hodnot se
stane 2 a druhd se neméni. Piitom z%, := zM a 28, := 2, pokud f(zM).f(zf) <0, jinak
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zft =aMaal | ;= zF. V kazdé iteraci se interval obsahuji fedenf z, zkrati na polovinu, odtud

nézev metody. Iterace se provadéji tak dlouho, az je sitka intervalu mensi nez predem zvolené €.
Dokonce staci polovina intervalu, protoze z¥ se od z, li§{ nanejvys o polovinu délky intervalu
[a:ZL , xﬁ] Vyhodou metody je jeji jista konvergence, pokud se ndm podafi najit monoténni tsek
funkce v okoli feseni.

f(x) ) f(z)
14 COS &
3 xr xg
x ; — ®
| x :
s~ 0,739 1 ] ‘
(a) Rovnost funkei. z = cos(x). (b) Kofen rovnice. f(z) =« — cos(z) = 0.

Obrazek 3.1: Metoda puleni intervala.

V Pythonu bychom algoritmus fesici rovnici cos(xz) = = mohli napsat takto:

import math

def g(x):
return x-—math.cos(x)

epsilon = 0.001 # poZadovana ptresnost Freleni

j=0 # sledovani poctu iteraci

xL=0.0 # leva krajni hodnota poc¢dtec¢niho intervalu
xR=1.0 # prava krajni hodnota poc¢atec¢niho intervalu

while abs(xR—xL)/2 > epsilon: # kritérium ukonceni iteraci

xM = (xL+xR)/2 # definice sttredu intervalu
if g(xM)*g(xR)<0: # volba novych krajnich hodnot
xL = xM
else:
xR = xM
j+=1 # ptibyla 1 iterace
print(xL) # leva krajni hodnota konec¢ného intervalu
print (xR) # prava krajni hodnota kone&ného intervalu
print(j) # pocet provedenych iteraci

V daném piikladu ziskdme pro e = 0,001 po 9 iteracich interval feseni [0.73828125, 0.740234375).
Pro predstavu presnosti dodejme, Ze na 8 desetinnych mist je x; = 0, 73908513.

3.1.2 Metoda prosté iterace

Dalsi metodou, zajimavou, ale asi nejméné pouzivanou, je metoda prosté iterace. Je nutné z
fesSené rovnice f(x) = 0 vyjadrit x, tedy rovnici preformulovat do tvaru x = g(z). Napriklad
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rovnici z —cosz = 0, kde f(x) = x — cos z, preformulujeme do tvaru z = cosx, kde g(z) = cos z.
Opét se zvoli pocatecni odhad TeSeni xg. Kazdy krok iterace je charakterizovan jednoduchym
predpisem

Tip1 = g(x;)

Princip algoritmu objastiuje obr. [3:2] Algoritmus ,postupuje® ve sméru ¢ervenych Sipek. Pro-
blematické jsou podminky konvergence. Aby algoritmus konvergoval, je nutné aby pro vSechny
hodnoty mezi xy a fesenim x4 platilo, ze |¢'(z)| < 1. Funkce tedy nesmi v zZddném bodé tohoto
intervalu rist nebo klesat prilis rychle. To casto neplati. Téz rychlost konvergence zavisi na
|¢'(z)| a muze byt nizka.

]
P—‘OE

Obrazek 3.2: Metoda prosté iterace. g(z) = cos(z).

Algoritmus fesici stejnou rovnici cos(x) = z implemenovany v Pythonu je nasledujici:

import math

def g(x):

return math.cos(x)
j=0 # sledovani poc¢tu iteraci
epsilon = 0.001 # pozadovanad ptresnost Freleni
x1=0.9 # pocate¢ni hodnota
x2=g(x1)

while abs(x1—x2) > epsilon: # kritérium ukonc¢eni iteraci

x1=x2 # iterac¢ni predpis

x2=g(x1)

j+=1 # pribyla 1 iterace
print(x1) # predposledni hodnota iterace
print (x2) # posledni hodnota iterace
print(j) # poclet provedenych iteraci

Pro stejnou presnost € = 0,001 jako v predchozim piikladé ziskdme z posledni iterace dvojici
hodnot 0, 7386421766270547 a 0, 7393834415834122, a to az po 15 iteracich.

3.1.3 Newtonova metoda

Popularni je Newtonova metoda, oznacovana téz Newton-Raphsonova metoda nebo metoda
tecen. Konverguje velmi rychle, ale nikoli vzdy. Resime opét rovnici f(z) = 0. Souc¢asné musime
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3.1 Numerické reseni algebraickych rovnic

znat derivaci funkce f, f’. Opét je nutné poskytnou pocatecni odhad feseni zg. Princip metody
ilustruje obr. V bodé xq zjistime derivaci f'(zg), ¢imz zndme smérnici tecny v tomto bodé.
Posuneme se do bodu z1, kde tecna protind osu x. Obecné z;1 je bod, kde te¢na v bodé x;
protind osu xz. Z obr. je zfejmé, ze pro iteraéni predpis plati

 f()

f'(xi)
Poznamenejme pro tplnost, ze pokud derivaci nezname a nahradime ji odhadem derivace jako
podilu 2 rozdild, prechazi metoda tecen v tzv. metodu secen.

Titl = Ty

1 | (=) f(z) = x — cos T [

—1
Obrazek 3.3: Newtonova metoda. f(x) =z — cos(z).
Algoritmus Fesici opét stejnou rovnici x — cos(z) = 0 zni:
import math

def f(x): # tedend rovnice
return x—math.cos(x)

def fdev(x): # derivace funkce f
return l+math.sin(x)

j=0 # sledovani poc¢tu iteraci
epsilon = 0.001 # pozadovana presnost teleni
x0=1 # pocateéni hodnota
x1=x0—f(x0)/fdev(x0) # "nultd" iterace

while abs(x0—x1) > epsilon: # kritérium ukonc¢eni iteraci

x0=x1

x1=x0—f(x0)/fdev(x0) # iteradni predpis

j+=1 # pribyla 1 iterace
print (x0) # predposledni hodnota iterace
print(x1) # posledni hodnota iterace
print(j) # polet provedenych iteraci

Pro stejnou presnost € = 0,001 jako v predchozim piikladé ziskdme z posledni iterace dvojici
hodnot 0,7391128909113617 a 0, 739085133385284, k ¢emuz nam staci pouhé 2 iterace!! Po-
Cet iteraci pritom s rostouci presnosti roste velmi pomalu. Napriklad pro reSeni s presnosti 11
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3 Poznamky k numerické matematice

desetinnych mist (¢ = 0,00000000001) sta¢i pouhé 4 iterace (zs = 0.7390851332151607).

3.2 Numerické reseni diferencialnich rovnic

Numerické Teseni diferencidlnich rovnic je stézejni téma pro potreby matematického modelovani
v mediciné a biologii. Predstavime si dva nejznaméjsi iterativni postupy, jednodussi Eulerovu
metodu a slozitéjsi, ale presnéjsi metodu podle Runga a Kutty 4. radu. Diferencialni rovnici
prevedeme na explicitni tvar, kdy na levé strané rovnice se vyskytuje pouze derivace a ne pravé

strané ¢leny bez derivace, tedy

dx
E - ({Il‘,t)

Hledanou nezndmou bude funkce z(t). Pokud neni derivace explicitné vyjadiena (¢asto to neni
mozné), hovofime o tzv. implicitnim tvaru diferencidlni rovnice, obecné f(z/,x,t) = 0. Pak je
do kazdého kroku numerického reseni nutno vlozit feseni algebraické rovnice pomoci nékteré z
metod uvedenych v predchozi kapitole.

diskretizace

3.2.1 Eulerova metoda

Eulerova metoda vyuziva skutecnosti, ze derivace je podil dvou malych rozdila, tedy

dv  Aw
dt At

Vyraz pro derivaci pak hned prepiseme do tvaru

Ax
At f(x,t)

Iterativni predpis je definovan vyrazem

Tir1 = x; + f(x,t). At

Musi byt zndma pocatecni hodnota x(0) = xo v ¢ase t = 0 resp t = ty9. V kazdém kroku
metody se posuneme v ¢ase o At dopredu a o Az ve funkéni hodnoté. Princip ilustruje obr.
Je patrné, ze se hodnota z;11 lis{ od spravné hodnoty z(t + At). V i-tém kroku tak vznika
chyba error; = z(t + At) — x;4+1. Chyba zjevné zavisi na velikosti kroku At. Drobné chyby se
vsak kumuluji v kazdém kroku a vysledna celkova chyba postupné roste. Celkovou chybu nékdy
nelze eliminovat ani zmensenim kroku At. Pak sice klesne chyba jednotlivého kroku, ale vzroste
pocet krokt a celkova kumulativni chyba klesnout nemusi. Déle popsana metoda podle Rungy
a Kutteho tento problém resi.

Déle je uvedena mozna implementace Fulerovy metody v Pythonu pro diferencidlni rovnici
1’ = —x. Pii poédtecnich podminkach z(0) = 10 je analytickym feSenim x = 10e~!. Numerické
i analytické TeSeni je zobrazeno na obr. Je patrna drobna odlisnost obou kiivek, tedy chyba

Eulerovy metody.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

size = 50

t = np.linspace(®, 10, size) # vektor c¢asovych bodu

Xx_num = np.linspace(®, 10, size) # vektor numerickych hodnot funkce
x_anal = np.linspace(®, 10, size) # vektor analytickych hodnot funkce
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3.2 Numerické reseni diferencidlnich rovnic

10 | =

P error;

Az
‘ ‘ ‘ t
1 2 3
Obrazek 3.4: Eulerova metoda
def g(a): # derivace hledané funkce
return —a
dt = 10/size # ¢asovy krok
i=0
x[i] = 10 # pocate¢ni hodnota funkce — x(t0)
t[i] = O # polatedni ¢&as
while i < (size-—1): # iterace
dx = dt x g(x_num[i])
x_num[i+1] = x_num[i] + dx
t[i+1] = t[i] + dt
i+=1
x_anal = 10xnp.exp(—t) # analytické Freleni
# graf reseni
fig, axes = plt.subplots()
axes.plot(t, x_num, ’b’, label = ’numerické resSeni’)
axes.plot(t, x_anal, ’'r’, label = ’'analytické teSeni’)

axes.set_xlabel(’c¢as’)
axes.set_ylabel(’x’)
axes.legend ()
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3 Poznamky k numerické matematice

10 4 —— numerickeé feseni
— analytickeé feseni
B 4
E i
=
4 -
2 i
D i
0 2 4 6 B 10
Cas

Obrazek 3.5: Eulerova metoda: 2/(t) = —z

3.2.2 Metoda Rungeho a Kutty

Jak je jisté patrno, je Eulerova metoda velmi jednoduchd, ale neptilis presna. Vyrazné pres-
néjsi metodu numerického feseni diferencidlnich rovnic vypracovali po¢atkem 20. stoleti némecti
matematici Carl Runge a Wilhelm Kutta. Metoda se snazi odstranit nepfesny odhad Az po
kroku At, tedy snizit chybu error;. Hodnotu x(t + At) neodhaduje v jednom kroku, ale v né-
kolika navzajem propojenych krocich. Predstavime si nejpouzivanéjsi variatu se 4 kroky, tzv.
Runge-Kuttovu metodu 4. fadu (¢asto oznac¢ovanou RK4). Resfme rovnici

dr

Opét zvolime ¢asovy krok At. Postupné spocitdme 4 odhady Az, oznacené ky az k4 a z jejich

vazeného priméru dopocteme finalni odhad Az. Existuji i jiné drobné modifikace téhoz postupu.
Algoritmus je néasledujici:

k‘l = f (xi, tz’) At

ko=f <£L‘i+k1,ti+At> At

2 2
ko At
ks = i+ =, ti+— | At
3 f<x + 5 + 2)

ky = f (x; + k3, t; + At) At
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3.2 Numerické reseni diferencidlnich rovnic

Odhad prtimeérného sklonu je

Az

Odhady t;+1 a x;41 definujeme jako

tit1 =

Tiy1 =

k14 2k + 2k3 + Ky

6

t; + At
z; + Az

Je zjevné, ze prvni krok, tedy urceni k1, je identicky s Eulerovou metodou.

’ ’
x(t) ,' x(t) ,'
’ ’
’ v,
’ 1 7
10 | g 10 |
’ 7,7
’ s
’ = ..
’ P ’.
’ . 7
’ e ’/.,‘.
- o b ko
’ PRe s 7
e k s k
e 1 .l 1
51 i 51 il
Ied /‘0
Ly .~ <
) At At
t
1 2 3 1 2 3
’ ’ /
x(t) s x(t) Pt K
’
4 ’
15 Sy
///‘.- // ,
10 | S
.t O ’ ;
/, /.‘/’ // ‘
s # 7 ’/
,/, // r k5 10 1 /, "(‘ r k4
, ,,. ]{j2 // 4/
7 7 ,'
¢ ’ R
5 S ks
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N
’
’
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Obréazek 3.6: Konstrukce k1 az k4 v Rungové-Kuttové metodé

Obr. ukazuje vysledky obou metod po jednom kroku, po¢itdno z hodnot ki az k4 z obr.
Je vidét, ze RK4 metoda je vyrazné presnéjsi nez Eulerova metoda. Odhad hodnoty z;+; RK4
metodou je témér presné funkéni hodnota v bodé t + At, z(t + A).

Déle je uvedena moznda implementace Runge-Kuttovy metody v Pythonu pro feseni stejné dife-
rencidlni rovnici 2/ = —x jako v predchozi kapitole. Numerické i analytické FeSeni je zobrazeno
na obr. Obé¢ krivky jsou prakticky totozné. Opét je patrno, ze chyba metody RK4 je vyrazné
mensi nez metody Eulorovy, ackoli ¢asové kroky At jsou stejné.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

size = 50
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3 Poznamky k numerické matematice

(t) "

10 |

1 2 3

Obrazek 3.7: Porovnani presnosti Eulorovy a Rungovy-Kuttovy metody

B3

t = np.linspace(®, 10, size)
x_num = np.linspace(®, 10, size)

vektor casovych bodu
vektor numerickych hodnot funkce

3+

x_anal = np.linspace(®, 10, size) # vektor analytickych hodnot funkce
def g(x,t=1): # derivace hledané funkce

return —x
def RK(x,t=1): # 1 krok RK metody 4. radu

kl = dt * g(x,t)

k2 = dt * g(x+kl1/2,t+dt/2)

k3 dt * g(x+k2/2,t+dt/2)
k4 dt * g(x+k3,t+dt)
return x+(kl+2xk2+2xk3+k4)/6

dt = 10/size # Casovy krok

i=0
x_num[i] = 10 # poc¢ate¢ni hodnota funkce — x_num(t0)
t[i] = O # polateé¢ni ¢as

while i < (size—1): # iterace
x_num[i+1] = RK(x_num[i],t[i])
t[i+1] = t[i] + dt
i+=1

x_anal = 10xnp.exp(—t) # analytické FeSeni
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3.3 Numerické reseni soustav diferencialnich rovnic

# graf reseni

fig, axes = plt.subplots()
axes.plot(t, x_num, ’b’, label = ’'numerické teSeni’)
axes.plot(t, x_anal, ’'r’, label = ’analytické treSeni’)
axes.set_xlabel(’¢as’)
axes.set_ylabel(’x’)
axes.legend ()
10 1 'i. === numericke feseni
\ == analytické feseni
g "L\
*1 \
x \
4 \M
\
2 1 ‘\_H
Hhﬂm
0 A ""'ﬂ-_______________'_r___________
0 2 4 B B 10
cas

Obréazek 3.8: Runge-Kutteova metoda 4. fadu: 2/(t) = —x

3.3 Numerické reSeni soustav diferencialnich rovnic

Pro Teseni soustav diferencidlnich rovnic jsou numerické metody zasadni. Analytické feSeni je
mozné jen vzacné. Obévyse popsané metody se daji rozsirit pro pripad soustavy rovnic. Uvazujme
dveé funkce ¢asu, z(t) a y(t), které charakterizuje soustava diferencidlnich rovnic

dx
_— = t
dt fl('xay? )
dy
_— = t
dt fQ(Q"aya )

s pocateénimi podminkami x(0) = zg, y(0) = yo a t(0) = to.

3.3.1 Eulerova metoda

Uprava Eulerovy metody pro pripad soustavy rovnic je snadna. Rovnice upravime na tvar
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3 Poznamky k numerické matematice

L~ fl(xay7t)
Ny f2($,y,t)

Pro itera¢ni predpis dostaneme

iyl =x; + fi(z,y,t).At
Yi+1 = =Yi + fo(x,y,1).At
ti+1 = tz‘ + At

Implementace v Pythonu muze byt nasledujici.

import numpy as np

size = 100

t = np.linspace(®, 50,size)
X = np.linspace(®, 50,size)
y = np.linspace(®, 50,size)

def fi1(x,y,t):
return —x + 2xy

def f2(x,y,t):
return —x + y

dt = 0.1
i=0

x[i]l = 0
y[i]l = 10
t[i] = ©

while i < size—1:
dx = dt * f1(x[i],y[i],t[i])
dy = dt * f2(x[i],y[i],t[i])

x[i+1] = x[i] + dx
y[i+1] = y[i] + dy
t[i+1] = t[i] + dt
i +=1

import matplotlib.pyplot as plt
fig, axes = plt.subplots()

axes.plot(t, x, 'b’, label 'x’
axes.plot(t, y, 'r’, label = ’y’
axes.set_xlabel(’cas’)
axes.set_ylabel(’y’)
axes.set_title(’vyvoj v case’)
axes.legend ()
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3.3 Numerické reseni soustav diferencialnich rovnic

Obr. ukazuje ¢asovy prubch feseni. Obr. ukazuje tzv. fazovy portrét. Jde o vzajemné
zobrazeni vyvoje funkci z a y po eliminaci nezavisle proménné (zde ¢asu). Kdybychom z vysky
pozorovali pohybujici se objekt, trajektorie jeho pohybu, kterou bychom vidéli, je prikladem
fazového portrétu, polohy vuci osdm, tedy z(t) a y(t), jsou funkcemi casu. Pomoci fiazového
portrétu muzeme ,zobrazit chovani“ soustav diferencidlnich rovnice, napr. hledat oscilace ¢i
stabilni a nestabilni body.

30 — 20 —
— ¥ 5 —
0
10
10 5
0
= o =
-5
-10 -10
0 -15
-20
0 2 4 B B 10 0 2 4 B B 10
cas as
(a) Eulerova metoda (b) Runge-Kuttova metoda

Obrazek 3.9: Numerické reseni soustavy diferencialnich rovnic - vyvoj v case

fig, axes = plt.subplots()

axes.plot(x, y, 'b’, label = ’dt = 0.1)
axes.set_xlabel (’x’)
axes.set_ylabel(’'y’)
axes.set_title(’fazovy portrét’)
axes.legend ()
10 15
10
10
5
= o S o
-10 -3
-10
—20
T T T T T T _]'5 T T T T T T T T T
—20 =10 o 10 20 30 —20 -15 -10 -5 o 5 10 15 20
x x
(a) Eulerova metoda (b) Runge-Kuttova metoda

Obrazek 3.10: Numerické feseni soustavy diferencidlnich rovnic - fazovy portrét

3.3.2 Runge-Kuttova metoda

metody. V zasadé je tfeba jednotliva ki az k4 tvorit pro obé proménné zaroven. k odpovidajici
proménné x oznac¢me k,, k, budou odpovidat y. Pro piipad soustavy 2 vySe uvedenych rovnic
by byl algoritmus nésledujici:
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3 Poznamky k numerické matematice

fl (l‘hyu z)
kl,y — 1 (-T Yi, z)
k k1y At
r y Yi i — | A
ko, f1< Yt i + ) t
k k1, At
- (A ’ 7 - A
ko, = h( 2,y+2 t+2) t
k ko kay At
i - — | A
f1< 5 =2 i+ 5 i it ) t
k k,y At
k3 = f2< 2 =L i+ 5 t+2>At
kw=fﬂm+%wm+%wt+Aﬂm

Odhad prumérnych sklonu je

o kl,:c + 2k2,x + 2k3,x + k4,x

Az 5
6
Odhady t;+1, ©i+1 a y;+1 definujeme jako
tiy1 = t; + At
Tip1 = x; + Az
Yir1 = yi + Ay

Implementace v Pythonu mize byt nasledujici.

import numpy as np

size

t =

X =

y:

def

def

= 100
np.linspace(®, 50,size)
np.linspace(®, 50,size)
np.linspace(®, 50,size)

fx(x,y,t):
return —x + 2xy

fy(x,y,t):
return —x + y

RK(x,y,t=1):
kix = dt x fx(x,y,t)

kly = dt * fy(x,y,t)

k2x = dt * fx(x+klx/2,y+kly/2,t+dt/2)
k2y = dt x fy(x+klx/2,y+kly/2,t+dt/2)
k3x = dt *x fx(x+k2x/2,y+k2y/2,t+dt/2)
k3y = dt x fy(x+k2x/2,y+k2y/2,t+dt/2)
kdx = dt x fx(x+k3x,y+k3y,t+dt)

56
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kdy = dt x fy(x+k3x,y+k3y,t+dt)
return (x+(klx+2xk2x+2xk3x+kd4x)/6, y+(kly+2xk2y+2xk3y+kdy)/6)

dt = 0.1
i=0

x[i] = 0
y[i]l = 10
t[i] = ©

while i < size—1:
a,b = RK(x[i],y[i], t[il])

x[i+1] = a

y[i+1] = b

t[i+1] = t[i] + dt
i +=1

Obr. a obr. ukazuji casovy priubch obou funkci a fazovy portrét. Fazovy portrét se
podstatné 1isi od portrétu téze soustavy rovnic fesené Eulerovou metodou, jde o stacionarni cyk-
lus oproti rostouci amplitudé oscilaci. Spravné feseni plyne z Runge-Kuttovy metody, coz opét
dokumentuje jeji presnost oproti Eulerové metodé (pfi stejném ¢asovém kroku At). Rozbihdni v
Eulerové metodé je ddno postupnou kumulaci chyb. Lze proto doporucit vzdy upfednostnit RK
metodu pred Eulerovou metodou.
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4 Poznamky k linearni algebre

Matematika byva oznacovana jako strukturdlni véda, ¢imz se mini, ze ,hledd“ strukturu ¢i
zakonitosti v jistych vztazich. Matematika vsak neni prirodni véda, toto hledani méa jinou povahu,
nez hledani v prirodnich védéach. Prirodni védy hledaji zakonitosti v nééem, co je, co existuje, v
prirodnim svété. Matematika casto postupuje tak, ze extrahuje zakonitosti z intuitivné znamych
skuteCnosti, napr. z poc¢itani s prirozenymi Cisly, a zkoumad, jaké jsou obecné disledky téchto
abstraktnich zadkonitosti. Linearni algebra je tichvatnou oblasti matematiky, ¢asto prvni vyrazné
abstrahujici disciplinou, s niz se student matematiky setka. Buduje fadu zékladnich predstav a
pojmil. Na jeji poznatky navazuji dalsi oblasti matematiky i fyziky, napr. teorie diferencidlnich
rovnic ¢i kvantovd mechanika.

Tlustrujme si popsany ,abstrahujici princip“ na piikladu. Dité se v prvni tfidé uéi scitat. 2
hrusky + 3 hrusky = 5 hrusek, 2 auta + 3 auta = 5 aut, 2 domy + 3 domy = 5 dom.
Postupné zjisti, ze vSsechny tyto rovnosti maji néco spolecného, totiz, ze 2 + 3 = 5. Je to prvni
stupen abstrakce. Mzeme pocitat s ¢isly, nepotfebujeme konkrétni predmeéty. Mnohem pozdéji
abstrakce pokracuje. 2.(3 +4) = 2.3 + 24, 4.(1 +5) = 4.1 4+ 4.5. VSechna ¢isla ve vztazich
miizeme nahradit proménnymi a, b, ¢, zastupujicimi libovolné ¢islo, ale pocetni zédkonitost, zde
oznacovand jako distribuéni zdkon, tedy a.(b + ¢) = a.b + a.c, stale plati. Nepotifebujeme tedy
primo ¢isla, sta¢i ndm proménné, které se 1idi stejnymi pravidly. Maji v jistém smyslu ,stejnou
strukturu“. Linearni algebra pokracuje touto cestou dale. Dalsim stupném abstrakce mize byt
pojem vektoru.

4.1 Vektory a vektorové prostory

Ukazme si, jak by cestou abstrakce matematika dospéla k pojmu vektor. Klasickou stfedoskol-
skou predstavou vektoru je ,Sipka mifici odnékud nékam®. S takova ,Sipkou“ muzeme provadét
nékteré operace”, které maji charakteristické vlastnosti. Nasobeni Sipky ¢islem sipku prodlouzi,
zkrati, nebo obrati, ale sipka stale zustava sipkou. Pokud vynasobime Sipku ¢islem 1, nezméni se.
2 Sipky sesteme tak, ze prilozime druhou na konec prvni. Mizeme vsak téz prilozit prvni na konec
druhé. Vysledna sipka, resp. bod, kam Sipky spoleéné dosdhnou, je totozna. ,Nulovou“ sipku,
tedy sipku délky O, mtzeme pri¢ist k jakékoli Sipce, aniz by se tim zménila. Dalsimi typickymi
vlastnosti jsou vzadjemné ,interakce“ obou operaci, oznacované jako komutativita, distributivita
a asociativita. Zapisme popsané vlastnosti formalné, matematicky. Misto slova Sipka pouzivejme
dale slovo vektor. Vektor oznacme v, piipadné v1, v3 nebo v3. Realné ¢islo, jimz nasobime bude
a.

Mame tedy 2 operace - nasobeni vektoru konstantou a s¢itani vektoru. Obé operace jsou uza-
viené, tedy vysledkem je opét vektor, nikoli tfeba realné ¢islo.

—

a.01 nasobeni vektoru konstantou

—

1+ 03 séitani vektoru

Sl
|

v

<L
I

Operace spliuji nasledujicih 8 vlastnosti, jak se miizeme na chovani sipek snadno presvédcit:
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4.1 Vektory a vektorové prostory

CJi
v . .
U2 V2
2 =
—£7
3 U_i
(a) Nésobeni vektoru konstantou (b) Séiténi vektoru
Obrazek 4.1: Operace s vektory
T=0+7 neutralni prvek séitani
74 (~v) =0 existence inverzniho prvku
V] + vy = vy + U1 komutativita
0] + (03 + 03) = (01 + (V3) + U3 asociativita s¢itani
=17 neutralni prvek nasobeni
a.(v1 +v3) = (a.v1) + (a.03) distributivita
(a+b).0=0a9+bv distributivita
(a.b). U =a.(b.7) asociativita nasobeni

Dosud jsme pouze ,,zkomplikovali* bandlni predstavy o Sipkdch. Abstraktni krok je nasledujici.
Zménme od této chvile vyznam slova vektor. Vektor jiz nebude znamenat pouze Sipku, nybrz
jakykoli objekt, na némz lze definovat 2 vySe uvedené operace, které maji vsech 8 uvedenych
vlastnosti. Takovych objektt je rada, krom sipek napriklad n-tice ¢isel, polynomy kteréhokoli
stupné, funkce, které jsou resenim homogenni diferencialni rovnice, matice konkrétniho typu
a dalsi. Matematika se mlze dale zabyvat pouze chovanim 8 uvedenych vlastnosti. Zjisténé
vysledky pak budou automaticky platit pro vsechny konkrétni pripady vektori.

Zavedme jesté dulezity pojem vektorovy prostor, téz oznacovany jako linearni prostor. Pozna-
menejme jen, Ze slovo prostor je v matematice (pfinejmensim zde) pouhé synonymum ke slovu
mnozina, nema jiny specidlni vyznam. Méjme néjakou mnozinu V| na jejiz prvcich néjak libo-
volné definujeme operaci nasobeni redlnym cislem ,,.* a operaci s¢itani 2 prvka ,,+¢, pricemz ale
definované operace spliuji 8 vyse uvedenych podminek. Trojici (V ., +) oznac¢ime jako vektorovy
prostor. Kazdy prvek vektorového prostoru nazveme vektor.

Zjevné tedy mnozina vSech Sipek s dvéma vyse definovanymi operacemi tvori vektorovy pro-
stor. Ukazme si vSak, ze i polynomy 3. stupné muzeme skuteéné povazovat za vektory, prvky
vektorového prostoru. Vezméme néjaké dva (obecné) polynomy 3. stupné

Y1 = (111'3 + b1:132 +cxr+ d1
Y2 = agx® + box® + cox + do

Operaci nasobeni ¢islem a s¢itani budeme chapat ,klasicky“, jak jsme zvykli. Nasobme polynom
y1 konstantou k € R. Pak dostamene

Yy = k:y1 = (ka1)373 + (k‘bl).’L'Q + (k‘cl)l' + (kdl)

coz je zjevné opét polynom 3. stupné. Operace nasobeni redlnym dcisle je tedy uzaviena. Nyni
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4 Poznamky k linearni algebre

seCteme vektory y1 a o
Y1 +y2 = (a1 + a2)$3 + (b1 + 52)1‘2 + (c1 4+ c2)x + (dy + da)

Vysledkem je opét polynom 3. stupné. Operace je téz uzaviena. Velmi jednoduse se da déle
ukézat, ze tyto dvé operace splnuji vsech 8 vyse uvedenych pozadavki. Jako priklad ukazme
komutativitu:

y1+y2 = (a1 + ag)x?’ + (b1 + bz)x2 + (c1 + e2)z + (di + d2)
= (ag + a1z + (by +b1)a? + (co + 1)z + (do +d1) =y + 11

Polynomy 3. stupné tedy mutzeme povazovat za vektory. Mnozina vSech polynomu 3. stupné
spole¢né s operacemi nasobeni konstantou a séitani tvori vektorovy prostor.

V dalsim textu ztizime nasi predstavu vektorti pouze na n-tice ¢isel. Rozlisujeme fadkové vektory
7= (1, 2, 3)
a sloupcové vektory
1
v= 12
3

Zaména 1adkl a sloupct se oznacuje jako transpozice, znac¢i se T'. Tedy

1T
1, 2, 3)=]2
(2 9= 3

Jednotliva cisla uvnitt vektoru se oznacuji slozky nebo komponenty vektoru, oznacujeme je
indexy, napr. vo = 2. i-ta slozka je v;.

4.1.1 Operace s vektory

Sc¢itani vektord a nasobeni cisle probihd ,,po slozkach“, angl. element-wise.

5 1 4
Tl=12|+1]5

9 3 6
-3 1

-6 =-3.|2

-9 3

Déle definujeme redlné ¢islo skaldrni soucin 2 vektori jako

Y1
(961, T2, 1‘3) Ny | =21y + 22y2 + T3Y3
Y3

Obecné muzeme psat

UU = E U;V;

=1

60



4.2 Matice

Obrazek 4.2: Operace s vektory

Napt. (1,2,3).(4,5,6)7 = 1.4+ 2.5+ 3.6 = 29
Délka vektoru je dle Pythagorovy véty prirozené

v:|yﬁ\|:\/v%+v§+...+v,%

Pomoci skalarniho souc¢inu muzeme psat

v =VU.U

Geometricky predstavuje skalarni soucin kolmou projekei jednoho vektoru do druhého (a naso-
benou druhym vektorem), viz obr

4.1.2 Linearni kombinace, linearni zavislost a nezavislost vektoru
4.1.3 Baze a dimenze vektorového prostoru

vyjadieni vektort jako nasobkl baze piiklad baze polynomi 3. prostoru

4.2 Matice

Matici rozumime seskupeni nékolika ¢isel do obdélnikového nebo ¢tvercového tvaru. Matici ob-
vykle uzavirdme do kulatych nebo hranatych zavorek. Rozlisujeme radky a sloupce matice. Napf.

1
A=15
6

© Ot N
— 00 W
(@ IEN IV

je matice nazvand A s 3 radky a 4 sloupci. Hovorime o matici typu 3 x 4. Obecné ma matice
typu m x n m radkl a n sloupcu. Matice typu m X m se oznacuje jako ¢tvercova.

Jednotliva cisla oznacujeme jako prvky ¢i elementy matice. Prvek v druhém radku a tietim
sloupci znac¢ime a3, pro uvedenou matici je ags = 8. Obecné je prvek v i-tém radku a j-tém
sloupci a;j. Prvek levy horni je ai1, prahy horni a1, levy dolni a,,1 a prvek pravy dolni je apy,.

ail oo Q1
Qi

Aml  -.- Qmn

Jednolivé radky matice mizeme povazovat za fadkové vektory, sloupce za sloupcové vektory.
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4 Poznamky k linearni algebre

4.2.1 Typy matic

Kromé obecné matice vyse uvedené, kdy je vétsina Cisel v matici odlisnych od 0 a neni patrna
zaddnd struktura usporadani prvku, existuji specialni typy matic.

Diagondlni matice ma prvky jen na hlavni diagonale

1 0 00
03 00
0020
0007

Jednotkovd matice je diagonalni matice se vSemi prvky rovnymi 1.

1000
0100
Es=10 01 0
0001

Symetrickd matice je symetricka vici hlavni diagonéle

1 -1 7 =3

-1 3 5 4

7T 5 2 0

-3 4 0 7

Horni a dolni trojuhelnihovd matice

1 -1 7 =3 1 000
0 3 5 4 -1 3 00
0 0 2 9|7 5 20
0o 0 o0 7 -3 4 8 7

Transponovand matice ma vymeénéné radky a sloupce. Pro symetrickou matici zjevné plati
AT = A. Transponovana matice A7 k vySe uvedené matici A je typu 4 x 3 a zni

AT =

W W N =
~N 00 Ot Ot
S = O O

4.2.2 Hodnost a determinant matic

1.
1 00 1 2 3
010 4 5 6
0 01 78 9
2.

[
(@)
B
ot
(@)
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4.2 Matice

4.2.3 Operace s maticemi

S¢itan? a odcitani matic stejného typu je prosté sc¢itani a odcitani po prvcich. Napf.

1 3 -5 1 2 3 2 5 =2
-2 1 4 |4+14 5 6|=2 6 10
3 4 -3 7 8 9 10 12 6
Totéz plati pro ndsobeni matic c¢islem. Napr.
1 2 3 3 6 9
3.4 5 6] =1[12 15 18
789 21 24 27

Operace spliiuji vsech 8 vyse popsanych vlastnosti. I mnozina vSech matic stejného typu proto
tvori vektorovy prostor. Chovaji se totiz ,jako Sipky“.

Ndsobeni vektoru matict je slozitéjsi. Matici si predstavime jako m radkovych vektor napsa-
nych pod sebou a provedeme skaldrni soucin kazdého radku s nasobenym vektorem. Postupujeme
systémem ,tadek-krat-sloupec*. Napf.

1 3 -5 1 1 1.1+32+4+(-5).3+1.1 -7
-2 1 4 1].|2]=]|(-2)1+12+43+12]| =] 14
3 4 -3 1 3 31+42+(-3)3+13 5

Vysledky vektor ma tolik prvki, jako ma matice fadkia. Nasobeny vektor musi mit tolik prvk,
jako matice sloupcu. Pokud je matice A typu m X n, v ndsobeni f = A.Z ma & n prvkia a y m
prvki.

predstavime jako slozenou z m fadkovych vektort o n komponentach, druhou matici B typu nxp
jako slozenou z p sloupcovych vektort délky n. Provedeme skaldrni soucin kazdého radkového
vektoru matice A s kazdym sloupcovym vektorem matice B. Pro to je nutné, aby byl , vnit¥ni*
rozmér obou matic, v tomto pripadé n, stejny, tedy pocet sloupcti prvni matice musi byt stejny
jako pocet radku druhé matice. Vysledna matice C je typu m X p. Obecné pro prvek s indexy ¢,
j matice C' plati

Cij =Y Air-By;

k=1
Obr. nazorné ukazuje postup vypoctu.
Napriklad pro
1 56
259
A= 3 8 1
3 70
a
1 6
B=1-2 9
3 -1
je
1.145.(-2)+6.3 1.6+59+6.(—1) 9 45
B |21+ 493 26459+09.(-1 | _ |19 48
' 31+8.(-2)+13 3.6+89+1.(-1) —10 89
31+7.(-2)4+0.3 3.6+794+0.(—1) —11 81
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4 Poznamky k linearni algebre

zbil bi,j biyp

e -, . 5
e 4 ]
ok
,’ ’, /, e
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. e e .
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., -’ - e -
/,/ ,/ // ,></ ’,z
/’, /’, /,/ 27X
4 ,/ s ’/, //
arlr ... al’j -.. Q1n ‘11 .- Cl,j s ... C1p
g1 Qi 4 Qin Cil Cij Cip
am,1 --- amJ ce. Gmon Cm1 --- Cm,j cee oot Cmp

Obrazek 4.3: Schéma nasoben{ matic

Matice A je typu 4 x 3, matice B typu 3 X 2 a matice C typu 4 x 2.

4.2.4 Geometricka interpretace nasobeni vektoru matici

Méjme jako piiklad dvojrozmérny vektor v roviné @ = (u1, uz) a vynasobme jej ¢tvercovou matici
typu 2 x 2. Ukazme si nékolik prikladi, abychom ,vidéli“, co provede matice s vektorem (obr.
1),

Nésobenim matici

0 1
A=
10
dostaneme novy vektor ¥ = A.u = (ug,u1). Doslo k vymeéné slozek vektoru, coz odpovida

zrcadleni vektoru podle osy y = x. Matice

=y

prodlouzi ,y-vou“ slozku vektoru dvakrat a nezméni ,x-vou slozku“, provede tedy vertikalni
roztazeni. Matice

cosp —singp

sinp cose

zpusobi rotaci vektoru o thel ¢ proti sméru hodinovych rucicek, ale nezméni velikost vektoru.

Rizné matice tedy pusobi razné, ale pro danou matici charakteristické zmény vektoru. Pokud
vektor nasobime ¢tvercovou matici, vysledny vektor ma stejnou dimenzi. Je mozné nasobit vektor
i matici obdélnikovou. Pak klesa nebo roste dimenze vektoru a geometricka interpretace uz neni
snadné. Mohlo by jit napt. o projekci 3D-vektoru do néjaké roviny (2D-vektoru).
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4.3 Soustavy linearnich algebraickych rovnic

31 47 p 3 Y 3 Y
// U
2 /// 2 T 17 2
L) i 1 i RN S
L ‘ K ‘ ‘ T ‘ ‘ T
1 2 3 1 2 3 1 2 3
(a) Zrcadleni podle osy y = x (b) Vertikdlni roztaZzeni (¢) Rotace o 50°

Obrazek 4.4: Geometrickd interpretace nasobeni vektoru matici

4.2.5 Priklady aplikaci matic v biologii a mediciné

prevedeni z teorie grafii

popis siti - metabolické, genové regulacni ...

analyza vicerozmérnych dat. Principal component analysis

klasické fyzikalni uplatnéni

analyza obrazu

4.3 Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Soustavou m linearnich algebraickych rovnic o n nezndmych se rozumi celek m linedrnich vza-

jemné provazanych rovnic, v nichz se dohromady vyskytuje n neznamych. Soustavou 3 rovnic o
3 neznamych 1, x2, a x3 je napriklad

2¢1 422 —x3= 1 (4.1)
—x1—3x9+2x3 = 4 (4.2)
321 —xr3 =—2 (4.3)

Resenim této soustavy je trojice &isel xq, xo, a x3, které miizeme povazovat za slozky vektoru
¥ = (x1,x9,x3). Na pravé strané soustavy, za ,=*, stoji téz 3 Cisla, kterd muzeme povazovat
za slozky néjakého vektoru, napf. b = (1,4,—2). Kdybychom z napsané soustavy ,vypustili“
proménné z;, zbyla by ndm struktura matice. Seskupme tedy koeficienty u proménnych do
matice A.

2 1 -1
A=|-1 -3 2
3 -1

Pak ale muzeme celou soustavu rovnic ihned prepsat do maticové rovnice
AZ=b

Resit soustavu rovnic tedy vlastné znamend hledat vektor &, ktery vyhovuje dané maticové
rovnici. Geometricky nahlizeno hleddame vektor &, ktery matice A pretvaii ve vektor b. Tim jsme
sice dospéli k novému ,,pohledu® na feseni soustavy rovnic, ale zatim nam to jakkoli nepomohlo
pri vlastnim reseni.
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4 Poznamky k linearni algebre

inverzni matice

gaussova metoda
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