MB152 Diferencialny a integralny pocet, skupina 10, 10. cvicenie, 9.12.2020
Viacndsobny a viacrozmerny integrdl

Fubiniho veta je prostriedok, ktory nam umoziiuje previest viacrozmery integral na viacna-
sobny integral. Jej tvrdenie sa da ilustrovat nasledujticim obrézkom:
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Predpokladajme, 7Ze funkcia f(z,y) je spojitda na mnoZine
M={(z,y) R’ [a <z <b, px) <y < ()},

kde ¢ a ¢ st spojité funkcie na intervale [a, b]. Definujme funkciu F': [a,b] — R nasledujticim
predpisom: F(x f vl (x,y) dy. Pre kazdé pevne zvolené x € [a, b] je f(x,y) spojita funkcia

(jednej) premenneJ y deﬁnovana na intervale [p(x), ¥ (x)], takZe predosla definicia mé zmysel.
Fubiniho veta hovori o platnosti nasledujicej rovnosti:

fa ) dedy = [ F(z)de = Fay)dy | do = f(z,y) dydz.
[ e (L

Tato veta teda tvrdi, Zze objem telesa, ktoré je ohranicené rovinou zy a grafom funkcie f,
vypocitame stuc¢tom ploch rezov tohto telesa vSetkymi nekonecne vela rovinami x = zg € [a, b].

Samozrejme, tvrdenie plati aj v pripade zameny tloh premennych x a y. Analogické tvr-
denie plati pre funkcie Tubovolného poc¢tu premennych. V takom pripade musime byt schopni
usporiadat jednotlivé premenné tak, aby mnozina, cez ktora integrujeme bola vyjadritelnd v
tvare x; € [a;,b;], pre kazdd premennu x;, kde hranice tohto intervalu mézu zavisiet len od
premmennych, ktoré sit v spominanom usporiadani predchodcami premennej ;. Specidlne, po
spravnom pouziti Fubiniho vety ma posledny integral konstantné medze. Opak sved¢ci o vyskyte
chyby. Uvedme este jednu poznamku. V pripade viacrozmerného integralu chapeme diferencialy
na jeho konci ako jeden symbol, a ich poradie pre nase tucely nie je podstatné. Avsak pri praci s
viacnasobnym integralom, Specidlne po pouziti Fubiniho vety, je kazdy diferencial samostatny
symbol a ich vzajomné poradie je podstatné. Viazu sa totiz na integracné medze zapisané pri in-
tegralnom znaku a pripominaji ndm poradie integrovania jednotlivych premennych, teda kedy
mame ktord premennu integrovat.

!Tvrdenie Fubiniho vety.
2Definicia funkcie F.
3Zatvorky sa zvykna vynechévat.



Priklad 1. Vypocitajte dvojny integral

//ydxdy,

M

kde M = {(2,y) eR? |y >0, 22 + 42 <1, (. — 1) +y* > 1}.

Najprv najdeme vyjadrenie mnoziny M, ktoré spliia predpoklady Fubiniho vety. Mnozina
M je ¢astou prieniku kruhu so stredom v bode (0,0) s polomerom 1 s doplnkom kruhu so
stredom v bode (1,0) s polomerom 1, ktoré lezi nad osou x. Ak ju rozdelime, na dve Casti,
podla toho, ¢i je z < 0, alebo z > 0 dostaneme dve mnoziny, ktoré st elementarne vzhladom k
ose :

A=Mn{(z,y) eR* |2 <0} ={(z,y) eR* | -1 <2 <0,0<y<V1-—a2}
B=Mn{(z,y) eR* |z >0} ={(z,y) eR* | 0<z <L V1-(z-12<y<V1-—2a2}
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Moézeme pocitat:

0 pVia? 1oia?
ydxdy://ydxdy+//ydxdy:/ / ydyd:c—i—/ / ydydx
1\/4/ h s -1Jo 0 Jy/1=(z—1)2
0 27 V1—a2 1 29 V1—x2
_ Y 2y
= = dx + — dx
10210 0 2 1—(z—1)2
1 [0 1 (3
— / 1—x2dx+§/21—:z2—(1—(3:—1)2)dx
0

21 1 [ 1 1 i1 1 11
_ | —2r41de ==+ = [—a? P L= ¥
{m }1—%2/0 x+ 1dx 3+ [ x —|—:c}0 3+8 o
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Priklad 2. Zamerte poradie integracie nasledujiuceho dvojnasobného integralu:

1 4y
/ / f(z,y)dz dy.
0o Ji-yy



Podla Fubiniho vety plati

/Ol/liff(:v,y)dxdyz4/f(as,y)dxdy,

kde M = {(z,y) e R* |0 <y <1,1—/y <z <1+ /y}, teda mnozina M je elementarna
vzhladom k ose y. Nasou tlohou je, ak je to mozné, najst vyjadrenie mnoziny M, ktoré z nej
urobi mnozinu elementarnu vzhladom k ose x, a potom opit pouzit Fubiniho vetu, ktoréd pre-
vedie dvojny integral [/ v f(x,y) dz dy na dvojnasobny s tym rozdielom, Ze tentokrat budeme
integrovat najprv premenni y a az potom premennd x. MoéZeme si pomoct obrazkom.

0<y<i1 0<x<2
0<y<1 - U< ( 1)2< 0<z <2
< 1 —vy<sz = (r— Ly =
1—y<e<1+y Y <1 (z—1)2<y<1
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1 pl+yy 2 pl
// fwwmw—// f(z,y)dydx.
0o J1i-yy 0 J(z—1)2

Vsimnite si opa¢né poradie diferencialov. »

Preto plati

Priklad 3. Vypocitajte dvojnasobny integral
Vi Vi 2 i 2
/ / y“sin x” dz dy.
0 y
Hned po prvom kroku

/ / y?sinz? dedy = / > / sin 2% dz dy
0 y 0 Y

zistime, % ialto cesta nevedie, kedze funkcia [ sinz?dzx je vyssia transcendentné. Musime
stime, ze tadial ,

zamenit poradie integracie.
T
0<y<,/—= s
== \fz 0<z< \F
& 2

y<e <[5 0<y<u
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t =12
V3 23 gin 22 dt = 2z dzx 1 [z . u =sint uw= —cost
= ——dx = - tsintdt ,
0 3 0~~0 6 J, v=t v =1
-2

1 z 1 [2 1. . z
= 6[—tcost]0 +6 costdt = =[sint]§ = >

1
0 6 6
Priklad 4. Vypocitajte plochu utvaru M, ktory je ohranic¢eny krivkami x = 0,y = 1/x, y = 4z
ay=38.
Obsah ttvaru alebo presnejSie miera mnoziny M je dand vztahom

m(M) = //ldxdy.

Preto nam stac¢i zistif, ¢i sa d4 mnozina M poskladaf z elementarnych mnozin vzhladom k
niektorej zo stradnicovych osi a nasledne pouzit Fubiniho vetu. Pomozeme si obrazkom. Krivky
y = 1 ay = 4z sa pretinaju v bode (1,2). Mnozinu M mozeme vyjadrit ako zjednotenie

29
M = AU B, kde

[na]

A={(z,y) eR*|0<y <2, 0< 2 <Y 4
B:{(:U,y)E]R2]2§y§8,0§1’§%}.

-04 -02-0 0z 04 06 08 1 1.2

Obidve z uvedenych mnozin st elementarne vzhladom k ose y a ich prienik, tisecka, je mnozinou
nulovej miery, takze sa mozeme pustit do integrovania.

2 Yy 8 1
//1dxdy://1dxdy+//1dxdy:/ /41dxdy+/ / 1dzdy
0 0 2 0
M

A B
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% % _ y ®1 y2 8
]y dy + [l’o Tt —dy— 5 + [log y]5
2 0
1
=3 + log 4. ¥

Priklad 5. Vypocitajte trojny integral

[ @+ vrarayee

kde M je osmina gule 2% + 3% + 22 < 1 leZiaca v prvom oktante.
Mnozinu M mozeme uréit prostrednictvom nasledujicich nerovnosti:

M={(z,y,2) eR*|0<z <1, 0<y<v1-—a? 0<z<y1-—22—y2}

1.24
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Mnozina M je elementarna vzhladom k rovine zy, ¢o ndm opit umozni pouzitie Fubiniho vety:

V1—z2 1— mz—y
///m—i—y zdxdydz-/ / / (x+y)z dzdydm

Pozor na poradle diferencialov.

// [$+y }mdydx:%/ol/ol_z(x—i—y)(l—xQ—gf)dydx

0

V1i—z2
/ -2 +y— 2y —xy? —yPdyde

2

1 5 T TL Ve
— - 1 - G Y d
2/, {(m z°)y + ( x)z T3 = i T
1 1— 1—a2)VI—a22  (1—a2)?
—/ (1 —2*)V1—22+ (1 —2?) i —:c( ) i G ) dz
2/, 2 3 4
1 12 2 02 _ .2)\2
:_/ z(1—2°)V1—x +(1 x?) e
2/, 3 1
t=1-—2a?
1 S 1 [t
—/ r(1—2*)V1 —22dx d 2w d —I——/ 1— 222 + 2t da
3 Jo 0~ 1 8 Jo
1~0
1/1t3dt+1 2x3+x51 1 2t§1+1 . 2+1 2+1 8 2
_ — 2 -\ — — _— _— — —12 — — = — _— — . — = —
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.



Priklad 6. Vypocitajte objem kolmého ihlanu so Stvorcovou podstavou.

Ozna¢me symbolom v vy§ku ihlanu a symbolom 2a dizku strany jeho podstavy. Umiestnime
tento ihlan do priestoru tak, aby vrcholy jeho podstavy boli body (a, a,0), (—a, a,0), (—a, —a, 0)
a (a,—a,0) a jeho vrchol mal sturadnice (0,0, v). Ihlan mézeme rozdelif na Styri rovnaké ¢asti
tak, Ze ho rozrezeme rovinami , v ktorych lezi vrchol ihlanu a jedna z uhlopriecok jeho podstavy.
Vypocitame objem jednej takejto Stvrtiny. Jedna z tychto Stvrtin moze byt popisané nerovno-
stami 0 < x < a, —x <y < x a z-ova stradnica je zdola ohranicend 0 a zhora stenou ihlanu.
Preto potrebujeme tuto stenu vyjadrit ako graf funkcie z(x,y) = f(x,y). Vzhladom k tomu, Ze
sa jedna o rovinu, ma funkcia z tento tvar z = bx + cy + d. Koeficienty b, ¢ a d dopocitame zo
ststavy linedrnych rovnic, ktoré vznikntt dosadenim stradnic bodov (a, a,0), (a, —a,0), (0,0,v)
leziacich na tejto stene.

0=ba+ca+d d=v
0=ba—ca+d = b:—s
v=d c=0

Oznacme symbolom M skiimanid Stvrtinu ihlanu. Zistili sme, ze M je urcenad nasledujucimi
nerovnostami:

M:{(:c,y,z)eR?’\ogxga, —r<y<u, OSzS—E:U—i—v}
a

b (&\hmld)

Miera tejto mnoziny je opit dané integralom funkcie 1 cez mnozinu M:

///1dxdyd2—/ /_x/Mldzdydw—// <y de
// —-x—{—vdyd:p_/ <—£m+v>[]_$dx:/o 2m<—gm—l—v> dz

a 3a 3a 3
Objem ihlanu je preto %. Ak namiesto polovice dlzky strany podstavy ihlanu a, pouZijeme
dlzku b = 2a, teda a = g dostaneme znamy vzorec %bzv. ¥

Transformdcia integralu

N4s jediny prostriedok, ako vypocitat viacrozmerny integral je jeho redukcia prostrednic-
tvom Fubiniho vety na integral viacnasobny. Tato veta pozaduje Specidlny tvar mnoziny M,
cez ktoru integrujeme. Jednym zo sposobov ako vyhoviet tejto podmienke je prechod k novému



stradnicovému systému, v ktorom ma mnozina M jednoduchsi a hlavne pozadovany tvar. To-
muto postupu sa hovori transforméacia stradnic, respektive integralu. Zdéraznime, Ze zmenu
stradnicového systému uskutocnujeme v prvom rade kvoli oboru integracie a az v druhom rade
kvoli zjednoduSeniu integrovanej funkcie. Pri zmene stradnic nesmieme zabudnit na absolatnu
hodnotu jakobianu pouzitej transformacie.

Priklad 7. Pomocou vhodnej transformécie vypocitajte dvojny integral

/ vy dx dy,
M
kde M je mnozina ohranicend krivkami y? = x, y* = 2z, 2y = 1 ary = 2.

Prepisme uvedené nerovnosti do nasledujtceho tvaru: 1 < £ < 2,1 < zy < 2. To ndm

> . ] i . c s . ~ 2
pontika moznost zaviest nové stiradnice u a v nasledujicim sposobom: u = -, v = zy. V takom
pripade by mnozina, cez ktortu integrujeme, bola uréend nerovnostami 1 <u <2al<wv <2
spliiajicimi prepdoklady Fubiniho vety.

2.5 2

(uyv) B (uv)yluv) 15

v 1.5 y o1

1 15 2 25 0 05 1 15 2
u X

Vyjadrime staré premenné v tych novych:

‘ v v v
w =y =y = Juw, V=Y =S T = - = =4/ —.
Y uv u
Spocitajme Jakobidn transformacie:
T T _13/v2 23/1 1
det(“ ”):det 13\/“4 ? w ) =——#0, prel<u<2 1<v<2,

takZze navrhnutt transforméciu skutoéne mozeme pouzit.

1 2 2 1 2 2\/6
//\/;Eydxdy: // VU - —@‘dudv:/l /1 ﬁ-‘—@‘dudv:[ /1 Edudv

M [1,2]x[1,2]

1 /2 1 /2 log2 [2 51?2 2log?2
= §/ Vullogul? dv = g/ Vulog2dv = 082 [—vg} — 2% (2v2 - 1). >
1 1 1

3 3 9

Priklad 8. Vypocitajte dvojny integral

// eV dy dy,
M

kde M = {(z,y) e R? | 22 +4? < 1, 2 > 0}.



Vzhladom k tomu, Ze mnozina cez ktord integrujeme je polkruh nachadzajici sa napravo
od osi y so stredom v pociatku, ma zmysel transformovat integral do polarnych stradnic r a ¢,
ktoré st dané rovnostami x = rsin @ a y = r cos ¢. V nich je danéd mnozina uréend nerovnostami
-5 <p <35 al0<r <1 Pripomenme, Ze jakobian tejto transformaécie je r. Mozeme pocitat:

t=r?
// ~ dzdy = // e |r| dedr —/ / re™ drdyp dtozj%dr
M [-Z,Z]x[0,1] 2 1~1

5[ [ [ e fae -5 [ ame g

3
l—et = m(l—e)
= 27\': . )*-
5 ¥l 5

Priklad 9. Vypocitajte obsah oblasti M nachéadzajtcej sa v Stvrtrovine —x < y < x urCenej
nerovnostou (2% + %)% < (22 — )2

Stvrrovina —z < y r je v polarnych stradniciach uréend nerovnosfami —7 < ¢ <

<
=, Nerovnost (2% 4 %) < (2 — ¢®)* ma v tejto Stvrfrovine v polarnych stradniciach tiez
jednoduchsi tvar:

(a® +y°)" < (2 —9?)°

& (r*)? < (r*cos go—r251n ©)?
& 1% <rt(cos? p — sin? p)?
& 12 < (cos2p)?
& r < cosp.

_l.

Uvedena mnozina teda ma v polarnych stradniciach tvar vyhovujuici prepdokladom Fubiniho
vety, takze jej plochu mozeme vypocitat ako integrél cez tito mnozinu z funkcie 1:

cos 2¢ % TQ cos 2¢p
//1dxdy: // Ir| drde = / / rdrdgpz/ l?] de
)i 3o -

0
{(r,cp —1<p<T, O<r<cos2<p}

:/ (cos 2¢)? d¢:/4 cosdp+1 [sinélgo f]z _m ., T 7

2 . 4 6 i -
Takze plocha obrazca, ktory ohrani¢uje krivka (z? + y?)® = (2% — y*)? v celej rovine R? je =

~

I

INE

s P
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Priklad 10. Vypocitajte integral

///m2+y2dxdydz,
M

kde M je mnozina, ktord vznikne rotéciou obdlznika s vrcholmi (1,0,0), (2,0,0), (1,0,2) a
(2,0,2) okolo osi z.
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Obr. 1: Priklad 9

Vo valcovych stradniciach® m4 mnoZina, cez ktorti integrujeme, velmi jednoduchy tvar:
0<p<2m, 1 <r<2a0 <z <2 Pripomenme, ze jakobian transforméacie do valcovych
suradnic je r. MoZeme pocitat:

2

o 2 2
///x +y*dedydz = /// r? - |r| dgodrdZ:/ / / r3drdz de
o Jo J1

[0,27] % [1,2] x[0,2]

2w 2w 2 15 2 30 2w
dzdgo:—/ /dzdgo:—/ szgoz—/ dep
ARV RtV Sy

= — = 2m =15
[900 1 T .

Vypocditali ste moment zotrvacnosti telesa M vzhladom k jeho ose. ¥

Priklad 11. Urcte objem telesa M v R?, ktoré je ohranic¢ené ¢astou ktizela 2% + y? = (2 — 2)?
a paraboloidom 2% + ¢y = 4 — 2.

Upravme uvedené rovnosti tak, aby sme boli schopni si ich lep$ie predstavit. Paraboloid je
grafom funkcie z = 4 — 22 — 32, &ize je otodeny hore bruchom a jeho vrchol je posunuty do bodu
0,0, 4]. Kazel je dany rovnicou z = 2+ /22 + y?2, jeho vrchol je teda v bode [0, 0, 2]. Najdeme
objem telesa M, ktoré je ohrani¢ené paraboloidom a len tou ,kladnou® ¢astou kuzela, ktorej

4y =rcosp, y = rsinyp, z = z. Okrem materidlov z prednasky su tieto stiradnice popisané aj s obrazkom v

[1] na strane 74 alebo v [3] na strane 140.



hrot smeruje dole, teda plochou, ktora je grafom funkcie z = 2+ /22 + y2. Teleso M je zrejme
rotacné, konkrétne, vzniklo rotaciou istej plochy v rovine, povedzme zz, okolo osi z. Pre jeho
popis bude teda vhodné zvolit valcové siradnice. Ohranic¢enie pre sturadnice ¢ a z je zrejmé:
0<p<2ra

2+\/x2+y2§z§4—x2—y2 & 24 r<z<4-—12

Ohranicenie pre premennu r dostaneme tak, ze najdeme polomer valca, v ktorom sa celé uva-
7ované teleso nachddza. K tomu ndm pomdze prienik ploch x* +y* = (z —2)?> a 22 +y? =4 — 2.
Z druhej rovnice mdzeme dosadit do prvej, ¢o nas privadza k rovnici

4—2=(2-2° & *-32=0 & 2€{0,3}.

To nés prividdza k dvom kruzniciam z = 3, 2> +y?> = 1 a 2 = 0, 2% + y*> = 4. Nés zaujima len t4
prva z nich. Jej polomer je 1, a preto posledné nerovnosti, ktoré urcuja teleso M sa 0 < r < 1.
Mozeme integrovat:

27 1 4—r2
m(M) = ldzdydz = rl drdedz = rdzdrd
(M) /// y /// 7| drde / // ©
0 0 Joir

M 0<p<ar,
(r,2)

0<r<1,
2 r<z<4—r2
/ /r[22+r drde = / / (4—7r?=2—7r)drdyp
P 1 5 27
= 73— 2rdrd ————=+7? dp=— d
//r r+rrg0/{4 3—|—7‘Lg012/0 o)
- 2T =

= —7r 2
12 6

Priklad 12. Vypocitajte integral

///yzdzdydz,
M

kde M = {(z,y,2) e R® | 22 + 9> + 22 < 1, 2 < —y/22 + 42}
Vzhladom k tomu, Ze mnozina, cez ktort integrujeme, je ¢astou gule, ma zmysel transformo-
vat integral do sférickych stradnic®. Nerovnost 22+1%+2? < 1 uréuje gulu so stredom v poéiatku

5z = rcospsind, y = rsinpsind, z = r cos?). Okrem materialov z prednasky su tieto stradnice popisané aj

s obrazkom v [1] na strane 90 alebo v [3] na strane 141.
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a polomerom 1. My z nej vSak berieme len tie body, ktoré lezia pod kizelom z = —/x2 + 12.
Takato mnozina je uréend nasledujicimi nerovnostami: 0 < p <27, 0<r <1 a %7? <9 <.
Pripomenime, ze ¥ je uhol, ktory zviera spojnica bodu s pociatkom s kladnou castou osi z.
Jakobi4n transformécie do sférickych stradnic je —r? sin 4. MoZeme poditat:

-

P o

///yzdxdydz: /// Tsin¢sin19-rcosﬁ|—r25inz9 dpdrdd
M

[0,27] x[0,1] x [%W,T(]

2m 1 ™
/ / / 3 sin psin? ¥ cos ¥ v dr de.
o Jo Jir

Dalej by sme kludne mohli pokracovat rovnako ako v predoslych prikladoch. Toto je vsak
vhodna situacia na ukazku jedného uzitoc¢ného pravidla. Predpokladajme, Ze pocitame viacna-
sobny integral s konstantnymi medzami a navySe premenné v integrande vieme separovaft, teda
mame docinenia s nasledujicim integralom:

T2 Y2 z2
/ / / F(@)g(y)h(z) dz dy da.
1 yl z1

Potom plati

[ s aavas= [* soas ["swar e

Takéto pravidlo funguje pre lubovolny pocet dimenzii. V nasom pripade sa dostaneme k stc¢inu
nasledujtcich troch integralov:

t =sinv

2m ! T dt = cos ¥ dv
:/ singpdgp-/ T3dr-/ sin? ¥ cos ¥ dv 3 Cosﬂ
0 0 3 2

i)

T~ 0

11



Vsimnime si, Ze mnozina, cez ktort sme integrovali bola symetrickd vzhladom k rovine zz a ze
integrovana funkcia f(x,, z) bola neparna v premennej y, teda spliiala rovnost f(z, —y,2) =
—f(z,y, z). To znamend, 7Ze pocitany integral musel byt nulovy. Evidentne ob¢asné zamyslenie
mdZe usetrit kopec roboty. ¥

Priklad 13. Vypocitajte objem gulového odseku M, ktory odrezava rovina z = 1 z gule
24yt + 22 <2

V prvom rade vypoc¢itame prienik gulovej plochy 2% + ¢ + 22 = 2 s rovinou z = 1. Tym
je kruznica z? + y?> = 1 vo vyske z = 1, ktorej polomer je 1. Vdaka tomu vieme, Ze body
uvazovaného odseku spiﬁajfl nerovnosti 0 < ¢ <27 a0 <9 < %. Staci vySetrit suradnicu r.
Kedze sa jedna o gulovy odsek, je zrejme zhora ohrani¢ena polomerom gule, teda /2. Dolné
ohranicenie zavisi od odklonu od osi z, teda od stradnice ¥, o ¢om sa lahko presvedéime pouzitim
akéhokolvek rezu rovinou, v ktorej lezi os z. Pre dany uhol 9 je dolné ohranicenie stiradnice
r preponou v pravouhlom trojuholniku, v ktorom ma pril’ahlé odvesna k uhlu ¢ dlzku 1. Z
vlastnosti goniometrickych funkcii dostavame nerovnost —— < r. Mozeme integrovat:

1.57
z
0.54 K
-1 -0.5 0 0.5 1

2 rZ V2

///1dxdydz: /// ‘—rzsin19| drdg@dﬁ:/ / / r?sin 9 dr dv de
0 0 _1
M cos V¥

0<p<2m,

L <r<\/
/ / sin ¥ dddp = / / sin 2\/_ L dddep
1 3 cos3

cos 9
cos 9

T 2v/2 1
—/0 dgp-/o smﬂ( 3 _3005319) dvy
t = cosd

_ o 2\/5/4sin19d19—1/4 sin ¢ 40 dt = —sinddv
3 Jo 3Jy cos?d 0~ 1

s ﬁ
17 3

2/2 K Arv2 [ V2 or [ 17"
=27 3 [—cosﬂo——/ftg )— 3 <_7+1>+?[2t2]f

_4my/2 <_@+1>+2_W(1_1):g(4\/_—5).

2 3 \2

Tento priklad bol vyrieSeny v Matematika drsne a svizne na strane 467 inym spdsobom. ¥
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Priklad 14. Vypocitajte moment zotrvac¢nosti plného torusu M jednotkovej hustoty pri rotacii
okolo jeho osi.

V prvom rade vhodne umiestnime torus do priestoru. Predpokladajme, ze vznikol rotaciou
kruhu leziaceho v rovine xz so stredom v bode [a, 0, 0] a polomerom b, kde b < a, okolo osi z. V
takom pripade je os z jeho osou, a preto je moment zotrvac¢nosti dany nasledujicim integralom:

///x2+y2dxdydz.
M

Nie je fazké sa presvedcit o tom, Ze aj vo valcovych aj v sférickych stiradniciach m4 torus tvar,
ktory ndm po transformaécii integralu umozni pouzit Fubiniho vetu. V obidvoch pripadoch vsak
v integrandoch vznikni neprijemné odmocniny. Skiisme preto pouZit iny, vhodnejsi siradnicovy
systém. Nové stradnice oznacime symbolmi ¢, r a 1. Vyznam symbolu ¢ je rovnaky ako v
pripade valcovych a sférickych stiradnic, teda je to odchylka projekcie spojnice bodu (xg, yo, 20)
s pociatkom do roviny xy s kladnou ¢astou osi x proti smeru hodinovych ruciciek. Uvazujme
polrovinu P uréenti bodom (g, 4o, 29) a osou z. Tato polrovina pretina kruznicu z = 0, 22 +y?* =
a® v prave jednom bode, povedzme p. Symboly r a 1) reprezentujii polarne stiradnice v polrovine
P so stredom v bode p. Tato geometrickd predstava ndm umozni odvodit vztah medzi starymi
kartézskymi stiradnicami (z,y,z) a novymi stiradnicami (p,r,9) a v koneénom dosledku aj
popisat torus M v tychto novych stradniciach:

r = (a+rcosd)cosyp
y = (a+rcos?)singp M=g{(g,r,?) | 0< <21, 0<7r<b,0<9<27}),

z =rsind

kde g oznacuje transforméciu do novych stradnic. Pred tym, nez sa pustime do integrovania,
musime esSte spocitat determinant jakobidnu pouzitej transformécie:

(a+1rcost)cosp —rsindsinp (a+1rcost)cosp cosdsing

Ty Ty Ty —(a+rcosd)sing coscosyp —rsindcosy
det |y yr ys | =det | (a+rcosd)cosp costsing —rsindsingp
2o 2 29 0 sin ¢ 7 cos v
o sing ‘—(a + rcos?) sin —rsmﬂcosg@‘ 4 rcosd) ‘—(a +rcosd)sing cosdcos

= —sind (r(a + rcosd) sindsin® ¢ + r(a + r cos ¥) sin Y cos® )
+rcosd (—(a+rcost)cosdsin® o — (a + rcosd) cos ¥ cos® )
= —r(a+rcos?)sin®d — r(a+rcosd) cos’ ) = —r(a +rcosd).

MéZeme integrovat:

///x +y?drdydz = /// (a+1rcos)?|—r(a+rcos?)| dpdrdd

[0,27] x[0,b] X [0,27]
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b p2rm
/ / r(a+rcosd)®dd drdyp
0

0

b 27
/ a®r + 3a*r? cos ¥ + 3ar® cos® ¥ + r* cos® ¥ d¥ dr dy
0

. 219 19 .3 19 2
a®rd + 3a*r? sin ¥ + 3ar’ (sm4 + 5) + 7t (sin 9+ SH; )] drdey
0

a’rd +

b 3ar39]*"
2

2w b
drdy = / / 2ra’r 4 3mar® drdep
0 o Jo

27 470 2m 4 4

3 3rab 3rab
= / |:7TCL3T’2 + Tar ] dp = / Ta’b? + T dp =27 (7ra3b2 + T )
0 4 |, 0 4 4

2
= 21%b%a (a2 + %) . »
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