MB152 Diferencialny a integralny pocet, skupina 10, 6. cvic¢enie, 11.11.2020
Riemannov integrdl

Nech f(x) je ohrani¢ené funkcia na intervale [a,b]. Cislo

/abf(x)dx

nazyvame urc¢itym alebo tiez Riemannovym integralom funkcie f na intervale [a,b]. Reprezen-
tuje orientovany obsah plochy ohrani¢enej grafom funkcie f(z) a osou z. Symbolom R]a,d]
oznac¢ujeme mnozinu integrovatelnych funkcii na intervale [a, b], teda takych, ktorych Rieman-
nov integral existuje.

Veta 1. Ak f,g € Rla,b] a c € R, potom plati

/abc-f(x)dx:c-/bf(x)dx, (1)
/f )+ gla dx—/f dxi/()d @)

dha<c<bh, potom/f dx_/f dx+/f( ) dz, 3)
/af(a:)dx:(), (4)

[ rwar=- [ s 5

Veta 2 (Newtonov-Leibnizov vzorec). Nech f € Rla,b] a nech F je lubovolnd primitivna
funkcia k funkcii f na intervale (a,b) a nech je spojitd na intervale [a,b]. Potom plati

/f@szﬂm—ﬂw. (6)

Veta 3 (Metéda per-partes pre urcity integral). Nech maji funkcie w a v derivdciu na intervale
la,b] a nech u',v" € Rla,b]. Potom plati

b b
/ u'(z)v(z) de = [u(z)v(z)]? —/ u(x)v'(z) de, (7)

kde [u(x)v(z)]® = u(b)v(b) — u(a)v(a).

a

Veta 4 (Substituénd metéda pre uréity integral). Nech je funkcia f(t) spojitd na intervale [c, d]
a nech md funkcia p(x) integrovatelni derivaciu na intervale |a, b], pricom plati p(|a,b]) C [c, d].

Potom plati
b w(b)
[ reansaan= [ ar (8)
a w(a)

Pri substitucnej metode nielenze transformujeme integrand pomocou transformacie t =
o(x), ale aj integra¢né medze. Pri vypocte uréitého integrdlu mame na vyber z dvoch moznych
postupov. Bud pouzijeme pravidlo per-partes a substituéni metddu prisposobené pre urcité
integraly, alebo najprv najdeme nejakt primitivnu funkciu k f a potom pouzijeme Newtonov-
Leibnizov vzorec.



Priklad 5. Vypocitajte
V3
/ 22 arccotg x dz.
1

Za¢neme pravidlom per-partes pre urcité integréaly (7) a pocitanie dokon¢ime Newtonovym-
Leibnizovym vzorcom (6):

3

V3 u/:xz u:x— % .’173 V3 1 V3 .CL’S
/ 22 arccotg x dx 31 = | — arccotgx +—/ ——dz
1 v =arccotgr v = — 3 1 31 14a?
B 8 - 14a?
V3 2
1 1 r(x®+1)—z
= 3arccotg\/§—§arccotg1+§/l de
V3 o 1/“3 1/\/g 2
=—"T——=+= rdr — - dx
6 12 3/, 6/, 1+ a2
V3
© (2v3—1)71 1 [2? 1 013
= —|= — — |log(1
2 3|2, g log(+ )],
_(2\/3—1)7r+1 1 log4+log2_(2\/§—1)7r+1 log 2
B 12 2 6 6 6 12 36

Priklad 6. Vypocitajte
3
/ arctan /z dz.
1
Najprv pouzijeme substitu¢ni metédu (8) a metédu per-partes (7) pre urcité integraly:

t=+x
3 pu— J—
/arctan\/fdx dt = L dzo r=1=t=1
1

Qﬁ pr— pr—
ot~ dp ST V3

u =2t u=t>

(8) V3
= / 2t arctant dt ,
1 v = arctant v =

142

—

V3 42
t
0 [t* arctan t]}/g - / dt
N 2

VB2 1
— Jarctan V3 — arctan 1 — / +— dt
1 1+¢2

@ V3 V3
= 3arctan\/§—arctan1—/ 1dt+/ —_—

1 . 1+
(6)

= 3arctanv/3 — arctan 1 — [25]1/g + [arctan t]}/g

dt

5
= Sarctan\/g— arctan1l — \/3—1— 1 —|—arctan\/§— arctanl = 67?— \/§+ 1.

Na druhej srane sme mohli najprv, podobne ako v priklade 11 z predoglého cvicenia, najst

primitivnu funkciu F'(x) = x arctan \/x+arctan /x —+/z a uvedeny integral vypocitat pouzitim
Newtonovej-Leibnizovej formule:

/13 arctan /r dr = [F(2)]} = F(3) — F(1)



5)
= 3arctan\/§+ arctan\/_— \/3— arctanl — arctanl +1 = 671‘ — \/§+ 1.
,.)_
Aplikacie

Veta 7 (Obsah plochy medzi grafmi). Nech f,g € Rla,b] a nech f(x) > g(x), pre z € [a,b].
Potom obsah plochy ohranicenej grafmi funkcii f a g sa rovnd hodnote

S = / f(z) - () da. (9)

Veta 8 (Dlzka rovinnej krivky). Nech C je krivka v rovine R? urcend parametricky funkciami
[xz(t),y(t)], kde t € [a,]. Ak maji funkcie x(t) a y(t) na intervale [, 5] spojiti derivdciu,
potom md krivka C dizku

B
D= [ VEOF T WOr (10)

Vzhladom k tomu, Ze [z, f(x)], kde = € [a, b], je parametrizicia grafu funkcie f na intervale
[a, b], plati

Désledok 9 (Dlzka grafu funkcie). Ak md funkcia f spojiti derivdciu na intervale [a,b], potom
md jej graf na tomto intervale dizku

b
D:/ I+ (@) de. (11)

Veta 10 (Objem rotacného telesa). Nech f je funkcia spojitd a nezdpornd na intervale [a,b].
Objem telesa vzniknutého rotaciou plochy ohranicenej grafom funkcie f a osou x na intervale
[a, b] okolo osi x je

V= 7r/ (f(z))*da. (12)

Veta 11 (Obsah plasta rotacného telesa). Nech f je nezdpornd funkcia na intervale [a, ]
magjica spojity derivdciu na intervale [a,b]. Obsah pldsta telesa vzniknutého rotdciou plochy
ohranicenej grafom funkcie f a osou x na intervale [a,b] okolo osi x je

b
Sz?ﬂ/ Fl@)V/T+ (F(2)2da. (13)

Priklad 12. Urcte obsah plochy ohranic¢enej grafmi funkcii f(z) = H% ag(z) = 2%
Najprv ndjdeme priesesniky grafov funkcii f a g:
2
——— =2 = +2?-2=0 = (@+2)@*-1)=0 = x==+I.
1+ 22

KedZe na intervale [—1, 1] plati g(z) < f(x), obsah plochy ohrani¢enej grafmi funkecii f a g sa
podla (9) rovna hodnote

1 1o a) 1y 1
f(x)—g(:c)dx:/ —$2d3::2/ dx—/ 2 dx
-1 —

,11+x2 11+x2 —1

371
(6) 1 T <7T 7r> 1 1 2
= 2|arct — | = =2(—-4+—=-)—(=+=)=7——=.
larctan 7], { 3 ]1 4 4 (3 3 3




Obr. 1: Priklad 12

Priklad 13. Vypodéitajte dizku Archimedovej $piraly, ktorej parametrické vyjadrenie je
x(t) = bt cos(t), y(t) = btsin(t),

kde ¢ € [0, d].
Plati 2/(t) = bcos(t)—bt sin(t) a y'(t) = bsin(t)+ bt cos(t), ¢o mdZzeme dosadit do vzorca (10)
a vypocitat dizku D Archimedovej $piraly:

D = /o V(@) + (v (1)? = /0 v/ (bcos(t) — bt sin(t))2 + (bsin(t) + bt cos(t))? dt

= b/o V/(cos(t) — tsin(t))2? + (sin(t) + t cos(t))2 dt

d
= b/ \/coszt—2tcostsint+t281n2t—|—sin2t+2tsintcost+t20082tdt
0

d
:b/ V14 t2dt.
0

Bokom vypocitame primitivnu funkciu k funkeii v/1 + ¢2 na intervale [0, d:
t= tan S 5
cos? sm s 1
V' 1+ tan?s ds = \/ ds
dt = 7 | / cos2 / cos? s cos2 scos? s
cos

1 COS S 1
= ds= | —————d = [ ————du.
/ cos3 s 5 / (1 — sin? 5)2 s / (1 —u?)? Y

Dalej uskutoénime rozklad na parcidlne zlomky:

/\/1+t2dt

u = sin s
du = cos sds

L A B _C D
(1—u?)? 1+u (Q+4u? 1-u (1—u)?

1=A1+uw) (1 —u)?+B(1—u)?+C1 —u)(1+u)*+ D(1+u)




Ak za u dosadime —1, dostaneme B = }L a naopak, ak dosadime 1, dostaneme D = }1. Dosadme
za B a D vypocitané hodnoty a rovnicu upravme:

4—(1—u?—(1+u)?=4A01+u)(1 —u)*+4C(1 — u)(1 +u)?,
2(1 —u?) = 4A(1 +u)(1 —u)® +4C(1 — u)(1 + u)?,
1 =2A(1—u)+2C(1 +u).

Opétovnym dosadenim hodnot —1 a 1 za u dostaneme A = 1 a 0 = i. Vratme sa k integrovaniu:
1 1 1 1 1 1
/(1—u2)2d“21/1+u+ A0 T1=u @ oae
1 1
4 1-— u> e
1
4
1
4

| 1+wu n 2u n 1 | 1+sins +251ns n
0 c=-1(lo c
& 1—u 1 —u? 4 & 1 —sins cos? s

o~

1 + sin(arctant) 2sin(arctant)
log . + +c
1 — sin(arctant) cos?(arctant)

t
1++¢2

Dalej pouzijeme identity sin(arctant) =

o 1 p -
alej | eme a cos(arctant) = ——=—, ktoré sme odvodili na
minulych cviceniach:

t

14+ —

1 ) 1 + sin(arctant) 2sin(arctant) 1 1 + V1 + 12 N 2 tan(arctant)
—|lo =—11lo

A\ \1C sin(arctant) cos?(arctant) 4% t cos(arctant)

Vit

VI+e24+t V142 +t
log ot T +2tV1+t2
VI+22—t V14+t2+t

<10g <\/1+—t2 + t) + tm)

= (log (_vm“) WW) _

1
VIt —t 4
=3 (log ((\/—t?+t) )+2t\/H——152) —%

Konecéne dostavame
- b/ VIt e2di = [mg (\/1 T t) T t2]
o (1og (\/1 T d) FdvVTt d2) .

Parametre $piraly majtcej 5 zavitov, ktorych vzdialenost od seba je priblizne 27, st b = 1 a
= 107, a preto jej dlzka je

1
- > <log <\/1 +(107)2 + 107r) 1071+ (107r)2> ~ 495, 8

Priblizny tvar Archimedovej $piraly maji okrem iného napriklad hodinové pruziny alebo su-
¢iastky spiradlového kompresora. ¥

Priklad 14. Vypocitajte objem duse pneumatiky, ktorej prierez ma polomer r, pricom polomer
duse je a+r. Formalne sa jedna o rotacné teleso vzniknuté rotaciou kruhu leziaceho v rovine xy
s polomerom 7 okolo osi z, ktorého stred mé vzdialenost a > r od osi z. Toto teleso sa nazyva
anuloid.

Pre jednoduchost umiestnime stred kruhu na os y. V takom pripade ma rovnica kruznice,
ktora tvori jeho obvod, tvar 2 + (y — a)? = r%. Pocitajme:



301

204

Obr. 2: Priklad 13

2+ (y—a)*=1r? f

Vrchna polkruznica je teda grafom funkcie f(z) = a 4+ v/r? — 22 a spodnd polkruznica je zase
grafom funkcie g(x) = a — /7?2 — 22. Objem anuloidu dostaneme ako rozdiel objemu telesa
vzniknutého rotaciou podgrafu funkcie f a objemu telesa vzniknutého rotaciou podgrafu funkcie
g. S pouzitim vzorca (12) dostavame

V—ﬂ/r(f( ))de—W/r(g( ))2dw—7r/_ (a4 V2 —22)2 = (a — V2 — 22)* da

—7T/ 4a\/r2—x2dx—47ra'r/ \/1— dx

Primitivna funkcia k funkcii v/1 — #? uz je spocitana v materialoch k prednaskam [2] na strane
69. Dostavame

di_rt ’:47rar2/ V1 —t2dt.

1
— 4rar? / V1 —t2dt = drar? [5 arcsin (x) +
r



Obr. 3: Priklad 14

Priklad 15. Vypocitajte obsah plasta anuloidu z predoslého prikladu.

Plast anuloidu moéZeme rozdelif na dve casti. Jedna Cast vznikne rotéciou grafu funkcie
f(z) = a+ r?2 — 2% a ta druhé zase rotaciou grafu funkcie g(z) = a — v/r?2 — 2. Pre obsah

plasta anuloidu preto podla (13) plati:

S =27 z)y/1 dx+27r/ z)y/1 )2 dx

Potrebujeme derivacie funkcii f a g:

1 —2x —x 1 —2x B T

f/($):§m:m7

Dosadme a pocitajme:

2 2
S—27r/ a+vVr2—a?)[1+ a 2—|—(a—\/2_ 22)4 )1+ Qx_xzdm
_27r/ 20”/1—1— _$2d$—47ra/_r\/ _$2d$—47ra/ \/7

dt = 4rar|arcsint]' | = 4mwar (2 + 5) = 4n’ar.

= 4mar
/1 V1—1t?

Obr. 4: Priklad 15

Tx=rt
dx =rdt



Nevlastny integral

Definicia 16 (Nevlastny integral 1. druhu). Nech f je funkcia definovana na intervale [a, 00)
a integrovatelnd na kazdom intervale [a,b], kde b > a. Definujme funkciu F': [a,00) — R

predpisom F'(b) = fab f(z)dz. Ak existuje limita lim,_, F'(b), definujeme nevlastny integral
[ f(x) dz vztahom

/ " Fr) do = lim F(b). (15)

Ak je tato limita vlastnd, povieme, Ze integral konverguje, ak je nevlastna, povieme, Ze diverguje.
Rovnako pristupujeme k intervalu (—oo, a]. Ak je funkcia f definovand na R a integrovatelna
na kazdom ohrani¢enom intervale [a,b] C R povieme, Ze integral ffooo f(z) dz konverguje, ak
pre nejaké a € R (= pre kazdé a € R) integraly [*_ f(z)dz a [° f(z) dz konverguji. V takom
pripade definujeme

/_Z F@)de = /_Oo (@) dx+/:o f(x) da. (16)

Definicia 17 (Nevlastny integral 2. druhu). Nech f je funkcia definovana na intervale [a,b).
Predpokladajme, Ze je ohraniCend a integrovatelna na kazdom intervale [a, x|, kde a < x < b,
a nie je ohranifend na ziadnom intervale (b — ¢,b), kde 0 < € < b — a. Definujme funkciu
F: [a,b) — R predpisom F(z) = [” f(t)dt. Ak existuje jednostranna limita lim,_,,- F(x),
definujeme nevlastny integral fab f(z)dz vztahom

b
/ f(z)dz = lim F(x). (17)

z—b—

Ak je tato limita vlastna, povieme, ze integral konverguje, ak je nevlastna, povieme, ze diverguje.
Rovnako pristupujeme k intervalu (b, al.

Vsetky pravidla pre pocitanie urcitych integralov platia aj pre nevlastné integraly. Jediny
rozdiel je v tom, Ze ob¢as namiesto funkénych hodnét sme niteni pocitat limitu.

Priklad 18. Vypocitajte nevlastny integral

[
- 4
oo TF 245

t = 2zl
/—de/ —dx:—/ ————dx A
e T2 42145 o (xF+1)244 4] o (2 41 00 ~ 00
—00 ~» —00
1/00 ! dt 1[ tan ¢ L li tant — li tant 1(7T+7T) z
= = — —|arctan = = 11 arctant — 111m arctan = —\= -] = =.
2 ) t2+1 2 2 oo t——00 2\2 2 2
)-}

Priklad 19. Vypocitajte nevlastny integral

0 T
/ A i—
oo V€T F e



t=¢e"

0 T 0 x\2 =z _ 1 1 2
/ [ e dx:/ (e”) dr dt =e"dz = do = ;dt :/ t -ldt
Vet te® oo V(7241 0~ 1 o VE2+1 t

—0o0 ~ 0
t =tans = s = arctant
/1 1 U dt = —L—ds 1 1 1 4
— cos7rs — . S
o VI+E2 1~ 7 o V1+tanZs cos?s
0~~0
u=sins v
T T coss du = cos sds 21
= ds = ———ds - V3 = 2du
o COSS o 1—sin“s 175 0 l—u
0~ 0
2
2] —1 1 vz
= — u = —[log(1 log(1 —
| s 2og +u) — log(1 - w);

| 1+u 72_1
°8 1—u =3l

Priklad 20. Rozhodnite o konvergencii uvedeného integralu vzhladom na parametre a,b € R:

/ e cos(bx) dx.
0

11 2+v2\  log(3+2v?2)
og ) 5 :

.

Najprv vyrieSime pripad a = 0:

ldzx = [z];° = lim © = 0o, pre b= 0 integral diverguje,

e - 0 T—00
/0 cos(bz) d = sin(bz) ™ , sin(bx)
b |, e b

pre b # 0 integral neexistuje.

Teraz pre a # 0 ndjdeme primitivnu funciu k funkecii e** cos(bx):

/ e cos(bx) dx

e
u = e* u=—

a
v =cos(br) v = —bsin(bz)

- e cos(bz) + b /eax sin(br) dz
a

a v =sin(bx) v = bcos(bx)
azr b be® ¢in(b b2
= ¢ cos(br) + = Slﬁ( @) _ — /e‘” cos(bz) dz
a a a
Z uvedenej rovnice vyjadrime hladany integral:
/e“’” cos(bx) di = ae® cos(bx) + be®® sin(bx) 4o (acos(bx) + bsin(bx)) L
a? + b2 a + b2

Preto plati

/Ooeax cos(ber) di = e (a cos(bz) + bsin(bx))]™
0 a? 4 b? 0




= lim
Tr—r0o0

e*(acos(br) + bsin(br)\ @ xli_)rrolo(e“m(a cos(bz) + bsin(bx))) — a
a? + b2 a?+ b a? + b?

Limitu vysetrime v zavislosti od hodnét parametra a. Pre a < 0 plati

T—>00 ~
—0

-
ohranicena

lim (e - (acos(bx)+ bsin(bz))) =0 = integrél / e cos(bx) dz konverguje.
d 0

Nech a > 0. Pre b = 0 zrejme plati lim, . (e*(acos(bx) + bsin(bz))) = oo, ¢o znamena,

7e integral diverguje. Dalej nech je b # 0 a uvazujme postupnosti {z, = % <, a{y, =
T2 | a oznacme F(z) = e*(acos(bx) + bsin(bx)). Zrejme plati F(z,) = ae® — oo a
F(y,) = —ae™ — —o0, pre z — 00, ¢o znamend, ze limita lim,_,.(e**(a cos(bz) + bsin(br)))
nemodze existovat.
Zistili sme, Ze integral konverguje pre a < 0 bez ohladu na parameter b. ¥
50
40
204
s e O /\ |
-2 -1 1 2
_20_
e*(cos(10x)+10sin(10x))
_40_

Obr. 5: Priklad 20

Priklad 21. Vypocitajte nevlastny integral

Jus

2
/ tanz dz.
0
Pre Iubovolné 0 < z < 7 plati

/ tantdt = / PIE g = —/ L, P [—log(cost)]g = —log(cos x),
0 0 0

cost cost
a preto i
/2 tantdt = lim (—log(cosx)) = lim —logx = oo,
0 z—>Z~ z—07t
¢o znamena, zZe integral diverguje. »

10
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41 -log(cos(x))

Obr. 6: Priklad 21

Priklad 22. Vypocitajte nevlastny integral

1
/ log x dz.
0

Pre Iubovolné 0 < z < 1 plati

1 'U// g 1 u = t 1 1 1
/x logtdt v =logt o — % = [tlogt], —/x 1dt = —zlogx — [t], = —zloge — 1 + =z,
a preto
! 1
/ logtdt = lim (—zlogz —1+2) = —1 + lim (—zlogz) = —1 4 lim | — o8t
0 z—07F x—07F z—01 l
x
I'H —2
—2 —1+ lim —% = —1+ lim 2 =—-1+0=—1,
|%| z—07F -2 z—07F
¢o znamena, ze integral konverguje. ¥

Priklad 23. Rozhodnite o konvergencii uvedeného integralu vzhladom na parametre a,b € R:

1
/ (1 — ) da.
0

Pouzite fakt odvodeny v [1] na strane 484, Ze integral fol x®dz, konverguje pre a > —1 a
diverguje pre a < —1.

Vzhladom k tomu, Ze pre niektoré hodnoty parametrov méZze mat integrand singularitu v
obidvoch koncovych bodoch intervalu [0, 1], rozdelime ho na dva intervaly [0,c| a [c, 1], kde
0 < ¢ < 1 je lubovolné, napriklad mozeme zvolit ¢ = % Pred tym neZ zac¢neme pocitat
zdoraznime, e pre Iubovolné hodnoty parametrov a a b st funkcie 2% a (1 — x)” kladné na
intervale (0, 1). Vypocet rozdelime na Styri rozne situacie:

11



xlog(x)-1+x

Obr. 7: Priklad 22
e a>—1,b>—1:

1 c 1
x“l—xbdx:/x“1—$bdx+/ 2 (1 —x2)dx
[ara=apae= [og-opaos [ ana-

a
3K, (1-z)’<K AL,z <L

pre z€[0,c] pre z€[c,1]
tzl—x
c 1 1 . dt:_dw
SK/ xadl‘-i—L/ (1—$)bd$§K/ g;adqj—f—L/ (1_Jf)bdx , .
0 c ) ; N
0~1

1 1 1
= K/ x*dz —i—L/ tdt = / 2%(1 —2)’dr  konverguje
0 0 0
konverguje konverguje

e a<—1,b>—1:

1 c 1
/ 2%(1 —2)’dx = / 2% (1 — z)° do + / 2%(1 — z)° da.
0 0 N—— c
3K, (1—z)*>K
pre z€[0,c]

/ (1 —2)’dr = lim (1 —2)’der > lim [ 2°Kdr =K lim zdx
0

+ + +
y—0 y y—0 y y—0

Yy
:K/ z%dz = oo.
N

diverguje
To znamena, Ze integral fol 2%(1 — x)’dz tiez diverguje.
ea>—-1b<—1:

1 c 1
x“l—xbdx:/xal—xbdx—l—/ 2% (1 — x)°dz.
/0 (1-2) (o —apaes [ an -0

3L, 29> L
pre z€[c,1]

12



1 Y Y Y
/ 2*(1 — x)’dr = lim 2*(1 — x)’dz > lim L1 —z)dr =L lim [ (1-2)dx

y—1= J. y—1= J. y—1—
t=1—=x
! b dt = —dz l—cb
=L [ (1-2)°de= =L t’dt =
c 1~ 0 0
c~1—c —

diverguje

To znamen4, ze integral fo (1 — 2)bdx tiez diverguje.

e a < —1, b < —1: Rovnako ako v predoslych dvoch pripadoch by sme ukazali, zZe integraly

c 1
/ (1 —2)’dx a / 2%(1 —2)’da
0 c

diverguju, a preto opit diverguje aj ich stdcet.

V kone¢nom désledku sme zistili, ze pre a > —1 a b > —1 uvedeny 1ntegrél konverguje a

vo vSetkych ostatnych pripadoch diverguje. Integral B(a,b) = fo ) dz sa nazjva Beta
funkcia a pouziva sa v Statistike. ¥
Aplikdcie

Priklad 24. Vypoditajte priblizne pracu vykonand pri napliiani hornej nadr7e prederpavace;
vodnej elektrarne Dlouhé strané.

Pri maximéalnom naplneni hornej nadrze mé plocha vodnej hladiny rozlohu 15,4 ha a hibka
vody je 21,8 m. Pre zjednodusenie vypoc¢tov budeme predpokladat, Ze plocha vodnej hladiny
rastie linedrne s hibkou vody a ze voda je do nadrze ¢erpané z jedného konkrétneho miesta,
ktorého nadmorska vyska je o 530 m mensia ako nadmorské vyska dna hornej nadrze.

. e—e— e amw ™ ' e wm- -—

Obr. 8: Priklad 24

Praca potrebna pre zdvihnutie telesa hmotnosti m do vysky h je W = mgh, kde g =
10m/s? je gravitacné zrychlenie. Plocha rezu telesom vody vo vyske h nad dnom nadrZe je

podla predpokladov S = 15241—180 - h[m?). Do vysky 530 + h je preto nutné zdvihnit teleso s
hmotnostou 7
15,4 - 10
m—deh—p-—2L8 - hdh,

kde p ~ 1000 kg/m? je hustota vody. Vzhladom k tomu, Ze pre kazdé 0 < h < 21,8 musime
do vysky 530 + h zdvihnat teleso s hmotnostou pS dh, je celkova praca suctom tychto diel¢ich
prac:

15,4 - 10

21,8
h)hdh
218 pg/o (530 + h)

W:/ " pSg(530 + h) dh =
0
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15.4 - 10 R31%M 15,410 018
=27 126582 _ =% B2 4 312k
3.8 pg[65 + 3]0 3.21.8 pg[795 + }0
= 91405365, 3 - 10° J ~ 91 - 10! J. ¥

Priklad 25. Vypocitajte unikovi rychlost z povrchu Zeme a Mesiaca.

V predoslom priklade sme predpokladali, Ze gravitacna sila Zeme bola v Tubovolnej vyske
nad povrchom rovnaké. V tomto pripade si podobné zjednodusenie uz nemdzeme dovolit. Pri-
pomertime, zZe hmotny bod s hmotnostou m a teleso tvaru gule s hmotnostou M a polomerom
R na seba navzajom posobia silou, ktorej velkost je dané rovnostou

mM
= /{(—

R+ h)?’

kde h je vzdialenost hmotného bodu od povrchu telesa a x ~ 6,67 - 107" m3 - kg™! - 572 je

gravitacna konstanta. Na premiestnenie telesa z vysky h do vysky h + dh nad povrchom telesa
je preto potrebna praca W = F dh. Praca potrebna pre tinik hmotného bodu z gravitacného
pola telesa je suc¢tom tychto dielcich prac:

o o mM 1 < kmM
W = Fdh = ——dh = M|—— | = ,
/0 / SR ER { R+h]0 R

Aby doslo k tniku, musi byt kinetickd energia hmotného bodu pri povrchu telesa aspori takéa
velkd ako préave spocitand préaca:

1 5 wmM N 2eM
—mu” = v = .
2 R R

Kedze Ma = 5,97237 - 10** kg, Ra = 6371 km, My = 7,349 - 1022 kg a Ry = 1737, 4 km, plati

va ~ 11,183 km - 571 a vy ~ 2,375 km - s~ L. ¥
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