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Modelova rozlozeni

Normalni rozlozeni jako statisticky model
Aplikace modelovych rozlozeni

Prehled modelovych rozlozeni



Anotace

» Klasickym postupem statistické analyzy je na zakladé vzorku cilové populace
identifikovat typ a charakteristiky modelového rozlozeni dat, vyuzit jeho
matematického modelu k popisu reality a ziskané vysledky zobecnit na hodnocenou
cilovou populaci.

* Vlyuziti tohoto pristupu je mozné pouze v pripadé shody realnych dat s modelovym
rozlozenim, v opacném pripadé hrozi ziskani zavadéjicich vysledku.

* Nejklasictéjsim modelovym rozlozenim, od néhoz je odvozena cela rada statistickych
analyz je tzv. normalni rozlozeni, znamé téz jako Gaussova krivka.
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All models are wrong but some are useful.

George Box, 1978



Normalni rozdéleni

* Nejklasi¢téjsim modelovym rozlozenim, od néhoz je
odvozena celd rada statistickych analyz je tzv. normalni
rozlozeni, znamé téz jako Gaussova krivka.

10 | | | | ' | |
B H=0, 0?=0.2, m—
PoODISUI i v . i s , /\ [1=0, 02=10, = -
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 Normalita je klicovym predpokladem rady statistickych
metod

* Pro ovéreni normality existuje rada testl a grafickych
metod




Popis rozdeleni kvantitativnich dat: co chceme u dat popsat?
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Vlypocet charakteristik normalniho rozdéleni: prumer

* u—prumér rozdéleni (cilova populace)
e X — prumeér rozlozeni vzorkovanych dat (odhad primeéru cilové populace)

* Primér lze spocitat z libovolnych kvantitativnich dat, ale pouze za nékterych situaci jej
|ze povazovat za ukazatel stfedu dat (symetrické, normalni rozdéleni dat)

* Odlehlé hodnoty a asymetrie dat vyrazné ovliviuji vysledek vypoctu pruméru
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Prumer vs. median

 Mame-li symetricka data, je vysledek vypoctu primeéru i medianu podobny.
* \VSe je OK.
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Primeér vs. median

 Nemame-li symetricka data, je vysledek vypoctu priméru i medianu rozdilny.
* Neni to OK. Vypocet pruméru je v tuto chvili nevhodny!

Skutecné rozlozeni dat

/

e Priklad 1: znamkovani ve skole

e StudentA:1.1.1.1.21111.11.1.15 Prdmérny plat 26 985 K&/mésic

Primeér = 1’35 Median = 1’00 Prolciien}'/ mo?lel r.10rméln|'ho
rozdéleni. Jakdkoliv metoda
e StudentB:1,1,1,1,2,1,1,1,1,1,1,1,1,2 / pracujici s modelem
. . ., normalniho rozdéleni pracuje
Prumer = 1,13 Median = 1,00 s daty jako kdyby jejich realné

rozlozeni odpovidalo Cervené
krivce.

* Pfiklad 2: plat v CR
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Popis ,téziste” — miry polohy

Meéejme pozorované hodnoty: X, X%, X,

Seradme je podle velikosti: Xy <Xg < <X,

Minimum a maximum — nejmensi a nejvetsi
pozorovana hodnota nam davaji obraz o tom, kde se na
ose x pohybujeme.

Prumeér — charakterizuje hodnotu, kolem které kolisaji
ostatni pozorované hodnoty. Je to fyzikalni obraz

V VeV

tézisté stejné hmotnych bodu ose x.

Median — je to prostredni pozorovana hodnota. Déli
pozorované hodnoty na dvé pulky, pulka hodnot je
mensi a pulka hodnot je vétsi nez median.

X = X(ns)/2) pro n liché
_1 ,
X =3 (X2 T Xnyaeny)  Pronsudé



Pojem kvantil

* Laicky lze kvantil definovat jako Cislo na realné ose, které rozdéluje pozorovana data na
dvé casti: p% kvantil rozdéluje data na p % hodnot a (100-p) % hodnot.

\4

 Mame soubor 20 osob, u nichz mérime vysku. Chceme zjistit 80% kvantil souboru
pozorovanych dat.

n=20 Priamér téchto dvou = 80% kvantil

16 / 20 = 80 % hodnot 4 /20 =20% hodnot
A
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Vypocet charakteristik normalniho rozdeleni: rozptyl a smerodatna

odchylka
* 52— rozptyl rozdéleni (cilova populace)

* 5?2 —rozptyl rozlozeni vzorkovanych dat (odhad rozptylu cilové populace)

N=5
. > N ) 2
X, 3 §2 = = (0 —%)7 148 3,7
X3 . | | PN rJ\—j | o | N -1 4 |
- 5 | | o—— 9T 9 | 4 |
. , 0 1 2 3 4_ 5 6 7 8 g = /S — /3,7=1’92

X

 Smérodatna odchylka (s, SD=standard deviation) = druha odmocnina z rozptylu (snazsi
interpretovatelnost)

* N-1 nebo N ? Déleni N-1 je vypocet rozptylu vzorku, déleni N je pro celou populaci (vyjimecné)
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IBA

Popis ,rozsahu® — miry variability

Nejjednodussi charakteristikou variability pozorovanych dat je rozsah hodnot (rozpéti) =
maximum — minimum. Je snadno ovlivnitelny netypickymi (odlehlymi) hodnotami.

Kvantilové rozpéti je definovano p% kvantilem a (100-p)% kvantilem a je méné ovlivnéno
odlehlymi hodnotami. Specialnim pripadem je kvartilové rozpéti, které pokryva 50 %
pozorovanych hodnot.

Rozptyl — primérny ¢tverec odchylky od priméru. Velmi ovlivnitelny odlehlymi hodnotami.
1 < 1 (<
=" (x =x)"=—"| ) x*—nx*
IR DX S

Smérodatna odchylka — odmocnina z rozptylu. Vyhodou smérodatné odchylky je, ze ma stejné
jednotky jako pozorovana data.

Koeficient variance - podil smérodatné odchylky ku priméru (u normalniho rozlozeni by se
95% hodnot mélo vejit do primér £3 SD), pokud je SD vétsi nez 1/3 priméru jsou teoreticky
pravdépodobné zaporné hodnoty v rozloZeni — ukazatel problému s normalitou dat
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Normalni rozdéleni: vliv odlehlé hodnoty na popisné statistiky

 Cilem je urcit primérnou hladinu cholesterolu vybrané populace muzt (hodnoty v mmol/I)
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Normalni rozdéleni: vliv odlehlé hodnoty na popisné statistiky

 Cilem je urcit primérnou hladinu cholesterolu vybrané populace muzt (hodnoty v mmol/I)
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|dentifikace odlehlych hodnot

* Na mensich souborech staci vizualizace.
* Na veétsich datovych souborech nelze bez vizualizace a popisnych statistik.

 Graficka identifikace: pomoci histogramu a box plotu.

* Identifikace pomoci popisnych statistik: srovnani medianu a praméru.
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ldentifikace odleh
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Vizualni hodnoceni normality
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Rozdil mezi N-P, Q-Q, P-P grafem
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Ukazatele tvaru rozlozeni

» Skewness — ukazatel ,Sikmosti“ rozlozeni, asymetrie rozlozeni

» Kurtosis — ukazatel ,,Spicatosti/plochosti” rozlozeni

skewness>0 skewness<0

skewness=0 ‘

®
' kurtosis=0 ’

kurtosis<0 kurtosis>0




Jak se projevi asymetrie dat v diagnostickych grafech?

RozloZeni Normalni rozloZeni RozloZeni
s kladnou Sikmosti se zapornou Sikmosti
Histogram Histogram Histogram
NP plot

Konkavni
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Vyukové materidly: Vypocetni statistika,
RNDr. Marie Budikovad, Dr., 2011



Standardni normalni rozdéleni

* Specialni pripad normalniho rozdéleni s N(u=0, 0?=1) - standardizovana forma
vyuzivana:
* ve statistickych vypoctech

* pro srovnani extrémnosti / primérnosti hodnot u proménnych s riznymi rozsahy
nebo jednotkami

* Jednoducha interpretace — zakladni hodnoty vhodné zapamatovat
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Prepocet na standardni normalni rozdéleni

e Tzv. Z skére — kromé statistickych vypoctu TT—
vyuzivano napt. v diagnostickych skore m hodnota (z)

(osteoporéza) nebo pro srovnavani X,

5 0.42
extrémnosti / pridmeérnosti proménnych s « 3 0.62
o V4 . . . v 2 “U.
ruznymi rozsahy nebo jednotkami (napf. " A .
méreni polutant(l) - 040
Ve V4 Ve V4 v d d- 7 h X4 7 1.46
[ J
Vyuziti prl. vypoctuvstan ar Izovanyc Xe 2 1.14
charakteristik (napr. kovariance ->
korelacni koeficient) .
prumer 4,2 0
* Ve vicerozmerne z,analyoze pouzivano pro . 1,92
dosazeni stejné vahy ruznych proménnych
ve vypoctu
, PR Xi—p
* Tabelovana forma -> vyuziti ve vypoctech Z;i =
O




Pravidlo 3 sigma

* Vrozmezi u + 30 by se mélo vyskytovat 99,7 % vSech hodnot
* Vhodné znat pro orientacni posouzeni rozsahu dat

* U proménnych, které nemohou byt zaporné vyuziti pro orientacni posouzeni normality

i 34.1% 34.1%

0.0 01 0.2 03 04

99,7 % vsech hodnot
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Statistickeé tabulky

* Prehledné vyjadreni distribucni funkce pro modelova rozdéleni
 V predpocitacovém obdobi zakladni pomucka, nyni hlavné vyukovy vyznam

e http://www.statsoft.com/Textbook/Distribution-Tables (potfebné i pro zkousku)

Druhé desetinné misto Area between 0 and z  Plocha pod krivkou standardniho normalniho rozdéleni

hledaného z (= pravdépodobnost) mezi primérem a hledanym z
Cela cast a prvni \ L Hledané z (hodnota standardniho normalniho rozdéleni)
desetinné misto

hledaného z \

0.07 [0.08 [0.09
0.0279[0.0319|[0.0359 Plocha pod kfivkou standardniho
0.0675[0.0714[0.0753 normalniho rozdéleni mezi
0.1064[0.1103 [ 0.1141 priameérem a hledanym z
0.1443(0.1480 (| 0.1517 Zde pro z=0.46 to je 0.1772 (mezi
0.1808 [|0.1844 | 0.1879 pramérem a z=0.46 lezi 17.7%
0.2157[0.2190 | 0.2224 rozdéleni)
0.6[0.2257|[0.2291[0.2324/0.2357 || 0.2389 || 0.2422 || 0. 2454 [ 0.2486 [ 0.2517 | 0.2549

0.1915((0.1950(0.1985
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http://www.statsoft.com/Textbook/Distribution-Tables

Vyuziti statistickych modelu

>

-

Mame néjaky znak v populaci, ktery chceme pro ucely analyz nahradit statistickym
modelem (de facto to délame pri kazdém vypoctu primeéru, ktery povazujeme za
ukazatel stredu)

Ovérime predpoklad, ze je znak rozlozen podle daného modelu = Plati vybrany
model? Napf. vizualni posouzeni normality nebo jeji testovani.

Spocitame charakteristiky modelu (priumér a smérodatna odchylka v pripadé
normalniho rozdéleni)

Prevedeme na standardni formu modelu (standardni normalni rozdéleni v pripadé
normalniho rozdéleni)

Vyuzijeme znamé vlastnosti rozdéleni pro odpovéd na polozené otazky (distribucni
funkce, jeji hodnoty ve statistickych tabulkach)



Priklad aplikace modelu normalniho rozdéleni
* Mame data z pruzkumu kosti prehistorického zvirete

* N=2 000

* Primérna délka = 60 cm

* Smérodatna odchylka =10 cm

* Vyzkumné otazky:
 Jaka je pravdépodobnost, ze by velikost dané kosti
prekrocila velikost 66 cm?
* Kolik kosti mélo zrejme délku vetsi nez 66 cm ?

* Jaky podil kosti lezel svou délkou v rozsahu od 60 cm
do66cm?
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Oveéreni rozlozeni dat a vybér statistického modelu
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Oveéreni rozlozeni dat a vybér statistickeho modelu

800
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P Predpoklad normalniho
10 20 30 40 50 60 70 8 9 100 110 rozdéleni dat se zda opravnény.
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Jaka je pravdeépodobnost, ze by velikost dané kosti prekrocila
velikost 66 cm?

* PrepocCet hledané hodnoty na standardizovanou formu normalniho rozdéleni

_x-p_66-60 _
Ty T T 10 7

pensty of Norm(60. 10) Area between 0 and z

3
o ,/L
8 | 0 z
o
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
Hledana pIOCha » 0.0|0.0000|0.0040 0.0080(/0.0120/[{0.0160{(0.0199|[{0.0239([0.0279|{0.0319 {[0.0359
2 84
5 S 0.1 |0.0398‘0.0438 0.0478 (|0.0517 |[0.0557 (| 0.0596 |[0.0636 ||0.0675 |[{0.0714 ||0.0753
0.2 |0.0793‘0.0832 0.0871(/0.0910/[0.0948 || 0.0987 |[0.1026 |[0.1064 |[0.1103 |[0.1141
= 0.3 |0.1179‘0.1217 0.1255(0.12931[{0.1331([0.1368|[0.1406 ([0.1443 |[{0.1480((0.1517
3
0.4|0.1554‘0.1591 0.1628(/0.1664|[0.1700((0.1736|[{0.1772 {[0.1808 |[{0.1844 {[0.1879
0.500.1915 |§0.1950 (] 0.1985|[{0.2019 || 0.2054 |[{0.2088 || 0.2123 ||0.2157 (| 0.2190 || 0.2224
o
g N E 0.2257 (§0.22911(0.2324((0.2357|[0.2389((0.2422 ||0.2454 || 0.2486 || 0.2517 |[0.2549
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X—m _ 66 — 60

P(x>66)=1-P(x<66)=1-P
(x>66)=1-P(x<66) =1-P(* —<=

)=1-F(0,6)=0,27425




Aplikace modelu normalniho rozdéleni

e Kolik kosti mélo zrejmeé délku vétsi nez 66 cm ?

P(x > 66)*n = 0,27425* 2000 = 548

 Jaky podil kosti lezel svou délkou v rozsahu x od 60 cm do 66 cm ?

60-60 66 —60
<Z<

P(60 < x < 66)= P(
10 10

J =F(0,6)-F(0)=0,22575

* 22,6% kosti lezi v rozsahu 60-66cm




Strucny prehled modelovych rozlozeni |

Rozlozeni Parametry Strucny popis
. Symetricka funkce popisujici intervalovou
s Prameér (u) v L v wev
Normailni Rozptyl (0?) hustotu ¢etnosti; nejpravdépodobné;jsi jsou
pramérné hodnoty znaku v populaci.
Loa- Median Funkce intervalové hustoty Cetnosti, ktera po
—g—,l , Geometricky primér logaritmické transformaci nabude tvaru
normaini Rozptyl (?) normalniho rozlozeni.
Zménou parametru a lze modelovat distribuci
Weibullovo o - parametr tvaru doby preziti, napf. stresovaného organismu.
. B - parametr rozsahu hodnot Rozlozeni vyuzivané i jako model k odhahu
LC:, nebo EC., u testu toxicity.
Median Funkce intervalové hustoty Cetnosti, ktera po
Rovnomeérné | Geometricky pramér logaritmické transformaci nabude tvaru
Rozptyl (c?) normalniho rozloZeni.
Pravdépodobnostni funkce pro typ rozlozeni,
Trianaularni | 09 =1b-ABS (x-a]/ b2 depodobno  Pro typ
gularmnt | 'y cx<a+b kdy jsou stredni hodnoty vyrazne
pravdépodobnéjsi nez hodnoty okrajové.
5 distribucni funkee: Umoznuje flexibilné modelovani distribu¢nich
arametry distribucnifunkee: | ¢ oi nejrazngjgich tvarti. Napf. y2 rozlozeni
Gamma o - parametr tvaru . v, . .
B - parametr rozsahu hodnot je rozlozeni typu Gamma. Gamma rozloZeni
eY s a = 1 je znamo jako exponencialni rozlozeni.
AN




Strucny prehled modelovych rozlozeni

>

-

Rozlozeni

Parametry

Parametry distribucCni
funkce:
o - parametr tvaru

Strucny popis

Pravdépodobnostni funkce pro proménnou
omezenou rozsahem do intervalu [0; 1]. Je
matematicky komplikovangjsi, ale velmi

Beta B - parametr rozsahu flexibilni pfi popisu zmén hodnot proménné
hodnot v ohraniCeném intervalu.
Stupné volnosti - uvazuje _ _ o o .
velikost vzorku Simuluje normalni rozlozeni pro mensi vzorky
Studentovo Primea Cisel. Pro vétsi soubory (n > 100) se limitné
Rrumfli blizi k normalnimu rozlozeni.
ozpty
Slouzi pfedevsim k porovnani ¢etnosti jevl ve
Stupné volnosti - uvazuje | dvou a vice kategoriich.
Pearsonovo : o o .
velikost vzorku Pouziva se k modelovani rozlozeni odhadu
rozptylu normalné rozlozenych dat.
Fisher. | PVoli stupn€ volnosti - Pouziva se k testovani hodnot prdmérd - F test
Snedecorovo uvazuje velikost dvou pro porovnani dvou vybérovych rozptyla; F

vzorku

test, ANOVA atd.




Lognormalni rozdéleni

* Asymetricky rozlozena data — velmi Casta v biologii (ale i jinde, napt. platy)
* Spolu s normalnim rozdélenim nejcastéjsi model

* Srozdélenim je spjat geometricky primér jako ukazatel stredu

Density of Lnorm(1, 1)
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Logaritmicka transformace

 Geometricky prumér — antilogaritmus primeéru logaritmovanych dat, je vhodny pro
doleva asymetricka data (lognormalni rozlozeni), ktera jsou v biologii velmi Casta, jeho
hodnota v podstaté odpovida medianu

» Takto asymetricka data je mozné prevést logaritmickou transformaci na normalni
rozlozeni

log

=)

| S i
Prumer Pramér (logaritmovanych dat)
Median, geometricky prameér
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Geometricky prumer

f(x) f(x)
Y = Ln [X] A
>
a3 a3
Median Pramér X /\ In (X)
Median = Prdmér
ny

EXP (Y) = Geometricky pramér X Y=) —1+

=1
. Y + Standardni chyba




Stupné volnosti

* Nezavislé jednotky informace
» Spjaty s poctem objektU, popripadé skupin v datech

e Klesaji s vypocltem kazdé souhrnné statistiky (=odecitame od celkového poctu vzniklé
zavislé statistiky)

CEPOIDPIDPDELCESE




Studentovo rozdéleni
* Pro realnéjsi popis reality nez umoznuje normalni rozdéleni

e Stupné volnosti — ve vazbé na velikost vzorku

Density of Td(1, 0)

Density of Td(10, 0)

Density of Td(100, 0)
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d(x)

IBA

Pearsonovo (Chi-kvadrat) rozdeleni

* Pro data, ktera nemohou byt principialné nikdy zaporna

Tvar ovlivnén stupni volnosti

Ocekavané a pozorované pocty, rozptyly

» Casto v genetice

Density of Chisq(1, 0)
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15

1.0

d(x)
0.5

0.0

Fisher-Snedecorovo rozdéleni

* Pro data, ktera nemohou byt principialné nikdy zaporna

* Typicky pomér dvou rozptylt — vyuziti v radée, zejména
pokrocilejSich statistickych testu

* Dva ruzné stupné volnosti

Density of Fd(1, 1, 0)
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Transformace dat - legitimni Uprava rozlozeni

e Zakladni typy transformaci vedou k normalité rozlozeni nebo k homogenité rozptylu
* Logaritmicka transformace

» Logaritmicka transformace je velmi vhodna pro data s odlehlymi hodnotami na horni
hranici rozsahu. Pfi porovnani pruméru u vice souboru dat je pro tuto transformaci
indikujici situace, kdy se s rostoucim priumérem meéni proporcionalné i smérodatna
odchylka, a tedy jednotlivé proménné maji stejny koeficient variance, ackoli maji rlzny
prumeér.

e Za takovéto situace prinasi logaritmicka transformace nejen zeslabeni asymetrie
pUvodniho rozlozeni, ale také vyssi homogenitu rozptylu proménnych. Pro transformaci

se nejCastéji pouziva prirozeny logaritmus a pokud jsou v pivodnim souboru dat
nulové hodnoty, je vhodné pouzit operaci Y = In (X+1).

* Je-li prumér logaritmovanych dat (tedy primeérny logaritmus) zpétné transformovan
do pUvodnich hodnot, vysledkem neni aritmeticky, ale geometricky primér plvodnich
dat.
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Transformace dat - legitimni Uprava rozlozeni

Zakladni typy transformaci vedou k normalité rozlozeni nebo k homogenité rozptylu
Odmocninova transformace

Transformace je vhodna pro proménné majici Poissonovo rozlozeni, tedy proménné vyjadrujici
celkovy pocet nastani urcitého jevu (spiSe vzacného) v n nezavisle opakovanych pokusech.
Obecnéji Ize tento typ transformace doporucit v pripadé normalizace dat typu poctu jedincU
(bunék, apod.). Jde o transformaci:

Y:\/; nebo Y =+/X4+1 nebo Y:\&_h/x-p]_

Transformace s prictenou hodnotou 1 jsou efektivni, pokud X nabyva velmi malych nebo
nulovych hodnot. Situace indikujici vhodnost odmocninové transformace je také
proporcionalita vybérového rozptylu a priméru, tedy obecné jestlize s2x = k (vybérovy
primer).
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Transformace dat - legitimni Uprava rozlozeni

Zakladni typy transformaci vedou k normalité rozlozeni nebo k homogenité rozptylu
Arcsin transformace

Tzv. uhlova transformace - velmi vhodna pro data tgpu podilt vyskytu urcitého jevu (znaku)
mezi n hodnocenymi jedinci - tedy pro data majici binomické rozlozeni. Pokud se urcity znak
vyskytuje r-krat mezi n moznostmi (jedinci, opakovanimi), pak lze vyjadfrit relativni Cetnost jeho
stkytu jako p = r/n s variabilitou p.(1-p)/n. Arcsin transformace odstrani ze soubor( dat podily
blizké 0 nebo 1, a tak efektivné snizi variabilitu odhadl stfedu. Transformace vsak neni
schopna odstranit variabilitu vyvolanou rozdilnym poctem opakovani v jednotlivych variantach

- v takovem pripade |ze doporucit provedeni vazenych transformaci dat. Velmi castou formou

této transformace je:
Y =arcsin 4/ p

- tedy transformace podill do hodnot, jejichz sinus je roven druhé odmocniné plvodnich
hodnot. Pokud celkovy pocet jedincl (opakovani), mezi kterymi je vyskyt znaku monitorovan,
je n < 50, pak Ize doporudit velmi efektivni empiricka opatreni pro transformaci podilt blizkych
0 nebo 1. Pro tento pripad lze nahrazovat nulové podily hodnotou 1/4n a 100 % podily
hodnotou (n-1/4)/n. Pokud se mezi hodnotami vyskytuje vétsi mnozstvi krajnich hodnot
(mensi nez 0,2 a vétsi nez 0,8), Ize doporucit transformaci:

1 ] / X ] /x+1
Y =—]| arcsin ,/—— +arcsin ,|——
2 n+1 n+1
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