8. SEMINAR

INDUKTIVNI STATISTIKA
1. ODHADY PARAMETRU



STATISTICKA INDUKCE

?
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* Vlastnosti a slozeni vybéroveho souboru je presne
zname.

* Vlastnosti a slozeni zakladniho souboru odhadujeme
s urCitou mirou nejistoty.

* Metody induktivni statistiky nejistotu neodstranuiji, ale
dokazi urcCit miru této nejistoty.



Zakladni a vybérovy soubor

ZAKLADNIi SOUBOR

VYBEROVY SOUBOR

reprezentativni nahodny vybeér

vybérové (empirické) rozdeleni
cetnosti

popis rozdéleni: tabulka, graf

stat. ukazatele = vybéroveé
charakteristiky: m, s, p (ozn.
latinkou)

jsou to charakteristiky
nahodnych veliCin a take se
jako nahodne veliCiny chovayji,
tzn. méni se vyber od vybéru

soubor, ktery nas zajima

teoretické rozdéleni ¢etnosti
(matematicky model)

popis rozdéleni:
pravdépodobnostni rozdéleni

stat. ukazatele = parametry:
M, o, T (0ozn. feckou abecedou)

jsou to nemenné konstanty,
zpravidla nezname, pron —» «
plati,zem > U,s > o,p > .



Empirické a pravdépodobnostni
rozdéleni

* Mérime-li veliCinu ve vybérovem souboru, pak
rozlozeni hodnot teto veliCiny znazornujeme na
zakladé empiricky zjistenych Cetnosti (histogram).

* Kazda veliCina ma své pravdépodobnostni
(teoreticke) rozdeéleni.

* V takovém rozlozeni jsou na ose x vsechny
hodnoty, kterych muze veli€ina potencialné
nabyvat, a na ose y jsou pravdéepodobnosti,
se kterymi se dané hodnoty vyskytuji.



Empirické a pravdépodobnostni
rozdéleni

* V empirickém rozdéleni (histogram) jsou popsany
cetnosti, se kterymi se namerené hodnoty vyskytovaly
ve vyberovem souboru.

X

* Pravdepodobnostni rozdéleni (pravdepodobnostni
krivka) vyjadruje oCekavani, jak casto se budou
jednotlive hodnoty vyskytovat v nekonecne velkem
souboru.

* Pravdéepodobnostni rozdéleni

— znazornuji procesy a jevy naseho kazdodenniho zivota
pomoci matematickych modelu.

— Tyto modely vyjadruji v matematické forme jejich
zakonitosti a umoznuji tak hlubsi poznani zakonitosti
téchto jeva.



Typy pravdépodobnostnich
rozdéleni

Diskrétni veli€¢iny

* binomické rozdéleni (jev — nejev)

®* rovnomeérné rozdeleni

* Poissonovo rozdéleni (vzacné jevy)

Spojité veli€iny

®* normalni rozdéleni

* Studentovo t-rozdéleni

* Snedecorovo F-rozdéleni
* Chi-kvadrat rozdéleni

Pozn.:

* S veliCinou zachazime jako s normalne rozdélenou, pokud nemame
dostateCné duvody pro vyvraceni této domnénky.

* Rozlozeni vétsSiny veliCin Ize pfevést na normalni rozdeleni.



NORMALNI ROZDELENI
(GAUSSOVA KRIVKA)

Matematicky model rozdeleni Cetnosti
spojité nahodne veliCiny

[
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Frekvencni krivka NR je jednoznacCné urCena dvéma parametry: g a o.
* M - urCuje polohu kfivky na ose x (analogie m)
* O - urCuje tvar kfivky (analogie s)

Symetrické rozdéleni Cetnosti, parametr p = prumeér a zaroven
nejCcetnejsi hodnota, ktera puli plochu pod kfivkou na dvé stejné velké
casti



NORMALNI ROZDELENI

e u1 J y2; o1 =02




NORMALNI ROZDELENI

e u1 =p2;, 01 [J 02




VLASTNOSTI NORMALNIHO
ROZDELENI

|
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68.2%
95.4%
99.7%

 Frekvenéni kiivky normalniho rozdéleni maji rizny tvar a polohu pro
rizné veli€iny. Pro vSechny vsak plati, Ze v intervalu:

— Mt 1 0lezi 68,2% viech hodnot, kierych miZze dana veli€ina nabyvat
— Mt 2 o lezi 95,4% vSech hodnot, kierych mize dana veli€ina nabyvat
— Mt 3 o lezi 99,7% vSech hodnot, kierych mlize dana veli€ina nabyvat



VLASTNOSTI NORMALNIHO
ROZDELENI

Castgji nas ale zajima, v jakém intervalu lezi 95% (pfip. 99%) hodnot
sledované veliCiny
— muzeme pak totiz vyjadfit tvrzeni, ze s pravdépodobnosti 95% (99%)
se hodnoty sledované veliCiny nachazeji prave v tomto intervalu,
resp., ze 95% hodnot, kterych sledovana veliina nabyva, lezi v
tomto intervalu.

— interval je vymezen tzv. kritickymi hodnotami (konstantami)
normalniho rozdeéleni



KRITICKE HODNOTY NORMALNIHO

ROZDELENI
< 99% ,
)-r
B 95% T
- —-!""I"'/ ! , : \'-u.__—_,._
-2,580 - 1,960 u 1,960 2,580

* Kritické hodnoty normalniho rozlozeni: 1,960 a 2,580.

* Vintervalu (p - 1,960; p + 1,960) se nachazi 95 % vsech
moznych hodnot sledované velicCiny.

 Vintervalu (n — 2,580; pu + 2,580) se nachazi 99% vsech
moznych hodnot sledované velicCiny.



ODHADY PARAMETRU

° Bodoveée odhady
° Intervalove odhady



BODOVE ODHADY

H=m m=p
02~ s? relativnirizikov ZS =~ RR
o=xS p=r

 Pozadavky na bodové odhady
(tzv. nejlepsi nestranny bodovy odhad)

a) konzistence
- s rostoucim VS se vybérova charakteristika vice bliZf k parametru

b) nestrannost
- odhady parametru provedené na zakladé riznych VS kolisaijf
kolem hodnoty neznamého parametru na obé strany

¢) minimalni rozptyl
- uvedené kolisani musf byt co nejmensi

* Nevyhody bodovych odhadu
-nezname jejich spolehlivost a presnost



INTERVALOVE ODHADY

Neznamy parametr odhadujeme intervalem
vytvorenym kolem tzv. nejlepsinho nestranného
bodového odhadu.

Interval spolehlivosti (konfidencni interval)
Spoc/>lehlivost urcujeme sami, obvykle 95% nebo
99%

* Jde o pravdepodobnost, ze odhadovany parametr se
nachazi v daném intervalu.

zapis:  95% CI (dolni hranice ; horni hranice)
99% CI (dolni hranice ; horni hranice)



INTERVALOVE ODHADY

Doplnek spolehlivost vyjadruje tzv. riziko
odhadu — tj. riziko, ze odhadovany parametr
lezi mimo interval:

* pri spolehlivosti 95% je riziko odhadu 5%,

* pri spolehlivosti 99% je riziko odhadu 1%.



ODHAD PRUMERU ZAKLADNIHO
SOUBORU (PARAMETRU p)

1. Nejlepsi bodovy odhad parametru y je vybérovy prumer m.

2. V souborech, kde n > 30, se vybérovy prumeér chova jako nahodna
veliGina, kiera ma normalni rozdéleni, a to i v pripade, Ze veliina,
ze které je primeér vypoditan, normalnl rozdéleni nema.

3. Standardni chyba priméru SE,, se odhadUJe ze vztahu: SE,, = \f_
Zavér: 95% Clm 11,96 - m
99%

S
vn—-1

# V souborech, kde n £ 30, pouzivame model Studentova rozdéleni
(konstanty 1,96, pfip. 2,58 se nahrazuiji jinymi — viz. skripta, str. 41).



Hustota nermalnthe rozdélent Husteta rozd&len vih&rového priméru Kdﬁ ma nahodna velitina (napi‘. VKP)
normalni rozloZeni s primérem p a

odchylkou o (ij. s rozptylem o2), pak ma
vybérovy primér m normélini rozloZenf

s primé&rem H a odchylkou 0 = — (tj.
2 ve-1
s rozplylem E)'

L | ProtoZe hodnotu & nezname, dosazujeme
\ _ /s za ni nejlepsi bodovy odhad, {j. 8.

0,95

* KdyZ provedeme niahodny vybér o rozsahu n > 30 a vypoGitdme vybérovy primérm, pak jeho
hodnota padne s pravdépodobnosti0,96 do vzdilenosti mensinez 1,96 - v’% od parametru p.

JINAK RECENO:

*  Provedeme-li vyb&r o rozsahu n > 30 a vypotitame m, pak parameftr g s pravdépodobnosti 0,95 leZi

- ]
ve vzdalenosti men&ineZ 1,96 - mod m.

TO ZNAMENA, ZE:

¢ Interval s krajnimibody m +1,96 - 41:__{ pokryvd hodnotu parametru g s pravdépodobnosti 0,95.

Tento interval se nazyva Interval spolehllvostl pro primeér.




Priklad na vypocet konfidenénich intervali
Skupina A:

* (Odhadnéte prumérnou hladinu hemoglobinu v populaci zdravych muzu
z nahodného vybéru 100 jedincu s prumérnou hodnotou m = 152,4 g/l
a smérodatnou odchylkou s = 18,2 g/l se spolehlivosti:

a) 95%
b) 99%

Skupina B:

« Odhadnéte priumérnou hladinu hemoglobinu v populaci zdravych muzu
z nahodného vybéru 35 jedincl s primérnou hodnotou m = 152,4 g/l
a smeérodatnou odchylkou s = 18,2 g/l se spolehlivosti:

a) 95%
b) 99%
Skupina C:

* Odhadnéte priumérnou hladinu hemoglobinu v populaci zdravych muzu
z nahodného vybéru 100 jedinct s prumérnou hodnotou m = 152,4 g/l
a smeérodatnou odchylkou s = 14,8 g/l se spolehlivosti:

a) 95%
b) 99%



VLASTNOSTI INTERVALOVEHO

ODHADU
1) SPOLEHLIVOST
- voli se pfedem, jde 0 stanoven( pravdépodobnosti, obvykle 0,95
nebo 0,99
2) PRESNOST

- je dana délkou intervalu
- ¢im kratiSi je interval, tim je vySSi presnost odhadu

5
m 11,96 -

| )
pi‘e'snost

« OBE VLASTNOSTI SPOLU SOUVISEJI

« PRESNOST ODHADU LZE OVLIVNIT:
a) snizenim &i zvySenim P (spolehlivosti)
b) sniZenim & zvySenim n (velikost souboru)
¢) shizenim &i zvy3enim s (homogenita souboru)



ODHAD PRAVDEPODOBNOSTI
ZAKLADNIHO SOUBORU (PARAMETRU T)

1.  Nejlepsl bodovy odhad pravdépodobnosti je relativnl Setnost
p=_-n
n = pocéet pozorovan|
k = podet pozorovani, U nichZ nastal sledovany jev

2. Pro pravdépodobnosti sice plati binomické rozdéleni, ale pokud plati

nerovnost n-p- (1 - p) > 9, miZeme vychazet z normainfho
rozdéleni.

3. Standardni chybu SE odhadujeme ze vztahu:

SE = ’@ hebo SE = fv%

Zavér: 95%Cl p £1,96 - @

99% Cl p 12,58 - |ECR



Priklad:

Odhadnéte pravdépodobnost vyskytu
zrakove vady u studentl LF na zakladé
vybérového Setfeni u 200 studentd.

n=200 k=80 p=0,40 (40%)

# Nez zaCnete pocitat hranice konfidenéniho intervalu
pomoci kritickych hodnot normainiho rozlozeni,
nezapomerite ovérit spinéni podminky, tj. platnost
nerovnosti n-p-(1-p) > 9.



Priklad:

Ve vybéru 100 Sestimésiénich zdravych déti nahodné
vybranych z brnénské populace byl sledovan hemoglobin
v g%.

n=100 m=13,10 s=19

1. Urcete interval, ve kterém se pohybuje hemoglobin
u 95% vysetrenych déti.
2. Odhadnéte primérné mnozstvi hemoglobinu v

zakladnim souboru se spolehlivosti 0,95. Jaka je
presnost tohoto odhadu?

3. U kolika déti musime provést Setreni, aby presnost
odhadu prameéru byla pfi spolehlivosti 0,95 nejméné
+ 0,2.



INTERVALOVE ODHADY

a) Dvoustranné — uréujeme horni i dolni mez intervalu
(napf. u cholesterolu)

P(437< n<4,77)=0,95
b) Jednostranné
— levostranné: pouze dolni hranice intervalu
P(n>4,37)= 0,975
— pravostranné: pouze horni hranice intervalu
P(n<4,77) = 0,975

U jednostrannych odhadul jsou odpovidajici kritickeé
hodnoty pro spolehlivost: a) 95% 11,645

b) 99% +2,326



Zmena kritickych hodnot u jednostranného
odhadu pro spolehlivost 0,95

Oboustranny odhad Pravostranny odhad
P=0,95 P= 0,95

.
0,85 A 005

E] .-96 ] 1.;35
Riziko odhadu Riziko odhadu Riziko odhadu




