8. SEMINAR

INDUKTIVNI STATISTIKA

1. ODHADY PARAMETRU



STATISTICKA INDUKCE

?

Vlastnosti a slozeni vybérového souboru je presné znamée.

Vlastnosti a slozeni zakladniho souboru odhadujeme s urcitou
mirou nejistoty.

* Metody induktivni statistiky nejistotu neodstranuji, ale dokazi
urcit miru této nejistoty.




Pravdéepodobnost nahodného jevu

Pravdépodobnost je mirou ,Castosti” vyskytu

tohoto jevu

jevu
* Pravdépoc

pokusu, jej

Pravdépodobnost je vlastnost nahodného

obnost NJ zjistime opakovanim
ichz vysledkem muze byt dany jev a

,merime” |

i relativni Cetnosti (p) tohoto jevu v

radé opakovanych pokust ( p = k/n).



Pravdéepodobnost nahodného jevu

» Klasicka definice pravdépodobnosti — pst NJ

je dana podilem priznivych a vsech moznych
v{/sled ku (v experimentu, jehoz mozné vysledky jsou stejné

pravdépodobné).

* Pravdépodobnost jevl spojenych s karetnimi
hrami, (hod kostkou, minci ..) — dle definice

* Nelze dle def. vypocitat pravdépodobnost jevu
v mediciné, muzeme pst jen odhadovat
pomoci relativnich cetnosti



NAHODNA VELICINA (NV)

* Spojita NV — jeji rozdéleni je dano
hustotou pravdépodobnosti — frekvencni
krivka (funkce).

 Matematicky — rovnice frekvencni funkce

e Graficky - hladka, plynula cara



Prezentace kvantitativnich dat

Polet pozor

Histogram: VITKAFPLIC
— Oekavana normailni
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Priklad frekvencni fce spojite NV

" P

P(a < x .._'\f b) - pravdépodobnost, Ze NV X
' nabyva hodnot z intervalu a,b

e Cela plocha pod frekvenéni kfivkou = 1 (1 00%)

" e P =0 <>a = b / pravdépodobnost znazornéna
Gse&kou — obsah plochy = 0/

e Pst mala — pokuda,bykratky



Zakladni a vybeérovy soubor
VYBEROVY SOUBOR

reprezentativni nahodny vybér

vybérové (empirické) rozdéleni
cetnosti

popis rozdéleni:
tabulka, graf

stat. ukazatele = vybérové
charakteristiky: m, s, p (ozn.
latinkou)

jsou to charakteristiky nahodnych
veliCin a také se jako ndhodné
veliciny chovaji, tzn. méni se
vybér od vybéru (nutno pocitat s
chybami)

ZAKLADNI SOUBOR

* soubor, ktery nas zajima

* teoretické rozdéleni Cetnosti
(matematicky model)

* popis rozdéleni:
pravdépodobnostni rozdéleni

* stat. ukazatele = parametry:
K, o, it (ozn. reckou abecedou)

* jsou to neménné konstanty,
zpravidla neznamé, pron — oo
plati, zem > u,s >0, pom.



Empirické a pravdépodobnostni rozdéleni

® Kazda velicina je ovliviiovana radou nepatrnych vlivl, coz
zpusobuije jeji variabilitu — tzn. veli¢ina nabyva u ruznych
subjektl raznych hodnot — nahodna velicina (proménna).

®* Meérime-li veliCinu ve vybérovém souboru, pak rozlozeni
hodnot této veliciny znazornujeme na zakladé empiricky
zjisténych Cetnosti (histogram) = vybérové rozdéleni.

® Kazda velicina ma své pravdépodobnostni (teoretické)
rozdeéleni.

®* Vtakovém rozlozeni jsou na ose x vsechny hodnoty,
kterych muze veli¢ina potencialné nabyvat, a na ose y
jsou pravdépodobnosti, se kterymi se dané hodnoty
vyskytuji.



Empirické a pravdépodobnostni rozdéleni

V empirickém rozdéleni (histogram,polygon Cetnosti) jsou popsany
cetnosti, se kterymi se nameérené hodnoty vyskytovaly ve
vybérovém souboru

X
Pravdépodobnostni rozdéleni (pravdépodobnostni krivka) vyjadfuje

ocekavani, jak casto se budou jednotlivé hodnoty vyskytovat
v nekonecné velkém souboru

Pravdépodobnostni rozdeéleni nahodnych velicin jsou teoretické
(matematické) modely, jejichZz pomoci popisujeme nejruzné;jsi
realné situace. Navzdory rlznorodosti a mnohotvarnosti pfirodnich
a spolecenskych jevu vystacime v praxi s malym poétem modelU(tj.
typu rozdéleni).




Typy pravdepodobnostnich rozdéleni

Diskrétni veli¢iny

® binomické rozdéleni (jev — nejev)
®* rovhomerné rozdéleni

® Poissonovo rozdéleni (vzacné jevy)

Spojité veli¢iny

®* normalni (Gaussovo) rozdéleni
® Studentovo t-rozdéleni

® Snedecorovo F-rozdéleni

® Chi-kvadrat rozdéleni

Pozn.:

® S veli¢inou zachazime jako s normalné rozdélenou, pokud nemame
dostatecné duvody pro vyvraceni této domnénky.

® Rozlozeni vétsSiny velicin Ize prevést na normalni rozdéleni.



NORMALNI (GAUSSOVO) ROZDELENI

¥ u AL 4 4

* NV ma normalni rozdeleni tehdy, je - li tvorena
nahromadenim velkého pocCtu nepatrnych
nezavislych pricin nahodilé povahy.

* pr.- telesna vyska



NORMALNI ROZDELENI
(GAUSSOVA KRIVKA)

Matematicky model rozdéleni ¢etnosti spojité ‘
nahodné veliciny

[

- T e ] T T T
u=3¢ wu-2o u-o u H+0 H+20 W+30

Frekvencni krivka NR je jednoznacné urCena dvéma parametry: p a o.
* W -urcuje polohu krivky na ose x (analogie m)
e 0 - urcuje tvar krivky (analogie s)
Symetrické rozdéleni ¢etnosti, parametr u = prumér a zdroven
nejcetnéjsi hodnota, ktera puali plochu pod kfivkou na dvé stejné
velké casti



NORMALNI ROZDELENI

* Frekvencni krivky normalniho rozdéleni se
stejnymi smérodatnymi odchylkami a
odliSnymi pruméry ( pl1 # u2; ol =02 )




NORMALNI ROZDELENI

* Frekvencni krivky normalniho rozdéleni se
stejnymi pruméry a odliSnymi smérodatnymi
odchylkami ( u1 = u2; ol# o02)

Loy




VLASTNOSTI NORMALNIHO ROZDELENI

(13.6% | 34.1%

|
i‘ 34.1%

95.4%

99_?;& TR I s o

* Frekvencni kFivky normalniho rozdéleni maji rizny tvar a polohu pro riizné
veliciny. Pro vSechny v3ak plati, Ze v intervalu:

— K1 1aole? 68,2% hodnot, kterych miZe dana velitina nabyvat
— K T 2 oleZi 95,4% hodnot, kterych mize dana veli¢ina nabyvat
— K £ 3 olezi 99,7% hodnot, kterych muze dana velicina nabyvat



VLASTNOSTI NORMALNIHO ROZDELENI

E—é.é%
95.4%
99.7%

« Cast&ji nds ale zajima, v jakém intervalu leZi 95% (99%) hodnot sledované
veliCiny
— pak lze tvrdit, Ze s pravdépodobnosti 95% (99%) se hodnoty sledované

veli¢iny nachazeji pravé v tomto intervalu resp., ze 95% hodnot, kterych
sledovana velicina nabyva, lezi vtomto intervalu

— tento interval je vymezen tzv. kritickymi hodnotami normalniho rozdéleni
+ P(u-1,960< x < p+1,960)=0,95
+ P (u-2,580< x<pu+2,580)=0,99




KRITICKE HODNOTY NORMALNIHO ROZDELENI

| 99%

95%

R .

T | -
-2,580 -1,966 7] 1,960 2,58¢

e Kritické hodnoty normalniho rozlozeni: 1,966 a 2,580

 Vintervalu (pn- 1,960; n + 1,960) se nachazi 95 % vSech moznych
hodnot sledované veliCiny

 Vintervalu (n— 2,580; U + 2,580) se nachazi 99% vSech moznych
hodnot sledované veliciny



Tabulky normalniho rozdéleni

* Pro nematematiky

* Pro zvolené hranice intervalu a,b Ize najit
odpovidajici pravdépodobnost a obracené

* Tabelace je mozna proto, ze
1/ normalni rozdéleni je symetrické

2/ hranice a, b lze vyjadrit jako odchylky od p v
nasobcich smérodatné odchylky o

(zasada: plocha = pravdepodobnost!)



pravddpodobnost

—

0,50 0,65 |

nédsobky | : prﬁvﬂd‘éﬁadnbﬁaaf
smérodetné odchylky ' Sl

i i )
m—— — —

—

0,50 | - o,3828 ¢

- . 1,00 , . 0,6827
. 1,50 o . 0,8664
| 2,00 - 0,9545
2,50 L 0,9876
3,00 | : 00,9973




ODHADY PARAMETRU

° Bodoveée odhady

° Intervalove odhady



BODOVE ODHADY

* Neznamy parametr odhadujeme jednim
cislem tj. bodem.

* Napr. vybérovy aritmeticky primér m je
bodovym odhadem parametru p
(L=m, o=s, m=p)

 Bodové odhady se , nestrefi” presne do
odhadovaného parametru



INTERVALOVE ODHADY

Neznamy parametr odhadujeme intervalem vytvorenym kolem tzv.
nejleps$iho nestranného bodového odhadu.

Interval spolehlivosti (konfidenéni interval)

Spolehllvost uréujeme sami, obvykle 95% nebo 99%

* |de o pravdépodobnost, Ze odhadovany parametr se nachazi v daném
intervalu.

Hraniéni hodnoty:
Plati (dolni hranice < odhadovany parametr < horni hranice)

Zapis: 95% CI (dolni hranice ; horni hranice)
99% CI (dolni hranice ; hornf hranice)



INTERVALOVE ODHADY

Doplnék spolehlivosti do jedné (do 100%)
vyjadruje riziko odhadu (riziko induktivniho
usudku) — tj. pravdépodobnost, ze odhadovany
parametr lezi mimo interval:

 pri spolehlivosti 95% je riziko odhadu 5%,

 pri spolehlivosti 99% je riziko odhadu 1%.



INTERVALOVE ODHADY

a) Dvoustranné — uréujeme horni i dolni mez intervalu
(napf. u cholesterolu)

P(437< n<4,77)=0,95
b) Jednostranné
— levostranné: pouze dolni hranice intervalu
P(n>4,37)= 0,975
— pravostranné: pouze horni hranice intervalu
P(n<4,77) = 0,975

U jednostrannych odhadul jsou odpovidajici kritickeé
hodnoty pro spolehlivost: a) 95% 11,645

b) 99% +2,326



Zmeéna kritickych hodnot u jednostranného odhadu pro
spolehlivost 0,95

Oboustranny odhad Pravostranny odhad
P=0,95 P= 0,95

Y :
0,85 M 005

1,96 o 1,96 m T
Riziko odhadu Riziko odhadu Riziko odhadu




ODHAD PRUMERU ZAKLADNIiHO SOUBORU

(PARAMETRU p)

. Nejlepsdi bodovy odhad parametru p je vybé&rovy primér m.

. V souborech, kde n = 30, se vybérovy primeér chova jako nahodna veli€ing,
ktera ma normalni rozdéleni, a to i v pfipade, Ze veliCina, ze které je
primeér vypofitan, normalni rozdéleni nema.
. Vybérovy primér se jako nahodna veliina vyznacuje variabilitou.
Variabilita vybérovych pruméri je mensi nez variabilita veli¢iny, z niZ jsou
priméry poéitany. Diky variabilité je kaZdy vybérovy primér zatiZen chybou
— jde o tzv. standardni chybu primeéru SE,,, kterou odhadujeme ze vztahu:
L]

SEn= 7=
s

Zévér: 95%Cl m 1,96 - —
b

99%Cl m 2,58 - —

# V souborech, kde n < 30, pouZivime model Studentova rozdéleni

(konstanty 1,96, pfip. 2,58 se nahrazujf jinymi - viz. skripta, str. 25).



ODHAD PRUMERU ZAKLADNIHO SOUBORU
(PARAMETRU p)

Z vlastnosti normalniho rozdeéleni vyplyva:

¢« P(W=-1,960n<m=<pu+1960n)=0,95
¢« P(M—-2,580n<m<py+2580m)=0,99
uprava nerovnosti uvnitr zavorky —

hranice pro95% Cl a 99% Cl pro p

dolni hranice: m— 1,96 om m-2,58 om

horni hranice: m+ 1,96 om m + 2,58 om



Hustota normalnthe rozdélant Hustota rozd&len vih&rového priméru Kdﬁ ma nahodna velitina (napi‘. VKP)
normalni rozloZeni s primérem p a

odchylkou o (ij. s rozptylem o2), pak ma
vybérovy primér m normélini rozloZenf

s primé&rem H a odchylkou 0 = — (tj.
2 ve-1
s rozplylem E)'

L | ProtoZe hodnotu & nezname, dosazujeme
\ _ ! ass za ni nejlepsi bodovy odhad, §j. 8.

* KdyZ provedeme niahodny vybér o rozsahu n > 30 a vypoGitdme vybérovy primérm, pak jeho
hodnota padne s pravdépodobnosti0,96 do vzdilenosti mensinez 1,96 - v’% od parametru p.

JINAK RECENO:

*  Provedeme-li vyb&r o rozsahu n > 30 a vypotitame m, pak parameftr g s pravdépodobnosti 0,95 leZi

- ]
ve vzdalenosti men&ineZ 1,96 - mod m.

TO ZNAMENA, ZE:

¢ Interval s krajnimibody m +1,96 - 41:__{ pokryvd hodnotu parametru g s pravdépodobnosti 0,95.

Tento interval se nazyva Interval spolehllvostl pro primeér.




Odhad prumeéru ZS (p) - priklad

* Odhadnéte prumérnou vitalni kapacitu plic
muzU ve véku 40-50 let na podkladé
vybérového Setreni 200 muzu s vysledky:

m = 4,83 s=0,66 n =200



SE = 0,66 /v200-1=0,66/14,107=0,04678
Pro spolehlivost 0,95
a=m-196.SE a=4,83-(1,96.0,04678)=4,74
b=m+1,96.SE b=4,83+(1,96.0,04678)= 4,92
Presnost = 1,96.SE = 1,96.0,04678 = 0,09
3 formy zapisu: 1/ n=4,83 £ 0,09
2/ P(4,74<1<4,92)=0,95
3/ 95% Cl (4,74 ; 4,92)




Interpretace

 Prumérna vitalni kapacita plic v ZS muzu
vekove kategorie 40 - 50 let se pohybuje s
pravdépodobnosti 0,95 v rozmezi 4,83 + 0,09,

tj. od 4,74 do 4,92 litru.

Provedte odhad se spolehlivosti 0,99.



VLASTNOSTI INTERVALOVEHO ODHADU

1) SPOLEHLIVOST
- vc;ltg(s)eopgfgdem, jde o stanoven( pravdépodobnosti, obvykle 0,95
n ’

2) PRESNOST
- je dana délkou intervalu

- ¢im kratiSi je interval, tim je vySSi presnost odhadu
5
m 11,96 -

| )
pi‘e'snost

« OBE VLASTNOSTI SPOLU SOUVISEJI

« PRESNOST ODHADU LZE OVLIVNIT:
a) snizenim &i zvySenim P (spolehlivosti)
b) sniZenim & zvySenim n (velikost souboru)
¢) shizenim &i zvy3enim s (homogenita souboru)



Vlastnosti odhadu

e 95%Cl (4,74 ;4,92) presnost 0,09
e 99%Cl (4,71, 4,95) presnost+0,12

* Porovnejme spolehlivost, délku a presnost
intervalu



Priklad: Kolik musime / nejméné / vysetfit osob,
abychom odhadli primérnou vitalni ka-
pacitu plic s presnosti na £ 0,1 litru pfi
99% spolehlivosti ?

S 0,66
= 258 . = 2,58
?n -1 n- 1
. 0,662
n—1=258%. = 289.9
0,1

n =291

Interpretace: Musime vysSetrit nejméné 291 osob,
abychom odhadli primérnou vitalni
plic s presnosti + 0,1 pfi 99% spo-
lehlivosti.



ODHAD NEZNAME PRAVDEPODOBNOSTI
NAHODNEHO JEVU (PARAMETRU n)

1. Nejlepsi bodovy odhad pravdépodobnosti je relativni éetnost

k
p=,7R
n = pocet pozorovani
k = pocet pozorovani, u nichz nastal sledovany jev
2. Pro pravdépodobnosti sice plati binomické rozdéleni, ale pokud plati
n-p-(1—p) > 9, miZeme vychidzet z normalniho rozdéleni.

3. Standardni chybu SE odhadujeme ze vztahu:

SE = f@ nebo SE = /@ v%

Zavér: 95%Cl p +£1,96 - (PP

99%Cl p £2,58 - [HD



Priklad:

Odhadnéte pravdépodobnost vyskytu
zrakove vady u studentl LF na zakladé
vybérového Setfeni u 200 studentd.

n=200 k=80 p=0,40 (40%)

# Nez zaCnete pocitat hranice konfidenéniho intervalu
pomoci kritickych hodnot normainiho rozlozeni,
nezapomerite ovérit spinéni podminky, tj. platnost
nerovnosti n-p-(1-p) > 9.



{ F/q-,neq-'/ PDC/NF')()/
mp-ﬁ“f))?

200.0,9. (l-q#))Q 48 > 7
200.07.9¢ > 7
4 SE = ©9. (l-o'q
T/ o L. 0, 084¢4 2 0085

01035—)( ,{,?‘ 2 0,0686 - 0,06"7
C-/ ?[7‘ (0(331'0,9;}

P = 0% 2 gody
9{'/ ,om\,al;f:o(ﬂgého.ﬂ‘lf 60(:/@ S’QL mqlbl' "('P;J (33"*? %}

S




Priklad:

Ve vybéru 100 Sestimésicnich zdravych déti nahodné vybranych
z brnénskeé populace byl sledovan hemoglobin v g%.

n=100 m=13,10 s=19

1. Urcete interval, ve kterém se pohybuje hemoglobin u 95%
vysetienych déti.

2. Odhadnéte primérné mnozstvi hemoglobinu v zakladnim
souboru se spolehlivosti 0,95. Jaka je presnost tohoto

odhadu?

3. U kolika déti musime provést Setreni, aby presnost odhadu
prameéru byla pfi spolehlivosti 0,95 nejméné + 0,2.



Redeni:
1. Ureteinterval, ve kterém se pohybuje hemoglobin u 95% vySetienych déti.
_ 17,402 LG9 .. 43,00 2 3,F
m+ 28 9:3 16,9 | /
2. Odhadnéte pramérné mnoistvi hemoglobinu v zdkladnim souboru se spolehlivosti
0,95. Jaka je pfesnost tohoto odhadu?

19 |
m + 1,96SE SE= 755" 0,19 95%Cl !1ZI?3I 13i47l

v
PRESNOST = % 496 S£,, = £196-9,79 = * 037

3. U kolika d&ti musime provést 3etfeni, aby pfesnost odhadu priméru byla pfi
spolehlivosti 0,95 nejmene £ 0,2.

19°.

1,968E =0,2 et = 496% ::2:
c 31?(,'; /
1,96 - =0,2 = 3467 +1

=
Y |

=0,2 - M (cta 3 ﬂj)

1,96



ODHADY PARAMETRU - SHRNUTI

Parametry jsou charakteristiky zdkladniho souboru, odhaduji se z vybérovych
charakteristik.

Vybérové charakteristiky se chovaji jako ndhodné veli€iny, vybér od vwbéru se lisi.

Pomocdi vypodtu standardni chyby (SE) vybérové charakteristiky urfujeme interval,
ve kterém se hodnota odhadovaného parametru bude s uréitou pravdépodobnost(
pohybovat
M 95%Cl (m-—1,96SE ; m+ 1,96SE)
99% Cl (m~-2,58SE ; m + 2,58SE)

_ s
SEm= ey

1,96 a 2,58 jsou konstanty normainfho rozloZenf a vymezujl plochu pod
frekvendni kiivkou, ktera predstavuje 95%, resp. 99% pravdépodobnost, Ze

odhadovany parametr bude spadat do vySe uvedenych interval(l
. 95%Cl (p—1,96SE ; p + 1,96SE)
99% Cl (p—2,58SE ; p + 2,58SE)

SE = [RA-P)
n



Dékuji za pozornost
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