Matematické minimum

Zéakladnim poslanim této kapitoly je poskytnout nahled na nejjednodussi aplikace vyssi
matematiky, s nimiz se muzeme setkat pi1 studiu biofyzikalnich ¢i fyzikédlnich problémi. V
predchozich kapitolach jsme se s elementy vysSi matematiky setkavali jen ojedinéle, coz vSak
neznamena, ze by vyznam této kapitoly byl maly. Neschopnost pracovat s aparatem vyssi matematiky
piedstavuje pro biology a lékafe limitujici faktor, ktery jim obvykle znemoziuje plné pochopeni
odbornych textl, které se zabyvaji napt. modely biofyzikdlnich procesii. Vyssi matematika neni v
ptirodnich védach samoucelna, naopak, umoznuje efektivni a dosti pifesny popis déji a stavil.

Matematické vyrazy mohou vypovidat o procesech v ptirod¢ jen tehdy, dokdzeme-li je spravné
interpretovat, tj. vysvétlit jejich vyznam. To vSak jiz neni ukolem matematiky, ale jednotlivych
specidlnich pfirodnich véd. Mnoho zakonl platnych v pfirodnich védach miize byt formalné
vyjadieno jako funkéni zavislost dvou nebo vice proménnych velicin ¢ili, zjednodusené feceno, jako
matematické funkce. Problematikou funkci se zabyva matematickd disciplina zvand matematicka
analyza. Pfi vykladu jejich poznatkii budeme uvazovat obvykle jen redlné funkce jedné realné
proménné. Nejnutnéjs$i pozornost budeme vénovat i tvodu do vektorového poctu, protoze fada
fyzikalnich veli€in, s nimiz se v biofyzice pracuje, je povahy vektorové, tj. ma nejen urcitou velikost,
ale téz definovany smér.

1 Funkece, jeji vyjadieni a vlastnosti

Predpis, ktery kazdé¢ hodnoté nezavisle proménné veli¢iny X, kterd je prvkem néjaké Ciselné
mnoziny M, jednoznaéné ptifazuje ¢iselnou hodnotu zavisle proménné veli¢iny Y, se nazyva funkce.
Této definici odpovida zapis:

y = f(X).

Funkce muze byt znazornéna pomoci grafu, coZz je mnozina bodu (X, y) v kartézské soustavé
soutadnic, kde x € M (x patii do mnoziny M) a y = f(x).

Nezavisle proménnou veli¢inu nazyvame argumentem funkce. MnoZinu jejich hodnot M
nazyvame definiénim oborem funkce. Mnozinu hodnot zavisle proménné nazyvame oborem
hodnot dané funkce. Obé tyto mnoziny mohou byt tvofeny nekonec¢nym nebo koneénym pocétem
hodnot. Ve druhém ptipadé¢ hovotfime o diskrétnich hodnotach. MnoZiny zavisle a nezévisle
proménnych veliin nelze obecné vzajemné zaménovat (tlak krve je funkci Casu, avSak Cas neni
funkci tlaku krve).

Funkce mize byt nejéastéji zadéna analyticky, tj. matematickym vzorcem. Casty je téZ zapis
graficky (napf. spojity Casovy zaznam zmén néjaké fyzikalni veli¢iny) nebo tabulkovy.

Pro usnadnéni popisu (vySetfovani) prubéhu funkci si v§imame jejich ur¢itych charakteristickych
vlastnosti. Uvedeme je formou vyctu. Odkazujeme téz na stfedoSkolskou matematiku a
predpokladame, ze Ctenaf je obeznamen s nasledujicimi pojmy: funkce suda a licha, rostouci a
klesajici, nerostouci a neklesajici, periodicka, prosta, inverzni a slozena. Pfipomeneme si vSak
konkrétni typy funkci, s nimiz se mizeme setkat v pfirodnich védach nej€astéji: polynomil, racionalni
lomené funkce, funkci goniometrickych a cyklometrickych a konecné funkci logaritmickych a
exponencialnich.

Funkce tvaru polynomu n-tého stupné s realnymi koeficienty ap, ai, .... , an je vyjadiena v
obecném tvaru:

y = anX" + anax"™t + ...+ aix + ap,



kde koeficienty ao, ai, .... , an jsou libovolna realna ¢isla, n je nezaporné celé Cislo a an # O.
Defini¢nim oborem této funkce je cely interval (-o0, +00).
Polynomem stupné 0 je definovana konstantni funkce tvaru

Yy = ao,

jejimz grafem je ptimka rovnob€zna s osou X.
Polynomem 1. stupné je definovana funkce linearni ve tvaru

y = aiX + ao,

kde a; # 0. Grafem linearni funkce je pfimka se smérnici ai1. Pro x = 0 ma tato funkce hodnotu ao.
Polynomem 2. stupné je definovana funkce kvadraticka ve tvaru

y = axx? + aiX + ao,

kde a2 # 0. Grafem této funkce je parabola s vrcholem o soufadnicich (-ai/2az, (-a’ +
4aza0)/4az). Je-li a1 = 0, je graf paraboly soumérny podle osy y. Je-li a0 = 0, ma parabola vrchol v
pocatku soufadnicové soustavy.

Racionalni lomena funkce je dana podilem dvou polynomt:

y- ax"+a, X""+.. .43,
m m-1 !
b X" +b X" +...4b,

s realnymi koeficienty ao, ax,... , an, bo, b1, ..., bm. Defini¢ni obor této funkce tvoii vSechna realna X,
pro ktera je jmenovatel riizny od nuly.
Zvlastnim ptipadem raciondlni lomené funkce je linearni lomena funkce tvaru

ax+a,
bx+b,

kde musi byt splnény podminky aibo - agbs # 0 a by # 0. Tato funkce je definovana pro x # -bo/bs.
Jejim grafem je hyperbola se sttedem o soufadnicich -bo/b1, ai/b:. Pti hodnotach a; =0, bp =0, b1 =
1 je linearni lomena funkce vyjadreni tzv. nepFimé umérnosti

a

-2, kde ag#0.
X

y:

Tato funkce je definovana pro X # 0.

Goniometrické funkce jsou funkce periodické.
Funkce

y =sin X
je licha s periodou 27, definovana v oboru vSech realnych Cisel X. Je rostouci na kazdém intervalu ((4k

- D)n/2, (4k + 1)rt/2), kde Kk je celé Cislo. Na ostatnich intervalech je klesajici. Oborem hodnot této
funkce je interval (-1,1). Grafem je sinusoida.



Funkce
y = COS X

je suda s periodou 27, definovana v oboru vSech redlnych cisel X. Je klesajici na kazdém intervalu
(2km, (2k + 1)r), kde k je celé ¢islo. Na ostatnich intervalech je rostouci. Oborem hodnot této funkce je
interval (-1,1). Grafem je kosinusoida.

Prabéh funkci sinus a kosinus je uveden na obr. la.

Yy=COSX «  ------- y =sinx

Obr. 1a. Pribéhy funkce sinus a kosinus.

Z obrazku je patrno, ze kiivky obou funkci jsou vzajemné posunuty o w/2, pfi€emz plati tyto
vzajemné vztahy:

sin(x+m/2)=cosx a cos (X - m/2) = sin X

Funkce
y =tg X

je licha s periodou =, definovana v oboru vSech realnych ¢isel X s vyjimkou lichych nasobki /2. Je
rostouci na kazdém intervalu ((2k - 1)n/2, (2k + 1)n/2), kde K je celé ¢islo. Oborem hodnot je interval
(-0, +00).
Funkce
y = cotg X

je licha s periodou m, definovana v oboru vsech realnych Cisel X s vyjimkou celo¢iselnych nasobkt =.
Je klesajici na kazdém intervalu (km, (K + 1)), kde K je celé ¢islo. Oborem hodnot je interval (-oo, +00).
Pro funkce tangens a kotangens plati:

sinx COSX
tgx= —— a cotgx= ——.
COSX sinx

Funkce cyklometrické

y=arcsinx y=arccosx Yy=arctgx Yy =arccotg x
(cteme "arkus sinus x" atd.)

jsou inverznimi funkcemi ke goniometrickym funkcim

X=siny X =C0SYy X=tgy X =cotgy



uvazovanym pouze v zakladnich intervalech jejich monoténnosti (pro funkci sinus v intervalu (-1t/2,
n/2), pro kosinus {0, ), pro tangens (-r/2, ©/2) a kotangens (0, n)).

Exponencialni funkci rozumime funkci s proménnou v exponentu, tj. funkci ve tvaru
y=a
kde a # 1 je kladné ¢islo, pticemz X nabyva hodnot z intervalu (-o0, +00). Exponencialni funkce nabyva
pouze kladnych hodnot. Pro a > 1 je funkci rostouci, pro a <1 je funkci klesajici na celém defini¢nim

intervalu. Casto se mizeme setkat se zvla§tnim piipadem exponencialni funkce, kdy &islo a ma
hodnotu Eulerovy konstanty e = 2,71 ...

Tl y=logqx
)
Obr. 1b. Prabéh logaritmické a exponencialni funkce
Logaritmicka funkce tvaru
y = loga X

je inverzni k exponencialni funkci X = &’. Je definovana na intervalu (0, +o0), pro a > 1 je funkci
rostouci, pro 0 <a <1 je na celém defini¢nim intervalu klesajici. Oborem funkénich hodnot je interval
(-0, +00). Cislo a oznatujeme jako zaklad logaritmu.

Zvlastnim ptipadem logaritmické funkce je funkce

y=logiox ¢ili y=logx

zvana téz dekadicky logaritmus, inverzni k funkci x = 10V.
Jinym zvlastnim ptipadem je funkce

y = loge X ¢ii  y=Inx

zvana téz ptirozeny logaritmus (logaritmus naturalis), inverzni k funkci X = €Y.
Pribéh logaritmické a exponencialni funkce o zakladu e a 1/e je znazornén na obr. 1b.
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Zejména s dekadickymi logaritmy se setkavame mj. vSude tam, kde potifebujeme pievést velky numericky
rozsah veli¢iny X na piihodnéjsi numericky rozsah. Exponencialni zavislosti se po zlogaritmovani stavaji linearnimi.
Biofyzikalné relevantnim ptikladem logaritmické zavislosti je vztah mezi hladinou intenzity L a intenzitou zvuku .
Plati:

I I
L=log I_ [B] resp. L =10log I_ [dB]
0 0
kde lo je (konvenéni a srovnavaci) hodnota prahu slysitelnosti, obvykle 1012 Wm2,



2 Derivace funkce a jeji vyznam

Pti vySetfovani okamzitych nebo lokdlnich zmén navzijem se ovliviiyjicich veli¢in je uzitecné
zavedeni dal$iho zakladniho pojmu matematické analyzy - derivace funkce. Pfitom ptfechazime od
veli¢in o konecné velikosti k veli¢indm nekone¢né malym ¢ili infinitezimalnim.

Derivace funkce y = f(X) v bod¢ Xo je limitou podilu pfislusné zmény (pfiristku nebo tbytku)
funkce Ay ku pfirastku argumentu Ax pro Ax jdouci k 0, tj. limitou

f AX)— f
lim (x0+Ax)2 (%,)

a znaci se nejéastéji f '(Xo).

Ptedpokladem je, ze tato limita existuje. Derivace funkce v jednom bod¢ je néjaké ¢islo. Jestlize
ma funkce f(x) derivaci v kazdém bodé defini¢niho oboru (popf. néjaké jeho Casti), dostavame takto
novou funkci f '(x). V matematice, fyzice, chemii i jinde se mizeme setkat s nékolika riznymi
formami zapisu derivace funkce y = f(x): dy/dx, y' ¢i f'(x). V aplikovanych védach je patrné nejcastéjsi
forma dy/dx, kterou ¢teme jako “derivace funkce y podle x”.

Ay

y=f(x)
Ay = f(xHAX) - f(Xg) AY
- .y
AX
Xu Xu'l'AX ' }X

Obr. 2a. Derivace funkce jako smérnice te€ny ke grafu této funkce

Z geometrického hlediska je derivace y' funkce y = f(x) v daném bodé& xo smérnici te¢ny ke grafu
této funkce v bod¢ ur¢eném dvojici soufadnic (X, y), jak plyne i z obr. 2a.

Z fyzikalniho hlediska derivace charakterizuje rychlost zmény jedné veliCiny v zavislosti na
druhé veli¢ing€ — je-li touto druhou, tj. nezavisle proménnou veli¢inou ¢as. Mlze charakterizovat i
polohové zmény néjaké veliciny, je-li nezavisle proménnou soufadnice polohy. V tomto ptipadé ma
derivace tzkou souvislost s pojmem gradientu, k némuz se vratime v oddilu o vektorovém poctu.
Derivace mlze mit 1 jiny fyzikalni vyznam, napf. v termodynamice je derivaci vnitini energie podle
latkového mnozstvi chemicky potencial.

Derivace funkce v daném bod¢ nemusi vzdy existovat. Ma-li funkce v bod¢ x kone¢nou derivaci,
fikame, Ze je v ném diferencovatelna. Diferencovatelnost na celém urcitém intervalu znamena
existenci kone¢né derivace v kazdém jeho bodé.

Vypocty derivaci funkci s pouzitim limit jsou Casto nesnadné, a proto je vhodné odvozené
derivace zakladnich matematickych funkei vyhledavat v ptiru¢kach nebo si je zapamatovat:

(c)=0 (xM' = nx"t



€)' =¢* @) =aIna

(Inx)' = 1 (logg X)' = 1 log, e= .
X X xIna
(sin x)' = cos x (cos x)' = -sin x
1 1 _1
(tg x)' = - (cotg x)' = —;
COS” X sin® x

Je tfeba pfipomenout i pravidla pro vypocet derivaci aritmetickych operaci funkci a derivace
funkce sloZené:

[cf()]" = c.f* (x),
[f() + g0 =" (x) + 9" (x)
[fO) . 9O =17 () . 9(x) +f(x) . 9" (x)
[FC] =" (9(x)) - 9 (X)

Z vySe uvedenych pravidel je ziejmé, ze vysledkem derivace konstantni funkce je nula, derivace
linearni funkce vede k funkci konstantni a ze derivace kvadratické funkce je funkci linearni. Derivace
polynomu n-tého tadu je obecné polynom fadu n - 1 pro kazdé pfirozené n.

Protoze derivace funkce f(X) je opét funkci téze nezavisle proménné, tedy y' = f'(x), lze hovofit i o
jeji derivaci

/) = [FOIT"

Nazyvame ji derivaci druhého #adu (zjednodu$ené druhou derivaci) a zna¢ime y"' = f"(x) nebo
d?y/dx?. Lze uvazovat i derivace vyssich fada, za predpokladu, Ze existuji.

Zejména derivace prvniho a druhého fadu vyuZivame pii vySetfovani pribéhi funkci zadanych
analyticky (tj. "vzorcem"). Pfitom je tfeba znat zejména nasledujici skute€nosti:

Diferencovatelna funkce rostouci na uréitém intervalu ma ve vSech vnitfnich bodech tohoto
intervalu nezapornou prvni derivaci. Diferencovatelna funkce klesajici na ur¢itém intervalu ma ve
vSech vnitinich bodech nekladnou prvni derivaci. Ve vSech bodech lokalnich extrému je prvni
derivace diferencovatelné funkce rovna nule, ale neplati opak: kde je prvni derivace funkce rovna
nule, nemusi nastat extrém (viz bod X1 na obr. 2b). Tento bod, ve kterém kiivka prechazi z jedné
strany te¢ny na druhou, se nazyva inflexni bod.

Predpokladejme, ze jsme nalezli bod, v némz je hodnota prvni derivace rovna nule. Jak poznat,
kdy jde o inflexni bod ¢i o extrém funkce? Je-li hodnota druhé derivace funkce v daném bodé
zaporna, pak ma funkce v daném bod¢ maximum, kladna hodnota druhé derivace znamena lokalni
minimum. Viz téZ body X2 a x4 na obr. 2b. Je-1i v daném bod¢ druha derivace nulova, mtize a nemusi
se jednat o extrém.

Presnéji se lze vyjadfit takto: Pfi opakovaném derivovani funkce plati pro prvni nenulovou
derivaci v daném bodé¢:

- jde-li o derivaci sudého fadu (napt. druhého), pak ma funkce v daném dobé¢ lokalni extrém cili
minimum nebo maximum:

M (x0) > 0 = lokalni minimum f@M(x0) < 0 = lokalni maximum
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- jinak (tj. je-li prvni nenulovou derivaci derivace lichého fadu) se jedna o inflexni bod.

f'(x3) <0
f"(xz) =0

1 2 X3

Obr. 2b. VysSetfovani pribéhu funkci

Funkce muze byt spojita, a ptitom nediferencovatelna a presto ma lokalni extrémy - viz bod xs na
obr. 2b.

Abychom si nazorné€ji vysvétlili zptisob prace s derivacemi funkci ve fyzice, pouzijeme jako ptiklad rovnici
netlumeného kmitavého pohybu:

y = ymsin (ot + ¢)

Na zakladé¢ ziskanych znalosti o derivacich se pokusime o hlubsi rozbor tohoto pohybu. Pro jednoduchost budeme
pocateéni fazi ¢ povazovat za rovnou nule (pohyb za¢ne v ase t = 0 z rovnovazné polohy, tj. y(0) = 0):

Y = ympsin (ot).

Je patrno, ze okamzita poloha kmitajiciho bodu je slozenou funkci ¢asu. Podle dfive zavedené symboliky je vyraz ym
(maximalni vychylka kmiti — amplituda) konstantni. Vyraz sin (wt) je ekvivalentni vyrazu f(g(t)).

Rychlost je ve fyzice dana podilem drahy (zmény polohy) a ¢asového intervalu, béhem kterého se zména polohy
realizovala. Je-li poloha bodu funkci ¢asu, tj. méni-li se v Case, pak vyjadieni okamzité rychlosti pohybujiciho se bodu je
podilem nekoneéné¢ malych Cisel (nekonecné malého posunuti dy a nekoneéné¢ malého ¢asového intervalu dt, béhem
kterého k posunuti doslo), tedy derivaci polohy podle ¢asu. Okamzitou rychlost kmitavého pohybu proto vyjadiime takto:

v(t) = dy/dt = [ymsin (wt)]' = ymmcos (ot) [n
Je patrné, Ze rychlost kmitavého pohybu je rovnéz periodickou funkci ¢asu.
Nyni nalezneme extrémy ¢i inflexni body ptvodni funkce ¢&ili zjistime, kdy je jeji prvni derivace rovna nule:
V(t) = ymwcos (ot) =0, tj. cos (wt) =0

Kosinus je roven nule jen tehdy, kdyZ (ot) = (2k-1) T kde k je celé ¢islo, tj.
2

t = (k1) = T(2k-1), [11]
20 4

nebot’ ® = 2nf a f=1/T, kde T je perioda kmitli. Hledany extrém nachazime pii hodnotach t = T/4, 3T/4, 5T/4, tedy pii
kazdé liché ¢tvrtperiod€.

Zjistime nyni, ¢emu je rovna v téchto bodech druha derivace pivodni funkce. Budeme tedy derivovat vztah [I] podle
asu, ¢imZ soucasn¢ ziskame vztah pro okamzitou hodnotu zrychleni:

a(t) = dv/dt = [ymwcos (ot)]" = -yma?sin (o) = -yo?
Posledné uvedeny vyraz je dobie znam ze stiedoSkolské fyziky. Nyni dosadime za t vysledek [II]:

a = -yme?’sin (o (2k - 1)) = -ymo?sin (T (2k - 1))
4 2

S odvolanim na elementarni znalosti o funkci sinus je jasné, Ze pro K liché bude zrychleni, tj. druha derivace okamzité
vychylky, ¢islem zapornym (lokalni maxima funkce) a pro k sudé bude tento vyraz kladny (lokalni minima funkce).
Stejné 1ze vySettit i vztahy pro rychlost a zrychleni
V(t) = ymwcos (ot) a(t) = -ymosin (wt).
Je zfejmé, Ze maximalni zaporné zrychleni nastava u maximalni kladné vychylky a maximalni kladné zrychleni u

8



maximalni zaporné vychylky. Lze se snadno piesvédcit i o tom, Ze lokalni extrémy rychlosti jsou posunuty o T/4 - kmitajici
bod se pohybuje nevyssi rychlosti pti prichodu rovnovaznou polohou.

Vratime se jeste k derivaci funkce vice proménnych.
Pojem derivace nyni zobecnime na funkci vice proménnych. Uvazujme zatim funkci z(X,y) dvou
proménnych x ay:

z2(x,y) = X2 +y?,

coz je rovnice plochy rotacniho paraboloidu. Otazka zni: Mizeme pro tuto funkci definovat derivaci?
Nebo si zkusme polozit otazku jesté trochu jinak. Existuje tecna k této plose? Tec¢na k rotacnimu
paraboloidu existuje, a dokonce v kazdém bod¢ je jich nekonecné¢ mnoho, mificich (v jedné roving)
riznymi sméry. Derivaci funkce vice proménnych tedy definovat mizeme, avSak v kazdém bodé¢
nekone¢né mnoha zplsoby, tj. mame k dispozici nekonecné mnoho smérli, v nichz lze derivaci
definovat. To je nepiehledné, a proto je nutno vybrat standardni pravidla, jak s derivacemi funkei vice
promé&nnych pracovat. Jsou jimi pravé parcialni derivace. Definuji se jako derivace dané funkce
podle nezavisle proménnych; v piipadé funkce z(X,y) mame parcialni derivaci podle X, znaéi se

0z .
obvykle P a podle y, znaéi se obdobné ? V piipadé, Ze mame funkci napf. tii proménnych
X y

F(x,y,2), pfibude nam parcialni derivace podle této dalsi proménné, a sice 2
z

S proménnou, podle niz se parcidlni derivace provadi, zachdzime stejné jako s nezavisle
proménnou v ptipad¢ derivace funkce jedné proménné, kdezto vSechny ostatni nezavisle proménné
vystupuji pro tuto chvili v roli konstant. Tedy parcialni derivace dané funkce podle x v bodé¢ o
soutadnicich (Xo,Yo,20) je derivace dané funkce v tomto bod¢ definovana ve sméru osy X, obdobné je

oF ., y oF ., .
~ derivaci ve sméru osy y a = derivaci ve sméru osy Z.
Vi z

Zobecnéni “obycejné” derivace je tedy jednoduché. Parcialni derivace funkce F = F(x, y, z) podle

X v bod€ (Xo,Yo,20) je limita:

oF |m F(Xo +Ax,yo,zo)—F(X0,yo,Zo)

ax Ax—0 AX
podle y v témz bodé¢:
oF o F(X,, Yo +AY.Z,) = F(X,,Y,,2,)
8y Ay—0 Ay
a podle z v témz bodg¢:
oF _ i F(Xo:Yo.2 +AZ) = F(X,,Y,.,2,)
az Az—0 Az ’

Uvedeme si prakticky ptiklad vypoctu parcialni derivace funkce F = F(X,y,z):
F(x,y,2) = X2 + xyz + 72

v libovolném bodé (x,y,z). Dostaneme:



2 2 2
a_F:a<X)+6(XyZ)+a(Z):a(x)+y2%+O:2X+yZ+0:2X+yZ-
OX OX OX OX OX OX

Analogickym postupem pak dospéjeme k vysledkim:

E:O+xz+0:xz a a—F:O+xy+22:xy+22.

oy 0z

Obdobné 1ze definovat i parcialni derivace funkci libovolného poc¢tu proménnych.

Chapeme-li pojem parcialni derivace, miizeme zavést dalsi pojem — uplny neboli totalni
diferencial. Tento diferencidl je velmi uzite¢ny zejména v termodynamice, jak dale ukazeme.

Uplnym diferencidlem funkce F = F(X, y, ) je vyraz:

dF = (ﬁ] dx + (6—Fj dy + (ﬁ) dz,
OX oy 0z

kde vyrazy v zavorkach jsou parcialni derivace piislusné funkce. Vyrazy dx, dy, dz jsou
infinitezimalni (nekone¢né malé¢) zmeény nezéavisle proménnych. Pro diferencidly funkci slozenych
plati stejna pravidla jako pro derivace funkci sloZzenych (tj. napt. d(F.G) = G.dF + F.dG).

Uved’'me si konkrétni ptiklad vypoctu uplného diferencialu. V termodynamice je definovana stavova funkce zvana
entalpie, a to vyrazem: H = U + pV. Entalpie je obecné funkei tfi proménnych: vnitini energie U, tlaku p a objemu V.
Nasim tkolem je vyjadfit infinitezimalni zménu entalpie danou infinitezimalnimi zménami obecné vSech nezavisle

proménnych, tj. U, paV.
dH=| — duU + | — dp + | — av.
ou/ op/y, N )y,

Uplny diferencial entalpie je:
Indexy u zavorek vyjadiuji, Zze uvedené proménné povazujeme za konstanty. Nyni vyjadiime konkrétni parcialni

derivace entalpie (H = U + pV):
(8Hj (6Hj (aHj
—] =1 |—]| =V. |—| =p
ou/ op UV oV

u.p
Odtud plyne, ze
dH =dU + V.dp + p.dV.

Vyraz V.dp + p.dV lze téz formalné zapsat jako d(p.V), tj.

dH =dU +d(p.V).

Povsimnéte analogie s derivaci sou¢inu funkci. Lze doplnit, Ze pfi konstantnim objemu (dV = 0) plati
dH=dU + V.dp

nebo pii konstantnim tlaku (dp = 0)

dH =dU + p.dVv.

Takovéto upravovani a odvozovani “vzorcll” je v termodynamice velmi Casté.
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3 Integral funkce a jeho vyznam

Mtize nastat situace, kdy zndme derivaci funkce v jejim analytickém vyjadfeni, nezndme vSak tvar
puvodni, tj. derivované funkce. Zname-li napf. okamzitou rychlost v(t) pfimocarého pohybu v
kazdém okamziku t, mize byt uzite¢né najit funkci s(t), ktera vyjadiuje drahu urazenou v Case t.

Metoda, ktera ndm umoznuje pozadovanou funkci najit, se nazyva integrovani. Hledat budeme
integral funkce. Nejdiive si v§ak musime pfipomenout pojem primitivni funkce.

Primitivni funkci funkce f(X) v daném intervalu rozumime funkci F(X), ktera ve vSech bodech
intervalu spliuje vztah

F'(x) = f(x).

Protoze vsak funkce liSici se o libovolnou konstantu C maji tutéz derivaci, je mnozina vsSech
primitivnich funkci pfislusnych k f(X) nekone¢na a jeji prvky se navzajem lisi hodnotou aditivni
konstanty C. Mnozinu vSech téchto primitivnich funkci nazyvame neuréitym integralem funkce f(x) a
zna&ime [f(x)dx. Mizeme tedy napsat:

[f(x)dx = F(x) + C,
kde C nabyva hodnot realnych Cisel.

Z praktického hlediska tedy miizeme chapat integraci jako opacnou operaci k derivaci. Nasleduji
nejdulezitéjsi ptiklady integrali zdkladnich funkeci:

fodx=cC,
X" dx = +C  pro n#-1,
Ildx:InX+C,
X
fa*dx = a +C,
Ina
Je¥dx =e*+ C,
dx = arctg x + C,
I1+x2 g

f

dx = arcsin x + C,
1-x°

Jsin x dx = -cos x + C,
fcos x dx = sin x + C.

Pojem integralu souvisi s obsahem plochy vymezené kiivkou nezaporné spojité funkce y = f(x),
0SOU X a rovnobé&zkami s osou Y v krajnich bodech intervalu <a, x>, jak je zfejmé z obr. 3a.
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y =f(x)

- e mm o =

A
'x

o F

Obr. 3a. Grafické vyjadfeni primitivni funkce.
Lze ukazat, Ze obsah proménné plochy P(X) je uréen vztahem
P(X) =F(x) - F(a),
kde F je primitivni funkci k funkci f. Obsah celé plochy nad intervalem <a, b> je proto dan hodnotou
rozdilu F(b) - F(a).
b
Urdity integral funkce f(x) na intervalu <a, b> zna¢ime [ f (x)dx a prakticky jej pocitame jako

rozdil hodnot primitivni funkce v krajnich bodech tohoto intervalu:
b
| £ (x)dx = F(b) - F(a).

Tento vyraz urcuje pro nezapornou spojitou funkci obsah plochy vymezené¢ kiivkou funkce, osou x
a rovnob&zkami s osou Y v krajnich bodech intervalu <a, b> - viz obr. 3b.
Nazornou ukazku vypoctu uréitého integralu uvedeme v ramci feSeni diferencialnich rovnic v
nasledujicim oddilu.
-~
Y
y =f(x)

N

b
Obr. 3b Grafické znazornéni urcitého integralu integrovatelné funkce.
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4 Nejjednodussi diferencialni rovnice a jejich FeSeni

Matematicky popis vétSiny dynamickych systémd, véetné systémi biofyzikalnich, je zalozen na
diferenciélnich vztazich mezi veli¢inami ve tvaru tzv. diferencialnich rovnic. Jejich feSenim (pokud
existuje) jsou hledané funk¢ni vztahy mezi veli¢inami, popisujici tyto systémy.

Rovnice, v nichz se vyskytuje neznamé funkce jediné proménné spolu se svymi derivacemi,
nazyvame oby¢ejnymi diferencialnimi rovnicemi. Zavisi-li hledana funkce, tedy i jeji derivace, na
vice nezavisle proménnych, nazyvame matematické vyjadieni jejich vztahu parcialni diferencialni
rovnici.

Rad rovnice je uréen stupném nejvyssi derivace v ni zastoupené.

Obecny tvar obyc¢ejné diferencidlni rovnice n-t€ho fadu je mozno na urcitém definiénim intervalu
vyjadrit vztahem:

Glxyy oy e y™) =0,

kde G je funkce proménnych X, y a jejich derivaci.
ReSenim takovéto diferencialni rovnice rozumime kazdou funkci y proménné X, ktera pro viechna
X ptislusného defini¢niho intervalu spolu se svymi derivacemi uvedené rovnici vyhovuje.
Resenim diferencialni rovnice neni nikdy jedina funkce. V obecném piipadé diferencialni rovnice
n-tého fadu predstavuje mnozina vSech feSeni n-parametricky systém jednotlivych €asteénych
neboli partikularnich ¥eSeni této rovnice, z nichz kazdé je ptedem urc¢eno vhodnymi pocate¢nimi
podminkami.

Mnozinu vSech partikularnich feseni Ize vyjadrit ve tvaru obecného FeSeni diferencialni rovnice
tak, ze kazdé¢ partikuldrni feSeni je v tomto obecném feseni zahrnuto.

Reseni diferencialnich rovnic je ve vétsing ptipadii velmi obtizné a vyzaduje rozsahlé znalosti z
matematické analyzy. JednodusSe feSitelné jsou pouze néktery typy diferencidlnich rovnic, z nichz
nejjednodussi jsou rovnice 1. Fadu se separovanymi proménnymi:

y' = 1(9.9(y),

kde f(x), g(y) jsou libovolné spojité funkce uvedenych proménnych na uréitych defini¢nich
intervalech, pfi¢emz g(y) # 0. Rovnici se separovanymi proménnymi je mozno piepsat do tvaru

Y= 0.90)

neboli ~9_ = () dx
a(y)

a fesit integraci

1
—dy = Jf(x) dx.
jg(y)y f(x) dx

Existuje jednoparametricky systém funkci y proménné X, ktery dostaneme touto integraci ve tvaru
obecného feseni, obsahujiciho jeden parametr. Konkrétni partikuldrni feSeni y vyhovujici pocatecni
podmince

y(Xo) = Yo,

kde xo je libovolny bod z defini¢niho intervalu funkce f(X) a yo je libovolny bod z defini¢niho intervalu
funkce g(y), je ptitom urceno vztahem
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y 1 X
——dy= [ f(x)dx.
0 d(y) 0

Nékteré typy diferencialnich rovnic 1. fddu je mozno vhodnou substituci proménnych pievést na
diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi.

Reseni diferencialnich rovnic 1. fadu se separovanymi proménnymi potvrzuje napf. exponencialni priibéhy nékterych
fyzikalnich i biologickych d&ji. Jako nazorny piiklad pouzijeme odvozeni Lambertova-Beerova zakona pro absorbci
svétla. Je zfejmé, Ze sniZeni intenzity prochazejiciho svételného paprsku -dl bude ptimo timérné tloust’ce absorbujici
vrstvy dx, intenzité svétla vstupujiciho paprsku I, koncentraci ¢ absorbujici latky v dané vrstvé a néjaké zatim neuréené
konstanté k. | koncentrace ¢ je v tomto pfipadé konstantou, takze intenzita prochazejiciho svétla je funkei pouze proménné
X, tj. tloustky absorbujici vrstvy. Toto tvrzeni vyjadiime nasledujicim zapisem:

- dl = Lc.k.dx.

a provedeme separaci proménnych:

% =-c.k.dx.

Nyni se zamyslime nad poc¢ate¢nimi podminkami a integracnimi mezemi. Tloustka absorbujici vrstvy se pii pruchodu
svétla méni od 0 do x. Tomu odpovidd zména intenzity prochazejiciho svétla od pocate¢ni hodnoty lg na vyslednou
hodnotu I. Mizeme tedy ptikrocit k integraci a vypoctu urcitého integralu:

| X
ahs -J.c.k.dx.
Iy I 0
Vzhledem k tomu, Ze ¢ a k jsou konstantami, miizeme integrovat a napsat
Inl-Inlg=-ck(x-0)=-ckx
¢ili
In LI ckXx.
0
Pfirozeny logaritmus pfepocteme na dekadicky a zavedeme novou konstantu g, ktera se nazyva absorpcni koeficient.

log 1 =-¢g.CX
lo
a prejdeme k obvyklému exponencialnimu vyjadieni
/1o = 10=¢x
¢ili
1=l _10-s.c.x,
coz je nam znama podoba Lambertova-Beerova zakona.

Z rovnic vysSich adli jsou pomérné jednoduse feSitelné homogenni linearni diferencialni
rovnice s konstantnimi koeficienty:

yO + anay® D + L+ ay" + ary' + agy =0,

kde an1 , ... a2, a1, ao jsou realna cCisla. ReSeni ziskame na zakladé vypoctu nulovych bodu
charakteristického polynomu rovnice. SpiSe pro ilustraci uvadime, Ze partikuldrnim feSenim rovnice

y"+y=0 jsoufunkce sinx, cosx
arovnice

y"-y=0 jsoufunkce eX eX

Tyto diferenciadlni rovnice druhého fadu jsou ve fyzice velmi Casté.

Metodou variace konstant lze potom odvodit i feSeni libovolné nehomogenni linearni
diferencialni rovince s konstantnimi koeficienty, kde se na pravé stran¢ mize vyskytnout n¢jaka
spojita funkce nezavisle proménné X.
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Pokud je analytické FeSeni diferencialni rovnice pfili§ obtizné nebo neni dostupné vubec, je
mozno hledat piiblizna feSeni numerickymi metodami s vyuzitim vypocetni techniky. Obdobné 1ze
vyuzit numerickych metod i pro vypocty slozitych integralt.
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5 Elementy vektorového poctu

Ve fyzice se mizeme setkat jednak s veliCinami, které maji urcitou velikost, avSak nelze jim
ptisoudit Zadny smér — tyto veli¢iny se nazyvaji skaldry. VeliCiny, kterym lze pfisoudit i smér se
nazyvaji vektory. Nyni upozornime na nékteré¢ dulezité vlastnosti vektorii a uvedeme zakladni
pravidla pro vypocty s nimi. Vektorem je napf. rychlost, moment sily, intenzita elektrického pole
nebo magneticka indukce. Skaldrem je napt. hmotnost, energie, tlak nebo elektrické napéti. Vektort
1ze s vyhodou pouzit i pro popis poloh bodt v soutadnicovych soustavach — pak hovotime o tzv.
polohovych vektorech.

Vektor &, jehoz kladny smér svira s osami X, Y, z pravouhlé soutadnicové soustavy thly a, 8, y ma
tzv. kartézské slozky (viz téz obr. 5a):

ax=acoso , ay=acosP, a =acosy,
kde

Obr. 5. Zobrazeni vektoru v kartézskych souradnicich.
je velikost vektoru a. Kosiny uhli a, B, y se nazyvaji smérové kosiny dané¢ho vektoru. Slozky
vektoru ax, ay, a; jsou skalary a nazyvaji se souradnice vektoru.

Z geometrického nazoru a predchozich vztaht plyne po jisté tivaze:

cos? o, + cos? B + cos? y = 1
a=axCoS oL +ay CoS B+ a; Cosy

Nasobkem vektoru as libovolnym realnym cislem (skalarem) s = O je vektor sa, ktery ma slozky
say , say , sa .

Zaporna hodnota veli¢iny s méni orientaci vysledného vektoru o 180° vii¢i vektoru ptivodnimu.
Pro velikost tohoto vektoru plati
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|sa| =|sfa.

V ptipadé, kdy bude s = 1/a, dostaneme vektor

a bude platit, ze

Vektor d° se nazyva jednotkovy vektor vektoru & a tyto vektory jsou spolu souhlasné
rovnobézné. Jednotkovy vektor maé slozky

a, =cosa, a, =cosf, a; =cosy.

Jednotkové vektory v kladném sméru os soufadnicového systému X, Y, z znacime 1, T, K a maji
tyto slozky:

|x 1, |y = O, |Z - 0;
JX_01 Jy:]-, JZ_O!
kx—o, ky:O, kz—l

Jednotkovy vektor neni jen formalni matematickou abstrakci, ale ma i ve fyzice znany vyznam. Pfipomenme si
definici tlaku: p = F/S, kde F je sila ptsobici kolmo na plochu S. Vime, Ze tlak je na sméru nezavisly, Ze je skalarni
veli¢inou. Z uvedeného vzorce vSak miizeme vyjadrit silu

F=pS.

Sila je vektor, tlak nikoliv, takze jedinym vektorem na pravé stran¢ rovnice mize byt jen plocha S. Spravny zapis

rovnice tedy zni:

F=p-S

Vektor plochy chapeme jako soucin skalarni velikosti plochy S a jednotkového vektoru plochy § 0 , ktery ma smér
kolmy k plose:
S=s.5°,

Soucet a rozdil vektora
Soucet vektort zapiSeme

C=a+b
a ma slozky
Cx=ax+bx, Cy=ay+by, Cz=az+bz.

Na zakladé¢ vySe uvedené¢ho je patrno, ze kazdy vektor Ize zapsat jako soucet tii vektori ve tvaru

—

d=ai+a,j+a,k
nebo

Qy

=da,+da, +a,.

Tento tvar se oznacuje jako semikartézské vyjadieni vektoru (je urcen vektorovym souctem
vektorovych slozek v osach soutadnic).
Pro soucet vektori plati zakon komutativni
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i+b=b+a.

Velikost vysledného vektoru € vypocitdme podle kosinové véty

c| :‘é’+5‘ = Ja? +b? +2abcos y

kde y je tihel sevieny vektory d a b.
Pro rozdil vektora &a b plati:

d=da-b=a+(-b)
a totéz, co pro s¢itani vektord, s vyjimkou zdkona komutativniho.

Nasobeni vektori
Dany vektor miizeme nasobit jinym vektorem. Nasobené vektory sviraji uhel a.
Skalarni soucin dvou vektori je skalarem rovnym

—

da-b=a-bcosea.
Pro skalarni soucin vektora plati
ab=ba a af(p+c)=a-b+a-c.
Vyjadiime-li nasobené vektory v semikartézské podobé, pak se snadno piesvédcime, ze plati:

a- 6 = axbx + a.yby + azbz.

Typickym fyzikalnim pfikladem skalarniho soucinu dvou vektort je prace, definovana jako skalarni soucin drahy
(posunuti) a sily:
W= F-§=F.s.c08 a,
kde a je uhel sevieny mezi vektorem sily a drahy, po které sila pisobi.

Vektorovy soucin dvou vektorii definujeme jako vektor C, jehoz velikost a smér se urci takto:
c| = ‘é x 5‘ = a.b.sina,

kde vektory da b jsou linearné nezavislé.
Smér vektoru € je kolmy na rovinu uréenou vektory &,b a mifi do poloprostoru, z n¢hoz se

otodeni od a4k b déje v kladném smyslu (proti sméru pohybu hodinovych rucicek). Jednotlivé slozky
vektorového soucinu jsou definovany takto:

(axb), = ayb, - aby (axb), = azbx - ab;
(éx B)Z = axby - aybx.

Bez blizsiho zdlvodnéni uvadime vzorce, které plati pro pocitani s vektorovym soucinem:

bxda=-dxb
18



Ptikladem pouziti vektorového soucinu ve fyzice mtize byt vztah pro vypocet Lorentzovy sily, ktera piisobi na naboj g
pohybujici se v stacionarnim magnetickém poli. (Tato sila udrzuje na kruhové draze protony v cyklotronu nebo vychyluje
elektronovy svazek v elektronovém mikroskopu.) Ve “sttedoskolské podobé&” zname tento zakon takto:

F=qgBv resp. F=gq.B.vsina,

kde a je tihel sevieny vektorem magnetické indukce B a vektorem rychlosti pohybu naboje v. K tomu se musime naudit

zpaméti pravidlo urcujici smér sily ptisobici na naboj. Ve skutecnosti je vSak tento vzorec spravné zapisovan takto:

F=q- (é x \7).

Fyzikalni realitu tedy popisuje vektorovy soucin. Potadi veli¢in ve vzorci neni libovolné a smér ptisobici sily je dan
vlastnostmi vektorového souéinu — je kolmy k roviné dané vektory magnetické indukce a rychlosti naboje a "mifi do
poloprostoru, z néhoz se otodeni od B k V d&je v kladném smyslu". S vektorovymi souciny se setkavame piedeviim v
mechanice a v teorii elektromagnetismu.

Gradient

Na zévér vykladu k zdkladnim pojmim vektorového poctu (a vektorové analyzy) ptikro¢ime k
vysvétleni dulezitého matematicko-fyzikalniho pojmu - gradientu.

Predstavme si, Ze stojime na upati vysoké skdly, a potom se néjakym zptisobem dostaneme na jeji
vrchol. Timto pfesunem v gravitaénim poli jsme ziskali, oproti vychozimu bodu, urcitou potencialni
energii. Podstatné je, ze potencialni energie, kterou jsme pfti vystupu na skalu ziskali, zavisi jen na
poloze vychoziho a koncového bodu naSeho vystupu, bez ohledu na zpisob piesunu. Také zména
potencialni energie elektrického néboje v elektrostatickém poli, ktery prosel mezi dvéma body v
prostoru, zavisi jen na jeho pocatecni poloze a kone¢né poloze, nikoliv na dréze, kterou prosel. Pokud
ma n¢&jaké silové pisobeni v pfirodé tuto vlastnost, pak hovoiime o skalarnim poli. V kazdém bodé
prostoru je definovan skaldrni potencial, napiiklad elektricky potencial (rozdil elektrického
potencidlu mezi dvéma body je elektrické napéti), gravitaéni potencidl ap. Ne vSechna pole maji tuto
vlastnost, naptiklad pii priichodu naboje magnetickym polem zavisi jeho energeticky zisk na proslé
draze.

U skalarnich poli a veli¢in obdobného charakteru lze v kazdém bodé¢ definovat gradient. Smér
tohoto vektoru je kolmici (normélou) k plose o konstantni hodnoté potencidlu (ekvipotencialni plose),
prochazejici danym bodem, tj. v tomto bod¢ mifici ve sméru nejvétsi zmeény dané veliCiny. Velikost
gradientu je imérna velikosti (rychlosti) zmény této veli€iny, tj. hustoté ekvipotencidlnich ploch.
Ptesnéji, jeho velikost je rovna derivaci pole ve sméru jednotkové normaly ekvipotencialni plochy.
Gradient pfitom mifi ve sméru nartstu veliCiny, tj. z oblasti niz$i energie do oblasti vyssi energie,
gradient koncentrace z oblasti niz§i koncentrace do oblasti vy$§i koncentrace ap. Ceskym
ekvivalentem slova gradient by bylo slovo nardst nebo vzestup (v praxi se téchto vyrazli nepouziva).
Opakem (vektorem opac¢ného sméru) gradientu je spad. Nekdy se tyto veliCiny zaménuji, takze se
muzeme docist, Ze napf. latka proudi difuzi po gradientu koncentrace, i kdyZz ve skutecnosti latka
proudi proti gradientu koncentrace (po spadu), aby se rozdily v jeji koncentraci vyrovnavaly. Mame-li
na map¢ znazornény vrstevnice, mizeme snadno ur¢it smér stoupani jako kolmici na vrstevnice a
velikost stoupani (strmost) z hustoty vrstevnic. I toto je vlastné piiklad gradientu, kdy skalarnim
polem je nadmoftska vySka a ekvipotencialam odpovidaji plochy konstantni nadmotské vysky.

Gradient skalarni funkce f (X, y, ) je tedy vektor a jeho matematicky zapis vypada takto:

- & - d - (& & A
Vf =gradf= —-i+— j+—-k=| —,—,—|.
X N a X KN A

Symbol V ¢teme jako “nabla” nebo “del” a patii mezi matematické operatory. Gradient tedy
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muzeme formaln¢ vyjadfit jako soucin tohoto operatoru (V = | — + j — + k —), ktery se sam o sobé

+j—+
12 S a
chova jako vektor, a skalarni funkce f. V této ucebnici jsme se setkali s “jednorozmérnym”
gradientem - napt. zménou koncentrace latky ve sméru osy X. Pak mtizeme pominout jeho vektorovy
charakter (uvazujeme jen jeho kladnou ¢i zapornou hodnotu) a jednoduse psat

gradient funkce f(x) = df/dx = f '(x).
Je vSak vhodné si uvédomit, Zze se obecné jedna o veli¢inu vektorovou, definovanou v

ttirozmérném prostoru.

Gradienty poli maji veliky vyznam, napiiklad zaporné vzaty gradient gravita¢niho pole je
gravitacni zrychleni, zaporn€ vzaty gradient elektrického pole je intenzita elektrického pole.

(autor: Vojtéch Mornstein)

20



