MB152 Diferencidlny a integralny pocet, skupina 7, 1. cvicenie, 25.9.2024
Limita a spojitost funkcie

Na zaciatok uvedieme a pripomenieme niektoré pravidla pre pocitanie s limitami, aby sme
sa na ne mohli odvolavat. Vsetky mozu byt dohladané v [1], [2] alebo [3].

Veta 1. Nech lim,_,,, f(z) = L alim,_,,, g(x) = M, kde L, M € R a g € RU{xo0}. Potom
plati:

Jim (f(2) £ g(2)) = lim f(z) £ lim g(x) = L= M, (1)
lim (£(z) - 9(x)) = lim f(2)- lim g(x) = L - M. )
T—T0 T—T0 T—T0
lim f(x)
R T f(x) T—T0 L
Ak M # 0, tak tiez 1 = = —. 3
#0, tak tieZ lim (g(x) T G (3)
Veta 2. Platia nasledujice rovnosti:
. 1\" __sinz
i (147) =e @ e =t
a® —1
lim CTo1 () lim — — =Ia (8§
xr—r €T . .
= . funkcia ohranicend . B
aﬁh—{go ve=1 (6) xlggo ( na nejakom okoli x (funkeia = 0) =0 (9)

Definicia 3. Funkcia f je spojitd v bode g € R prave vtedy, ked je definovana funkéné hodnota
f(zo), limita lim,_,,, f(x) existuje a je vlastna a zéroven plati rovnost lim,_,,, f(z) = f(zo).

Pocitanie limity v bode, v ktorom je dana funkcia spojita, je jednoduché - do jej predpisu
staci tento bod dosadit.

Veta 4. Ak su funkcie f a g spojité v bode xy, potom si v tomto bode spojité aj funkcie f + g,
f g a za predpokladu g(xo) # 0 je spojitd aj funkcia %.

Veta 5. Nech xp € RU{too}. Ak lim, ., g(z) = M a funkcia f je spojita v bode M, potom
platt
i o)) = f (i g(0)) = 00 (10)

T—T0
Ak je g spojitd v xo a [ je spojitda v g(xo), potom je aj funkcia f o g spojitd v bode xq.

Daosledok 6. Polynomy, exponencidlne a logaritmicke funkcie, goniometrické a cyklometricke
funkcie, vseobecna mocnina a vsetky funkcie, ktoré z vyssie uvedenych vznikni aplikdciou ko-
necného poctu operdcii sc¢itovania, odcitovania, ndsobenia, delenia a skladania si na svojich
definicnych oboroch spojité funkcie.

Priklad 7. Z definicie limity dokézte, Ze

lim — = oo.
x—0 x2
Potrebujeme ukazat, Ze pre kazdé A > 0 existuje § > 0 s nasledujiicou vlastnostou: pre kazdé
z € (—0,6) \ {0} plati 5 > A. Nech teda mame dané Tubovolné A > 0. Upravujme nerovnicu
m% > A:
1 , 1, 1
—=>As1>Ar" & — >0 & — > 2]
2 A VA

Zvolme preto § = \/LZ‘ Ak z € (_\/LZ’ \/LA?) ~ {0}, potom zrejme |z| < \/LZ a podla predoslych

vypoctov z toho vyplyva platnost nerovnosti % > A. Presne to sme chceli ukézat. ¥
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Priklad 8. Vypocitajte limitu

. V1l+a22-1

lim ———.

z—0 2
Limita je typu %, ¢o znamena, ze priame dosadenie nam v jej vypocte nepomdze. Pripomenme
vzorec a® —b® = (a—0b)(a®+ab+b?). Ak zvolime a = v/1 + 22 a b = 1, potom mdZeme vhodnym
rozsirenim daného zlomku upravit éitatela na tvar a® — b3 = 22, ktory sa nasledne vykrati s
tym istym vyrazom v menovateli.

V1221 [(VT+22—1 QA+ 4+ V12 +1
lim —————— = lim 5 . R—
x—0 xX x—0 x (1+ZL’2)§+‘/1+$2+1
: 1+a22-1
= lim 3
w20 22((1+22)5 + V1 + 22 + 1)
1'2
= lim 5
e=0 g2((1+22)3 + V1422 + 1)
1
= lim 5
=0 (1 +22)5 + V1422 +1
1 1

— . = definicia 3 a dosledok 6
(1+02)5+¥1+024+1 3 ( )

,.).

Priklad 9. Vypocitajte limitu
fim sin?(z) .—{—tan2(x)'
20 x sin(x)

KedZe je limita opit typu %, musime dany vyraz upravit.

. sin?(z) + tan?(z) T (sinx N sinz 1 )

20 xsin(zx) 20\ T x cos?(x)
. sinx . sin 1
T T M ()2 2)
=1+1-1=2, ((7), definicia 3 a ddsledok 6)

e

Priklad 10. Vypocitajte limitu ‘

2
glgr(l](x +3) = .

Ani v tomto pripade nemézeme vyuZit spojitost a jednoducho dosadit 0 do daného vyrazu. Tiez
na prvy pohlad nie je zrejmé, ¢i sa da dané funkcia napisat ako zlozenie f o g, kde f je spojita
v lim,_, g(7). Preto vyuzijeme vzfah A = e°¢4 kde A > 0:

. sinx . sinx 2
lim(z? 4 3)" = lime » 108 +3)

z—0 z—0
— elimooo S22 log(2243) ((10) na e*)
i 2 i, oog(a? 49 (2)
— olloglimg0(2°+3) ((7) a (10) na log x)
_ ollog3 _ g
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Priklad 11. Vypocitajte limity

i 1 1 ) 1 1
lim — , lim — :
a—1\x—1 22-1 el \x—1 (z—1)2

Vyrazy v limite najskér upravime.

. 1 1 . or+1-1 . x .
lim — =lim — = lim = lim ,
z—1 2 —1 =12 — 1 x—+1(1r+—1)<x —-1)

Dostali sme vyrazy typu % a _Tl. V obidvoch pripadoch sme v situdcii, kedy konstantu delime
¢islom velmi blizkym k nule. Musime overit, ¢ znamienko tohto ¢isla, malého v absolitnej
hodnote, zavisi od smeru, v ktorom sa k nule blizime. Vysetrime teda jednostranné limity.
lim x = o =00 lim v :_1+:—oo
a1t (x+1)(x—1) 2F.0* a1t (x—1)2  (0F)2
T 1~ ) T — 2 -1~

eol- (@t Dz —1) 2--0- O amt@o12 (p ~©
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Vysvetlime si pouZité znacenie. Symboly ¢™ a ¢~ reprezentuju ¢isla o kisok vicsie respektive
mensie ako ¢, teda v pripade ak sa nevyskytuji pod operatorom lim - tam znacia pocitanie
jednostrannej limity. Kedze existencia a rovnost jednostrannych limit je ekvivalentné existencii
limity, v prvom pripade limita neexistuje a v druhom existuje a je rovna —oo. ¥

Priklad 12. Vypocitajte limitu
. sinx
lim )
z—0 {L’2 —1

Vyraz si zapiSeme v tvare su¢inu, aby sme mohli pouzit pravidlo (9):

. sinx . . 1
lim = lim sin x .
=022 —1  2-0 ~~ 72— 1

funkcia idtica do 0 N——

ohranicend funkcia,




Priklad 13. Vypocitajte limitu
. het+ad—4
lim —————.
z—00 2% + 42 + 1
V takychto pripadoch vyjmeme aj z ¢itatela aj z menovatela ¢len, kt
rastie. V nagom pripade je to 2.

ory pre x — oo najrychlejsie

2 040-0

p 2 5 23 4
5e” 4 23 — 4 e£@5+§z—?ﬁ 54
lim — = lim = T = & 422
z—o0 2% ;4% + 1 z—00 2% (1 + o + eQ_I) z—o0 ] + o +

L 140+0

e2z

Priklad 14. Rozhodnite, ¢ je mozné uvedeni funkciu spojito dodefinovat v bode 0:

er + 1
fl@) == :
ex — 1
Potrebujeme zistit, ¢i limita lim, o f(z) existuje, a ¢i je koneéna
jednostranné limity.

. Za tym ucelom spocitame

Cer+1 . er l+4e s . l+4es 1+0
lim — =1l — - | = lim - = =1,
z—0t ez — 1 =0t \ ez 1 —e = =0t 1 —e = 1-0
_er4+1 041
lim = = —1.
z—=0" ez — ] 0—-1
1_
—Il —':I].S 0 O.IS i
X
_2_

Obidve jednostranné limity sice existuju a st vlastné, no st rozne, ¢o znamend, ze funkcia f

ma v bode 0 skok a tym padom nemdze byt spojito dodefinovana.
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