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Motivacia

m RieSme systém linearnych rovnic Ax = b.

m Ak h(A) = h(A|b), potom ma systém prave jedno rieSenie
(Frobeniova veta).

m V praktickych situaciach je tato podmienka ¢asto porusena.

m Typicky priklad: systém je preurCeny (overdetermined) - ma
omnoho viac rovnic ako neznamych.

m Ak rieSenie neexistuje, hladame nejaky jeho ,najlepsi”
ekvivalent.
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Priklad

m Nech je medzi veli¢inami y a x linearny vztah: y = ax + b, pre
nejaké (nezname) a,b € R.

m Pre n hodnét x; veli¢iny x mame nameranych n hodnét y; veliciny
y,i=1....n.

m Videalnom pripade by body (x;, y;) lezali na priamke y = ax + b.

m Vzhladom k tomu, Ze merania su zatazené (nahodnou) chybou,
body nelezia na Ziadnej priamke.

m Snazime sa najst priamku y = ax + b (koeficienty a, b) tak, aby
danymi bodmi ,prechadzala“ ¢o najlepsie.
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Priklad

y=ax+b
P Xi | Yi
1105 Oa+b=5,
; % g la+b=73,
4|52 3a+b=73,
51611 5a4+b=2,
6a+b=1.

m Systém nema rieSenie (z prvej rovnice dostavame b = 5 a po
dosadeni do ostatnych rovnic dostavame r6zne hodnoty pre a).
m Obrazok.
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Maticovy zapis

Ac =T,
Oa+b =75, 0 1 :
la+b=73, 11 2
5a4+b=12, 51 b 2
6a+b=1. 6 1 1

m C - vektor neznamych koeficientov a, b
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Geometricka interpretacia systému linearnych rovnic
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m systém Ac = f ma rieSenie prave vtedy, ked sa da vektor f
napisat ako linearna kombinacia stlpcov s1(A) a s,(A) matice A.
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Geometricka interpretacia systému linearnych rovnic

m Definujeme priestor Im(A) generovany stlpcami matice A:

Im(A) = {Ac | c € R?}
={a-s1(A)+b-53(A) | a,b e R}

m Tento zapis je v skutoCnosti parametrické vyjadrenie roviny (v
5-rozmernom priestore R®), ktorej smerové vektory su stlpce
matice A, teda s1(A) a s;(A), a v ktorej lezi bod 0 = [0, 0,0, 0, 0]
(ten dostaneme volbou a = b = 0).

m Systém Ac = f ma rieSenie prave vtedy, ked bod f leZi v rovine
Im(A). Ak f ¢ Im(A), potom tento systém nema rie3enie.

m Obrazok.
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Skalarny sucin

m Pre vektory u = (uq,...,u)",v=(v1,...,v)" € R (vektory
chapeme ako stlpcové vektory, teda ako matice, ktoré maju k
riadkov a 1 stfpec, takze ak ich chceme napisat do riadku,
musime pouzit transponovanie) sme definovali skalarny sucin

(u,v):u-v:u1v1+---+ukvk:2u,-v,-.

m To sa da vyjadrit tieZ pomocou maticového nasobenia:
Vi
uov=(up,...,u)- | :u1v1+-~-+ukvk:2u,-v,-.
Vi ‘
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Najlepsie (ne)rieSenie

m Pokusime sa najst bod f* v rovine Im(A), ktory je nablizsie k
bodu f spomedzi vietkych bodov roviny Im(A). Inymi slovami, je
to bod, v ktorom sa realizuje vzdialenost bodu f od roviny Im(A).

m Tento bod ma tu vlastnost, Zze vektor f — f* je kolmy na rovinu
Im(A).

m Zaroven, vzhladom k tomu, Ze f* € Im(A), existuje vektor
koeficentov c* taky, ze Ac* = f*. Inymi slovami, systém Ac = f*
ma rieSenie a tym je vektor c*.

m Obrazok.
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Vypocet

m Vektor f — f* je kolmy na rovinu Im(A) prave vtedy, ked je kolmy
na jej obidva smerové vektory:

st (f =) = s1(A) - (f — Ac)
s2(A) - (f =) = 52(A)" - (f — Ac)

m To m6Zeme v maticovom tvare vyjadrit nasledujucim spésobom:

0,
0.

AT (f —Ac*) =0,

m pri¢om nula na pravej strane oznatuje nulovy vektor (0,0)".
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Vypocet

5 0 1
3 1 1 a
01,356 || 3 |-|3 1 <b> o,
2 5 1
1 6 1
5 0 1
3 11 a
(1,1,1,1,1) - 31| 3 1 -<b> =0
2 5 1
1 6 1
5 0 1
(01356) o I (a) _(0)
111 11 7 51 b 0
1 6 1
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Vypocet
m Rovnicu AT - (f — Ac*) = 0 upravime:

AT (f — Ac*) =0,

ATf —ATAc* =0,
ATAct = ATf.
01
Aa_ (0135 6) % 1 (71 15
11111 —\15 5 J°
5 1
6 1

m Matica A”A je evidentne invertibilna, takze moZeme dopo¢itat c*:
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Vypocet

ATAc* = ATf,
¢ = (ATA)T1ATY.

5
-1 3
o 71 15 01356 3
-\ 15 5 11111 5
1
. L . 7 287
m Hladana priamka ma tvary = —Eer %5
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Nazov metddy (Interpretacia vysledku)

m ¢* sme hladali tak, Ze sme minimalizovali vzdialenost f od
f* = Ac*. Inak povedané, hladali sme c* tak, aby vektor f — Ac*
mal minimalnu velkost.

5—-0a-0b

y1—axy —b 3_1a—b

f—Ac* = : =] 3—-3a—-b
1-6a-0b

If — Ac| = | D_(vi — ax; — b)?

(5—0a—b)? + (3—1a—b)> + (3 — 3a— b)?
+(2-5a—b)? + (1 —6a—b)?
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Nazov metddy (Interpretacia vysledku)

m Vzhladom k tomu, Ze /e je rastuca funkcia, minimalizacia
If — Ac*| je ekvivalenta (dostaneme ten isty vysledok)
minimalizacii vyrazu

5

> (i — ax; — b)?

i=1
m Obrazok.
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Véeobecna MNS

m Nech je medzi veli¢inami y a x vztah

k
y =) = ap1(x) + -+ apx) = Y apix),
i—1

m kdecy,...,ck € Rapy,..., ¢ sU tzv. bazové funkcie, teda
funkeny vztah y = ¢(x) sa da vyjadrit ako linearna kombinacia
bazovych funkcii.

m V predodlom priklade bolo k = 2,¢; =a,¢c; = b, p1(x) = x a
v2(x) =1.

m Pre n réznych hodnét x; veliCiny x mame predpisanych n hodnét
yivelicinyy,i=1,...,n.

m Typicky je n omnoho vac3ie ako k, teda danych bodov (x;, y;) je
omnoho viac ako parametrov c;.
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Véeobecna MNS

m Videalnom pripade by existovali koeficienty cq, ..., ¢, tak, Ze pre
kazdé i € {1,...,n} by platilo y; = p(x;), teda kazdy bod (x;, y;)
by lezal na grafe funkcie y = ¢(x).

m Systém rovnic y; = o(x;), i € {1,...,n} matvar

c1p1(x1) + - - + apr(x1) = 1,

c1p1(Xn) + - - + cpr(Xn) = ya-

m Je to systém n linearnych rovnic pre k neznamych koeficientov

C1,...,Ck V praxi je beznadejné, aby mal rieSenie. Preto hladame
tie ,najlepsie” koeficienty cq, . . ., ¢y v zmysle metody najmensich
Stvorcov.
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Véeobecna MNS

m Maticovy zapis systému:

Ac=f,
<P1(X1) T <Pk(X1) a Y1
A= ¢ c=| : f=1:
Qol(xn) ce SOk(Xn) Ck Yn
<P1(X1) SOk(Xl) )41
Ac=f & ¢ : + : = :
©1(Xn) ox(Xn) Yn
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Geometricka interpretacia

m Definujeme priestor Im(A) generovany stipcami matice A:

Im(A) = {Ac| c € R¥}
:{Cl-sl(A)+-~~—|—Ck-Sk(A)|C1,...,CkER}

m Im(A) je k-rozmerna nadrovina v n-rozmernom priestore R”,
ktorej smerové vektory su stipce matice A, teda s1(A), ..., s¢(A).

m Hladame bod f* v nadrovine Im(A), ktory je nablizsie k bodu f
spomedzi vSetkych bodov nadroviny Im(A). Inymi slovami,
minimalizujeme velkost |f — f*| vektora f — f*.

m Tento bod ma tu vlastnost, ze vektor f — f* je kolmy na
nadrovinu Im(A).

m Zaroven, vzhladom k tomu, Ze f* € Im(A), existuje vektor
koeficentov c*, taky, ze Ac* = f*.
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Vypocet

m Vektor f — f* je kolmy na nadrovinu Im(A) prave vtedy, ked je
kolmy na vsetky jej smerové vektory:

s1(A) - (f—f*) =s1(A) - (f — Ac*) = 0,

sc(A)T - (f = f*) = s(A)T - (f — Ac*) = 0.

m To mO6Zeme v maticovom tvare vyjadrit nasledujucim spésobom:
AT (f —Ac*) =0,

m pricom nula na pravej strane oznacuje nulovy vektor (0,...,0)".
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Vypocet
m Rovnicu A - (f — Ac*) = 0 upravime:
AT (f —Ac*) =0,
ATf —ATAC =0,
ATAc = ATf.
m Matica A’A je invertibilna prave vtedy, ked ma A plnu hodnost.
To sa da zabezpedit rozumnou volbou bazovych funkcii. Staci aby
boli tzv. linearne nezavislé na uzloch x;. Takze hodnost matice A

a tym padom aj invertibilita matice ATA zavisi len od vlastnosti
bazovych funkcii, nie od dat (x;, f;).

¢ = (ATA) AT
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RieSenie

m Koeficienty ¢* podla ich konStrukcie minimalizuju hodnotu

2
n n

k
f—Ac = D> yvi= D gei) | =D i — )2
i=1 j=1 i=1
m Podla vlastnosti funkcie /e je tento problém ekivalenty
minimalizacii vyrazu
2
n k n
F=A? =) " vi= D gua) | =D (i — o))
i=1 j=1 i=1
m Odtial pochadza nazov metddy - hladame koeficienty c tak, aby
sme minimalizovali su¢et druhych mocnin (Stvorcov) odchyliek
aproximovanych hodnoét od skuto¢nych/predpisanych hodnot.
m Matica (ATA)~A’ sa nazyva Mooreova-Penroseova
pseudoinverzia matice A.
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Dokaz

m UkaZzeme, Ze ¢* naozaj minimalizuje vyraz |f — Ac|2.
m Nech ¢ € R¥ je lubovolné. Oznaéme rozdiel ¢ — ¢* symbolom Ac,
takZe ¢ = ¢* + Ac. Ukazeme, Ze |f — AE]Z > |f — Act|%:

If — Adl® = (f — AQ) - (f — Aq)
= (f A"+ Ac)T - (f = A(c* + A0))
= (f — Ac* — AAQ) - (f — Ac* — AAC))
= ((f — Ac*) — AAQ) - ((f — Ac*) — AAC))
= ((f = Ac))T = (ALQ)") - ((f — Ac™) — AAQ))
=(f—A) - (f —Ac*) — (f — Ac")T - AAc
— (AAC)T - (f — Ac*) + (AAC)T - AAc
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Dokaz

m Pripomerime, Zze ¢* ma tu vlastnost, ze vektor f — Ac* je kolmy na
nadrovinu Im(A). Vzhladom k tomu, Ze AAc lezi v nadrovine
Im(A) a vyrazy (f — Ac*)" - AAc a (AAC)T - (f — Ac*) su skalarne
suciny vektora f — Ac* s vektorom AAc (skalarny sucin je
symetricky), su obidva rovné nule.

If — AT = (f — AT - (f — Ac*) + (AAC)T - AAC
= |f — Ac*|* + |[AAC|?

m Opat sme vyuzili vztah medzi velkostou vektora a skalarnym
suginom: |u|? = u” - u. Kedze |AAC|? > 0, mbzeme z predoslej
nerovnosti usudit

If — AT > |f — Ac*|?.

m Ddbkaz je tym hotovy.
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Statistika

m Zo Statistického hladiska sa snazime minimalizovat odhad
rozptylu nahodnej veli¢iny Y — ¢(X).
m Rozptyl je Ciselna charakterisitka vyjadrujica mieru variability

nahodnej veli¢iny - mieru s akou sa odklana od svojej strednej
hodnoty.

m V nadom pripade otakavame, ze Y — ¢(X) ~ 0, teda Ze nahodna
veli¢ina Y — o(X) je blizka kon3tantnej nahodnej veli¢ine 0,
ktorej rozptyl je prirodzene O.
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Priklady

m Priklady na kalibra¢nu krivku spektrometra a na materialove
konstanty skla v Studijnych materialoch.
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