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Uvod

Predkliddany uéebni text slouzi jako skriptum k predmétu ,,Uvod do vyssi matematiky pro nema-
tematiky - Stru¢né a srozumitelné“. Budu rad, kdyz text pomutze komukoli, kdo chce pomérné
rychle porozumét zakladim vyssi matematiky. Pojem ,vyssi matematika“ je vagni, vétsinou se
jim mysli matematika presahujici stfedoskolské znalosti. Skriptum tyto znalosti predpoklada,
presto jsou nékteré dulezité jednotlivosti struc¢né zopakovany.

Matematika je dnes Siroce uzivana v mnoha védnich disciplindch, at uz v podobné analyzy dat
¢i v podobé matematického modelovani. Mimo klasickych oblasti jako jsou fyzika nebo chemie
je dnes matematika rozsdhle uzivina i v biologii a medicing, ale i ve spolecenskych védach
jako napf. v ekonomii ¢i sociologii. A jisté i v mnoha dalSich. Sdm se zabyvam matematickym
modelovanim v mediciné. Rada piikladi je proto volena pravé z oblasti biologie a mediciny.

Zakladni moto textu je ,struc¢né a srozumitelné“. Ucebnice vyssi matematiky byvaji psany pre-
ciznim jazykem pro matematicky vzdélané ¢tendtre, ponékud rozvlekle, doplnény fadou slozitych
a malo srozumitelnych dikazt. To fadu zajemct o vyssi matematiku po nékolika stranach zby-
tecné odradi. Vyssi matematiku lze pritom vcelku do hloubky, pfinejmensim pro potieby apli-
kovaného matematického modelovani, chapat intuitivné, i bez exaktnich formulaci a formélnich
dikazt. V nasem kurzu budeme postupovat touto méné precizni, intuitivni cestou, pritom ale
vzdy se snahou o skutecné porozumeéni. Objasnovat, ilustrovat a procvicovat budeme na mnoha
prikladech.

Nejprve popiseme nékteré zakladni pojmy matematiky jako jsou mnozina ¢i zobrazeni. Poté se
budeme vénovat vybranym oblastem matematické analyzy, zejména problematice funkci, limit,
derivaci, integralti a diferencidlnich rovnic. Déle se budeme zabyvat vybranymi tématy nume-
rické matematiky a na zavér ivodem do linearni algebry. Zejména v kapitolach o numerické
matematice zminime i implementaci numerickych algoritmi v jazyce Python. V dodatku proto
budou potrebné konstrukty tohoto jazyka stru¢né nastinény.

Ve zlutych polich budeme definovat nové pojmy.

[ V modrych polich budeme fesit priklady.

Velice dékuji kolegovi Martinu Dvouletému, studentu Lékaiské fakulty Masarykovy univerzity
v Brné a VUT v Brné, za podrobné procteni textu a cenné kritické pripominky.

Michal Sitina
Brno, 2023



1. Stavebni kameny matematiky

V této tivodni kapitole velmi stru¢né popiseme nékteré zakladni matematické pojmy a predstavy,
které se vyskytuji ve vSech specidlnich oblastech matematiky. Témto pojmim je nutné dobie
rozumeét.

Ucebnice vyssi matematiky byvaji psany precizni formou ,,Definice — Véta — Dikaz“. My budeme
postupovat méné precizné, tyto zakladni pojmy si vsak presto kratce objasnime. Definice je
prirazeni nazvu jisté presnéji vymezené entité. Definice sama o sobé neobsahuje zddnou novou
informaci, zadny poznatek. Definice byvaji ¢asto psany nepresné formou implikaci, tedy ,,Pokud
plati to a ono, oznacujeme cosi jako ABC*. Vzdy je ve skutecnosti rozuména ekvivalence, tedy
,Praveé kdyz plati to a ono, oznac¢ujeme cosi jako ABC*.

~

Redlna funkce jedné realné proménné je kazdé zobrazeni z mnoziny R do mnoziny R.

V tomto pripadé jsme entité ,zobrazeni z mnoziny R do mnoziny R* pfiradili nazev
yrealna funkce jedné realné proménné*.

Véta je tvrzeni o vlastnostech ¢i vztazich definovanych pojmi. Za kazdou vétou nasleduje D~
kaz, ktery ,krok za krokem® prevadi drive definované pojmy a jiz dokazané véty na novou,
pravé dokazovanou vétu. Musime vsak ,nékde zacit“. Proto nékteré véty akceptujeme a priori
bez dikazu jako pravdivé. Oznacujeme je jako axiomy, nebo jako implicitni definice ¢i jako
odvozovaci pravidla. Pojdme si vSse demonstrovat na prikladu Pythagorovy véty.

e ‘

Pythagorova véta

Obsah ctverce sestrojeného nad preponou libovolného pravoiihlého trojihel-
niku je roven souctu obsahi ¢tvercii nad obéma jeho odvésnami.

Takto je Pythagorova véta sice formulovana ,,prostym* jazykem, ale neni mozna na prvni
pohled ztejmé, ze jde o implikaci. Vétu miizeme presnéji reformulovat napiiklad takto:

Pokud je trojihelnik s odvésnami délek a a b a preponou délky c pravoihly,
pak plati a® + b* = 2.

I kdybychom nyni platnost této véty dokézali, stdle ndm zbyva moznost, ze existuji troj-
tihelniky, pro které sice plati a? + b? = ¢?, ale nejsou pravoiihlé. To vSak odporuje nasim
»znalostem a zkusenostem* s pravouhlymi trojihelniky.

V ,plné verzi“ je totiz Pythagorova véta skutecné formulovana jako ekvivalence.

Praveé kdyz je trojihelnik s odvésnami délek a a b a preponou délky c pravo-
ihly, plati a® + b* = 2.

Obsahuje tak v sobé vlastné dvé véty:




1.1. MnozZina

1. Pokud je trojiihelnik s odvésnami délek a a b a preponou délky c¢ pravo-
iihly, pak plati a® + b* = 2.

2. Pokud pro trojiihelnik s odvésnami délek a a b a preponou délky c plati
a’ +b% = 2, pak je dany trojiihelnik pravotihly.

Abychom dokéazali Pythagorovu vétu, musime dokazat obé véty 1 a 2. Dikazt prvni ¢asti
véty ,zleva doprava“ je napt. na Wikipedii uvedena fada. Ukazme si proto dikaz druhé
¢asti ,,zprava doleva“.

Meéjme tedy néjaky trojihelnik T s odvésnami délek a a b a preponou délky ¢, pro néjz
plati a® + b? = ¢%. Zkonstruujme nyni pomocny pravothly trojiihelnik, ktery mé odvésny
délek a a b. Pak je podle 1. ¢asti Pythagorovy véty (kterou jiz berme jako dokdzanou)
délka jeho prepony ¢ = Va2 + b2. Oba trojihelniky, T i pomocny pravouhly, tedy maji
stejné dlouhé vsechny tri strany a jsou tedy shodné. Maji proto shodné i vSechny tuhly.
Proto je dokazovany trojihelnik T téz pravouhly.

Diukaz je zjevny, presto vsak ,nékde zacal“, néco predpokladal. Pfedem jsme definovali, co
znamena pravouhly trojihelnik. Pouzili jsme prvni ¢ast Pythagorovy véty, kterd musela
byt predem dokazana. Dale jsme pouzili tvrzeni, ze dva trojuhelniky se vSemi stejnymi
stranami jsou shodné. To lze vnimat i jako definici shodnosti. Pak bychom ovsem po-
tfebovali vétu, Zze dva shodné trojuhelniky maji stejné vsechny tii thly. Konecné jsme
predpokladali, ze délka strany nemtze byt zaporna, coz lze brat jako axiom.

1.1. Mnozina

MnozZinou rozumime souhrn jakychkoli (myslenych ¢i redlnych) vzdjemné odliSitelnych
objektu seskupenych do jednoho celku. Jednotlivé objekty oznacujeme jako prvky mno-
ziny.

Pfedstavu mnozin prvné zformuloval némecky matematik Georg Cantoxﬂ Zalozil oblast mate-
matiky dnes oznacovanou jako Teorie mnozin. V origindle definuje Cantor mnozinu takto:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlun-
terschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche die
Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Pivodni Cantorovu verzi oznacujeme jako Naivni teorii mnozin. Jeji nedostatky byly odhaleny
pocatkem 20. stoleti a byla zprecizovana v tzv. Axiomatické teorii mnozin, spojené se jmény
Zermelo a Fraenkel. Teorie mnozin je hlubokym zdkladem matematiky. Tvrdi se, Ze vSe v mate-
matice lze prevést na operace s mnozinami.

1.2. Relace, zobrazeni, funkce

Casto nas zajima vztah dvou mnozin A a B, tedy souvislost mezi jednotlivymi prvky. Takova,
souvislost se velmi obecné oznacuje jako relace. Vztah mnozin popiseme tak, ze kazdému prvku

LGeorg Cantor, 1845-1918, némecky matematik, zalozil Teorii mnozin




1. Stavebni kameny matematiky

jedné mnoziny priradime nékteré prvky druhé mnoziny. Pripadné nemusi byt nékterému prvku
prirazen zadny prvek.

vvvvvv

jeden prvek mnoziny B, se oznacuje jako zobrazeni nebo jako funkce. Funkce a zobra-
zeni jsou obvykle vniméany jako synonyma. Pokud prvky mnoziny A oznac¢ime x a mnoziny
B y, pak zapis

f:A— Bjx —y= f(z)

znamend zobrazeni f z mnoziny A do mnoziny B, které kazdému x € A prirazuje pravé
jedno y € B.

Mnozinou A mohou byt napf. vSichni obc¢ané Ceské republiky, mnozinou B realna cisla
(B = R). Zobrazeni ,méfeni vysky“ zapiseme jako

méfeni vysky : obéané CR — R;obcan — vyska.

Jak zahy uvidime, dulezité jsou vlastnosti zobrazeni (obr. ). Prosté neboli injektivni zobrazeni
pritazuje kazdému z € A odlisné y € B. ,,Zobrazeni na“ neboli surjektivni zobrazeni vycerpava
vsechny y € B, tedy pro kazdé y € B existuje prvek z € A, ktery je na toto y zobrazovan.
Vzadjemné jednoznacné neboli bijektivni zobrazeni je soucasné injektivni i surjektivni. Je tedy
kazdému x € A pfifazeno odlisné y € B, pficemz zadné y € B ,nezbyde volné“. Mnoziny A tak
miuzeme B sparovat.

Pokud je zobrazeni f : A — B;x — y = f(z) bijektivni, pak samozfejmé vzdy vime, kterému
y € B odpovida které 2 € A, a miizeme definovat inverzni zobrazeni f~': B — A;y — x =
f~H(y), pro néz plati f~1(f(x)) = .

A—L-+B A—L B A—L-+m A =+ B
s
S e S e
Ca s o &1
o L e ol
@ .| o
° e 2
o o.f ¢ &
e | | | T -0
o.| e..| e ol
""" e e B )
(a) obecné (b) injektivni (c) surjektivni (d) bijektivni

Obréazek 1.1.: Typy zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B.

V centralnim dogmatu molekularni biologie DNA — RNA — proteiny by matematik vidél
zobrazeni.
Definujme mnozinu E = {A, T, C, G} jako 4 badze DNA a mnozinu F = {A, U, C, G} jako




1.3. Komplexni cisla

4 baze RNA. Zobrazeni f : E — F definované predpisem

A—TU

) T—=A
I C—G
G—C

oznacuji biologové jako transkripci. Zobrazeni je prosté, a dokonce vzajemné jednoznacné.
Proto je mozné i inverzni zobrazeni, znadmé jako reverzni transkripce.

Translace je zobrazeni z mnoziny vsech 64 usporadanych trojic bazi A,U,C,G do mnoziny
20 aminokyselin. Vlastni pritazeni aminokyseliny trojici urcuje geneticky kéd.

translace : mnozina vsech usporadanych trojic A, U, C, G — 20 aminokyselin

Zobrazeni neni prosté, protoze zobrazuje z vétsi mnoziny do mensi mnoziny. Biologové
tuto vlastnost oznacuji jako degeneraci genetického kdédu. Protoze zobrazeni neni prosté,
neni ani vzajemné jednoznacné a neexistuje reverzni translace.

1.3. Komplexni cisla

Zname nékolik nekoneénych mnozin cisel, napt. prirozena ¢isla N, celd cisla Z, raciondlni ¢isla
Q nebo realna cisla R. Nad témito mnozinami jsou definované jisté operace, t.j. co muzeme s
C¢isly délat. Prirozena ¢isla mizeme scitat a nasobit, pricemz vysledek je opét prirozené Cislo, ale
nemuzeme napr. odecist vétsi ¢islo od mensiho. To mlizeme provadét s celymi cisly, ta ale napft.
nemuzeme libovolné délit. K tomu uz potfebujeme jesté vétsi mnozinu Cisel, totiz raciondlni
¢isla, ktera jsou vyjadritelnd zlomkem. Raciondlni ¢isla jsou prvni nekone¢nou mnozinou ¢isel, s
nimiz muzeme provadét vsechny bézné operace s Cisly a vysledek je vzdy raciondlni ¢islo. Jak uz
ale zjistili v antickém Recku, nékterd ¢isla, napf. v/2, mezi racionalni nepatii. Pokud racionélni
¢isla obohatime o tato tzv. iracionalni ¢isla, dostaneme redlna ¢isla. Na okraj poznamenejme, ze
iracionélnich cisel je mnohem vice nez ¢isel racionélnich.

Kromé redlnych ¢isel ale existuje jesté jedna (a uz zddné dalsi!) nekoneénd mnozina ponékud
zvlastnich ¢isel, oznacovanych jako komplexni ¢isla, s nimiz lze pocitat jako s ,norméalnimi“
¢isly. Neexistuje zadné realné cislo, které umocnéno na druhou da —1.

Definujme proto néjaké nové cislo i, které neni redlné, rikejme mu imaginarni, pro néjz
bude platit 2 = —1. Vezméme dvé redlnd éisla a,b € R a definujme nové é&islo z jako
z=a-+ bi.
Mnozinu vsech takovych ¢isel oznac¢me jako komplexni ¢isla C.
Pokud budeme s komplexnimi ¢isly ,normalné“ pocitat, zjistime, Ze vSe bez problémi funguje.
Dvé komplexni ¢isla vyndsobime napt. takto
(3+2i).(4—3i) =12 -9+ 8 —6i* =12 —i —6.(—1) = 18 — .

Komplexni ¢islo obsahuje dvé ,,proménné“ a a b, da se proto zobrazit jako bod v plosném grafu,
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v tzv. Gaussovéﬂ roviné (obr. [1.2), kdy redlnou é4st a vynisime na osu x a imaginarn{ édst b na
osu y. Velikost neboli absolutni hodnota komplexniho ¢isla ||z|| je vzdalenost bodu od poéatku,

2|l = Va2 + b2
Spojnice bodu a pocatku svird s osou x thel ¢, oznacovany jako faze komplexniho ¢isla. Plati
proto a = ||z||.cos a b = ||z||.sin ¢. Komplexni ¢islo tedy muzeme vyjadrit pomoci goniomet-
rickych funkci jako

plati

z=a+bi = |z] cosp+i|z||sinp = ||z (cos p + isinp).
Absolutni hodnota ||z|| byva téZ oznacovana jako amplituda komplexniho ¢isla A.

Leonhard Eulexﬂ zjistil mimoradnou souvislost mezi komplexni exponencialni funkci, kdy ex-
ponentem je imaginarni ¢islo, a goniometrickym vyjadfenim komplexniho ¢isla. Eulertv vztah,
nékdy popisovany jako nejkrasnéjsi vztah matematiky, zni

cos @ +isinp = e'?.

Ponévadz je, jak uvidime pozdéji, derivovani exponencidlnich funkci velmi snadné, usnadni za-

vvvvv

~

Odvodme pomoci Eulerova vyjadieni znamy vztah cos(a + b) = cos a cosb — sin asin b.

Vsimneme si, Ze cos(a+b) je vlastné redlnd cast komplexniho ¢éisla cos(a+b) +
isin (a + b). Redlnou ¢ast oznacme Re. Pak uz je vse snadné.

cos (a +b) = Re (cos (a +b) + isin (a + b)) = Re (/"))

(eia.eib) = Re [(cosa + isina).(cosb+ isinb)]

Re
Re {cosacosb—i—z’cosasinb—i—isinacosb—i—z’zsinasinb]

= cosacosb — sinasin b

1.4. Umeéni zanedbat nepodstatné

Uméni rozpoznat a zanedbat nepodstatné je cennd dovednost v zZivoté i v matematice. V mate-
matice vhodné zanedbéni vede ke zjednoduseni vyrazu bez podstatného nartstu chyby vysledku.
Zanedbat muzeme v souctu, je-li jeden ze s¢itancti podstatné mensi. V soucinu pochopitelné za-
nedbévat nelze. Pokud je tedy d < x, plati

r+d=zx.
Zanedbat muzeme zejména mocniny malych hodnot. Pokud je totiz d =~ 0, pak
d>d*>d>....

Tlustrujme si zanedbavani na nasledujicim piikladu.

2Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, némecky matematik a fyzik
3Leonhard Euler, 1707-1783, $vycarsky matematik a fyzik

10



1.4. Uméni zanedbat nepodstatné
Im(z)

7,1-5-22'
a=1

1!

Obréazek 1.2.: Komplexni ¢islo v Gaussové roviné

Chceme urcit hodnotu vyrazu

x

VT @ra?
Necht je d < x, napt. x =1 a d = 0,01. Pak y =

m = 0,980296. Pokud bychom
zanedbali pfimo d, bude vysledek y = 1, vznikne tedy chyba asi 2 %. Upravou vztahu a
zanedbanim druhé mocniny d? dostaneme

x

Y=

X
c+d)? a2 +2dr+d2

x
Po dosazeni zjistime, ze y ~

1
22+ 2  x+2d

= 0,980392. Chyba je zhruba 0,1 %o, ale vyraz je
podstatné jednodussi. Pokud nés snad jesté obtézuje soucet ve jmenovateli, pak vyraz
rozsifime a znovu zanedbame druhé mocniny.

_ 1
1+0,02

1 1
Y

- _ z—2d z-2d _z-2d
To+2d w+2dz—2d 22— Ad
Po dosazeni mdme nyni y ~

N —j
1-0,02
1
chyba stale pod 1 %o.

= 0,98. Uz nepotirebujeme ani kalkulacku, a presto je

11



2. Uvod do matematické analyzy

2.1. Funkce

Jak uz jsme uvedli, jsou pojmy zobrazeni a funkce vétsinou chapany jako synonyma.

V uz$im smyslu rozumime pod readlnou funkci jedné readlné promeénné zobrazeni
fTRoR:z—y=f(x).

Neékteré funkce jsou definované na podmnoziné R, napt. logaritmicka funkce na kladnych realnych
¢islech RT. z a y se oznacuji jako argument a hodnota (i obraz) funkce. Argument pochdzi z
defini¢niho oboru funkce D, x € D, obraz z oboru hodnot H, y € H. Pro uvedenou funkci f tedy
plati D(f) = Hf() =R.

2.1.1. Inverzni funkce

Funkce f pritazuje jistému x hodnotu y, y = f (). Mohla by nés vSak zajimat i opac¢né otézka,
totiz kterému z byla prifazena hodnota y (obr. [2.1)).

Hledame tedy vlastné funkci, ktera déla opak nez funkce f. Oznacujeme ji jako inverzni
a znacime 1. Plati

y=f(2)er=f"().

Ne vzdy lze inverzni funkci vytvorit. Pokud existuje vice hodnot x, jimz funkce f pritazuje stejné
y, pak nemuzeme urcit, které x by méla inverzni funkce tomuto y priradit. Jak uz jsme uvedli
v kapitole 1.2, pro invertabilitu musi byt funkce f prostd a musi pokryvat cely obor hodnot, z
a y tedy musi byt vzdjemné jednoznacné. Napt. funkce y = 22 neni prostd v celém definiénim
oboru D = R. Pokud ji v8ak omezime na R™, prostd jiz je a ji odpovidajici inverzni funkce je

@) = vy

Poznamenejme, Ze je lhostejné, jakymi pismeny oznac¢ime argument a obraz, urcujici pro funkci
VY e /- Protoze je zvykem pouzivat z pro argument a y pro obraz, piSeme obvykle y =
[~ (x) = /x, anikoli z = f~! (y) = VY- Pokud takto zakreslime f i f~! do spole¢ného grafu,
jsou oba grafy symetrické podle osy prvniho a tfetitho kvadrantu (y = ), ponévadz jsme tak
zameénili x a y.

Nakresleme do spoleéného grafu funkei sin z v intervalu [—m/2, 7/2] a funkei k ni inverzni,
arcussinus (arcsin x).

12



2.1. Funkce

N

0.5 1

Obréazek 2.1.: Idea inverzni funkce

2 'y
w/ .
14 ‘ -
arcsimax J -
’ sin
0.5
x
—r/2 -1 05 0.5 1 /2
0.5 |
a4t
—n/2 1
Vidime, ze obé funkce jsou skutecné symetrické podle osy prvniho a tretiho kvadrantu.

2.1.2. Transformace funkci

Drobnou tpravou funkce mizeme dosdhnout tpravy jejiho ,tvaru“, napr. posunout na osich x
a y nebo roztdhnout ¢i zuzit. Mé&jme funkci y = f (z). Novou, transformovanou funkci oznac¢me

jako g (x).
1. Posunuti na ose y o konstantu ¢ nahoru dosdhneme pfi¢tenim ¢, g (z) = f (z) + ¢

2. Posunuti na ose x o konstantu ¢ doleva dosdhneme pri¢tenim ¢ v argumentu funkce,

g(x)=f(z+c)
3. Zvétseni na ose y k-krit dosdhneme vynésobenim funkce konstantou k, g (z) = kf (z)

4. Zkraceni na ose x k-krat dosdhneme vynasobenim argumentu funkce konstantou k,

g(x) = f(kx)

13



2. Uvod do matematické analyzy

Kombinaci vSech tprav ziskame funkci
g(x)=af (bx+c)+d,

kterd je oproti puvodni funkci f posunuta o d nahoru, a-krat roztazena na ose y, b-krat uzsi na
ose X a posunuta na ose x o ¢/b doleva.

7~

Z funkce f(x) = e vytvorme funkci g(z), kterd je oproti f(z) posunuta o 1 nahoru, o 1
doleva, dvakrat uzsi na ose x a trikrat ,roztazena“ na ose y.

Resenim je funkce

g(z) = 32 41 = 320+2 1 1,

2.2. Prehled zakladnich funkci

Zname fadu tzv. elementdrni funkei, z nichZ jsou ,sestaveny“ ostatni funkce. Funkce 22 + sin x
je napiiklad ,sestavena“ z funkci z2 a sinz. Existuji vak i funkce, které nelze takovou kombi-
naci vyjadrit. Napf. primitivni funkce (neurcity integrél) ke Gaussové ,zvonové“ funkci, kterou
zname ze statistiky, neni vyjadritelna pomoci elementarnich funkci, ackoli existuje. Jiné funkce,
napr. exponencialni nebo goniometrické, mohou byt formalné definovany pomoci nekonec¢né rady
mocninnych funkci, jak zminime pozdéji. Déle je uveden kratky prehled vybranych elementarnich
funkei, s nimiz se bézné setkavame.

2.2.1. Polynomické funkce

Piiklady polynomickych funkci 1.-3. fadu ukazuje obr. Nejjednodussi polynomickou funkei
je konstantni funkce y = c. Dalsi v radé je linearni funkce y = ax + b. Protind osu y v
hodnoté b, kdy plati f(0) = a.04+b = b, a osu x v bodé —b/a, kdy plati 0 = ax 4+ b. a oznac¢ujeme
jako smérnici primky, plati ¢ = tan ¢, znaci rychlost rustu primky. Linearni funkce je prvniho
radu, t.j. nejvyssi exponent u = je 1, a funkce protind osu x v pravé 1 bodé.

Kvadraticka funkce y = ax? + bx + ¢ je druhého fadu a protind osu x nejvyse ve 2 bodech,

14



2.2. Prehled zakladnich funkci

-4 0,423 — 22 — 3z + 4

Obrézek 2.2.: Polynomické funkce 1.-3. fadu

tzv. korenech kvadratické rovnice

ax® +br +c=0.
Jsou jimi
_ —b= Vb2 — 4ac
- 2a '

V oboru komplexnich ¢isel ma kvadratickd rovnice vzdy 2 feSeni. Krivka kvadratické funkce se
oznacuje jako parabola.

1,2

1. Uréeme priseciky funkce y = —222 + 22 + 24 s osou x.

Pro priseciky musi platit
y:—2x2+2x+24:—2(x2—x—12) = —2(z—4)(z+3)=0.

Funkce proto protina osu x v bodech 1 =4 a z9 = —3
2. V kterych bodech se protinaji funkce f(z) = 2> —x —2 a g(x) = 3z + 57

Musi platit

22 —r—-2=3x+5—> 2> —4x—T7=0.

Funkce se proto protinaji ve 2 bodech

1 VEP AT,
2

T12 =

3. Resme rovnici f(x) = 22 + 2z + 2 = 0 v obou komplexnich é&isel.

15



2. Uvod do matematické analyzy

Resenim jsou 2 komplexné sdruzené koreny

—2++/4-8 —2++-4 -2+v4i2 242
2 - 2 - 2 2

T1,2 =

Kubicka funkce y = az® + ba? + cx + d je tietiho fadu a protind osu x nejvyse ve 3 bodech,
kotenech kubické rovnice
ar® +bx? +cx+d=0.

S rostoucim radem funkce je ,stale obtiznéjsi vymyslet ndzvy koeficienti“ a je snazsi pouzivat
indexy. Muzeme tedy napsat
2
Yy = a3x3 + agx” + a1 + agp.

Polynom n-tého stupné je
Y= anzZ” + an_12" L+ ... + agz® + a1z + ao.

Pokud pouzijeme symbol souctu >, mizeme stejny polynom elegantné zapsat jako

Indexy u symbolu >  znamenaji, Ze za ¢ postupné dosazujeme hodnoty od 0 do n. Jed-
notlivé dvojice a;x* pak secteme.

Polynom n-tého stupné mé n korenu v oboru komplexnich ¢isel. Pokud méme v roviné n+1
bodi, lze najit polynom n-tého stupné, ktery bude vSemi body presné prochazet.

Poznamenejme, Ze pro sou¢in mé obdobny vyznam symbol []. Napft.

i=123...(n—1)n=nl!

n
=1

)

2.2.2. Exponencialni a logaritmické funkce

Radu biologicky vyznamnych procest, jako napi. eliminaci léku ledvinami & rozpad radio-
farmaka, 1ze popsat exponencialni funkci y = a®. Jako a se ¢asto pouziva Eulerovo éisloE]
e = 2,718, tedy y = e*. Exponencidlni funkce, viz obr. roste extrémné rychle. Inverzni k
exponencialni funkei je logaritmicka funkce y = log, =, viz obr. a se oznacuje jako zaklad
logaritmu. Plati

y=a" <z =1log,y.

Pokud a = e, oznacujeme logaritmus jako prirozeny a znac¢ime In, tedy y = Inx. Dekadicky
logaritmus mé zdklad a = 10 a znadi se log. Biologtim je logaritmus dobfe zndmy z definice pH;
pH = —log [HT].

!Leonhard Euler, 1707-1783, $vycarsky matematik a fyzik
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2.2. Prehled zakladnich funkci

_q4

Obrazek 2.3.: Exponencialni a logaritmicka funkce

Téz dobie znamé jsou vztahy pro logaritmus soucinu a podilu

Inzy=Inz+Iny

In < =Ilnx —Iny
Yy

Inz

Pro zabavu odvodime vztah pro soucet. Protoze e™* = x, plati

elnz+lny — elnm‘elny =y = elnxy‘
Protoze je e prosta funkce, plyne z rovnosti exponentti dokazovany vztah.

V nésledujicim prikladu si ukazeme jednak praci s logaritmy, jednak dilezitost vhodného zane-
dbani.

Jaké je pH roztoku kyseliny octové CH3COOH o koncentraci ¢ = 0.0001 mol/1 a disocia¢ni
konstanté K, = 1,75.1075?

V roztoku kysliny octové soubézné probihé castecna disociace kyseliny a c¢astecna disociace
vody podle nasledujicich rovnic:

K
CHsCOOH =2 CH5C00™ + Ht
H,O =¥ Ht + OH™

Pojdme dale pro strucnost zapisu oznacovat CH3COO™ jako A~ a CH3COOH jako HA.

. , Ka |\ _ o
Rovnice tedy zni HA = A~ + H™.
Veskeré H+ vznikaji prvni nebo druhou reakci. Z prvni reakce ve stejném mnozstvi vznika

17



Uvod do matematické analyzy

A~, z druhé OH~. Musi proto platit
[HY] = [A7] + [OH].

Tato podminka je ekvivalentni pozadavku elektroneutrality. Ze zakona zachovani dale
plyne podminka ¢ = [HA] + [A7].
Disocia¢ni konstanta, jak zndmo, je rovnovazna konstanta, ktera charakterizuje disociaci

kyseliny takto:
_ HT[AT]

© [HA]

Pokud pouzijeme pravidla pro logaritmovani a vynasobime celou rovnici —1, dostaneme

—log K, = —log [H'] — log [[3;]]

Podle definice je pfitom pH = —log [H"] a pK, = — log K,. Ziskali jsme tedy rovnici

[A7]
[HAT'

pH = pK, + log

coz je v biologii a mediciné dobfe znama Henderson-Hasselbalchova rovnice. Ta ndm ovsem
pro nasi ilohu bohuzel neni nic platna.

Obdobné iontovy soucin vody K, = 10~ charakterizuje disociaci vody rovnici K,, =
[H*].[OH"].

Dostavame tak soustavu 4 rovnic, které vsechny musi platit zaroven:

[A7]
_ HT[AT]
Ko = [HA]
K, =[H"].JOH]

Pokud dosadime za proménné z jedné rovnice do druhé, dostaneme pro [H] obtizné fesi-
telnou kubickou rovnici. Pomuze nam ale vhodné zanedbani. Uvédomme si, ze voda diso-
ciuje mnohem méné nez kyselina octovd, protoze K, < K,. Proto je také [OH™| < [A7]

a témér plati [H'] = [A7]. Tim se ndm rovnice zjednodusi na
[HT] = [A7]
[H*].[A7]
K, =
© e [AT]
Pak uz mame T2
H
Ko = —0,
c— [Ht]

odkud pro [H*] plati
1
[Ht] = 3 (—Ka +4/ K2+ 4Kac> .

Hodnota [H*] tedy vychézi 3,4.107° mol/1 a pH = 4,77.

Kdybychom sli se zanedbanim jesté dale a mysleli si, ze disociuje pouze velmi malé ¢ast
kyseliny, mohli bychom psat ¢ — [A~] = c. Pak je rovnice viibec jednoduché: [H*]? = K,c
a [HT] = /Kyc. pH pak vychdzi 4,38. To uZ je chyba pomérné znaénd. Predpoklad o
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2.3. Limita funkce

f(x) =sinx

185 —f28 —a\1 1A7 3. 71 hs  7.85

114

Obrazek 2.4.: Goniometrické funkce

velmi nizké disociaci totiz nebyl opodstatnény. Ale jako tzv. ,kvalifikovany odhad* to
neni Spatné.

2.2.3. Goniometrické funkce

Pro popis periodickych déju se pouzivaji goniometrické funkce sinus a cosinus (obr. , které
se liSi pouze posunutim o 7/2 na ose x. Obé funkce jsou periodické s periodou 27. P¥ipomenme
si krdsny jiz zminény Eulertv vztah mezi komplexnimi ¢isly, goniometrickymi funkcemi a expo-
nencialni funkei

cos @ + isin g = ',

2.3. Limita funkce

Limita funkce je prvni téma tradi¢né fazené do vyssi matematiky.

Intuitivné zformulovano predstavuje limita funkce v bodé zy hodnotu, jakou by funkce
v bodé xy nabyla, kdyby se v tomto bodé chovala stejné, jako se chova v jeho blizkém
okoli. Limitu funkce f ,,pro x jdouci k zo“ znacime

153, /(@)

Limita tedy nemluvi o skutecném chovani funkce v bodé, nybrz o hypotetickém chovani,
které plyne z chovani funkce v blizkém okoli.

Z grafu na obr. je zfejmych nékolik moznosti ,,vztahu“ limity v bodé k prubc¢hu funkce:

(a) Funkce je v bodé xy definovand a je spojita. Zprava i zleva se funkce blizi k hodnoté f(z
Limita funkce v tomto bodé je tedy stejnd jako hodnota funkce sama, limg_ ., f(2)

f (o).

0)




2. Uvod do matematické analyzy

(b) Funkce neni v bodé zy definovand, ale miii zleva i zprava ke stejné hodnoté. Pak mé v
bodé limitu, ackoli zde neni definovana. To pro limitu neni problém, ponévadz odvozuje
hodnotu v bodé na zakladé chovani v jeho okoli.

Prikladem je funkce % v bodé nula. Tam funkce pochopitelné neni definovand, ale presto

zde ma limitu. Jak pozdéji uvidime,

sin x

lim =1

z—0 X

(c) Funkce je v bodé z( definovand, mé ale jinou hodnotu, nez predpovidd jeji chovani v okoli.
Proto ma limita jinou hodnotu, nez je hodnota funkce, limy_,,, f(z) # f(z0)

(d) Funkce je v bodé z( definovand, ale chovani funkce zprava a zleva se 1isi (lisi se limita
zprava a limita zleva). Proto nelze limitu definovat.

4 1Y 4 1Y
2 | | 2 | |
i z i z
X0 Zo
(a) limg—z, f(x) = f(z0) (b) limy_,,, f(z) existuje
L 1Y y
4 1
¢
2| | ;
| 2 { |
i r i z
Zo Zo
(¢) imy_yqy f(z) # f(20) (d) limg_4, f(z) nenidefinovana

Obréazek 2.5.: Rizné pripady limity funkce v bodé zg
Ve vétsiné pripadi je urceni limity snadné, stac¢i pouze dosadit xg za x, napf.

lim 23+ 222 +4=0%+20%+4=4.
x—0
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2.4. Derivace funkce

Jindy vsak prosté dosazeni vede k neurcitému v % nebo 2. Napf.

o2 —2r+1 0
hm27:f:?
z—1 x4 —1 0

Pak je tieba vyraz nejprve vhodné upravit.

Urceme nasledujici limitu.

. x2—-2x+1 (x —1)2 . z—1 0
im —— =lim—————=1lim——=-—=0
z—1 2 —1 z—1 (x—i—l)(flf—l) z—=1lx+1 2

2.4. Derivace funkce

Limita funkce by byla akademickou zélezitosti, kdyby nebylo jedné zasadni aplikace, totiz deri-
vace funkce. Derivace funkce je specidlnim pfipadem limity. Uréuje rychlost ristu funkce. Nejprve
si ukdzeme, co derivace je, poté jak ji spocitame, a nakonec k ¢emu je uzitec¢na.

2.4.1. Intuitivni predstava derivace

Chceme posoudit, jak rychle naristd funkce f(x) v bodé zg, viz obr. Reseni je v principu
zfejmé: prilozime k funkci v bodé [zg, f(zo)] tetnu (Cervend primka na obrazku) a urc¢ime hel
a, ktery svird s osou z, pripadné jeji smérnici tan .. Jak ale tuto teénu a jeji smérnici urcit?
Muzeme najit priblizné reseni. Z obrazku je vidét, Ze smérnice tan o modré usecky, spojujici
body [zo, f(z0)] a [z + Az, f(xo + Az)], je jen o trochu vyssi nez sklon teény. Plati tedy

Ay f(zo+ Az) — f(z0)

/
tana ~ tana = — =

Ax Az

Daéle je jasné, Ze se modra a cervend primka budou postupné priblizovat, jak klesa Az, az v
limitnim pfechodu pro lim,_,,, splynou.
A ro+ Az) — f(x

Y _ im f(zo + Ax) — f(x0)

tana = lim — =
Az—0 Ax Az—0 Az

2.4.2. Exaktni definice derivace
V definici derivace se ¢asto misto symbolu Ax pouziva h.

: v s df (=)
Derivace funkce v bodé x se zna¢i f’(z) nebo =3

novand jako

. Derivace funkce f v bodé x je defi-

df@) _ . fe+h) = f@)

dx h—0 h

flz) =

Symboly = i := znamenaji defini¢ni rovnost, tedy vlastné pojmenovani néceho nécim. Nejde o
rovnici, kterou bychom méli resit.
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2. Uvod do matematické analyzy

1 2 3

Obrazek 2.6.: Derivace funkce f(z) v bodé xo = 2

Derivace je pravé tim piipadem limity, kdy prosté dosazeni vede k neurcitému vyrazu typu %.

Je proto nejprve potfeba pouzit néjakou tpravu éi ,trik“. Pro derivaci funkce 22 nap59klad
vychézi

dix2 — lim (z+h)?—2* (z+0)?—2% 0_,
dz  h-0 h B h 0
Po predchozi ipravé vsak dostaneme
da? h)? — 2 4 2hx + h? — 22 2hx 4 h?
K WS ) S O . A S L L TG YA R
dz h—0 h h—0 h h—0 h—0
Symbol d, ktery se pouziva ve znaceni derivace d)(;(wz) , vznikl jako vyjadieni velmi malého A, dx =

lima ;0 Az. Derivace je tak podil dvou velmi malych rozdili. d se ¢asto oznacuje jako diferencial,
ackoli tento pojem ma v matematice presnéjsi vyznam. Nékdy lze s témito diferencidly ,norméalné
pocitat®, jak uvidime u derivace inverzni funkce.

Vsimnéme si, ze kdyz funkci zderivujeme v kazdém bodé, dostaneme v kazdém bodé néjakou
hodnotu, ¢imz je vlastné definovina nova funkce. Derivace tedy prirazuje jedné funkci jinou
funkci, jde o zobrazeni. Zatimco je funkce zobrazeni z mnoziny ¢isel do mnoziny ¢isel, je derivace
zobrazeni z mnoziny funkci do mnoziny funkci. To pro nés vSak neni iplna novinka, vzdyt napft.
nasobeni funkce konstantou nebo umocnéni funkce na druhou je téz zobrazeni z mnoziny funkci
do mnoziny funkci.
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2.4. Derivace funkce

2.4.3. Derivace elementarnich funkci

Lze odvodit nasledujici vztahy pro derivace elementarnich funkci. k je libovolna konstanta.

K=0
[k.f(2)] = k.f'(x)
(™) = n.a™"
(sinz) = cosx
(cosz) = —sinx
)

Zde vidime unikatnost Eulerova cisla e jako zdkladu exponencialni funkce. Derivace exponenci-
alni funkce se zakladem e ma totiz v kazdém bodé stejnou hodnotu jako funkce sama.

Uréeme derivaci funkce 5z°.

2.4.4. Derivace souctu, rozdilu, soucinu a podilu

Pro derivaci souctu, rozdilu, souéinu a podilu plati

[f(@)+g(@)]) = f(2) + ¢ (z)
[f(z) — g(2)] = f'(z) — d'(x)
[f(2).9(2)] = f(2).9(z) + f(z).9'(z)

Derivace souc¢tu
. 92 2 \/ . .
(sm T + cos a:) = 2sinz.cosz + 2cosz.(—sinz) =0

Vysledek nas samoziejmé neprekvapil. Vsak vime, Ze derivace konstanty je nula a ze

2

sinx + cos®x = 1.

Derivace souc¢inu
Podobné si ovérime pravidlo pro derivaci mocninné funkce, nebot

/

(335.m4>, =5zt et + 2% 42® = 528 + 428 = 92° = ($9) .

/ .
< e ) efsinx — e*cosx
= 2

Derivace podilu

sin“ x

23



2. Uvod do matematické analyzy

Vidime, zZe derivace souc¢tu (¢i rozdilu) je soucet derivaci a derivace ndsobeni konstantou je
nésobeni derivace konstantou. Kombinace téchto dvou vlastnosti se v matematice vyskytuje
casto, je vysadni vlastnosti a je oznaCovana jako linearita. Derivace je tedy linearni zobrazeni.
Linearita je pfijemnéa vlastnost, protoze zjednodusuje vypocty. Naproti tomu napt. ,umocnéni
funkce na druhou® nenf linedrni zobrazeni, protoze (x + y)? # 22 + y>.

2.4.5. Derivace slozenych funkci

Slozenou funkci f(g(x)) se rozumi kombinace dvou (nebo vice) funkei f(z) a g(z), kdy
jedna z nich je ,uvniti“ druhé. Vysledek vnitini funkce je argumentem vnéjsi funkce. Ve
vyrazu f(g(x)) je f vnéjsi a g vnitini funkce.

Napt. funkce sinz? je slozend, vnitini funkce je 22, vnéjsi funkce je sin. Argumentem vnéjsi

funkce je cely vyraz z2.

Slozenou funkci zderivujeme takto:

df(g(z))

/

(flg(@) = === = ['(9(x))-9'(2)

Slovy formulovano: ,Derivace slozené funkce je derivace vnéjsi funkce krat derivace vnitini
funkce“. Vnéjsi funkci pritom derivujeme podle vnitini funkce a vnitini funkci podle proménné.

Pravidlo je nutno uplatnit opakované, pokud je vnoreno vice trovni funkci.

Zni to velmi komplikované. Pokud se vSak na derivaci divame jako na podil dvou diferenci-

all, s nimiz, jak jsme jiz zminili, mizeme ,norméalné pocitat“, pak komplikovanost rychle zmizi.

Zkusme vynasobit derivaci ,,specialni® jednickou, 1 = %’ a diferencidly ve jmenovatelich presku-

pit. Vysledek vnitini funkce oznacme jako y, tedy y = g(z).

af _df | _df dy _df dy

de  daz”  dx'dy dy dx

To uz je jasné. % je derivace vnéjsi funkce podle vnitini funkce, % je derivace vnitini funkce

podle proménné.

7

Derivace slozené funkce
. . a2 — . - Cap o ..
Zderivujme funkci e® ~2%. Vngjsi funkce je ,e na néco®, jeji vnitini funkei je 22 — 2z.

(exszx)’ —_ ea:2f2x_(2x . 2)

Nyni budeme derivovat funkci sin® z2. Tato funkce je slozena ze 3 funkei. Vnéjsi funkci

je ,néco na tieti“, jeji vnitini funkef je sin, ktery ma dale svou vlastni vnitini funkei 22.
Opakované aplikuje pravidlo ,derivace vnéjsi funkce krat derivace vnitini funkce*.

/ / /
(sin3 x2> = 3sin? 22 (sin xz) — 3sin? 22. cos 22 <x2) = 3sin? 22 cos 2%.2x
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2.4. Derivace funkce

2.4.6. Derivace inverznich funkci

Derivace funkce f~!(x) inverzni k funkci f(x) je rovna prevracené hodnoté derivace funkce f(z)

v bodé f~1(x).
/ 1

(@) = 7wy

To zni opét velmi komplikované. Trik s podilem dvou diferenciali vse opét ozrejmi. Pokud
y = f~1(z), pak = = f(y) a plati

dy 1
==
dx T;

% je derivace funkce f~1, kterou zde povazujeme za ,inverzni“, a g—z je derivace funkce f. Pouze
je treba dosadit odpovidajici hodnoty argumenti obou funkci, jak objasni nasledujici priklad.

-
Derivace logaritmu
Princip si nejprve ukdzeme na derivaci logaritmu In z, tedy inverzni funkci k e”, kterou

uz zderivovat umime.

(Inz) = ! S
~ (e®) [Inz] e*[lnz] ez g

Vyraz v hranatych zavorkich znamena ,v bodé“, napft. [In x| znamend v bodé [In z].
Derivace odmocniny Podobné muzeme zderivovat druhou odmocninu, kterd je pro
x > 0 inverzni funkef k 2.

/ 1 1 1
(V2) = @rival ~ e~ 2

. o v . .. . . / = v/ v
Odmocninu mtizeme derivovat i jako mocninou funkei podle vztahu ()" = nax"~!, ¢imz

si ovéfime spravnost predchoziho vysledku.

1 1

() =) =3 D) = 7

2.4.7. Derivace vyssiho radu

Dosud jsme popsali derivaci prvniho fadu, tzv. prvni derivace, kterd popisuje rychlost rastu

funkce. Derivace sama je ovSem téz funkci a je proto (vétsinou) mozné ji znovu derivovat. Ziskdme
L v e 1o , » 2f 3f [ . :
tak druhé, tieti a dalsi derivace, které se znacéi f”(z), f”(x) nebo ddx(;), ddT(?,X). N-t4 derivace je

n d™f(x
™z nebo dm(”)'

Treti derivace

d3ze®

w5 = [ze¥]" = [e + ze®]" = [2¢* + xe*] = 3e” + xe” = € (z + 3)
x
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2. Uvod do matematické analyzy

2.4.8. Geometricky a fyzikalni vyznam derivace

Geometricky vyznam derivace prvni derivace jsme jiz naznacili. Jde o smérnice tecny ke grafu
funkce, urcuje tedy strmost naruastu funkce v daném bodé.

Pokud funkce popisuje zavislost néjaké proménné na case, urcuje derivace okamzitou rychlost
zmény této proménné v dany okamzik. Pokud je proménnou napiiklad dréaha s(t), kterou cyklista
do doby t ujel, pak okamzita rychlost cyklisty v case t je

~ ds(t)
YT T

Pokud ¢(t) je koncentrace 1é¢iva v plazmé v Case t, pak

de(t)
At

je okamzité rychlost poklesu plazmatické koncentrace 1é¢iva.

Fyzikalnim vyznamem druhé derivace je zrychleni. Necht je s(t) opét draha, kterou cyklista ujel
do doby t. Jeho okamzita rychlost je
ds(t)
dt -
Zrychleni a je nartst okamzité rychlosti v case, proto

B du(t) B d23(t)
Codt de2

a

Druhé derivace je pro fyziku velmi dtlezita, protoze jeden ze zékladnich zakont fyziky, druhy
Newtontiv zadkon, popisuje vztah sily a zrychleni, tedy sily a druhé derivace polohy.
d2s(t)

de?

F=m.a=m.
Druhé derivace téz popisuje oscilace a vlnéni, jak uvidime pozdéji.

Geometrickym vyznamem druhé derivace je mira ,zakfiveni* funkce, tzv. konvexity (nebo kon-
kavity) funkce. Popisuje, jak rychle se méni chovani funkce. Naptiklad funkce y = ax+b popisuje
piimku, parametr a udava jeji strmost. Chovani piimky se ale neméni, roste porad stejné. Tomu
odpovida skutecnost, ze druhé derivace je nulova a nezavisi na strmosti pfimky. Pokud se str-
most funkce, ktera je sama prvni derivaci, naopak rychle méni, musi mit derivace strmosti, tedy
vlastné druha derivace funkce, vysokou hodnotu.

2.4.9. VysSetfovani pribéhu funkce

Vénujme se nyni moznostem vysetfeni prubéhu funkce pomoci prvni a druhé derivace. Nulova
prvni derivace v bodé zg znadi, ze v tomto bodé nastava jedna ze 3 situaci - lokdlni minimum,
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2.4. Derivace funkce

lokéln{ maximum nebo tzv. inflexni bod (obr. [2.7)). Situace rozlisime pomoci druhé derivace.

2
m > 0...lokalni minimum
da?
q 2
fd(xo) = 0 a zdroveti L(mo) = 0. ..inflexni bod
T de
d? f (o)

42 < 0...lokalni maximum
T

Prvni derivace funkce je v (lokdlnim) maximu i minimu nulovd. V lokdlnim minimu se tvar
funkce, ,,adoli“, oznacuje jako konvexni, strmost roste a druha derivace je kladna. Vysoka kladna
druhé derivace znamend ostré minimum, nizkd druhé derivace pak ploché minimum. V lokalnim
maximu se funkce oznacuje jako konkavni, druhd derivace je zaporna. Inflexni bod lezi ,pravé
mezi“ maximem a minimem, prvni i druha derivace jsou zde proto nulové.

Maximum a minimum se souhrnné oznacuji jako extrémy. Pro tplnost poznamenejme, ze rozli-

eV,

2 .
Yy
f'(x) =0 217 f' (@) =0
f'(x) =0 f'(@) <0
1+----———"----- Tt -----
‘ T
. | . 1 2\
1 2 1 2 1!
(a) Lokalni minimum (b) Inflexni bod (¢) Lokélni maximum

Obrazek 2.7.: Vysetteni pribéhu funkce

Urceme lokalni minima a lokalni maxima nasledujicich funkei:

1. fi(z) = 2%.cosx pro x € [~2,2]

Pro extrémy a inflexni body musi platit f](z) = 2xcosz — x?sinx = 0. Zjevnym

feSenim je x1 = 0. Po vydélenim z dostaneme 2cosx = xsinz, coz je nelinedrni
rovnice, 2 Teseni jsou priblizna, o ~ 1,08 a x3 = —x2 ~ —1,08. Pro zjisténi typu
extrému potrebujeme hodnotu 2. derivace v bodech x1, x2 a x3.

"(x) = 2cosx — 2rsinx — 2xsinx — 22 cos x

Pro x; = 0 plati f{(0) = 2cos0 = 2 > 0, x1 je tedy lokdlni minimum. Upozortiuji,
ze jde o lokalni minimum, nikoli o globalni minimum. Pro body z2 x3 dosadime
podminku extrému 2 cosxz = xsinz a ziskdme

2 2

1" . g . .
1(z) =xsinx — 2zsinz — 2xsinx — z°cosx = —3xsinx — z° cos x.

Protoze z a sin z maji v intervalu (—m, 7) stejné znaménko, je pro xg i 3 x sinz > 0,
stejné tak i 2% cosx > 0. Proto f] (z2) < 01 f](z3) < 0, oba body jsou tedy lokalnimi
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2. Uvod do matematické analyzy

maximy.
2. fo(x) = =@’
Jedinym FeSenim podminky fj(z) = —2(x —4).e=@9* =0 je z = 4.
2 (x) = _2.e~@4? 4 4(x — 4)2.6_(:0_4)2
Pro x =4 je fy(4) = —2." = —2 < 0, jde tedy o maximum.
3. fs(z) =23 +32%2 +1

fi(z) = 32% + 62 = 0. Reenim jsou z1 = 0 a x5 = —2. Plati f(x) = 6z + 6, tedy
4(0)=6>0a f{(—2) = —6 < 0. 1 je lokdlni minimum, x5 lokdlni maximum.

1,,

2.4.10. Taylorovy fady

Méjme za cil priblizné nahradit néjakou slozitou funkei f(z) v bodé xq a jeho blizkém okoli jinou,
jednodussi funkei g(x). Napriklad funkci f(z) = e* mizeme v okoli bodu xg = 0 aproximovat
funkef g(z) = 1+ + % + £, jak ukazuje obr. 2.8 Vidime, Ze v blizkém okoli bodu z = 0 je
aproximace témér presna.

Taylorovy fady ¢i Tayloriv rozvoj pouzivaji jakozto aproximujici funkci g(x) polynom.

Pokusme se tedy nyni aproximovat obecnou funkci f(z) v okoli bodu zy polynomem fadu n
ncentrovanym“ do bodu xg, tedy funkci

n
g(z) = ap + a1(x — xp) +a2(:c—x0)2+a3(93—x0)3...+ x—xo Zaz x —xp)"
i=0

Chceme, aby se v bodé xg shodovaly hodnoty obou funkei i vSech jejich (prvnich) n derivaci.
Pozadujeme proto platnost néasledujicich rovnosti:
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2.4. Derivace funkce

Obrazek 2.8.: Aproximace funkce e” polynomem

Spocitejme vSechny potfebné derivace funkce g:

q () = ay 4 2.a9(x — x20) + 3.a3(x — 20)? ... + n.ap(z — z9)"

g (z) = 2.a + 3.2.a3(x — x0) ... + n.(n — 1).an(x — 20)" >
g"(x) = 3laz +4.32.a4(x — x0) ... +n.(n —1).(n — 2).an(x — 20)" >

g ¥ (z) = klap + (k + D)ags1(@ — 20) ... + n(n — k+ 1).an(z — z0)" "

g™ (z) = nl.ay,

Dosadime nyni derivace v bodé xy do pozadovanych rovnosti. Hriiza opadne, jakmile si uvédo-
mime, ze pro x = xg jsou vSechny ¢leny obsahujici x — x¢ nulové, ¢imz zmizi. Dostaneme tedy
jednoduché vztahy

(zo) = ao
f/($0) = a
f"(wo) = 2az
f///(afo) = 3!(13

™ () = nlay,

- " (n) s - . )
Tudiz ag = f(x0), a1 = f'(x0), ag = @, e, Qp = fTW Dospéli jsme tak k pozadovanému
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2. Uvod do matematické analyzy

polynomu

)y |
g(m) _ Z f ( 0) (l‘ - Io)z

"oy . (n)
(x —x0)? + féo)(x —x)®... + fn—'(a:o)(a: —x0)"

f//(xo)
2

= f(xo) + f'(z0)(x — x0) +

Co kdybychom se neomezili na polynom radu n a shodu v n derivacich, ale pouzili bychom hned
polynom fadu oo, tedy nekone¢nou mocninnou fadu? Opét budeme pozadovat shodu v bodé xg
i ve vSech (nekone¢né mnoha) derivacich v bodé xy. Pak dostaneme polynom

o i) (1 .
o/ (0)(:3—950)1

Lze ukédzat, Ze za urcitych podminek pro nékteré funkce f(z) polynom g(z) konverguje
k funkei f(z) ve vSech bodech z, tedy ze lze funkci f(z) zcela a vSech bodech nahradit
timto polynomem g(z). Plati pak

0 £(0) (. |
1@ =Y T gy

=0

Funkci f(z) jsme tak rozvinuli v Taylorovu radu.

Tlustrujme si aproximaci polynomem na piikladech.

7

Aproximace funkce f(z) =e" v okoli bodu 0.

Spocitejme jednotlivé derivace. Pro funkci f(z) = e” plati, ze f(x) = €%, f'(x) = €7,
f'(x) =e*, ..., fM(z) = e®. Pro zg = 0 jsou tedy vSechny derivace rovny 1. Po dosazeni
do Taylorova polynomu dostaneme

2 $3 o :L‘O .CEl .’E2 .’)33 "

n i
T Ly A N SR T T _ NP
e~1+x+2+6...+n!_0!+1!+2!+6...+n!—§i!

7

To se dobfe pamatuje. Shodu pro polynom fddu 3 vidime na obr. 2.8 Funkce e” je pravé
jednou z funkci, které lze zcela nahradit polynomem. Plati

X
F=y

T-
i—0 v

Specialné pro x = 1 dostaneme vyjadreni Eulerova cisla e = 2, 7182818285 ... pomoci
nekonecné rady. Muzeme tak toto iracionalni ¢islo vyjadrit s libovolnou presnosti.

Prvnich 5 ¢lenti napt. dava soucet 1+ 1+ % + % + 2—14 = 2,708, jiz docela blizky hodnoté e.
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2.4. Derivace funkce

Aproximace funkci sinz a cosz v okoli bodu 0.
Jednotlivé derivace pro f(z) = sinz jsou f'(z) = cosz, f"(z) = —sinz, f&)(z) = — cos,
f®(x) = sinz, a dale stéle periodicky. Pro zg = 0 jsou tedy derivace (véetné 0. derivace)
postupné rovny 0, 1, 0, -1, 0, 1, 0, -1 .... Po dosazeni dostaneme
3 2P

simnzx~Rx——+—+...
6 5!
Shodu pro polynom radu 5 vidime na obr. ??. Vidime typickou vlastnost polynomu -
polynom osciluje a na okraji intervalu rychle uniké k 4oo. I funkeci sin z lze zcela nahradit
polynomem. Plati
> 7] 2
sin” = ) sin (i mod 4)— | —.
> s |G mod )3

Pro obecny zapis jsme pouzili operaci modulo, t.j. zbytek po déleni. ¢ mod 4 je zby-
tek po déleni ¢tyfmi. Vyraz sin (i mod 4) tak elegantné poskytuje alternujici znameni

0,1,0,—1,0,1,0,—1....

f(z) =sinx

I
L
L
]
L
L
1
I
I
1
I
]

Pokud nyni zderivujeme Tayloruv rozvoj pro sinz, musime ziskat Taylortuv rozvoj pro

cos , jak si sami muzete ovérit.
3 5 ! 2 4 0
N x x x x . )z
cosy=(sinz) =|lz——+—+...] =1——+ —+... = cos zmod4],
(sin) < 6 5l > ATRETPS {( 3]0
Vidime, Ze sin x obsahuje liché mocniny z a cosx sudé mocniny.

V poslednim prikladu této sekce se pokusime urcit limitu funkce dulezité v teorii vinéni

a difrakce. )
. sinzx
lim =77

z—0 X




2. Uvod do matematické analyzy

Limitu nemuzeme spocitat piimo dosazenim, protoze tak ziskdme neurcity vyraz 0/0.

. sinx sin0 O
lim = — = — =77
z—0 X 0 0

Protoze nés vsak zajima chovani v okoli bodu 0, mtze ndm pomoci Tayloriv rozvoj funkce
sin z v okoli 0.

3

. = 2 4
limSIHx:limx_%+%+"':lim 1_£+£+ _
z—0 I z—0 T z—0 6 5!

Spravnost vysledku je patrna z grafu funkce.
Yy

/\U/\ - 4 /8\\)/\1\6\
\J. U

V nasem vykladu jsme postupovali tak, jako bychom funkce e*, sin z nebo cos z ,,uz znali“, a hle-
dali jsme jejich Taylorav rozvoj. Pritom jsme si nevsimli, ze tyto funkce tak docela ,nezname*.
Pfinejmensim neumime bez kalkulacky spocitat jejich hodnotu. Ve formdélni, ,c¢isté“ matema-
tice se tyto funkce naopak mohou pomoci nekoneénych fad definovat. Zkratka rekneme, ze jisty
nekonecny polynom nazveme ,sinus“ a déle pak zkoumame vlastnosti této ,nové“ funkce. De-
finujeme tedy

i
sinz 1= E s1n[zmod4) ]$'
i!

1=0

Podobné bychom se mohli ptat, ktery nekonec¢ny polynom se po derivaci nezméni. Zjistili bychom,
ze to pravé ten, ktery oznacujeme jako e”.

Slibili jsme, zZe se zdrzime matematickych dikazt. V dchvatnych pripadech vsak musime ucinit
vyjimku. Zkusme secist Taylorovy rozvoje funkci cosx a sinx, ale sinx vyndsobme imaginarni
jednotkou 1.

2 xt 3 2P z? 23 2t ad

cosx—i—zsmx—l—?+m—|— +m—z€—|—za+. *1—1—135—5—264———1—15
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2.5. Funkce vice proménnych

Pokud si uvédomime, ze i® = 1, i' =i, 2 = —1, i3 = —i ..., miZeme vyraz prepsat na
V20 ilat 22?0 323 ita? (i) (i)t (@)? (iz)® (iz)?
0! 1! 2! 3! T T TR TR TR TR

Samoziejmé uz vidime, ze vyraz odpovida Taylorové rozvoji funkce e**.

iz)? (i)t (i2)? (ix)? (ix)?
(0!) +(1!) AT IR

eix

Dokéazali jsme tak difve uvedeny Eulertv vztah e'* = cosx + isin z.

2.5. Funkce vice proménnych

Nyni se presuneme k problematice funkci vice proménnych. Rada predstav je pouhym rozsifenim
z funkci jedné proménné, ale nékteré problémy jsou nové.

Redlna funkce n realnych proménnych prifazuje n-tici redlnych cisel realné cislo, je to
tedy zobrazeni
R 5 R:(x1,29,...,20) = f(z1,22,...,Tp).

Funkce dvou proménnych mé jasnou vizudlni predstavu, napt. kopce a idoli nad krajinou, viz
obr. [2.9] Dva rozméry, z a y, ,lezi* v roviné podstavy, funkéni hodnotou je napf. nadmorskd
vyska. Funkce 3 proménnych je jesté predstavitelna, napr. rozlozeni teploty v prostoru mistnosti,
kde je kazdému bodu pfifazena urcita teplota. Funkce vice nez 3 proménnych jiz nejsou vizudlné
predstavitelné, ale matematicky s nimi 1ze nadéale dobie pracovat.

~

Napisme program v Pythonu pro vykresleni grafu funkce dvou proménnych

sin (Ve )

Néavod lze najit v Appendixu B.2.

>>> import matplotlib.pyplot as plt

>>> from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
>>> import numpy as np

>>> # import ipympl

>>> % matplotlib widget

>>> X = np.arange(—15, 15, 0.1) # definice proménné x
>>> y= np.arange(—15, 15, 0.1) # definice promé&nné y

>>> def fun(x, y):
>>> return np.sin(np.sqrt(x*x2+y*%x2))/(np.sqrt (x*«x2+y*%x2))

>>> X, Y = np.meshgrid(x, y)
>>> Z = fun(X,Y)
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2. Uvod do matematické analyzy

Obrazek 2.9.: Rota¢ni paraboloid: z = a2 + 22

>>>
>>>

>>>

>>>

>>>

>>>

>>>
>>>

fig

ax

ax.

ax.
.set_ylabel(’osa y’)
ax.

ax

ax.

= plt.figure()
= fig.add_subplot (111, projection=’3d’)

plot_surface(X, Y, Z) # vykresleni prostorového grafu
set_xlabel(’osa x’)
set_zlabel(’osa z’)

view_init(—30, 30)

plt.show()
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2.5. Funkce vice proménnych

Vidime, ze funkce vykazuje radidlni symetrii, je tedy v jakémkoli sméru od stfedu stejna.
To nés nepiekvapuje. Pokud mé totiz je v néjakych bodech konstantni hodnotu 22+ y? =
konst, pak tyto body lezi na kruznici a funkce f ma na celé této kruznici stejnou hodnotu

sin (m)
flz,y) = ——+ i

Je to dvourozmérné cirkuldrni varianta ndm uz zndmé funkce 2%,

x

2.5.1. Parcialni derivace

Parcidlni derivace je obdobou jednoduché derivace pro funkce vice proménnych. Parcialni deri-
vaci funkce f podle x znac¢ime %. Jak jsme popsali vyse, pokud zjistujeme derivaci funkce jedné
proménné v bodé xg, sestrojime nejprve tecnu k funkci v tomto bodé a pak urcime jeji smérnici.
Vyznamem derivace byla rychlost nartistu funkce. Podobnou tilohu ma i parcialni derivace.

Predstavme si pro jednoduchost funkci dvou proménnych, tedy napt. kopce v krajiné. Problémem
je, ze u funkce dvou proménnych neexistuje jen jedna tecna v kazdém bodé, nybrz celd tecna
rovina. Kterakoli primka v ni lezici a prochazejici bodem dotyku roviny s funkci je tecnou k
funkci. Kterou z te¢en mame zvolit, abychom posoudili rychlost nartst funkce? Vyberme si dvé
specidlni tecny. Prvni te¢na bude mifit ve sméru osy x, jeji projekce do podstavy (t.j. roviny
x-y) bude rovnobézna s osou z. Druhd teéna bude naopak mifit ve sméru osy y, jeji projekce je
rovnobézna s osou y. Smérnice téchto dvou tecen oznacujeme jako parcidlni derivaci podle x a
podle y. Vyhodou téchto specialnich tecen je skutecnost, ze se pri pohybu ve sméru te¢ny méni
jen jedna proménnd (z nebo y), ale druhd zustéava konstantni.
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2. Uvod do matematické analyzy

Parcidlni derivace funkce f(z,y) v bodé (xg,yo) podle = (resp. y) tedy analogicky s
obycejnou derivaci definujeme jako

8 a h — X
axj( 5] ;lll . f(zo + ,yoli f(z0,%0)
81 x h) —
8y(x0’y0) ——]111m0J( 0, Yo + })L f(x0,%0)

Udéva, jak rychle se méni funkce f(z,y), pokud se jedna z proménnych méni a vsechny
ostatni zlstavaji neménné.

Protoze se méni pouze jedna proménné a ostatni zistavaji konstantni, mizeme pro derivovani
pouzit ndm jiz znama pravidla, pouze proménnou, podle niz pravé nederivujeme, povazujeme
za konstantu. Postup si ukdzeme na prikladech.

7

1. Derivujme funkci f(z,y) = 2® + y3 prodle z a podle y.
Pokud derivujeme podle z, ,cokoli s y“ povazujeme za konstantu, jako by tedy
funkce znéla f(z,y) = 2° + c. Pii derivovani podle y naopak funkce ,,vypada“ jako

flzy) =c+y’
of _ 4 9
% S 3.’E
of 2
Z_3
oy ¢
2. Derivujme funkci f(z,y) = sinz. cosy.
or _ COS . COS
or (G
ﬁ = —sinz.sin
oy .

3. Derivujme funkci f(z,y) = z%y.sinz.
Plati zndmé pravidlo pro derivovani soucinu. Pritom v soucinu vystupuje pouze
funkce x, jako by funkce znéla c.z? sin z.

0

—f = 2zxy.sinx + m2y.cosx
ox

of _ o .

— =z".sinx

Iy

c o o 2 2
4. Derivujme funkci f(z,y) = e* 9.
Plati pravidlo pro derivovani slozené funkce, ,,vnéjsi funkce krat vnitini funkce“.

af _ a%y?
% e 2x
g 2 2
oy '

5. Derivujme funkci f(z,y, z) = 2°e*¥.
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2.5. Funkce vice proménnych

Stejny postup plati pro funkci 3 a vice proménnych.
of = 5z%e™Y% + 2PV y2
ox
0
of = z5e™? 12
dy
0
or _ xoe™ xy
0z

Geometrickym vyznamem parcialni derivace funkce dvou proménnych je strmost funkce ve sméru
prislusné osy. Fyzikdlnim vyznamem parcialni derivace je rychlost nartstu funkce se zménou
jedné proménné, pricemz ostatni proménné zustavaji konstantni. Tento fyzikalni vyznam je
zachovan i pro funkce 3 a vice proménnych, ackoli vizualni predstavu ,te¢né roviny* jiz nelze
uplatnit.

Demonstrujme fyzikdlni vyznam parcialni derivace na prikladu.
Stavova rovnice idedlniho plynu popisuje zavislost tlaku idedlntho plynu p na jeho latko-
vém mnozstvi n, objemu V' a teploté T'. Zni

_ nRT
=
Parcialni derivace
op _ RT
on V
G _ il
or Vv
@ . nRT
ov V2

udavaji, o kolik se zméni tlak plynu, pokud se jednotlivé proménné zvysi o jednotku
a ostatni proménné zistanou konstantni. U derivace podle objemu mame zaporné zna-
ménko. To odpovida nasi fyzikalni predstave. Pokud se zvétsi objem plynu, ale jeho latkové
mnozstvi i teplota zustanou konstantni, musi klesnou tlak plynu.

V termodynamice byva zvykem v parcialni derivaci vyznacit, které proménné ztstavaji

konstantni. Vyse uvedené derivace by tak byly spise zapsany jako (g—ﬁ)VT, (%) , 8
b n7

9p
)% 'fl,T‘

2.5.2. VysSi a smisené parcialni derivace

Stejné jako u funkei jedné proménné je i vysledkem parcialni derivace funkce vice proménnych
opét funkce vice proménnych. Tuto novou funkci mizeme prirozené opét podrobit derivovani.
Nyni ovSéem méame vice moznosti. Druha derivace mtze byt podle stejné nebo jiné proménné.
Pokud znovu derivujeme podle stejné proménné, dospéjeme k druhym, tfetim a dalsim derivacim.

N
0x?’ oy?’ O3
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2. Uvod do matematické analyzy

Pokud derivujeme podle jiné proménné nez pri predchozi derivaci, ziskdme derivace smisené.

82f a3f 83]0
0xdy’ 0x20y’ Ox0ydz

Spoc¢téme vsechny prvni a druhé parcidlni derivace funkce f(z,y) = ey
af PP
— ="V 22
ox
af PP
— ="V 2
dy &
2
f = =NV 4g2 4 2e= HY?
Ox?
2
oF _ eV 4yy? 4 27V
Oy?
2 2 2
o-f _ 9e>+v* 9 _ em2+y2.4$y
0xdy oy

V pripadé smiSenych druhych derivaci mame dvé moznosti: derivovat nejprve podle x a poté
podle y, nebo opac¢né. Dostaneme tak ag—gy nebo %. V matematické analyze se dokazuje Sch-
warzova véta, kterd tvrdi, ze nezdlezi na poradi derivovani ve smiSenych parcidlnich derivacich,
tedy ze

0% f B o0 f

0zdy  Oydz’

vy v 5 2 2
Ovéime Schwarzovu vétu na funkci f(z,y) = e* TV .2z.

82f 0 (6$2+y2 .2$)

— — &Y g
0xdy oy ¢ S
82f B 15) (ew2+y2.2y) a4 4
oyoxr Ox — ¢ i

2.5.3. VySetfovani pribéhu funkce vice proménnych

vvvvv

meénné. V uréitém bodé se napriklad muze nachizet lokdlni maximum nebo lokalni minimum.
Nebo se v ur¢itém sméru muze nachizet minimum a v kolmém sméru maximum, pak se jednd
o tzv. sedlovy bod. Obecné ale muze byt situace jesté komplikovanéjsi.

Podobné jako v pripadé funkei jedné proménné je nutnou podminkou pro extrém funkce f(x,y)
v bodé (z9,yo) nulovost obou parcidlnich derivaci, tedy

df(zo,%0) df(xo,0)

Ox oy =0

Neni to vSak podminka postacujici. Mlze se stat, ze jsou obé parcialni derivace nulové, ale ve
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2.5. Funkce vice proménnych

sméru ,mezi osami“ funkce roste a nejedna se tedy o lokalni extrém. V redlnych problémech
vsak podminka vétsinou ,postacujici® je.

Najdéme lokélni extrémy funkce f(z,y) = x + 3 (obr. .

Pro extrém musi platit

2 2
d(z +y)_2$_0
ox
2 2
d(z +y)_2y_0
y

Jedinym fesenim je zjevné bod (0,0), kde funkce dosahuje minima.

Predstavme si ¢tvercovou krajinu, kterd je vymezena hodnotami xz i y 0,5 a 2, tedy = €
[0.5,2] i y € [0.5,2]. Profil krajiny, tedy nadmorské vyska h jednotlivych bodu, je ddn
funkei
h=—.
Ty
V udoli krajiny, nejnize polozenymi body, tece reka. Zjistéme, kudy feka tece, t.j. urceme
funkci y = f(x), kterd body feky popisuje. Uréeme téz, v jaké nadmorské vysce feka tece.

Udoli, nejnizsi body, musi splitovat podminky % =0a % = 0. Odtud ziskdme 2 rovnice,

urcujici podminky pro vztah x a y.

evvs

Oh _ 0 e _ yeay — ey

e = =0 =1
Jr Oz xy (zy)? e

oh 0 e  xzeWry—e"Wa
—=——=———-—=0 =zy=1
dy Oy wy (zy)?
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2. Uvod do matematické analyzy

Reka je tedy popsdna rovnici y = 1/x. Odpovidajici nadmorska vyska je h = e.
Poznamenejme pro tiplnost, ze obecné podminky % =0a % = 0 pro Teku spiSe neplati,
protoze feka tece z kopce dolu. Nase feka byla specidlni, vodorovnd, jak uz to v umélych

pitkladech byva.

2.5.4. Aplikace funkci vice proménnych a parcialnich derivaci v biologii

Funkce vice proménnych a s nimi i parcialni derivace jsou v pfirodnich védach vsudypiitomné.
Casto se vyskytuji v podobé rovnic, které se oznacuji jako parcidlni diferencialni rovnice. Nékteré
z nich maji centralni postaveni ve fyzice, oznacuji se dokonce jako rovnice matematické fyziky.
Tzv. vlnova rovnice

1 0%2(z,t)  0%z(x,1)

v o2 Ox?
muze napriklad popsat Siteni elektrického vzruchu po axonu. v je rychlost Sifeni vzruchu a z
je membranovy potencial, ktery je funkci polohy na axonu z a ¢asu t. My se témto rovnicim
nebudeme podrobnéji vénovat. Ukazeme si vSak biologickou aplikaci funkei vice proménnych a
parcialnich derivaci na pripadu teorie optimalniho hematokritu, ktery je specidlnim ptipadem
teorie evolu¢ni optimality v biologii.

Pri jistém zjednoduseni evolucni teorie rika, Ze se organizmy béhem evoluce vyvinuly tak, ze jsou
v jistém smyslu nejlepsi, optimalni. V pribéhu evoluce se tedy optimalizovala jista vlastnost,
kterou mizeme matematicky popsat néjakou veli¢inou S. S je ale funkei fady jinych proménnych,
x1, ..., tedy S = S(x1,2x2,...). Veli¢inou S muze byt napt. dodavka kysliku do tkani, kterd
ziejmé zavisi na arteridlnim tlaku, mnozstvi hemoglobinu v krvi, funkci plic apod. Je prirozené
ocekavat, ze tak dulezitd veli¢ina, jako je dodavka kysliku, dosdhla béhem evoluce maxima ve
vztahu k témto proménnym. Hleddame tedy hodnotu néjaké proménné xi, napt. koncentrace
hemoglobinu v krvi, pfi niz S nabyvd maxima. Pro tuto hodnotu x1 ;4 musi platit

oS

a maxr) = 0.
61’1 (1‘1’ )

Hematokrit je procento Cervenych krvinek, erytrocytd, v krvi. U vétSiny savel i fady jinych
zvitat se hematokrit pohybuje okolo 40 %. Vcelku napadna shoda. Pro¢ préave 40 %? Zkusme
zjistit, zda 40 % nahodou neni optimélni hodnota maximalizujici dodavku kysliku. Hemoglobin
vaze kyslik, krev s vyssim hematokritem nese vice kysliku. Zaroven vsak vyssi hematokrit zvysuje
viskozitu krve, ¢imz zpomaluje jeji tok. Je-li hematokrit prilis nizky, krev tece rychle, ale nese
malo kysliku. Dodavka kysliku do tkani je nizka. Je-li naopak prilis vysoky, krev sice nese hodné
kysliku, ale tece velmi pomalu. Optimélni hodnota musi lezet nékde uprostied, jak je patrno z

obr. (a).

Viskozita obecné roste s hematokritem, viz obr. (b). Pro vypocet optimélniho hematokritu
potfebujeme znéat presnou zavislost viskozity krve na hematokritu. Byla odvozena fada teoretic-
kych vztahti. My pouzijeme jednoduché vztahy Arrhenia n = n9e?®? a Saita n = ng(1+2, 5&),
kde n znaci viskozitu krve, 7y viskozitu krevni plazmy a ¢ hematokrit. n(y) zduraznuje, ze je
viskozita zavisla na hematokritu.

Pokracujme déle. Pro pritok krve cévou @ plati zndméa Hagen-Poiseuillova rovnice
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2.5. Funkce vice proménnych

1 {J(e)

0.5 | |

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) Zéavislost dodévky kysliku (b) Zéavislost viskozity podle Arrhenia a Saito

Obrazek 2.10.: Zavislost dodavky kysliku a viskozity krve na hematokritu

kde Ap je tlakovy gradient mezi zacdtkem a koncem cévy, [ a r jsou délka a polomér cévy. Pokud
budeme rozmér cévy povazovat za konstantni a spolecné s ostatnimi konstantami je zahrneme
do nové konstanty K, dostaneme tvar

A

0=Kk°22
()

Mnozstvi kysliku v litru krve C,, je tmérné hematokritu ¢, krev povazujme za plné nasycenou

kyslikem. Plat{ tedy
Cox = K.

k je konstanta imérnosti. Pro dodavka kysliku cévou do tkani J,, pak samoziejmé plati

Joac - omQ-
Po dosazeni obdrzime vztah
Jom = K/Apia
n(e)

kde jsme vsechny, v tuto chvili nepodstatné konstanty zahrnuli do nové konstanty K = kk.
Dodavka kysliku je tedy funkci dvou proménnych, tlakového gradientu a hematokritu.

Obr. ukazuje zévislost relativni dodavky kysliku, t.j. procenta z maximalni dodavky Joz/Jox maz;
na hematokritu pro Arrheniovu a Saitovu zavislost viskozity na hematokritu. Saitotiv vztah po-
skytuje pribéh funkce, jak jsme predpokladali. Tedy nulové hodnoty na okrajich a maximum
uprostied. Arrhenioviv vztah je zjevné chybny pro vysoky hematokrit, protoze pocitd nenulovou
dodévku kysliku, ackoli krev jiz témérf netece (nebot uz prakticky neobsahuje plazmu).

Hledejme nyni hematokrit, ktery za konstantniho tlakového gradientu maximalizuje dodavku
kysliku. Zde vstupuje do hry parcidlni derivace. Musi tedy platit

_ /
OJow _ e Apn(so) o' ()

0=
dp n*(¢)

Odtud ziskdme rovnici
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2. Uvod do matematické analyzy

z niz plyne podminka optiméalniho hematokritu

(pAp — 77( ?ngm)
T (o)

Horni index Ap znadi, ze jsme derivovali za konstantniho tlaku, nasli jsme tedy optiméalni hema-
tokrit za situace, kdy by byl tlakovy gradient Ap udrzovan konstantni. Abychom rovnici mohli
doresit, musime znat konkrétni zavislost viskozity na hematokritu. Uréeme optimalni hodnoty
pro Saitouv a Arrhenitv vztah:

J () J(¢)
1+ J(@maz) | 17 J(pmaz) ‘
0.5 | 0.5 |
N N
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) pro Arrhenitiv vztah n = ng.e*%? (b) pro Saitotv vztah n =10 (14 2,5¢/(1 — ¢))

Obréazek 2.11.: Zavislost dodavky kysliku na hematokritu pti konstantnim perfiznim tlaku

1. S pouzitim Arrheniova vztahu:

no.€25?

Pmae = et 0.4

2. S pouzitim Saitoova vztahu:

o (1+2,57%) 1+2,50%
Y= 1 - 1
m(25mp)  25mp

— 2,50 = (1—¢)*+2,5p(1 — ¢)

Odtud ziskdme rovnici

2+ VIT6
3

1502 +20—1=0— Ymaz = =0, 387.

Potvrdili jsme tak nasi domnénku. Optimélni hematokrit se skuteéné pohybuje okolo 40 %, jak
piiroda jiz béhem evoluce davno zjistila.

2.6. Integralni pocet

Problematika derivaci se obvykle oznacuje jako diferencidlni pocet, problematika integrald jako
integralni pocet. Oba dohromady pak jako infinitezimalni pocet, protoze oba maji co do ¢inéni

42



2.6. Integralni pocet

s nekoneéné malymi ¢isly. Derivace je podil dvou nekoneéné malych ¢isel. (Urcity) integral je
soucet nekonecné mnoha nekonecné malych cisel.

2.6.1. Idea integralniho poctu

Pokud zderivujeme funkci 22, ziskdme funkci 2x. Polozme si nyni opa¢nou dlohu. Kterou funkci
jsme museli zderivovat, abychom ziskali funkci 22?7 Snadné. z2. Ovem téz 2% + ¢, kde ¢ je
libovolné konstanta. Integrovani je zpétna cesta, urcity opak derivace. Integral, ktery je opakem
derivace, se presnéji oznacuje jako neurcity integral a znaci se symbolem [. TéZz se oznacuje jako
primitivni funkce. Déle existuje integral urcity, ktery ,,pocita“ plochu pod kiivkou a tzce souvisi
s neurcCitym integralem. Déle si presnéji definujeme oba integraly, popiseme si jejich vlastnosti
a zpusoby vypoctu. Budeme se zabyvat pouze funkcemi jedné proménné.

2.6.2. Neurcity integral

Méjme funkei F(z). Jeji derivaci oznacme f(z), tedy f(z) := F'(x). F(z) oznacujeme jako
primitivni funkci nebo synonymné jako neurcity integral k funkci f(z) a znac¢ime

F(z) = / ) e

dx znaci proménnou, podle niz integrujeme, podobné jako dx znacilo proménnou, podle
niz jsme derivovali. Neurcity integral téz oznacujeme jako integral Newton-Leibnitztv.

Pokud jakoukoli F'(x) funkci posuneme o konstantu, F'(x) + ¢, jeji derivace se nezméni - (F(z) +
¢)' = (F(x)) = f(x). Proto bychom pro integral spravnéji méli psat

Fa) = [ fw)do+e.

nebot reSeni integrace neni jedna funkce, nybrz celd nekonecnd mnozina funkci, které se navzijem
lisi o libovolnou, tzv. integraéni konstantu.

2.6.3. Metody integrace

Integrovani je podstatné slozitéjsi ¢innost nez derivovani. Pomoci pravidel pro derivovani lze
viceméné snadno zderivovat jakoukoli (béznou) funkei. Integrovat jakoukoli funkei obecné nejen
neni snadné, ale ani mozné. Napr. integral Gaussovy funkce

/e””2 dzx

znamé ze statistiky sice existuje, ale neni vyjadritelny v uzaviené formé pomoci elementarnich
funkeci jako e*, In x nebo sin z. UkazZeme si dvé metody integrace - metodu substituéni a metodu
per partes, ale ani s nimi neni rada funkci snadno integrovatelna.

P¥ima integrace

U zakladnich elementdrnich funkci, kde ,,piivodni derivaci pfimo vidime“, je integrace snadné.
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2. Uvod do matematické analyzy

/1dx:x—|—c

1
/:cdx: 5:62—1—0

1
/xndx = m$n+l +c

/cosa:dm: sinx + ¢
/sinxdx: —cosT + ¢
/efcdw:ex+c

1
/fdx: Inz+c
T

Podobné jako derivace je i intergrél linearni zobrazeni, plati tedy

/f(:c):tg(x)d:c: /f(a:)dx:l:/g(x)dx+c
/k.f(x) d = k./f(m)dx—i—c.

Vytesme nékolik jednoduchych piikladt. Vynechame integra¢ni konstantu.

2
/263”” dr = 2/6396 dr = geg”j

2 3
/2x2+3x3d93:2/332dx+3/x3dx:§x3+1$4

1
/sin2xda;:—§cosm
1 1
/—Qdm:/x_2d:c:——
T T

vvvvv

funkci apod. pro integrovani neexistuji. Nékdy pomohou zminéné metody substitucni a per
partes.

Substituéni metoda

Pomoci substitu¢ni metody nahradime, substituujeme, komplikovanéjsi ¢ast integrované
funkce jinou funkci, ¢imz ziskdme jednodussi tvar, ktery uz umime primo integrovat.

Jak uz jsme rikali, s diferencidly d muzeme ¢asto operovat jako v jinymi vyrazy, nasobit, délit
apod. Ukazme si metodu na prikladech.
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2.6. Integralni pocet

Vyiesme integrdl [ zsinz?dz.
,Uhadnout* spravné reseni asi neumime. Pouzijme vSak nésledujici substituci: nahradime

funkci 22 funkef ¢, tedy vlastné definujeme novou funkci ¢(x) := 22. Pro ni plati
dt 1

— =2z — xdr = = dt.
7 2

»Ivévolné manipulace* s diferencidly vypadaji moznd podeziele, ale matematika tento
postup pochopitelné exaktné dokazala. Nyni vSe dosadime do pivodniho vyrazu a upra-
vime. Dostaneme

2 2

Timto ,trikem“ jsme integral prevedli na znamy tvar a primo vytesili. Derivaci ovérime,

ze
d( 1 2) 1 dcos x? .9
— | —zcosz” | = - = rsinz”.
2 dx

1 1 1 1
/xsinxzd:ﬁ:/isintdt: E/sintdt: —Zcost = —— cos z2.

Zkusme nyni vyfesit integral [ lnT"” dz.

Substituci musime volit chytie, aby se nam intergral zjednodusil a prevedl na tvar, ktery
umime Tesit. Zde ndm pomuze substituce ¢t := Inz, odkud dt = %’”. Proto

| 1 1
/Ed:v:/tdt:ﬂg:fln?x.
T 2 2

d 1 2_ldln2 _Inz

dx 2 C2dx oz

Derivaci opét ovérime, ze

Metoda per partes

Druhou metodou, kterou si predstavime, je metoda integrovani ,po ¢astech®, per partes. Je
aplikaci pravidla pro derivovani soucinu

(f9)=fg+fgd—fg=9) —1J.

Nyni obé strany zintegrujeme a vyuzijeme skutec¢nosti, ze ,integral z derivace“ se rovna puvodni
funkeci.

[ f@g@)de = [(@)9@) da— [ f(a)g (@) do

Tedy
[ F@g@ do= f@).g@) - [ fa)g@)de.

Zdanlivé jsme mnoho neziskali. Funkce g se vSak po derivaci mtze vyrazné zjednodusit. Ukazme
si postup opét na prikladech.
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2. Uvod do matematické analyzy

Zintegrujme funkci z sin z.

Lépe si funkci napisme jako sinz.x. Predstavme si, ze f'(z) = sinz a g(z) = x. Pak
f(z) = —cosz a ¢'(x) = 1. Dosadime do vySe uvedeného vzorce.

/sinaj.xdx:—wcosx—/—cosxda;:—a:cosa:—i—sinx

Derivaci ovérime, ze

d
d—(—xcos:z:+smx) = —COST +ISINT + COST = TSINT.
x

Vypo¢itejme nyni [Inx dz.

Zde mame pouze jednu funkei. Zkusme si ale integral predstavit jako [1.lnzdx a defi-
nujme f'(z) =1 a g(z) = Inz. Pak f(z) =z a ¢’(z) = 1. Dosadime do vyse uvedeného
VZOrce.

/lnmd:v:xlnx—/gdx::rlnx—:c:x(lnm—l)
x

Derivaci opét ovérime, ze

x
L ez —2)=lnz+2 1=z
dm(acnx x) nx+$ nx

Sami vidite, Ze nevime predem, kterou substituci nebo rozlozeni integralu méame pouzit. Vzdy
je potfeba novy napad. Proto je integrovani obtiznéjsi nez derivovani. V redlnych problémech,
jako je napr. matematické modelovani v biologii, ale uréovani primitivni funkce vétSinou nepo-
trebujeme, pripadné pomohou i nékteré online resice.

2.6.4. Urcity integral

Urcity integral, téz oznacovany jako Riemanniiv integral, historicky vznikl nezavisle na integralu
neuréitém a nemd s nim na prvni pohled Zédnou souvislost. Ukolem bylo urcit velikost plochy
pod kfivkou. Princip spocival v tom, ze se celd plocha pod kfivkou S ohrani¢end hodnotami
r = a a x = b rozdéli na tzké obdélniky o sifce Ax a plochich S; a secte se plocha vsSech
obdélnikt , ktera priblizné odpovida plose pod krivkou.

Je pritom jasné, ze jak roste pocet obdélniku a klesa jejich Sirka, soucet plochy obdélniku se
stale vice blizi plose pod krivkou, az v limité obé plochy splynou.

Urcity integral | f f(z) dx je vlastné ,s¢itani nekonecéné velkého poctu nekoneéné malych
¢isel“. Vyjadiuje plochu pod krivkou funkce f(x) mezi hodnotami x = a a x = b.

n

b n
/a f(z)dx = nh_)ngOz:SZ = Jgrgogf(xz)Aa: =S

=1
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2.6. Integralni pocet

Pro jasnost dodejme, ze vysledkem urcitého integralu je ¢islo, zatimco vysledkem neurcitého
integralu je funkce. Vypocet plochy pod kifivkou jako limity souctu je ovSem velmi obtizny.
Elegantnim reSenim je vypocet urcitého integralu pomoci neurcitého integralu.

7/

a b

Obréazek 2.12.: Idea urcitého integralu

Vztah neurcitého a urcitého integralu

Protoze souvislost mezi uréitym a neurcitym integralem je zdsadni, jsme nuceni ji odvodit, nikoli
pouze prozradit. Chceme tedy urcit plochu pod k¥ivkou na obr. 2.13] pfi¢emz plochu budeme
meérit od néjakého konkrétniho, ale libovolného bodu vlevo, napt. od x = —2. V takovém pripadé
je zmérend plocha funkei x. Napft. v bodé z¢ je to S = S(zp). O maly tsek h dile je obsah roven
S(xg+ h). Rozdil mezi obéma obsahy je na obr. vyznacen zluté. Je zjevné, ze je tento rozdil
témér roven obsahu cervené vysrafovaného obdélniku o rozmérech h a f(x¢). Plati tedy

f(l’o)h =~ S(Jfo + h) — S(:L’o)

Kdyz se h zmensuje, ,zlutd a cervené vysrafovana plocha“ si jsou stdle blizsi, az v limité pro
h — 0 splynou. Tedy

}lll_l’% f(zo).h = %1_)1% S(xo+ h) — S(zo)-

Po tpravé dostaneme

Vyraz na pravé strané rovnice je ale pravé definice derivace S podle x. Tedy nutné

_ dS(z)
- dx

f(z)

Po integraci plati
S(z) = /f(m) dz +.C

Konstanta C' je ur¢ena bodem, kde jsme ,zacali mérit“ plochu. Pro plochu mezi body z = a a
x = b plati

S(b) — S(a) = U f(x)dx] R [/ f(x)da:L o= /ab F(x)dz.

a
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2. Uvod do matematické analyzy

[ f(z)dz] R | f(z)dz] (a) 70aci hodnotu neurcitého integrdlu, primitivnf funkce, v bodé = b
a x = a. Vidime, Ze hodnota konstanty C' je nepodstatnd, neb se odec¢te. Hodnoty t =ba x =a
oznacCujeme jako horni a dolni integrac¢ni mez.

Tim dostavame zptisob, jak vypocitat urcity integral pomoci neurc¢itého. Staci urcit libovolnou
primitivni funkci (neurcity integral), urcit jeji hodnoty v horni i dolni integra¢ni mezi a obé

hodnoty odecist.

Jestlize primitivni funkei k f(x) ozna¢ime F(x), tedy
F(z) = /f(x) .
pak pro urcity integral plati
[ 1@z = @)k = F©) - Fla).

Byva zvykem rozdil F(b) — F(a) oznacovat [F(z)]%.

Obrézek 2.13.: Odvozeni vztahu urcitého a neurcitého integralu

Vypoctéme nasledujici urcité integraly:

1. fole?’d:r :
/ exdxz[62](1)261—6026—1%1,72
0

2. [ sinz dx
27
/ sinz dz = [~ cosz]2™ = —cos2m — (—cos0) = —1 — (~1) =0
0
3. [la® + 425 da

2 1 4 0% 16 128 1 2 15 126
3 5 4 6
4 d:* — Ee— —_— = = = = — 7:4575
/1x+a: €T {4:6—1_6:6}1 4+3 13 4-1—3 )
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Aplikace urcitého integralu

Aplikaci urcitého integralu je rada. Vtip je v tom, Ze nejprve pouzijeme Riemannovu definici
integralu Y f(z)Ax, abychom uréili, co vlastné chceme integrovat. Musime tedy najit elementy
f(z)Ax, které chceme sc¢itat. Poté nahradime Az pomoci dz a Y pomoci [ a zintegrujeme, jak
jsem vyse popsali. Ostatné symbol [ v minulosti vznikl pravé tpravou pismene S, ze slov sum,
Summe, soucet apod.

Zf(:n)Aa: — /f(a:) dx

Vse objasnime na prikladech.

r

Vypocet plochy pod grafem funkce

Chceme zjistit plochu pod grafem funkce y = 22 pro = € [0, 1]. S¢itany element je x2.Az.
Integrac¢ni proménnou je x.

: ~ 5 'y 1 31 1
S:nh_{gozo:xiAx:/oxd:v:[z;xL:g

11Y
0.8 |
0.6 |
0.4 |
0.2 |

02 04 06 08 1

Vypocet obsahu kruhu

Chceme odvodit znadmy vztah pro vypocéet obsahu kruhu S = 7r2. Postupujme podle
obrazku. Mame kruh o poloméru r, ktery si cely rozdélime na infinitezimalné tzké rov-
noramenné trojihelniky, z nichz kazdy svira dhel dp, ma ramena délky r a zakladnu dr.
Uvédomime si, ze Uzky rovnoramenny trojuhelnik je v podstaté pravouhly. Pro jeho ob-
sah tedy plati dS = r.dr/2. Z definice ihlu vime, Ze dr = r.dp. S¢itany element bude
dS = r2.dp/2. Pozor, integra¢ni proménnou nyni neni 7, nybrz ¢, r vystupuje jako kon-
stanta, kterou vytkneme pred integral. S¢itat budeme vsechny trojihelniky pres cely kruh,
tedy pro ¢ € [0, 27].

1 9 2

1
S = ds = —r?dp = =r do = =221 = mr?
2 Jo 2
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Biologicka dostupnost 1éku a AUC (area under curve)

Pokud nemocny spolkne 1ék, vime, kolik 1éku jsme podali (D). Nevime vsak, jaka ¢ast
léku se vstiebala do krevni plazmy a jaka se vyloucila stolici. Ozna¢me mnozstvi 1éku,
které se vstrebalo do krevni plazmy D,.. Mizeme tuto vstrebanou ¢ast, oznacovanou jako
biologicka dostupnost 1éku F' = D, /D, néjak zjistit? Je jasné, ze veskeré mnozstvi léku,
které se z plazmy pozdéji eliminovalo, musi byt pravé to mnozstvi, které se predtim vstre-
balo. Eliminaci samu vsak bohuzel téZ nemuzeme mérit. Muzeme vSak mérit koncentraci
léku opakované v case a eliminaci léku z této ktivky dopocitat.

0.4 (€

0.2 ¢
AUC

t
2 4 6 8
Potiebujeme k tomu znét nékteré farmakokinetické parametry léku. Jeden z nich, clea-
rance, udava intenzitu odstranovani léku z téla. Clearance CI je definovana jako objem
plazmy, ktery je od léku tplné ocistén za jednotku ¢asu, mé tedy rozmér napi. ml.s— .
Za cas dt se tedy ocisti Cl.dt plazmy. Pokud v tu chvili ¢inila plazmatickd koncentrace
léku ¢, odstranilo se ¢.Cl.dt 1éku. Pokud clearanci povazujeme za konstantni, odstranilo
se od okamziku podani léku za dostatecné (,nekonecné“) dlouhou dobu celkem

/ c.Cl.dt = Cl./ cdt = D,
0 0

1éku. Integral [;° edt je pfitom plocha pod koncentraéni kiivkou a oznacuje se jako area
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2.6. Integralni pocet

under curve (AUC). Pro biologickou dostupnost tedy plati

»_ Do _ClLAUC
D D

Co kdybychom neznali clearance Cl? Mohli bychom tfeba stejné mnozstvi léku D apli-
kovat primo do zily, pak by platilo D, = D a F = 1. Znovu bychom mérili koncentraéni
kiivku a zjistili AU Chitroziini- Pak se rovnice zméni na

1= Cl. AU Chitrozitni
= D .

Clearance ziistava v obou variantach podani 1éku stejna, protoze popisuje eliminaci 1éku
napt. v jatrech ¢i ledvinach, kterd nezdvisi na zpusobu podéni. Pokud vsSe dosadime,
muzeme zjistit F' jako
_ & _ AUcperorélni
D AU Chitrogiini ‘

Meéreni srdec¢niho vydeje pomoci Swan-Ganzova katetru

V roce 1970 vyvinuli Swan a Ganz specialni katetr, ktery umoznuje métit srdecni vydej.
Katetr se cestou centréalni zily (napf. v. jugularis interna) zavede pfes pravou srde¢ni sin
a komoru do plicni tepny (a. pulmonalis). Tam méfi jednak krevni tlak, jednak teplotu
krve nebo koncentraci néjaké latky, tzv. indikatoru.

| Pulmonary artery
| catheter

Insertion
into vein

Pulmonary
artery

H Right
ventricle

Princip techniky je nasledujici: Chladna kapalina nebo néjaka métitelna latka se rychle
vstiikne do pravé siné. Kapalina ochladi kolem tekouci krev nebo zredi vstrikovanou latku.
Jakmile krev doputuje do a. pulmonalis, ¢idlo na konci katetru zméri pokles teplotu nebo
vzestup koncentrace indikatoru jako nasledujici krivku.
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Uvod do matematické analyzy

0.2 |

0.1

dt ‘ t

2 4

Ze znamého mnozstvi aplikovaného indikatoru a zmétrené kiivky lze dopocitat srdecni
vydej. Nasledujici obrazek predstavuje plicni tepnu, v niz je kiivka mérena.

Krev tece prutokem ¢, ktery v pripadé plicni tepny odpovida minutovému srdeé¢nimu
vydeji. Za Cas dt protece kolmym prurezem plicni tepny objem krve dV = ¢.dt. Pokud je
koncentrace indikdtoru (nebo pokles teploty) v tomto elementarnim objemu krve ¢, pak
tento objem obsahuje dIN = c.dV = c.qdt indikatoru. Po celou dobu méreni pritom musi
postupné protéct veskeré mnozstvi podaného indikatoru N. Staci tedy secist, zintegrovat,
jednotliva elementarni mnozstvi latky v case. Integrujeme opét od 0 do ,,nekonecna*.

N [e'e) 0
N:/ dN:/ C.th:q/ cdt
0 0 0

Funkce c(t) je zméTend kiivka. Integrél [ cdt opét méFi plochu pod kiivkou. Pro srdeéni
vydej CO = q (cardiac output) tedy dostavame
N

evvs

kiivka i plocha pod ni.

Odvozenou rovnici je pro pripad méreni teploty krve namisto koncentrace indikatoru
nutno lehce ,,obohatit“ o teplotu krve i podavané tekutiny a o tepelnou kapacitu krve.
Rovnice se pak v literature oznacuje jako Stewart-Hamiltonova a zni

V(Ty — T;)k1k2

CoO=——"
2 ATdt

kde V je objem podané tekutiny, 7, a T; teploty krve a podané tekutiny, ki spojuje
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hustotu a tepelnou kapacitu, ks je kalibra¢ni konstanta a AT je aktudlné méreny rozdil
mezi teplotou protékajici krve a teplotou krve pred podanim roztoku.

Je zajimavé poznamenat, ze se zmérena kiivka v pribéhu putovani krve cévami prilis
neméni. Je témér stejnd ve vétvich plicni tepny jako primo v ni, ale podobnd je i po
pruchodu plicemi v arterialni krvi. Toho lze vyuzit k méné invazivnimu, ale jen lehce méné
presnému meéreni srdeéniho vydeje pomoci tzv. transpulmondlni termodiluce (napiiklad
systémem zvanym zvanym PiCCO). Chladny roztok se podéva centrilni katetrem do
pravé siné a teplota se méri specidlnim arteridlnim katetrem az v arteria radialis nebo
arteria femoralis. Odpada tak invazivita a komplikace spojené s nutnosti zavedeni katetru
az do plicni tepny.

2.7. Obycejné diferencialni rovnice

Nyni si v zdkladech predstavime dalsi a zasadni oblast matematické analyzy, diferencialni rov-
nice. Jsou zdkladnim nastrojem matematického modelovani. Tvrdi se, ze diferencidlni rovnice
jsou nejprirozenéjsi formulaci fyzikalnich zdkont.

2.7.1. Idea diferencialni rovnice
Predstavme si jakoukoli algebraickou rovnici, napr.
2’ +2r—1=0.
Hledame &islo z, které vyhovuje dané rovnici. Resenim algebraické rovnice je tedy &slo.

Resme nyni jinou tlohu. Znéte néjakou funkei f(z), jejiz derivace se rovna funkci samé? Samo-
ziejmé, f(x) = e*. Uvedend otézka je ale vlastné slovni popis rovnice

f'(z) = f(=).

Je to rovnice, kterda obsahuje derivaci néjaké neznamé funkce a jejimz fesenim neni ¢islo, ny-
brz tato nezndma funkce. Takovou rovnici oznacujeme jako diferencidlni. Resenim diferencidlni
rovnice je tedy funkce, nikoli ¢islo.

Je ziejmé, Ze této diferencidlni rovnici vyhovuje kromé funkce y(x) = e* téz funkce y(x) =
k.e®, kde k je libovolna konstanta. ReSeni diferencidlni rovnice tedy neni jednoznaéné, ale lisi
se v konstanté. Hodnotu konstanty pro konkrétni pripad mizeme urcit ze znamych okolnosti
popisovaného déje, napr. ze znamé hodnoty funkce v ¢ase ¢ = 0. Hovorime o tzv. pocéatecéni
nebo okrajové podmince.

Hledejme feSeni rovnice f'(x) = f(x), které zéroven spliiuje pozadavek, poc¢atecni pod-
minku, aby hodnota funkce v bodé 0 byla 2, f(0) = 2.

Obecnym feseni rovnice je f(x) = k.e®. Aby platilo 2 = f(0) = k.e®, musi byt k = 2.
Hledanym reseni je tedy

f(x) =2¢e".
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2. Uvod do matematické analyzy

Shrime tedy, ze diferencialni rovnice jsou rovnice, které obsahuji derivaci néjaké ne-
znamé funkce. Tato funkce je jejich resenim. Pokud je nezndma funkce funkci jedné pro-
ménné a rovnice tak obsahuje pouze obycejné derivace, oznacuje se jako obycéejna dife-
rencialni rovnice, ¢asto pod zkratkou ODE z anglického ordinary differential equations.
Pokud je hledana funkce funkci vice proménnych a rovnice tak obsahuje parcidlni deri-
vace, oznacuje se jako parcialni diferencialni rovnice, obvykle pod zkratkou PDE z
anglického partial differential equations.

V této kapitole popiseme analytické metody feSeni ODE. Analytickym resenim se rozumi
matematicky vyraz popisujici hledanou funkci, napr. y = cos x. Ponévadz vSak vétsinu diferenci-
feseni, které budou popsany v dalsi kapitole. Vysledkem numerického reseni je graf nebo vy-
brané hodnoty hledané funkce, ale nikoli matematicky vyraz, ktery ji popisuje. V této kapitole
se budeme vénovat analytickému Teseni diferencialnich rovnic.

2.7.2. Zakladni pojmy

Vysvétlime si nékolik zakladnich pojmt z problematiky diferencialnich rovnic. Neznamou funkci
bude déle y, nezévisle proménnou bude z, tedy y(x). Pro derivaci budeme ekvivalentné pouzivat
zapis iy’ nebo %.

Radem diferencidlni rovnice se rozumi nejvyssi stupen derivace pritomny v diferencidlni
rovnici. Je-li nejvyssi derivace prvni, pak jde o rovnici 1. fadu. Je-li nejvyssi derivace n-té, pak
je rovnice n-tého fad. Rovnice vz + y = 222 je tedy 1. fadu, rovnice zy’ + 22 = v je tietiho
radu.

Linearni diferencialni rovnice je takova, kdy se neznamaé funkce y nebo jeji derivace vyskytuji
pouze v souctu, nikoli v sou¢inu. Rovnice ' + 2y = 22 je tedy linedrni, rovnice yy’' = z je
nelinedarni. Poznamenejme, Ze x neni nezndmd, proto se souéin z, resp. f(x), a y v linedrni
rovnici vyskytovat miize. Rovnice zy’ + 2y = = nebo ysinz = y'z? jsou tedy téz linearni.

Obecné muzeme kazdou linedrni diferencidlni rovnici 2. fadu (a obecné jakéhokoli
fadu) zapsat jako
a(z)y” +b(z)y’ + c(z)y = d(z),

kde a(z), b(x), c(x) i d(z) jsou znamé funkce z, ale nikoli y. Pokud jsou a(z), b(x) i c¢(x)
konstanty, hovofime o rovnici s konstantnimi koeficienty. Na pravé strané rovnice
se nevyskytuje neznamé y, pouze funkce z. Jestlize je prava strana rovnice nulovd, tedy
d(xz) = 0, hovofime o homogenni rovnici, jinak o rovnici nehomogenni.

Ve vyse uvedeném pifkladu jsme nasli y(z) = €* jako jedno konkrétn{ feSeni rovnice ' = y.
Kazdé konkrétni feseni oznacuje jako partikularni. Existuje vsak, jak jsme jiz zminili, neko-
ne¢né mnoho partikuldrnich feSeni, ktera jsou vSechna zapsatelnd obecnym tvarem y(z) = k.e*,
kde k£ € R. Takovému obecnému zapisu fikime obecné reseni. Najit néjaké libovolné parti-
kularni reseni, narozdil od obecného Teseni, mtze byt snadné, lze jej napr. uhadnout. Takovym
zjevnym partikuldrni feSeni uvedené rovnice y' = y je napt. y(z) = 0.
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2.7.3. Formulace diferencialni rovnice

Pro potfeby matematického modelovani je dulezité umét prevést redlny problém do podoby
diferencidlni rovnice. Ukazeme si nékolik prikladta takového prevodu. Opét vyuzijeme nam jiz
dobre znamé manipulace s diferencialy.

7

Zformulujme diferencialni rovnice, které odpovidaji nasledujicim popistm.

1. Molekuly latky spontanné degraduji, pricemz pravdépodobnost degradace v nasle-
dujici sekundé je pro vsechny molekuly stejna.

Protoze je pravdépodobnost degradace v nasledujici sekundé pro vsechny molekuly
stejné, musi byt pocet molekul, které se v ndsledujicim ¢asovém tseku At rozpadnou
AN, piimo umérny jejich aktudlnimu poctu N. AN je kladné, pokud pocet molekul
roste. V nasem pripadé pocet molekul ubyva, plati proto —AN ~ k.N.At. Pro velmi
malé zmény prechazi A v diferencial d. Hledana diferencialni rovnice tedy zni

dN
— = —kN.
dt

2. Bakterie se mnozi délenim jednotlivych bunék, zaroven pod vlivem antibiotik jed-
notlivé bunky umiraji a zaroven rist bakterii omezuje konkurence o sdilené zdroje.
Konkurence je timérnd skutecnosti, ze se dvé bakterie setkaji u stejného zdroje.

Protoze se bakterie mnozi délenim, je jejich prirtustek imeérny jejich poctu. Zaroven
vlivem antibiotik jejich pocet klesa, téz imérné poctu. Oba procesy se vsSak lisi rych-
lostni konstantou. Konkurence je vyjadrena pravdépodobnosti setkani u stejného
zdroje, kterd je imérna druhé mocniné poctu. Problém tak popisuje diferencialni
rovnice

dN
= k1N — koN — ks N2.

3. Pozitivni zpétna vazba je charakterizovana skutecnosti, ze rychlost naristu veli¢iny
je (pfimo) timérna veli¢iné samotné.

Odpovidajici diferencialni rovnice samoziejmé zni

dx
— = kuz.
at
Resenfm je funkce
T = zoe®.

Takova veli¢ina tedy exponencialné rychle roste, coz se vyusti v brzkou ,katastrofu*,
pokud jiny proces rist nezastavi.

2.7.4. Homogenni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu, metoda separace
proménnych

Res$me nyni jiz zminénou rovnici ¥/ = y systematickym zptisobem. Derivaci pfepisme do tvaru
podilu dvou diferenciala, dy a dzx,

dy

dr 4

95



2. Uvod do matematické analyzy

S diferencialy budeme opét zachazet jako s ¢isly, napf. jimi nasobit ¢i délit. Pfevedeme rovnici
na tvar
dy
Yy

Tim jsme vse souvisejici s y presunuli na levou stranu rovnice a vSe souvisejici s £ na pravou
stranu. Postup oznacujeme jako separaci proménnych. Nyni pred oba diferencialy napiseme
integral a zintegrujeme, ¢imz vyfesime rovnici.

d
/yy:/dx—>lny::c+0

Po tpravé dostaneme obecné feseni rovnice

dz.

y = e"TC = eC e = ke?,

kde k := e“. Hodnotu konstanty ziskdme z po¢atecnich podminek. Pozadujme napiiklad, aby
y(0) = yo. Pak je k = yp a odpovidajici partikuldrni Feseni zni

Y = yoe".

Jen poznamenejme, ze metoda ma samoziejmé exaktni dikaz, popsany formalni postup sam o
sobé dikazem neni.

~

Vylucovani antibiotika ledvinami

Antibiotikum vankomycin je z organizmu eliminovano prevazné v nezménéné podobé led-
vinami, pricemz se 1idi tzv. kinetikou prvniho fadu, kdy je rychlost eliminace latky piimo
umeérnd jeji plazmatické koncentraci c. Rychlosti eliminace latky se rozumi pokles jeji
koncentrace v case, tedy vlastné zaporna derivace podle casu, —%.

Eliminaci vankomycinu tak muzeme popsat diferencialni rovnici

dc
—— = ke
dt
kde k je konstanta timérnosti, vyjadiujici napt. funkci ledvin. Rovnice je separovatelna
do tvaru
d
== _kat.
c

Po integraci dostaneme
Inc=—-kt+b — c= B.e_kt,

kde b, resp. B = €’ je integra¢éni konstanta. Tim jsme ziskali obecné feseni. Hodnotu
konstanty B urc¢ime z pocatecni podminky. Koncentraci vankomycinu v ¢ase 0 oznac¢me
co. Plati tedy

co = B.e %0 = B.

Finalnim partikuldrnim resenim proto je

c= co.e_kt.

Piiklady pribéhu funkce pro rizné pocatecni koncentrace a hodnoty konstanty k ukazuje
nasledujici graf.
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2.7. Obycejné diferencialni rovnice

Poznamenejme jesté, ze rovnice % = —kc je linedrni a homogenni, protoze ji muzeme

upravit na tvar s nulovou pravou stranou ¢’ + kc = 0.

Vidéli jsme, ze kinetika prvniho fadu vede na diferencidlni rovnici, jejimz feSenim je klesajici
exponencidla. K podobnym diferencidlnim rovnicim vede i fada dalSich procest zndmych z bio-
logie a mediciny, jako jsou radioaktivni rozpad ¢i monomolekuldrni prfemény molekul. Proto se
klesajici exponenciala vyskytuje v biologii tak ¢asto. Misto konstanty k se casto pouziva polocas
t1/2. Za dobu jednoho polocasu klesne koncentrace latky na polovinu. Proto plati

In2
= — = _kt1/2 — t = —.
C 9 Ccpe 1/2 L

Po 5 poloc¢asech latka téméf zmizi, resp. klesne 2° = 32-krat z ptivodni koncentrace.

2.7.5. Nehomogenni linearni diferencialni rovnice prvniho fadu, metoda variace
konstant

Nyni si popiSseme zptisob feSeni nehomogennich linedrnich diferencidlnich rovnic prvniho radu,
tzv. metodu variace konstant. Nejprve si postup ukazeme na konkrétnim piikladu, poté
obecné.

Nitrozilni podavani vankomycinu

Rozsitime predchozi priklad s eliminaci vankomycinu o situaci, kdy vankomycin soucasné
kontinualné podavame inftzi rychlosti vg. Zajiméa nés, jak se vyviji plazmaticka koncent-
race v Case poté, co zapneme infuzi s vankomycinem. Problém nyni popisuje rovnice

% = vg — ke,
zahrnujici jak eliminaci ledvinami, tak kontinualni podavani 1éku. Oproti predchozimu
prikladu jde nyni o nehomogenni rovnici s nenulovou pravou stranou ¢ + kc = vg, kde jiz
nemiuzeme separovat proménné.
K feseni pouzijeme néasledujici ponékud komplikovany ,trik“, oznacovany jako metoda
variace konstant. Nejprve si z nehomogenni rovnice vytvorime rovnici homogenni tim,
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. Uvod do matematické analyzy

Ze pravou stranu polozime rovnu 0, ¢ + kc = 0. Ziskdme tak odpovidajici homogenni
rovnici

d
€ kat,
C

kterou jsme fesili jiz v predchozim prikladé a nalezli feseni
c= B.e_kt,

kde B byla konstanta. Variace konstant spoc¢ivd v tom, ze konstantu B prestaneme po-
vazovat za konstantu, ale budeme ji déle povazovat za funkci casu, B(t). ReSeni ptivodni
nehomogenni rovnice tak budeme hledat ve tvaru

c = B(t).e”*.

Pro ¢ pak plati

% = B'(t).e ™ — kB(t)e *t,

Po dosazeni do nehomogenni rovnice dostaneme
B'(t).e ™ — kB(t)e " = vy — kB(t).e *t.
Po odecteni stejnych ¢lent na obou strandch ziskdme diferencialni rovnici pro B(t)
B'(t).e7* =,

ktera je separovatelna do tvaru dB = vgeFtdt. Proto
v
/dB = /erktdt — B = ?Oekt + D,
kde D je dalsi integracni konstanta. Resenim ptivodni nehomogenni rovnice tedy je

c= B(t)e ™" = (1;{;06’“ + D) ekt = % + De7*t,

Na poéatku pozadujme nulovou koncentraci vankomycinu, tedy ¢(0) = 0, odkud plyne

) —k.0 Vo
0=—+D - D=——.
g e K

Konec¢né tak dostavame definitivni partikularni feseni nasi ulohy, totiz

c:%@—e*kt).

Priklady feSeni pro rtzné hodnoty parametrti, rychlosti infuze a funkce ledvin, ukazuje
nasledujici graf.
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2.7. Obycejné diferencialni rovnice

L

Koncentrace zpoc¢atku rychle roste k setrvalé, stacionarni hodnoté, pro niz (v nekoneéném

Case) plati
v _ v
Cstac = ko(l_e koo): k()

V redlném zivoté povazujeme koncentraci za ustalenou po zhruba 5 polocasech.

Nyni zformulujeme postup pro obecny piipad nehomogenni linearni diferencidlni rovnici prvniho
radu

a(z)y’ +b(x)y = c(x).
V predchozim prikladu slo o specidlni pripad s konstantnimi koeficienty a = 1, b = k i ¢ = vyg.
Rovnice je nehomogenni, protoze ma nenulovou pravou stranu. Nejprve vyresime odpovidajici

homogenni rovnici
a(z)y + b(x)y = 0.

Tu miZzeme snadno separovat a dostaneme

Po integraci pak mame

kde k je konstanta. Nyni pouzijeme variaci konstanty k, kterou budeme déle povazovat za funkci
x, a budeme hledat feseni nehomogenni rovnice ve tvaru

_b(=)

y = k(z)e] Ta ™

Pro o plati

' W (wyed ~EB ) 2E) [ e
y =FK(x)e k:(:v)a(w)e

Pro jasnost vykladu dodejme, ze jsme zde derivovali pro nds mozna neobvyklou slozenou funkci
_b2) g .y . & e . . s .
ef a@ ™ kde vnéjsi funkce je €™ a vnitini funkce je [ —%d:p. Derivace vnitrni funkce je

snadné, protoze % [ f(z)dz = f(z). Aplikaci pravidla pro derivaci slozené funkce ,,vnéjsi funkce
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2. Uvod do matematické analyzy

krat vnittni funkce® hned dostaneme

i _ [t <_b<x>) |
dz

Dosadime za y a y' do nehomogenni rovnice a dostaneme

a(@)k (z)el ~3E % _ a(a;)k(x)z((gef S 4 p(a)k(z)e) THHE = oa).

Druhy a tfeti ¢len se odeCtou a ziskdme separovatelnou rovnici pro k(x)

_b(=)
a(:n)ef a@ = c(x).

dk(z)
dx

Po separaci a integraci obdrzime

b(z) b(x)
dk = @e mdxdx — k= /C((:I:;efa(z)dmdl"f_D
a\xr

Dosadime do ptuvodni rovnice a ziskdme ponékud komplikovany tvar obecného resSeni.

b(xz) b(xz) b(x)
y = el THEE / CE””)e a@% 4y 4 pel —im e
a\xr

Pocatecni podminky pak vyberou potrebné konkrétni partikuldrni feseni.

2.7.6. Soustavy obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu

Soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic jsou mimotradné dulezité, protoze popisuji fadu real-
nych procesi, kdy spolu ruzné proménné interaguji. llustrujme predstavu soustav diferencidlnich
rovnic dvéma priklady:

r

Chceme matematicky popsat vyvoj koncentrace inzulinu a glukézy v case. Obé latky se
vzajemneé ovliviiuji. Inzulin snizuje koncentraci glukoézy, zaroven je vsak tvorba inzulinu za-
visla na jeji koncentraci. Inzulin je soucasné odbouravan kinetikou prvniho radu, nezavisle
na koncentraci glukézy. Glukézu budeme zaroven privadét infizi konstantni rychlosti vg.
Povazujme nyni pro zjednoduseni vSechny vzajemné zavislosti za linedrni (s konstantami
umérnosti k;), byt to neodpovidd fyziologické realité. g bude znacit koncentraci glukézy
(g9 := [glukézal]) a I koncentraci inzulinu (I := [inzulin]). Zmény koncentrace glukdzy a
inzulinu v ¢ase muzeme popsat nasledujici dvojici diferencidlnich rovnic

dg

v — koI
a0 M

dI

2 kog — ksl
dt 24 3

Hormon trijédthyronin (T3) tlumi ¢ stimuluje tvorbu hormonu TSH, pficemz intenzita
stimulace je popsédna néjakou funkei f koncentrace T3, f([T'3]). Zaroven TSH stimuluje
tvorbu T3, intenzita stimulace bude popsdna funkci g([T'SH]). Jak TSH, tak T3 téz
spontanné degraduji, s konstantami k1 a k9. Napisme odpovidajici dvojici diferencidlnich
rovnic.

60



2.7. Obycejné diferencialni rovnice

d[:’;:m = f([T3]) - ki [TSH]
d[ifﬂ — g(TSH]) - ko[T3]

V obou piipadech je dvojice diferencidlnich rovnic ,,zvlastni“ tim, Ze ani jednu z rovnic
nemuzeme Tesit samostatné, nebot pro vysetfeni kazdé z rovnic potfebujeme znat re-
seni druhé rovnice. Takovou dvojici rovnic oznacujeme jako soustavu diferencialnich
rovnic.

Analogické situace nastava u soustavy algebraickych rovnic, kde jsou jednotlivé rovnice téz
provazané. Soustava rovnic muze byt libovolné rozsahla. Resit soustavu diferencialnich rovnic
analyticky je mozné jen v nejjednodussich pripadech, obvykle je nezbytné reseni numerické.

Soustavu algebraickych rovnic muzeme resit eliminaci proménnych, kdy z jedné rovnice vyjad-
fime jednu z proménnych a dosadime ji do ostatnich rovnic. Zkusme pouzit podobny postup na
soustavu diferencidlnich rovnic popisujicich glukézu a inzulin

dg

— =g — k11
dt o !
dl

— =kog — k3l.
dt 29 3

Zkusime eliminovat glukézu. Zderivujme druhou rovnici podle ¢asu a dosadme poté za ¢’ z prvni
rovnice.

d’I dg dI dI
W = kza — kga = kQU[) — klkg_[ — ]ﬁga

Skutecné jsme tak eliminovali glukézu a ziskali jsme nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici
druhého radu s konstantnimi koeficienty

d2I+k‘ dI+k‘k:I k

el haind — kow

a2 3 L) 200,
kterou budeme Fesit v dalsi kapitole. Jakmile pak nalezneme funkci I(t), z prvni rovnice dopoc-
teme g(t). Pozdéji zjistime, ze oproti rovnicim prvniho fadu urcuji hodnoty konstant k; nejen
konkrétni hodnoty nalezené funkce, ale i jeji kvalitativni charakteristiky, napft. jestli feseni v
case konverguje, zda dochazi k oscilacim apod.

Soustavu jsme tedy resili tak, Ze jsme eliminovali proménnou a ze soustavy dvou rovnic prv-
niho rddu jsme ziskali jednu rovnici druhého fadu, kterou budeme dale analyticky resit. Pro

vvvvv

obvykle opacny. Numericky resit soustavu rovnic prvniho fadu je totiz relativné snadné. Proto
se nabizi, pokusit se rovnici vyssiho radu naopak prevést na soustavu rovnic prvniho rddu a tu
pak numericky fesit. Postup je snadny. Jako piiklad vezméme rovnici druhého radu

y'+by +y=d

s nezndmou funkei y(z). Definujme novou funkei z(z) := ¢y’ jako derivaci funkce y. Pak plati
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2. Uvod do matematické analyzy

z' = 4" a rovnici miZzeme prepsat do tvaru
/
Z+bz+y=d.

MiZeme sestavit novou soustavu dvou rovnic pro 2 neznamé funkce y a z, kterou dale numericky
fesime.

dz

— =d—y—>»
dx y i
d _,

dx

Pro potieby numerického teseni diferencidlnich rovnic kteréhokoli fadu tedy staci umeét vyresit
soustavu rovnic prvniho radu.

2.7.7. Linearni diferencialni rovnice druhého fadu

7 vz

V posledni ¢asti kapitol o diferencidlnich rovnicich se budeme zabyvat analytickym feseni neho-
mogenni rovnice druhého radu s konstantnimi koeficienty. Takovou rovnici je napr. vyse odvozend

rovnice pro inzulin
d?1 dI
— + k3— + k1kol = kavp.
a2 31 152 200
Pro jednoduchost zapisu preznacme konstanty na b, ¢ a d. Pred nejvyssi derivaci konstanta byt
nemusi, ponévadz je nutné nenulova a lze ji kratit.
1 dI

Resme opét nejprve homogenni rovnici

A1 dI
A reI=0.
az T Par e

Vysvétlime nejprve pojem linearni kombinace. M¢jme libovolné funkce 17 a I5. Linearni
kombinaci funkci I1 a I se rozumi jejich nasobky a soucty. Necht p a ¢ jsou libovolné
realnd cisla. Pak kazdou funkci

I(z) == phi(z) + ql2(z)
oznacime jako linedrni kombinaci funkei I7 a Is.
Kazda homogenni diferencidlni rovnice mé pozoruhodnou vlastnost. Jestlize néjaké funkce I; a

I5 jsou Tesenimi homogenni rovnice, pak i jejich jakékoli linearni kombinace je fesenim. Dukaz
je snadny. Necht tedy I; a Is jsou resenimi homogenni rovnice. Pak nutné plati

A2, dI;
— 4+ b— I, =0
72 + I +clq
* d21 dl
2 2
— 2 4+ b—=+cly =0.
pT) + at +clo

Dosadme nyni I(x) := pli(z) + gl2(z) do homogenni rovnice, rovnici upravme a vyuzijme, co
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2.7. Obycejné diferencialni rovnice

uz vime o funkcich I7 a Is.

21 dl 421, dl a2,  dl,
oy =S g Y2 2 L) =040=0
az g Te p(dt2+ ar T T g Thg ek +

Vidime tedy, Ze i linedrni kombinace I(x) skutecné spliiuje homogenni rovnici a je tedy téz jejim
feSenim, coz jsme chtéli dokazat.

Nehomogenni diferencialni rovnice tuto vlastnost bohuzel nespliuje. M4 vsak jinou pozoruhod-
nou vlastnost. Obecné feseni nehomogenni rovnice Iy 1ze ziskat jako soucet kteréhokoli jednoho
partikularniho feseni nehomogenni rovnice Ipy a obecného feSeni homogenni rovnice Ipg.

Ion = Ipn + lon

Najit néjaké partikularni reseni nehomogenni rovnice muize byt snadné, lze ho ¢asto ,,uhadnout®.
Napr. zjevnym partikularni reSsenim nehomogenni rovnice

d?I  dI
4 bh—tecl=d
a2 T Te

je konstantni feseni Ipy = %. Pak uz staci ,,pouze“ najit obecné reseni homogenni rovnice.
I zde je dikaz snadny, proto si jej ukazeme. Predstavme si, ze uz zndme néjaké obecné reseni ne-

homogenni rovnice Ipy a zname rovnéz jakékoli jedno Teseni partikularniho feseni nehomogenni
rovnice Ipy. Pak obé tato reseni spliiuji nehomogenni rovnici, plati tedy

d?1, dl
dtO2N +b CZN —|—CION:d

&1 dI
o b IpyI = d.

Pokud obé rovnice odecteme, zjistime, ze

d*(Ion — IpN) n bd(ION —Ipn)
dt? dt

+ C(ION — IPN) =0.

Ion — Ipn je tedy nutné fesenim homogenni rovnice Ipg = Iony — Ipn. Proto je jasné, ze plati
zminéna véta Ioy = Ipy + IoH.

Pokrac¢ujme dale. Zkusme nyni najit feSenf homogenni rovnice, a to ve tvaru I = e**. Po dosazeni
do rovnice a zkraceni e** dostaneme

k2eft 4 ket + cef =0 — k2 + bk +c=0.

Aby tedy I = e** bylo feSenim, musi k spliiovat rovnici, musi proto platit

k: —b+ Vb% —A4c
12 p— —_—,
2

)

Miuzeme rozlisit 3 situace podle hodnoty diskriminantu D = /b2 — 4c.

1. D>0

Dostavéame 2 redlné hodnoty k; 2 a 2 jim odpovidajici feseni I; = eF1! a Iy = e*?!. Resent
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2. Uvod do matematické analyzy

jsou tzv. linearné nezavisla, coz znamend, ze nelze vyjadrit jedno feSeni jako nasobek
druhého teseni. V hlubsi teorii diferencidlnich rovnic se ukazuje, Ze rovnice n-tého radu
ma nejvyse n linedrné nezavislych reseni. Protoze resime rovnici druhého radu, jsou reseni
I a I veskerd linedrné nezavisld feseni. Jakékoli dalsi feseni I(x) homogenni rovnice lze
vyjadrit v jiz zndmém tvaru I(x) = pli(x) + qla(z), tedy

Ion = pe™' + ge'.
Obecné feseni nehomogenni rovnice je pak
d kit kot
ION:E-H?@l + qe™?".
Konstanty p a ¢ se uréi z pocatecnich podminek, které v pripadé rovnice druhého radu

musi byt dvé, napr. pocatecni koncentrace inzulinu a pocatecni rychlost tvorby inzulinu
(coz vlastné nepifimo vyjadiuje pocateéni koncentraci glukédzy).

V predchozim prikladu s inzulinem byly b i ¢ kladné, proto je v pripadé kladného
diskriminantu uréité 0 < v/b? — 4¢ < b a ob& konstanty

—b+ Vb2 —4c
k12:f<

)

0
jsou zaporné. Obecné Teseni Ipn proto muzeme napsat jako
Ton = &4 pe-lkalt | ge-lhalt
c
S casem tedy exponencialni komponenty klesaji k 0 a zustava pouze staciondrni
hladina inzulinu g. Exponencialni komponenty se uplatni pouze zpocatku, nez se

ustavi stacionarni hladina. Obrazek ukazuje mozné pribéhy koncentraci inzulinu,
pokud je pocatecni hladina nad nebo pod hladinou stacionarni.

511

2.D=0

Pro nulovy diskriminant dostdvdme jediné linedrné nezavislé feseni ve tvaru e**, totiz
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2.7. Obycejné diferencialni rovnice

Vzhledem k nulovému diskriminantu plati

2
W—de=0— c= —
c c 1

¢imz se diferencialni rovnice prevadi na tvar

d’I dl b

— +b—+4+—1=0.

TERP T
Prozradime si jeji druhé linearné nezavislé feseni. Je jim

IQ = te%bt.

Pro obecné teseni nehomogenni rovnice s nulovym diskriminantem tedy ziskame

d _ _
Ion = - +p67bt + qteTbt.
c

V prikladu s inzulinem bylo b kladné, takze feseni opét obsahuje klesajici expo-
nencidly a je kvalitativné podobné reseni s kladnym diskriminantem, blizi se ke
stacionarni hladiné. Nékolik moznych pribéht funkei ukazuje obrazek.

511

3. D<O0

Kvalitativné odlisné reseni obdrzime pro zaporny diskriminant, kdy pro odmocninu neexis-
tuje realné reseni, ale existuji 2 feseni v oboru komplexnich ¢isel. Odmocninu ze zdporného
diskriminantu mtzeme upravit do nasledujiciho komplexniho tvaru.

VD = \/-ID| = v=1,/ID| = &y/ID|

~b£vVD  —bxi/|D]
2 N 2 '

Proto

k1o =
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Dostavame tak 2 komplexné sdruzend linearné nezavisla reseni

—b+i/|D| _by ;VIDL,
I =e 2 —e 2% 2

—b—i/ID] b, /1D
I, =e 2 — ¢ 2tet 3t

To je na prvni pohled podivny vysledek, ponévadz v redlném fyzickém svété musi byt reseni
redlnd. Komplexni feSeni je pouze matematicka konstrukce. Muzeme vsak vyuzit vyse
popsanou vlastnost homogenni linearni rovnice, ze soucet Teseni je téz resenim. Zkusme
obé komplexné sdruzena reseni prevést do goniometrického tvaru a secist.

by | ;1D D]

I+, =e 2" |2 t—l—eii P

v/ | D v/ | D D v/ | D
:e*gt. cos | ’t—i—z’sinﬁt—kcos@t—isingt
2 2 2 2
v/ | D
:2e*%tcos | ‘t

2

Eliminovali jsme tak komplexni ¢leny a zbylo ndm redlné feSeni! Poznamenejme, ze druhé
linedrné nezavislé feseni bychom ziskali odec¢tenim obou feseni. Reseni by bylo ¢isté ima-
ginarni a pro redlny svét irelevantni.

Pro obecné feseni nehomogenni rovnice se zdpornym diskriminantem tak ziskdme

D]
2

d
Ion = — +p67%t cos t.
c

Reseni je kvalitativné zcela odlisné od feseni predchazejici, vyskytuji se v ném totiz oscilace.
Ve vyrazu

|D|
b 2
klesajici amplitudu e~ 2%. V ¢ase tedy oscilujici komponenta odezni a zbyde konstantni

hladina inzulinu Iy = %

muzeme rozlisSit dvé ¢asti - oscilaci s konstantni amplitudou cos t a exponencialné

Obrézek ukazuje mozny pribéh koncentrace inzulinu. Cervené ¢arkované linie vy-
znacuji exponencialné klesajici amplitudu oscilaci.
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2.7. Obycejné diferencialni rovnice

2 4

Vsimnéme si, ze parametry ptvodni rovnice, resp. soustavy rovnic, urcovaly, zda
dojde ¢i nedojde k oscilacim. Oscilace v regulac¢nich systémech je tedy mozna, ale
nikoli nutna.
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3. Poznamky k numerické matematice

Radu, ¢ spiSe vétsinu redlnych tloh nelze Fesit analyticky. Nepodaif se ndm najit jednoduchy
vztah, vzorec, do néhoz muzeme dosadit a ihned zjistit vysledek. Témér zcela to plati pro dife-
rencidlni rovnice. V kapitole 2.7 jsme Tesili vSechny tlohy analyticky, to byly ale ve skutecnosti
peclivé vybrané vyjimky. VétSinou je tfeba uzit néjaky jiny postup, abychom ziskali alespon
¢iselny vysledek, kdyz uz nemame analytické reseni. Rozvojem téchto postupt a a studiem jejich
vlastnosti se zabyva numerickd matematika. Formuluje téz algoritmy k hledani reseni. Tim se
pohybuje na hranici matematiky a informatiky. V téméf synonymnim vyznamu téz hovorime o
discipliné zvané vypocetni véda, computational science (nikoli computer science).

3.1. Numerické feSeni algebraickych rovnic

Analyticky umime fesit jednoduché algebraické rovnice, jako 2% 4+ 3z + 2 = 0. Nelinearn{ alge-
braické rovnice, napr. cosx = x musime Tresit numericky. Zde si predstavime 3 postupy nume-
rického Teseni algebraickych rovnic - metodu pileni intervali, metodu prosté iterace a metodu
Newtonovu. VSechny tfi metody maji iterativni charakter.

Iterace znamena, Ze se znovu a znovu opakuje stejny vypocet s odlisSnymi ¢isly, pricemz
vystup ¢-tého kroku je vstupem pro krok ¢ 4+ 1. Na pocéatku je tfeba zvolit néjaky odhad
feSeni, oznacme jej xo. Tato hodnota je vstupem pro prvni iteraci. Vysledky je novy a
snad i presnéjsi odhad reseni, 1. Ten je vstupem 2. iterace, vystupem je jesté presnéjsi
odhad xo. Nésleduji dalsi iterace. Pokud se jiz feSeni mezi jednotlivymi iteracemi prilis
neméni, zmeéna je napr. mensi nez predem zvolené kritérium ukoncenti ¢, |z, —x;_ | < ¢,
program se ukon¢i a vypise aktualni hodnotu z;.

Riizné postupy se lisi konvergenci a efektivitou. Konvergenci se mini skutecnost, ze se
iterace stale vice blizi spravnému reseni. Konvergence muze zaviset na volbé pocatecniho
xg - pro nékterd xo muze iterace konvergovat, pro jina nikoli. Efektivitou se rozumi
pocet provedenych iteraci, nez program dosahne kritéria ukonceni.

Kazdou algebraickou rovnici 1ze upravit na tvar f(z) = 0. Hledejme tedy numerické feseni této
rovnice. Necht je FeSenim rovnice x4, plati tedy f(xs) = 0.

3.1.1. Metoda pileni intervali

Metoda pileni intervali je nejjednodussi. Obr. ji demonstruje pro piipad funkce f(z) =
x — cosz. Je tfeba zvolit dvé pocateéni hodnoty xé a a:(]f”, jednu vlevo a druhou vpravo od xs.
Tyto dveé hodnoty vymezuji interval, v némz se nachézi reseni. Budeme uvazujeme pouze situace,
kdy funkce f(z) protind osu x (v bodé z,) a v okoli bodu x5 je monoténni, jako na obr. \Y%
takovém pifpadé totiz musi mit f(xf) a f(zf) opacna znameni, protoze v x4 je funkce nulova,
f(zs) = 0. Opaéné znameni vyjadifme podminkou f(z§).f(zf) < 0. Neuvazujeme tedy situaci,
kdy funkce osu neprotin, pouze se ji dotyka, jako v piipadé funkce z? v bodé z = 0.
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3.1. Numerické feseni algebraickych rovnic

M

V kazdé iteraci najdeme prostiedni hodnotu z* mezi obéma krajnimi hodnotami

a uréime jeji funkéni hodnotu, f(xM). Uvazme, Ze se fefeni x4 urcité musi nachazet mezi =M a

tou z krajnich hodnot, kterd ma opa¢né znaménko nez f(xM). Pro dalsi iteraci proto definujeme
novou dvojici krajnich hodnot xiLH a xﬁl tak, ze vzdy jednou z novych krajnich hodnot se

stane 2} a druhd se nezméni. Piitom zf, = 2M a 2%, := 2!, pokud md pravd hodnota
opacné znaménko (f(zM).f(zf') < 0), a 2l = 2M a 2F, = 2, pokud m4 leva hodnota

opacné znaménko. V kazdé iteraci se interval obsahuji feseni x, zkrati na polovinu, odtud nazev
metody. Iterace se provadéji tak dlouho, az je sitka intervalu mensi nez pfedem zvolené e.
Dokonce staci polovina intervalu, protoze z¥ se od z, li§{ nanejvys o polovinu délky intervalu
[a:ZL , xf‘] Vyhodou metody je jeji jista konvergence, pokud se ndm podafi najit monoténni tsek
funkce v okoli feseni.

f(x)

1 COST

—1

(a) Rovnost funkci. z = cos(x). (b) Kofen rovnice. f(z) = = — cos(z) = 0.

Obrazek 3.1.: Metoda pileni intervali.

Napisme v Pythonu program, ktery implementuje metodu pileni intervala a fesi rovnici
cos(z) = x.

import math

def g(x):
return x-—math.cos(x)

epsilon = 0.001 # pozadovana presnost treleni

j=0 # sledovani poc¢tu iteraci

xL=0.0 # leva krajni hodnota pocdtecniho intervalu
xR=1.0 # prava krajni hodnota poc¢ate¢niho intervalu

while abs(xR—xL)/2 > epsilon: # kritérium ukonceni iteraci

xM = (xL+xR)/2 # definice stredu intervalu

if g(xM)*g(xR)<0: # volba novych krajnich hodnot
xL = xM

else:
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3. Poznamky k numerické matematice

xR = xM
j+=1 # pribyla 1 iterace
print(xL) # leva krajni hodnota kone¢ného intervalu
print (xR) # prava krajni hodnota kone¢ného intervalu
print(j) # pocet provedenych iteraci
V daném prikladu ziskdme pro ¢ = 0,001 po 9 iteracich interval feSeni

[0.73828125,0.740234375]. Pro predstavu presnosti dodejme, ze na 8 desetinnych mist
je xs = 0,73908513.

3.1.2. Metoda prosté iterace

Dalsi metodou, zajimavou, ale asi nejméné pouzivanou, je metoda prosté iterace. Je nutné z
feSené rovnice f(x) = 0 vyjadrit z ,jako funkci x“, tedy rovnici preformulovat do tvaru x = g(x).
Napiiklad rovnici z — cosx = 0, kde f(z) = & — cosz, preformulujeme do tvaru x = cosz, kde
g(z) = cosx. Opét se zvoli pocitecni odhad Feseni xg. Kazdy krok iterace je charakterizovan
jednoduchym predpisem

Tiv1 = g(xi)

Princip algoritmu objastiuje obr. Algoritmus ,,postupuje“ ve sméru c¢ervenych Sipek. Pro-
blematické jsou podminky konvergence. Aby algoritmus konvergoval, je nutné, aby pro vSechny
hodnoty mezi zg a FeSenim z, platilo, Ze |¢'(x)| < 1. Funkce tedy nesmi v Zddném bodé tohoto
intervalu rast nebo klesat prilis rychle. To ¢asto neplati. Téz rychlost konvergence zavisi na
l¢'(z)| a muze byt nizka.

L1 ZQ T2 T x
L 4

Obrazek 3.2.: Metoda prosté iterace. g(z) = cos(x).

Implementujme v Pythonu algoritmus fesici rovnici cos(x) = x pomoci prosté iterace.

import math

def g(x):
return math.cos(x)
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3.1. Numerické feseni algebraickych rovnic

j=0 # sledovani poc¢tu iteraci
epsilon = 0.001 # pozadovand presnost Freleni
x1=0.9 # pocate¢ni hodnota

x2=g(x1)

while abs(x1—x2) > epsilon: # kritérium ukonc¢eni iteraci

x1=x2 # iterac¢ni predpis

x2=g(x1)

j+=1 # pribyla 1 iterace
print(x1) # predposledni hodnota iterace
print (x2) # posledni hodnota iterace
print(j) # pocet provedenych iteraci

Pro stejnou presnost € = 0, 001 jako v predchozim prikladé ziskame z posledni iterace dvo-
jici hodnot 0, 7386421766270547 a 0,7393834415834122, avsak az po 15 iteracich, oproti
predchozim 9 iteracim.

3.1.3. Newtonova metoda

Popularni je Newtonova metoda, oznacovand téz Newton-Raphsonova metoda nebo metoda
te¢en. Konverguje velmi rychle, ale nikoli vzdy. Resime opét rovnici f(x) = 0. Soucasné vsak
musime znat derivaci funkce f, f’. Opét je nutné poskytnou pocatecni odhad feseni z¢. Princip
metody ilustruje obr. V bodé zg zjistime derivaci f'(z), ¢imz zndme smérnici teény v tomto
bodé. Posuneme se do bodu x1, kde tec¢na protina osu x. Tim vznikne bod x;. Zde opét zjistime
hodnotu derivace a ,zkonstruujeme* tecnu k funkci v tomto bodé. Obecné x;41 je bod, kde
tecna v bodé x; protind osu z. Z obr. [3.3] je zfejmé, ze plati

flzo) f (o)

fi(wo) = zo—a P Plag)

Pro iteracni predpis proto obecné plati

_ fl=i)
f'(@3)

Poznamenejme pro tplnost, ze pokud derivaci nezname a nahradime ji odhadem derivace jako

podilu 2 rozdilt ze dvou u sebe blizko lezicich bodu, prechazi metoda tecen v tzv. metodu secen.

Tit1 = T4

Implementujme v Pythonu algoritmus fesici opét stejnou rovnici cos(xz) = x, tentokrét
Newtonovou metodou.

import math

def f(x): # reSenda rovnice
return x-—math.cos(x)

def fdev(x): # derivace funkce f
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3. Poznamky k numerické matematice

1 | (=) f(z) =2 — cos T [

—1

Obrazek 3.3.: Newtonova metoda. f(z) =z — cos(x).

return l+math.sin(x)

j=0 # sledovani poc¢tu iteraci
epsilon = 0.001 # pozadovana presnost freSeni
x0=1 # polate¢ni hodnota
x1=x0—f(x0)/fdev(x0®) # "nulta" iterace

while abs(x0—x1) > epsilon: # kritérium ukonceni iteraci

x0=x1

x1=x0—£(x0)/fdev (x0) # iterac¢ni predpis

j+=1 # pribyla 1 iterace
print (x0) # predposledni hodnota iterace
print (x1) # posledni hodnota iterace
print(j) # poCet provedenych iteraci

Pro stejnou presnost € = 0,001 jako v predchozim prikladé ziskdme z posledni iterace
dvojici hodnot 0,7391128909113617 a 0,739085133385284. Stacily nam k tomu pouhé
2 iterace!! Pocet iteraci pritom s rostouci presnosti roste velmi pomalu. Naptiklad pro
FeSeni s presnosti 11 desetinnych mist (¢ = 0,00000000001) sta¢i pouhé 4 iterace (x5 =
0.7390851332151607).

3.2. Numerické reseni diferencialnich rovnic

Numerické feseni diferencialnich rovnic je stézejni téma pro potieby matematického modelovani.

presnéjsi metodu podle Runga a Kutty.
Diferencialni rovnici musime nejprve prevést do explicitniho tvaru, kdy na levé strané rovnice

se vyskytuje pouze derivace a na pravé strané vSechny ¢leny bez derivace, tedy do podoby

dy
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3.2. Numerické reseni diferencialnich rovnic

Hledanou nezndmou bude funkce y(z). Pokud neni derivace vyjddiena explicitné, coz ¢asto ani
neni mozné, hovorime o tzv. implicitnim tvaru diferencidlni rovnice, ktery obecné muzeme zapsat
jako f(y',y,x) = 0. Pak je do kazdého kroku numerického feseni nutno vlozit feseni algebraické
rovnice pomoci nékteré z metod uvedenych v predchozi kapitole.

7~

Vyjadfeme diferencidlni rovnice v explicitnim tvaru.

1. zy + 4y = xQ\/gj. Neznadmou funkei je y, proménnou je x.

y/ _ $2\/§_4y
X

2. V't + xt? = 0. Neznamou funkei je z, proménnou je ¢.

—xt? 2

3. sin (2/t?) + (2')? = zt. Nezndmou funkci je z, proménnou je .
V tomto pripadé nelze vyjadrit 2’ v explicitnim tvaru. Rovnici musime resit v im-

plicitnim tvaru.

3.2.1. Eulerova metoda

Eulerova metoda vyuziva skutecnosti, ze derivace je podil dvou (nekoneéné) malych rozdila,
priblizné tedy plati

dr Az

dt = At

Vyraz pro derivaci 2’ = f(z,t) tak miuzeme prepsat do ptiblizného tvaru
— & f(x,t) —» Az =~ f(z,t).At.

Princip metody ilustruje obr. Pokud zname derivaci v bodé, pak priblizné vime, jakou
hodnotu bude funkce mit o At pozdéji. Musi byt zndma pocatecni hodnota x(0) = xg v Case
t = 0 resp. t = tg. Musime téz zvolit casovy krok At. V kazdém kroku metody se posuneme v
case o At dopredu a o Az ve funkéni hodnoté, ¢imz ziskdme novou dvojici hodnot x;11 a t;41
po (i + 1)-nim kroku z pavodnich z; a t; po i-tém kroku. Iterativni predpis je tak definovian
vyrazem

Tiy1 = x; + f(z,t). At

Je patrné, Ze se hodnota x;41 lis{ od spravné hodnoty z(t+ At). V i-tém kroku tak vzniké chyba
error; = x(t + At) — x;4+1. Chyba zjevné zavisi na velikosti kroku At. Drobné chyby se vSak
kumuluji v kazdém kroku a vysledna celkova chyba postupné roste. Celkovou chybu nékdy nelze
eliminovat ani zmensenim kroku At. Pak sice klesne chyba jednotlivého kroku, ale vzroste pocet
krokt a celkova kumulativni chyba klesnout nemusi. Metoda podle Rungy a Kutty, popsana v
dalsi podkapitole, tento problém resi.

Implementujme v Pythonu Eulerovu metodu pro feSeni diferencidlni rovnice 2/ = —zx.
Pocéateéni podminka zni xz(0) = 10. Hledanou funkci je z, proménnou je t. Iterativni
predpis bude z; 11 1= x; — z;. At.
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3. Poznamky k numerické matematice

x(t) /
10 |
P error;
STy
Az
‘ ‘ t
1 2 3
Obrazek 3.4.: Eulerova metoda
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
size = 50 # hodnotu funkce chceme najit v 50 bodech
t = np.linspace(®, 10, size) # vektor ¢asovych bodu

x_num = np.linspace(®, 10, size) # vektor numerickych hodnot
x_anal = np.linspace(®, 10, size) # vektor analytickych hodnot

def g(a): # derivace hledané funkce
return —a

dt = 10/size # ¢asovy krok (v tomto ptripadé 10/50 = 0.2)
i=0

x[il]
t[i]

10 # pocateéni hodnota funkce — x(t®)
0 # polatecéni cas

while i < (size—1): # iterace
dx = dt *x g(x_num[i])
x_num[i+1] = x_num[i] + dx
t[i+1] = t[i] + dt
i+=1

x_anal = 10xnp.exp(—t) # analytické reSeni
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3.2. Numerické reseni diferencialnich rovnic

# graf treSeni

fig, axes = plt.subplots()

axes.plot(t, x_num, ’'b’, label = ’numerické treSeni’)
axes.plot(t, x_anal, ’r’, label = ’analytické teSeni’)
axes.set_xlabel(’cas’)

axes.set_ylabel(’x’)

axes.legend (O

Pfi pocateéni podmince z(0) = 10 je analytickym fesenim x = 10e~t. Numerické i
analytické Teseni je zobrazeno na obrazku. Je patrna drobné odlisnost obou krivek, tedy
chyba Eulerovy metody.

10 4 — numercke freseni
— analyticke feseni
B |
E |
=l
,q_ .
2 |
|]| .
I I ] I I I
0 2 4 & B 10
as

3.2.2. Metoda Rungeho a Kutty

Jak je jisté patrno, je Eulerova metoda velmi jednoduchd, ale nepiilis presna. Vyrazné presnéjsi
metodu numerického feseni diferencidlnich rovnic vypracovali poc¢atkem 20. stoleti némecti ma-
tematici Carl Runge a Wilhelm Kutta. Metoda se snazi odstranit nepresny odhad Az po kroku
At, tedy snizit chybu error;. Hodnotu z(t + At) neodhaduje jednou rovnici, ale v nékolika na-
vzéjem propojenych rovnicich, téz oznacovanych jako ,kroky“. Jde o tzv. vicekrokovou metodu.
Predstavime si nejpouzivanéjsi variantu se 4 kroky, tzv. Runge-Kuttovu metodu 4. fadu (casto
oznacovanou RK4). Upozornuji na terminologicky gulds - v kazdém 1 kroku iterace, kterych
miize byt t¥eba 5000, probéhnou 4 ,kroky“ odhadu Az. Re§ime opét rovnici

dx
— = f(=z,?).
= f)
Opét zvolime casovy krok At. Postupné spocitdme 4 odhady Az, oznacené ky az k4 a z jejich
vazeného prumeéru dopocitame findlni odhad Ax. K odhadu ks se pouzije znalost k1, ke k3 znalost
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3. Poznamky k numerické matematice

ko a ke k4 znalost k3. Prvni krok, urceni ki, je identicky s Eulerovou metodou. Existuji i jiné
drobné modifikace téhoz postupu. Algoritmus je nasledujici:

kl = f (a:i, ti) At

kz :f <$i+k1,tz‘+At> At

2 2
k At
k3:f<13i+227ti+2> At

ki=f (CEZ + k3, t; + At) At.

Princip algoritmu je vizualizovan na obrazku Odhad ,,priamérného“ Az je

k14 2ko + 2k3 + Ky

A
v 6

Odhady t;+1 a x;4+1 definujeme jako

tir1 =t + At
Ti+1 = T + Az,

2(t) 2(t) '
10 |
e k1
5 2
x; A
At
‘ ot ‘ ot
1 2 3 1 2 3
x(t) ’:," x(t) ,
'/’ 15 + //
0]
//,/, < 10 | /,' ¢ vk
y ./. v k’3 k’2 K ./;{. 4
’ /.',/ ’/ ’, k;3
ZT; ,”/,' 5 | /' /z’
/ . At €X; ;-
S L AL
//,‘ ‘ ‘ t A’l X ‘ ‘ t
1 2 3 1 2 3

Obrazek 3.5.: Konstrukce k1 az k4 v Rungové-Kuttové metodé

Obr. [3.6] ukazuje vysledky obou metod po jednom kroku, poé¢itdno z hodnot ky az k4 z obr. 3.5
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3.2. Numerické reseni diferencialnich rovnic

10 ¢

2 3

Obréazek 3.6.: Porovnani piesnosti Eulerovy a Runge-Kuttovy metody

Je vidét, ze RK4 metoda je vyrazné presnéjsi nez Eulerova metoda. Odhad hodnoty z;+; RK4
metodou témér presné souhlasi s funkéni hodnotou v bodé t + At, z(t + A).

7

Implementujme v Pythonu Runge-Kuttovu metody pro feseni stejné diferencidlni rovnici

2/ = —x jako v predchozi kapitole.
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
size = 50
t = np.linspace(®, 10, size)
x_num = np.linspace(®, 10, size)
x_anal = np.linspace(®, 10, size)
def g(x,t=1):

return —Xx

def RK(x,t=1): # 1 krok RK metody 4. tadu
k1l = dt * g(x,t)
k2 = dt * g(x+k1/2,t+dt/2)
k3 = dt * g(x+k2/2,t+dt/2)
k4 = dt *x g(x+k3,t+dt)
return x+(kl1+2xk2+2xk3+k4)/6
dt = 10/size # ¢asovy krok (v tomto pripadé 10/50 = 0.2)

# hodnotu funkce chceme najit v 50 bodech

# vektor c¢asovych bodit
# vektor numerickych hodnot
# vektor analytickych hodnot

# derivace hledané funkce
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3. Poznamky k numerické matematice

i=0
x_num[i] = 10 # poc¢ate¢ni hodnota funkce — x_num(t0)
t[i] = © # polatedni ¢&as

while i < (size—1): # iterace
x_num[i+1] = RK(x_num[i],t[i])
t[i+1] = t[i] + dt
i+=1

x_anal = 10xnp.exp(—t) # analytické feSeni

# graf treSeni

fig, axes = plt.subplots()

axes.plot(t, x_num, ’'b’, label = ’numerické treSeni’)
axes.plot(t, x_anal, ’r’, label = ’analytické treSeni’)
axes.set_xlabel(’cas’)

axes.set_ylabel(’x’)

axes.legend O

Numerické i analytické feSeni je zobrazeno na nasledujicim obrazku. Obé kiivky jsou
prakticky totozné. Opét je patrno, ze chyba metody RK4 je vyrazné mensi nez metody
Eulerovy, ackoli ¢asové kroky At byly zvoleny stejné.

10 A ] === numercke feseni
\ == analytické feseni

3.3. Numerické feseni soustav diferencialnich rovnic

Ponévadz je analytické feseni soustav diferencidlnich rovnic mozné jen vzacné, jsou numerické
metody Teseni zdsadni. Obé vyse popsané metody se daji rozsitit pro pripad soustavy diferencial-
nich rovnic. Uvazujme dvé funkce ¢asu, x(t) a y(t), které charakterizuje soustava diferencidlnich
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3.3. Numerické reseni soustav diferencialnich rovnic

rovnic
dx
= t
dt fl (ZL‘, Y, )
dy
= t

s pocateénimi podminkami x(0) = g, y(0) = yo a t(0) = to.

3.3.1. Eulerova metoda

Uprava Eulerovy metody pro p¥ipad soustavy rovnic je snadnd. Rovnice analogicky upravime
na tvar

Ax
E ~ fl(xayat)

Ay
E ~ fQ(xuyat)‘

Casovy krok At je spoleény pro obé rovnice. Kazdé z nich pak udéavé, o kolik se pro dany
casovych krok zméni hodnota x a y. Itera¢ni predpis musi znit

Tip1 i=a + fi(z,y,t).At
Yir1 :==yi + fo(x,y,t).At
tir1 :=t; + At.

Implementujme v Pythonu feseni soustavy diferencidlnich rovnic

dx
i 92
7 T+ 2y
dy
@ Ty

pomoci Eulerovy metody. Pozadujeme z(0) = 0 a y(0) = 10. Doplime, a¢ je to zfejmé,
ze ve vztahu k obecnému zadani plati fi(z,y,t) = —z + 2y a fo(x,y,t) = —x + y.

import numpy as np

size = 100 # hodnotu obou funkci chceme najit v 100 bodech
t = np.linspace(0®, 50,size) # vektor ¢asovych bodu

X = np.linspace(®, 50,size) # vektor numerickych hodnot x

y = np.linspace(®, 50,size) # vektor numerickych hodnot y

def f1(x,y,t): # derivace hledané funkce x(t)
return —x + 2xy

def f2(x,y,t): # derivace hledané funkce y(t)
return —x + y

dt = 0.1 # Casovy krok
i=0
x[i] = O # pocate¢ni hodnota funkce x
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3. Poznamky k numerické matematice

y[i]l = 10 # pocate¢ni hodnota funkce y
t[i] = © # polatedni ¢as
while i < size—1: # iterace
dx = dt * f1(x[i],y[i],t[i])
dy = dt * f2(x[i],y[i],t[i])
x[i+1] = x[1i] + dx
y[i+1] = y[i] + dy
t[i+1] = t[i] + dt
i+=1
# graf reseni — vyvoj v case
axes.plot(t, x, 'b’, label = ’'x’)
axes.plot(t, y, ’'r’, label = ’'y’)

axes.set_xlabel(’cas’)
axes.set_ylabel(’'y’)
axes.set_title(’vyvoj v case’)
axes.legend ()

Obr. (a) ukazuje ¢asovy prubéh feseni. Vidime oscilace s rostouci amplitudou.

Obr. (a) ukazuje tzv. fazovy portrét. Jde o vzijemné zobrazeni vyvoje funkcei x a y po
eliminaci nezavisle proménné, v tomto piipadé casu. Kdybychom z vysky pozorovali objekt
pohybujici se po zemi, trajektorie jeho pohybu, kterou bychom vidéli, je prikladem fazového
portrétu. Samy polohy viici osam, tedy x(t) a y(t), jsou funkcemi ¢asu. Pomoci fazového portrétu
muzeme ,vizualizovat chovani“ soustav diferencidlnich rovnice, napt. hledat oscilace ¢i stabilni
a nestabilni body. Témito (a dal$imi) problémy se zabyva oblast matematické analyzy zvana
Teorie dynamickych systémii.

ey —_— 20 —_—x
— 5 —
20

10
10 5
> 0 = 0
-5
-10 10
20 -15
-20

0 2 4 6 B 10 0 2 4 6 B 10

éas cas
(a) Eulerova metoda (b) Runge-Kuttova metoda

Obrazek 3.7.: Numerické feseni soustavy diferencialnich rovnic - vyvoj v case

Nakresleme fazovy portrét reseni soustavy diferencidlnich rovnic uvedené v predchozim
prikladeé.

#graf reSeni — fazovy portrét
fig, axes = plt.subplots()
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3.3. Numerické reseni soustav diferencialnich rovnic

axes.plot(x, y, 'b’, label = ’dt = 0.1")
axes.set_xlabel(’x’)
axes.set_ylabel(’'y’)
axes.set_title(’fazovy portrét’)
axes.legend ()

Vysledny portrét ukazuje obr. (a). Okomentujeme jej pozdéji.

20

10

-10

=20 -10 0 10 20 30 -20 -15 -10 -5 o 3 10 15 20
b ®

(a) Eulerova metoda (b) Runge-Kuttova metoda

Obrazek 3.8.: Numerické feseni soustavy diferencidlnich rovnic - fazovy portrét

3.3.2. Runge-Kuttova metoda

vvvvv

metody. V zasadé je tfeba jednotliva ky az k4 pocitat pro obé proménné zaroven. k odpovidajici
proménné x ozna¢me k,, k, budou odpovidat y. Pro vyse uvedenou soustavu rovnic

dx
E - fl(xay7t)
dy
E - f?(xayvt)

s pocatecnimi podminkami z(0) = zg, y(0) = yo a t(0) = t¢ zni algoritmus RK4 metody takto:
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3. Poznamky k numerické matematice

fl (xwyu 1)
kl,y — 1(-’1: Yi, z)
k k1 At
k‘Qz—f1< 2,14— 2,y t1+2>At
k: At
k2,y—f2< 2 yYi + 27y tz+2> At
k2 k At
=h ( + oy ottt 2) At
k: ko At
k3 = f2 ( 5 =y + 2’y ti + ) At

2
T + ks z, yi + ks, ti + At) At
T + ks oz, yi + ks, ti + A) At.

kir= f
k4,y = f2

/\/\

Prvni krok je opét identicky s Eulerovou metodou. Odhady ,primérnych® Az a Ay jsou

o kl,x + 2k2,x + 2k3,az + k4,x

Ax 5
Ay _ kl,y + 2]{22,1/ —g 2]{33’3/ + k‘47y .

Iterac¢ni predpisy pro t;41, ;41 @ y;+1 v jednotlivych iteracich zni

tiy1 =t + At
Tip1 = ; + Az
Yitr1 = yi + Ay.

Implementujme v Pythonu feseni stejné soustavy diferencidlnich rovnic

dzx
e )
7 T+ 2y
dy

pomoci Runge-Kuttovy metody RK4. Pozadujme opét (0) = 0 a y(0) = 10.

import numpy as np

size = 100 # hodnotu obou funkci chceme najit v 100 bodech
t = np.linspace(®, 50,size) # vektor ¢asovych bodu

X = np.linspace(®, 50,size) # vektor numerickych hodnot x

y = np.linspace(0®, 50,size) # vektor numerickych hodnot x

def fx(x,y,t): # derivace hledané funkce x(t)
return —x + 2xy

def fy(x,y,t): # derivace hledané funkce y(t)
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3.3. Numerické reseni soustav diferencialnich rovnic

return —x + y

def RK(x,y,t=1): # 4—krokova kalkulace k1 aZ k4

kix = dt * fx(x,y,t)

kly = dt * fy(x,y,t)

k2x = dt * fx(x+klx/2,y+kly/2,t+dt/2)

k2y = dt x fy(x+klx/2,y+kly/2,t+dt/2)

k3x = dt *x fx(x+k2x/2,y+k2y/2,t+dt/2)

k3y = dt x fy(x+k2x/2,y+k2y/2,t+dt/2)

kdx = dt x fx(x+k3x,y+k3y,t+dt)

kdy = dt * fy(x+k3x,y+k3y,t+dt)
return (x+(klx+2xk2x+2xk3x+k4x)/6, y+(kly+2xk2y+2xk3y+kdy)/6)

dt = 0.1 # Casovy krok
i=0
x[i] = 0O # poCate¢ni hodnota funkce x
y[i]l = 10 # pocate¢ni hodnota funkce y
t[i] = © # polatedni ¢&as
while i < size-—1: # iterace

a,b = RK(x[i],y[i], t[i])

x[i+1] = a

y[i+1l] = Db

t[i+1] = t[i] + dt

i+=1

Obréazky (b) a (b) ukazuji ¢asovy priubéh obou funkei a fazovy portrét pii feseni
RK4 metodou. Fazovy portrét se podstatné lisi od portrétu téze soustavy rovnic resené
Eulerovou metodou. Jde o stacionéarni, stale stejné cyklus oproti rozbihavému cyklu. Stejné
tak vidime konstantni amplitudy oscilaci oproti rostouci amplitudé Eulerovou metodou
(obr. (a) a3.8 (a)).

Prozradme, ze analytické reseni soustavy s danymi pocatecnimi podminkami je

xr =20 sint

y =10V/2 sin (t + 7/2).

Vidime, ze x a y jsou fazové posunuty, maji vSak konstantni amplitudu a stejnou tthlovou
frekvenci. Ve fazovém diagramu proto tvori uzavienou elipsu. Spravné reseni tedy plyne z
Runge-Kuttovy metody, coz opét dokumentuje jeji presnost oproti Eulerové metodé (pfi
stejném casovém kroku At). Rozbihéni v Eulerové metodé je ddno postupnou kumulaci
chyb. Lze proto doporucit vzdy uprednostnit RK metodu pred Eulerovou metodou.
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4. Poznamky k linearni algebre

Matematika byva oznaCovana jako strukturdlni véda, ¢imz se mini, ze ,hleda“ strukturu ¢i
zdkonitosti v jistych vztazich. Matematika vsak neni prirodni véda, toto hledani ma jinou povahu
nez hledani v prirodnich védach. Prirodni védy hledaji zakonitosti v né¢em, co je, co existuje, v
prirodnim svété. Matematika éasto postupuje tak, ze extrahuje zakonitosti z intuitivné znamych
skutecnosti, napr. z pocitani s prirozenymi cisly, a zkoumad, jaké jsou obecné disledky téchto
abstraktnich zakonitosti.

Linedrni algebra je tichvatnou oblasti matematiky, ¢asto prvni vyrazné abstrahujici disciplinou,
s niz se student matematiky setkd. Buduje fadu zakladnich predstav a pojmu. Na jeji poznatky
navazuji dalsi oblasti matematiky i fyziky, napf. teorie diferencidlnich rovnic ¢i kvantovd mecha-
nika. [lustrujme si zminény ,abstrahujici princip“ na prikladu.

Dité se v prvni tridé uci sc¢itat. 2 hrusky + 3 hrusky = 5 hrusek, 2 auta + 3 auta = 5
aut, 2 domy + 3 domy = 5 domu. Postupné zjisti, ze vSechny tyto rovnosti maji néco
spole¢ného, totiz, ze 2 + 3 = 5. Je to prvni stupen abstrakce. MuzZeme pocitat s Cisly,
nepottebujeme konkrétni predmeéty.

Mnohem pozdéji abstrakce pokracuje. 2.(34+4) = 2.34+2.4, 4.(1+5) = 4.1 +4.5. Vsechna
¢isla ve vztazich mizeme nahradit proménnymi a, b, ¢, zastupujicimi libovolné ¢islo, ale
pocetni zékonitost, zde oznacovana jako distribuéni zékon, tedy a.(b + ¢) = a.b + a.c,
stale plati. Nepotfebujeme tedy primo ¢isla, staci ndm proménné, které se ridi stejnymi
pravidly. Maji v jistém smyslu ,stejnou strukturu“. Linearni algebra pokracuje touto
cestou dale. Dalsim stupném abstrakce mize byt pojem vektoru.

4.1. Vektory a vektorové prostory
Ukazme si, jak by cestou abstrakce matematika dospéla k pojmu vektor. Klasickou stiedoskol-
skou pfedstavou vektoru je ,Sipka mifici odnékud nékam®. S takova ,Sipkou“ mutzeme provadét
nekteré ,operace®, které maji charakteristické vlastnosti (viz obr. 4.1).

1. Nasobeni sipky ¢islem Sipku prodlouzi, zkrati, nebo obrati, ale Sipka stale zustava Sipkou.

2. Pokud vynasobime Sipku ¢islem 1, nezméni se.

3. 2 sipky sec¢teme tak, ze prilozime druhou na konec prvni. Mizeme vsak téz prilozit prvni
na konec druhé. Vyslednd sipka, resp. bod, kam sipky spole¢né dosdhnou, je totozné.

4. ,Nulovou“ sipku, tedy sipku délky O, muzeme pricist k jakékoli Sipce, aniz by se tim
zmeénila.

Praveé jsme jmenovali 2 operace, s€¢itani sipek a nasobeni Sipek redlnym cislem (konstantou),
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4.1. Vektory a vektorové prostory

Q!

0)

Wl

(a) Nésobeni vektoru konstantou (b) Séiténi vektoru

Obrazek 4.1.: Operace s vektory

a popsali nékteré jejich vlastnosti. Dalsimi typickymi vlastnostmi téchto operaci jsou jejich vza-
jemné interakce“, oznacované jako komutativita, distributivita a asociativita. ZapiSme popsané
vlastnosti formalné, matematicky. Pojdme nyni misto slova Sipka pouzivat slovo vektor, berme
je zatim jako synonyma. Vektor ozna¢me v, pfipadné v1, v3 nebo v3. Redlné ¢islo, jimz nasobime,

bude a.

Mame tedy 2 operace - nasobeni vektoru konstantou a s¢itani vektori. Obé operace jsou uza-
viené, coz znamena, ze vysledkem je opét vektor, nikoli tfeba realné éislo.

—

a.v] nasobeni vektoru konstantou

— —

1+ s¢itani vektoru

S
|

(%

<L
Il

Operace splnuji nasledujicich 8 vlastnosti, jak se muzeme na chovani Sipek sami snadno presvéd-
¢it:

T=0+7 existuje neutralni prvek sc¢itani

v+ (—v) =0 existuje inverzn{ prvku ke kazdému prvku

V] + 05 =05 + U1 komutativita sc¢itdni

01 + (03 + 03) = (01 + (V3) + U3 asociativita s¢itan{
v=17 existuje neutralni prvek nasobeni

a.(v] + v3) = (a.01) + (a.v3) distributivita
(a+b).0=a0+ bt distributivita
(a.b). U =a.(b.v) asociativita nasobeni

Dosud jsme pouze ,,zkomplikovali* banélni predstavy o Sipkdch. Abstraktni krok je néasledujici.
Zménme od této chvile vyznam slova vektor.

Vektor jiz nebude znamenat pouze Sipku, nybrz jakykoli ,,objekt“, na némz lze defino-
vat néjaké 2 operace, které oznacime jako sc¢itani a nasobeni Cislem, které maji vSech 8
uvedenych vlastnosti.

Budeme mozna prekvapeni, ze takovych objektu je fada. Krom Sipek jsou jimi naptiklad n-tice
¢isel, polynomy kteréhokoli stupné, funkce, které jsou resenim homogenni diferencialni rovnice,
matice konkrétniho typu a dalsi. Matematika se mtze dale zabyvat pouze studiem 8 uvedenych
vlastnosti, aniz by ji zajimalo, ktery konkrétni objekt je ,,v pozadi“. Zjisténé vysledky pak budou
automaticky platit pro viechny konkrétni piipady vektort. Sipky jsou tedy konkrétni, ale nikoli
jediny priklad vektor.
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4. Poznamky k linearni algebre

Zavedme jesté dilezity pojem vektorovy prostor, téz oznacovany jako linedrni prostor. Pozna-
menejme jen, Ze slovo prostor je v matematice (pfinejmensim zde) pouhé synonymum ke slovu
mnozina, nema jiny specialni vyznam.

Meéjme néjakou mnozinu V, na jejiz prvcich néjak libovolné definujeme operaci nasobeni
redlnym cislem ,.“ a operaci s¢itani 2 prvkua ,,+“, pricemz ale definované operace splnuji
8 vyse uvedenych podminek a jsou uzaviené. Trojici (V,.,+) oznacime jako vektorovy
prostor. Kazdy prvek vektorového prostoru nazveme vektor.

Mnozina vsech sipek s dvéma vyse definovanymi operacemi tedy zjevné tvori vektorovy prostor.

7

Ukazme si v nasledujicim ptikladu, ze i polynomy 3. stupné miizeme povazovat za vektory,
prvky vektorového prostoru. Vezméme néjaké dva (obecné) polynomy 3. stupné

Y1 = a12® + hz? + ez + dy
Yo = a2$3 aF b2x2 + cox + d2

Operaci nasobeni ¢islem a s¢itani budeme chapat ,klasicky“, jak jsme zvykli. Nasobme
polynom y; konstantou k € R. Pak dostaneme

y=ky = (kal):v3 + (k:bl)x2 + (key)z + (kdy),

coz je zjevné opét polynom 3. stupné. Operace nasobeni redlnym cisle je tedy uzavriena.
Nyni se¢teme polynomy 1 a ys.

y1 +y2 = (a1 + az)z® + (by + b2)z? + (1 + o)z + (dy + do)

Vysledkem je opét polynom 3. stupné. Operace je téZ uzaviena. Velmi jednoduse se da
déle ukazat, ze tyto dvé operace splnuji vsech 8 vyse uvedenych pozadavki. Jako priklady
ukazme komutativitu a existenci neutralniho prvku sc¢itani. Pro sc¢itani plati komutativita:

Y1 + yo = (a1 + a2)z® + (b1 + b2)2? + (c1 + c2)x + (d1 + da)
=(ag +a1)x + (bg +b1)2® + (co + 1)z + (de + di) = y2 + 41

Neutralnim prvkem séitani je 0 := 0.2° + 0.22 + 0.z + 0. Pro soudet s neutrdlnim prvkem
plati

y+0=az®+ bax® + cx + d + 02 + 0z + 0z + 0
=(a+0)x3+ (b+0)22 + (c+0)z+ (d+0) =y.

Polynom 0 zjevné spliiuje pozadovanou vlastnost. Neutralni prvek séitani tedy existuje.
Takto bychom mohli déle ukédzat platnost vsech 8 vlastnosti.

Polynomy 3. stupné tedy mutzeme povazovat za vektory. Mnozina vsech polynomu 3.
stupné spolec¢né s operacemi nasobeni realnym cislem a s¢itani tvori vektorovy prostor.

V dalsim textu zuzime nasi predstavu vektori pouze na n-tice c¢isel. RozliSujeme radkové
vektory

7= (1, 2, 3)
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4.1. Vektory a vektorové prostory

a sloupcové vektory

1
v= 2
3

Zaména 1adkl a sloupct se oznacuje jako transpozice, znadi se T. Tedy

T

Jednotliva ¢isla uvnitt vektoru se oznacuji slozky nebo komponenty vektoru, oznacujeme je
indexy, napr. ve = 2. i-ta slozka je v;.

4.1.1. Operace s vektory

Scéitani vektort a nasobeni cislem probihd ,po slozkach“, angl. element-wise.

5 1 4
Tl=12|+|5
9 3 6
-3 1
-6 =-3.12
=g 3

Daéle definujeme skalarni soucin 2 vektoru jako ,pronasobeni“ odpovidajicich slozek a soucet

vysledku
Y1
(901, T2, xs) | Y2 | = 21y + T2y2 + X3Y3-
Y3

Elegantné muzeme skaldrni soucin zapsat jako

n

uU = E U5

i=1

(1,2,3).(4,5,6)7 =1.4+25+3.6=29

V kvantové mechanice se skalarni soucin vektora # a @ obvykle zapisuje pomoci tzv. Diracovy
braketové notace jako (u|v).

Délka sipky g, jejiz slozky v osach by byly 5., s, a s, by dle Pythagorovy véty prirozené byla

[

S =

— /52 182 4 g2
= /87 + 5, + 52,

Analogicky proto definujeme velikost neboli normu vektoru jako

v =[] = o} + 03 ... o2
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4. Poznamky k linearni algebre

Obrazek 4.2.: Skaladrni soucin vektorii - geometricka interpretace

Pomoci skalarniho sou¢inu mtzeme normu vektoru elegantné zapsat jako

v = V.7

Norma 6-rozmérného vektoru v = (1,2, 3,4,5,6) je

v=112+22+324+42 152462~ 9, 54.

Geometricky predstavuje skaldarni souc¢in kolmou projekci jednoho vektoru do druhého (a né-
sobenou druhym vektorem), viz obr Pokud oba vektory sviraji thel ¢, 1ze skalarni soucin
spocitat jako

w.v = ||d|| .||V . cos .

Skalarni soucin dvou kolmych vektort je 0. Naptiklad vektory (0,1) a (1,0) jsou zjevné
kolmé, ,lezi v ose x a y“, a plati 0.1 + 1.0 = 0. Podobné vektory (3,5) a (5,—3) jsou
kolmé a plati 3.5 + 5.(—3) = 0.

Ve fyzice se skalarni soucin vyskytuje casto. Je jim napiiklad definovana prace jako skalarni
soucin vektoru sily a vektoru drahy - W = F'.5. Pokud sila ptisobi kolmo na drdahu, zadnou praci
nekond.

Jako rozsifeni dopliime nésledujici abstraktni pozndmku. Pokud u vektoru, tedy prvkia vekto-
rového prostoru, umime néjak definovat normu, pak kombinaci vektorového prostoru s normou
oznacujeme jako normovany vektorovy prostor. A pokud u vektori umime definovat normu
i skalarni soucin, pak takovy vektorovy prostor oznacujeme jako Hilberttv prostor. Hilbertuv
prostor je zakladni matematickd struktura, v niz se ,,odehrava“ kvantova mechanika.

A jesté zminime jednu abstraktni drobnost zdvérem. Pokud umime definovat normu a skaldrni
soucin, pak muzeme vyse uvedeny vztah obratit a naopak definovat abstraktni ihel mezi dvéma
vektory jako .

U.U
[l [l o]
Muzeme tak definovat thel, ktery sviraji dvé matice. Jde opét o velkou abstrakci, zddny realny
thel matice samoziejmé nesviraji.

Ccos p 1=
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4.2. Matice

4.2. Matice

Matici rozumime seskupeni nékolika ¢isel do obdélnikového nebo ¢tvercového tvaru. Ma-
tici obvykle uzavirame do kulatych nebo hranatych zavorek. Rozlisujeme radky a sloupce
matice. Napr.
1 2 3 3
A=15 5 8 7
6 9 1 0
je matice nazvana A s 3 radky a 4 sloupci. Hovorime o matici typu 3 x 4. Obecné ma
matice typu m x n m radku a n sloupcti. Matice typu m X m se oznacuje jako ¢tvercova.

Jednotliva ¢isla oznacujeme jako prvky ¢i elementy matice. Prvek v druhém fadku a tretim
sloupci znac¢ime as3, pro uvedenou matici je ass = 8. Obecné je prvek v i-tém radku a j-tém
sloupci a;j. Prvek levy horni je a1y, pravy horni ay,, levy dolni a,,1 a prvek pravy dolni je ay.

ail e Q1
Qi

Aml  --- Gmn

Jednolivé radky matice muzeme povazovat za fadkové vektory, jednotlivé sloupce za sloupcové
vektory.

4.2.1. Typy matic

Kromé obecné matice vyse uvedené, kdy je vétsina Cisel v matici odlisnych od 0 a neni patrna
zadna struktura usporadani prvki, existuji specidlni typy matic.

Diagonalni matice ma prvky jen na hlavni diagondle.

1 0 00
03 00
00 20
0007

Jednotkova matice je diagonalni matice se vSemi prvky rovnymi 1.

100 0
0100
Es=1g 0 1 0
000 1

Symetricka matice je symetricka vici hlavni diagonale.

1 -1 7 -3
-1 3 5 4
7T 5 2 0
-3 4 0 7
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4. Poznamky k linearni algebre

Horni a dolni trojihelnikova matice maji pouze nuly pod nebo nad hlavni diagonalou.

1 -1 7 =3 1 000
0 3 5 4 -1 3 00
0O 0 2 9|7 520
0o 0 o0 7 -3 4 8 7

Transponovani matice mé vyménéné radky a sloupce. Transponovana matice AT k vyse uve-
dené matici A je typu 4 x 3 a zni

AT =

W W N =
N 0o Ot Ot
O = O O

Pro symetrickou matici zjevné plati A7 = A.

4.2.2. Operace s maticemi

Scitani a oddéitani matic stejného typu je prosté sc¢itani a odcitani po prvcich.

1 3 -5 1 2 3 2 5 =2
-2 1 4 |+14 5 6|=]2 6 10
3 4 -3 78 9 10 12 6
Totéz plati pro nasobeni matic Cislem.
1 2 3 3 6 9
3.14 5 6| =112 15 18
7 8 9 21 24 27

Operace spliuji vsech 8 vyse popsanych vlastnosti. I mnozina vSech matic stejného typu proto
tvori vektorovy prostor. Chovaji se totiz ,jako Sipky“.

Nasobeni vektoru matici je slozitéjsi. Matici si predstavime jako m radkovych vektort napsa-
nych pod sebou a provedeme skaldrni soucin kazdého raddku s ndsobenym vektorem. Postupujeme
systémem ,radek-krat-sloupec”.

1 3 -5 1\ (1 11432+ (=5).3+1.1 —7
—2 1 4 1|.|2|l=|(21+12+43+12|=[14
3 -3 1) \3 3.1+42+(-3).3+1.3 5

Vysledky vektor ma tolik prvku, jako ma matice radku. Nasobeny vektor musi mit tolik prvki,
jako matice sloupct. Pokud je matice A typu m X n, v nasobeni ¥ = A.Z ma £ n prvka a y m
prvka.

Nejkomplikovanéjsi je nasobeni matice matici, C = A.B. Prvni matici, A4, typu m x n si
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4.2. Matice

[ b1 b1, b1,p
//
,’:F .
. PR . :
X 1
e L b bij bip
L’ ’/J'_ ) ) , P
P A
e e e -
-, ,’x,/ + s
e e “ -
// /,/ /’/ ,//L’,f bn’l bTL,] bn’p
,// ,// //, ,></’ ,z’
/’, /’, /,/ ’/,X,/
4 ,/ s ’/’ //
arlr ... al’j -.. Q1n ‘11 .- Cl,j s ... C1p
g1 Qi 4 Qin Cil Cij Cip
am,1 --- amJ ce. Gmon Cm1 --- Cm,j cee oot Cmp

Obrazek 4.3.: Schéma nasobeni matic

predstavime jako slozenou z m radkovych vektorii o n komponentach, druhou matici B typu nxp
jako slozenou z p sloupcovych vektort délky n. Provedeme skaldrni soucin kazdého radkového
vektoru matice A s kazdym sloupcovym vektorem matice B. Pro to je nutné, aby byl ,,vnitfni“
rozmér obou matic, v tomto pripadé n, stejny, tedy pocet sloupctu prvni matice musi byt stejny
jako pocet radki druhé matice. Vyslednd matice C je typu m x p. Obecné pro prvek s indexy 1,
J matice C' plati

Cij = Aix-Bij.

k=1
Obr. nazorné ukazuje postup vypoctu.
Nasobeni matic
1 5 6
2 5 9
A= 3 8 1
3 70
1 6
B=|-2 9
3 -1
1.1+5.(=2) + 6.3 1.6+59+6.(=1) 9 45
9.1+5.(—2)+9.3 2.6+59+09.(—1) 19 48
31+8.(=2)+1.3 3.6+89+1.(-1) ~10 89
3.1+7.(=2) +0.3 3.6+ 7.9+0.(—1) ~11 81

Matice A je typu 4 x 3, matice B typu 3 x 2 a matice C typu 4 x 2.
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4. Poznamky k linearni algebre

Y -
31 U .
’
e
2 T //
1 e s
s
R
. x
— t t t
’ 1 2 3

(a) Zrcadleni podle osy y = x

K

2 7

1 i
‘ ‘ ‘CC
1 2 3

(b) Vertikdlni roztaZzeni

<L

(¢) Rotace o 50°

Obrazek 4.4.: Geometrické interpretace nasobeni vektoru matici
4.2.3. Geometricka interpretace nasobeni vektoru matici

Méjme jako piiklad dvojrozmérny vektor v roviné @ = (uq, uz) a vynasobme jej ¢tvercovou matici
typu 2 x 2. Ukazme si nékolik prikladiu, abychom ,vidéli“, co provede matice s vektorem (obr.

1),
0 1
=1 0)

dostaneme novy vektor ¥ = A.u = (ug,u;). Doslo k vymeéné slozek vektoru, coz odpovida

Nésobenim matici

zrcadleni vektoru podle osy y = x. Matice

(Y

prodlouzi ,y-vou“ slozku vektoru dvakrat a nezméni ,x-vou slozku“, provede tedy vertikdlni
__[cosp —sing
sinp cose

zpusobi rotaci vektoru o thel ¢ proti sméru hodinovych rucdicek, ale nezméni velikost vektoru.

roztazeni. Matice

Rizné matice tedy ptsobi rizné, ale pro danou matici charakteristické zmény vektoru. Pokud
vektor nasobime ¢tvercovou matici, vysledny vektor ma stejnou dimenzi. Je mozné nasobit vektor
i matici obdélnikovou. Pak klesa nebo roste dimenze vektoru a geometricka interpretace uz neni
snadna. Mohlo by jit napt. o projekci 3D-vektoru do néjaké roviny (2D-vektoru).

4.2.4. Priklady aplikaci matic

Matice a linedrni algebra obecné maji mnozstvi aplikaci ve riznych védnich oblastech. Ukdzeme
si Cisté pro ilustraci dva ptiklady.

Reprezentace vztahii

Méjme 5 lidi, A az E. Schéma (a) vyjadiuje vztahy mezi nimi. Sipka X — Y znamend ,, X
ma rad Y. Nékteré vztahy jsou oboustranné, nékteré pouze jednostranné. Tyto vztahy mtzeme
vyjadiit pomoci matice I, nékdy oznacované jako incidencéni (b)). Rédky znamenaji ,kdo
maé rad“, sloupce znamenaji ,koho ma rad“. 1 a 0 znaci ,ma rad“ a ,nema rad“. Naptiklad 1 v
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4.2. Matice

2. fadku 1. sloupce znamend ,,.B mé rad A“, 0 ve 4. fddku 5. sloupce znamena ,D nem4d rad E*.
Takto muzeme snadno zachytit vztahy libovolného mnozstvi osob a déle je napriklad pocitacove

analyzovat.
—+ B
~ A
- l‘_/” ".. .\\‘\
- S
[ Ny
F g E Y
A< » C
" \‘\\ x 4 A B C D FE
| NN /o A0 1 1 1 1
| \ ' ;| Bl1t o100
A 1 Ccl0o 0 0 1 0
\ TN \ / J
N . \ Y, / D0 1 1 0 0
— L F D — El1 0 1 1 0
(a) Vztahy mezi lidmi (b) Incidenéni matice

Obrazek 4.5.: Vztahy mezi lidmi vyjadiené matici

Co miuzeme z matice zjistit? Matice je ¢tvercova, protoze popisuje vztaky kazdého z kazdym.
Nuly na hlavni diagondle znamenaji, Ze nikdo nemé rad sdm sebe. Ani jeden fadek a ani jeden
sloupec neobsahuji samé nuly. Neni tedy nikdo, kdo by nemél nikoho rad, nebo nékdo, koho by
nem¢él nikdo rad.

Mohlo by nas zajimat, zda existuji dvojice, které se maji rddy navzijem. Pokud se symetricky
oproti hlavni diagonéle nachézeji jednicky, znamena to, ze se tato dvoji lidi ma navzajem rada.
Pokud matici I transponujeme a transponovanou matici I7 ,polozime na ptvodni matici®, pak
tyto dvojice musi mit ,na stejném misté jednicku“. U ostatnich dvojic se ¢isla lisi. Vyjimkou
jsou obé nuly, kdy se dvojice oboustranné nemaji rady.

01111 01001
10100 10010
I=looo0o1o0f;/fT=|11011
01100 1 0101
1 0110 1 0000

Pokud nyni obé matice odecteme, ziskdme novou matici Vzt, kde jsou na mistech stejnych
vzajemnych vztaht, at pozitivnich ¢i negativnich, nuly. Z matice hned vidime (modré nuly), ze
dvojice se vzajemnymi sympatiemi jsou (A,B), (A,D) a (C,D). Navrzeny postup mé samoziejmé
vadu na krase v tom, ze ukazuje 0 i pfi vzajemné antipatii (v matice je dvojice (B,E) vyznacena
cervené).

0 0 1 1 o0
0 0 1 -1 0
Vat=I-1"=|-1 -1 0 0 -1
-1 1 0 0 -1
0 0 1 1 0

Pro zajimavost dodejme, ze matice rozdili V zt je antisymetrickd, tedy az na znaméko symetricka
vici hlavni diagonale. Proto nam stac¢i ,hledat nuly“ pouze nad hlavni diagonalou.
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4. Poznamky k linearni algebre

Analyza obrazu

Rastrovy cernobily obraz mizeme vnimat jako sit ¢ernych a bilych ¢tvercti. Pokud 0 bude bila
a 1 ¢ernd, muzeme obraz vyjadrit jako matici (obr. a matematicky s nim dale pracovat.
Pokud matici naptiklad vydélime dvéma, obraz ,zeSedne“. Digitalni analyza obrazu je rozsahlé
téma aplikované matematiky a informatiky, kde pravé linearni algebra hraje vyznamnou tdlohu.

100010
010101
001001
010101
100010
011101
(a) Cernobily obraz (b) Odpovidajici matice

Obréazek 4.6.: Obraz jako matice

Ukazme si priklad matematické operace s matici ¢ernobilého obrazu. Zkusme vynéasobit matici
ptivodniho ¢enobilého obrazu diagonalni matici s riznymi ¢isly od 0 do 1. Protoze nasobime di-
agonalni matici, bude vzdy cely sloupec puvodni matice vynasoben stejnym c¢islem. To znamena
ze ,zeSedne C¢i zbéla“ cely sloupec stejné, jak mizemme vidét na obrazku ObrKdyby nés
tfeba zajimala pouze c¢ast obrazu a zbytek ne, mohli bychom takto ¢ast obrazu ,,vymazat“.

. 100 010 1 0 000 O
010101 0 08 000 O
001001 0 0 100 O
010101 0 0 00O O
100010 0 0 001 O
011101 0 0 00 O0 04
(a) Sedy obraz (b) Nésobeni diagonalni matici

Obréazek 4.7.: Zména obrazu jako nasobeni matic

4.3. Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Soustavou m linedrnich algebraickych rovnic o n nezndmych se rozumi celek m linearnich vza-
jemné provazanych rovnic, v nichz se dohromady vyskytuje n neznamych. Soustavou 3 rovnic o
3 neznamych 1, zs, a x3 je napriklad

2¢1 4190 —x3= 1
—x1—3x9+2x3 = 4
31’1 —T3 = -2

Resenim této soustavy je trojice ¢isel x1, x2, a =3, které mlizeme povazovat za slozky vektoru
¢

¥ = (w1, 2, x3). Na pravé strané soustavy, za ,=, stoji téz 3 ¢isla, kterd muzeme povazovat
za slozky néjakého vektoru, napi. b = (1,4, —2). Kdybychom z napsané soustavy ,vypustili®
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4.3. Soustavy linearnich algebraickych rovnic

proménné zx;, zbyla by ndm struktura matice. Seskupme tedy koeficienty u proménnych do
matice A.

2 1 -1
A= -1 -3 2
3 0 -1

Pak ale muZeme celou soustavu rovnic ihned prepsat do maticové rovnice
AZ =b.

Resit soustavu rovnic tedy vlastné znamena hledat vektor #, kterj vyhovuje dané maticové
rovnici. Geometricky nahlizeno hleddme vektor &, ktery matice A pretvari ve vektor b. Tim jsme
sice dospéli k novému ,,pohledu® na feseni soustavy rovnic, ale zatim ndm to jakkoli nepomohlo
pri vlastnim reseni.

4.3.1. Gaussova eliminaéni metoda

Resit soustavu rovnic lze napiiklad tak, ze postupné vyjadiujeme jednu z proménnyjch a dosa-
zujeme do ostatnich rovnic. Postup je to jednoduchy, ale pracny a nesystematicky. Predstavime
si systematickou metodu, kterou lze napr. snadno implementovat v podobé pocitacového pro-
gramu, oznacovanou jako Gaussova elimina¢ni metoda. Metodu si vysvétlime na prikladu vyse
uvedené soustavy rovnic. Soustavu si prepiSeme do matice rozsitené o pravou stranu rovnic,
kterou si pro prehlednost oddélime svislou ¢arou, tedy

3 0 —-1|-2

Principem metody je prevedeni matice na horni trojihelnikovy tvar s pouhymi nulami pod hlavni
diagonéalou, tedy

X X | X
X X | X
0 x| x

o o X

Z trojuhelnikové matice uz snadno tzv. zpétnym chodem zjistim reseni, jak hned uvidime. Uvé-
domme si znovu, ze kazdy radek matice je pouze nékterda ,prepsana“ rovnice. Pokud bychom
puvodni rovnici vynésobili nenulovym c¢islem, dostaneme rovnici novou, avsak se stejnym rese-
nim. Podobné muzeme napt. ke 3. rovnici pri¢ist rovnici 1., nebo mtizeme zaménit potradi rovnic.
Reseni soustavy se té7 nezméni. Stejné operace mizeme proto provadét i s matici - nasobit fadek
¢islem, pri¢itat ndsobeny radek k jinému radku a vyménovat fadky. Pokud nasobime a pricitame
chytte, ,,vznikaji“ na potfebnych mistech, pod hlavni diagonalou, nuly. Vyresme tedy vyse uve-
denou soustavu. Nejprve vyménime 1. a 2. fadek. Potom k 2. radku pricteme 2-nasobek radku
1. a ke 3. fadku 3-nasobek rfadku 1. Nové vzniklé matice jsou stran reSeni ekvivalentni s matici

puvodni, coz vyznac¢ime symbolem ,,~“.

2 1 -1 1 -1 -3 2 4 -1 -3 2| 4
-1 -3 2 4 | ~ 2 1 -1 1 |~ 0 -5 3| 9
3 0 —-1|-2 3 0 —-1|-2 0 -9 5|10

vevs

Nyni mtuzeme 2. fadek vynasobit —% a pricist k 2. Poté jesté pro prehlednost vynasobme 3.
radek -5-ti.
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4. Poznamky k linearni algebre

-1 -3 2| 4 -1 -3 2 4 -1 -3 2| 4
0 =5 3| 9|~ 0 -5 3 9 |~| 0 -5 3|9
0 -9 5|10 0 0 5-%2|10-8% 0 0 231

Dostali jsme tak ekvivalentni matici v dolnim trojihelnikovém tvaru. Prepisme ji pro ¢isté pro
srozumitelnost vykladu znovu do tvaru 3 rovnic, ackoli tento krok neni nutny.

—x1—3x9 +2x3 = 4

—b5xo+3x3= 9

2$3 =31
Nyni uz primo ziskdme teseni ,zezdola nahoru“. Z tfeti rovnice plyne, ze x3 = 15,5. Dosazeni
a3 do druhé rovnice ziskdme xo = 7,5. Z prvni rovnice pak x1 = 4,5. Dosazenim do ptivodnich
rovnic se presvéd¢ime o spravnosti feSeni. Gaussova elimina¢ni metoda je vSsak metoda vypo-
¢etné naro¢nd, pro soustavu n rovnic o n neznamych vyzaduje fadové n? pocetnich operaci. Pro
rozsahlé specidlni matice s velkym poctem 0, které vznikaji napt. pfi numerickém feseni parci-
alnich diferencidlnich rovnic, byly vytvofeny specidlni G¢innéjsi postupy, napi. podle Jacobiho

nebo Gausse-Seidela.

4.3.2. Inverzni matice

Cisla 3 a % muzeme oznacit jako vzajemné inverzni, protoze

% téz zapisujeme jako 37!. Podobny vyznam mé inverzni matice. Méjme &tvercovou matici A.

Matici A~! oznac¢ime jako inverzni, pokud plati
AA =4t A=F

kde F je jednotkova matice. Napr. k matici

je inverzni matice

b
L
Il
/
[esR NI
|
_ O
N——

protoze plati

2 0 L0 10
-1 _ 2 _ _
A4 _<0 1)'(0 1)‘(0 1>_E2
Pro tplnost se jesté presvédéime, Ze plati i A™1A = Fy.
1
= 0 2 0 10
-1 _ 2 _ _
A A‘(o —1)'(0 —1>_<0 1>_E2

Zmat inverzni matici je uzitecné. Vratme se k predchozimu prikladu feSeni soustavy rovnic AZ =
b. Pokud bychom znali inverzni matici A~!, pak stac¢i obé strany rovnice touto matici vynasobit
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4.3. Soustavy linearnich algebraickych rovnic

a hned mame hledané feseni ¥ = A_ll_;, protoze
AVAT = AT AZ=FBi=7=A4"1%

Museli bychom sice vynasobit matici A~! vektorem 5, to je ale podstatné jednodussi nez pro-
vést celou Gaussovu eliminaci. Obtizné je ovSsem spocitat inverzni matici. Vypocet se provadi
variantou Gaussovu eliminace, je tedy vposledku stejné naro¢ny. Pokud ale potfebujeme opako-
vané fesit stejnou soustavu rovnic s odlisSnymi pravymi stranami 5, pak uz se postup s inverzni
matici vyplati. Z hlediska geometrické interpretace provadi inverzni matice s vektorem opac¢nou
operaci. Jestlize napr. matice otac¢i vektor o 30° po sméru hodinovych rucicek, inverzni matice
jej otaci o 30° proti sméru hodinovych rucicek.
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A. Zakladni programové konstrukty jazyka
Python

Zde si stru¢né popiseme zakladni konstrukty jazyka Python - datové typy, podminky, cykly a
funkce. Pro jednoduché programy nam budou stacit.

A.1. Obecné poznamky k Pythonu

Python je v soucasnosti jednim z nejpopularnéjsich programovacich jazykt. Je siroce pouzitelny
v mnoha oblastech, jako jsou védecké vypocéty, analyza dat, machine learning, programovani
aplikaci, prace s databidzemi nebo webové aplikace. Jedna se o tzv. objektové orientovany
jazyk, ale lze v ném programovat i ,jednoduse“ neobjektové, tzv. proceduralné.

Python je interpretovany (synonymum skriptovaci) jazyk. Programétor piSe obycejny textovy
soubor, vétsinou s priponou .py, obvykle oznacovany jako skript. Tento soubor se predlozi
programu s nazvem python. Program python je tzv. interpret, tedy program, ktery rozumi
textu ve skriptu, ¢te jej radek po radku a prevadi jednotlivé piikazy do strojovych prikazu
(instrukei) pro procesor pocitace, ktery je vykonava. Pythonsky skript soubor.py bychom tedy
spustili napt. z prikazové radky Windows pomoci piikazu C:\python soubor.py.

Obvykle vsak pouzivame néjaky program usnadnujici psani skriptu, obecné oznacovany jako IDE
(Integrated Development Environment). IDE pro Python jsou napt. Jupyter Notebook, Spyder,
PyCharm ¢i IDLE. Obvykle jsou soucasti néjaké distribuce, coz je soubor nékolika programt
usnadnujicich programovani - distribuce obsahuje vlastni interpret python, néjaké IDE a fadu
doplikovych modult. Jednotlivé distribuce se lisi praveé témito doplnkovymi produkty, pythonsky
interpret je ve vSech distribucich témér stejny. Nejznaméjsi distribuci je Anaconda, piipadné jeji

N 24

Jista slova, tzv. kli¢ova slova (keywords), napf. print, for, in nebo range, maji v Pythonu
vlastni specialni vyznam a nelze je pouzit napi. jako ndzev proménné. S témito asi 35 klicovymi
slovy lze naprogramovat v podstaté cokoli . Zvladnout programovani v zdkladnim Pythonu
tedy vlastné znamena naucit se syntaxi (jak presné se prikazy zapisuji, aby jim interpret rozu-
mél) a sémantiku (co presné znamenaji) téchto klicovych slov. Krom toho ale existuje obrovské

vvvvv

schopnosti Pythonu. Byly vSak naprogramovany v zakladnim Pythonu.

Zapis programu v Pythonu je jednoduchy. Namisto stredniki ¢i zavorek pouzivanych v jinych
programovacich jazycich se pro ucely seskupovani textu programu (,co k sobé patii“) pouziva
odsazeni, tzv. indentace. Indentaci nelze vynechat ¢i pozménit, zménila by se logika programu.
Napt. v nasledujicim programu je prvni print() soucasti for cyklu (vytiskne se pii kazdém béhu
cyklu), druhy print() jiz neni soucésti (vytiskne se pouze jednou).
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A.2. Datové typy

Tabulka A.1.: 35 klicovych slov jazyka Python

False continue global pass
None def if raise
True del import  return

and elif in try
as else is while

assert  except lambda  with
async finaly  nonlocal yield
await for not class

break from or

>>> for i in range(4): # komentafre nasleduji za #
# slouzi k lep8i orientaci programatora
# a C¢tenare, interpret je preskoci

>>> print(’ je soucasti’) # pat¥i pod for cyklus

>>> print(’neni soucasti’) # nepati¥i pod for cyklus

je soucasti

je soucasti

je soucasti

je soucasti

neni soucasti

A.2. Datové typy

Kazda proménna v Pythonu je urc¢itého datového typu, napriklad ¢islo nebo text. Proménnym
ur¢itého typu odpovidaji jisté operace. Lze napriklad scitat dvé ¢isla, ale nelze scitat ¢islo s
pismenem, jinak Python hlasi chybu. Pokud napiSseme x=3, Python sdm pozna, ze proménnd x
je typu int (celé ¢islo), proménnou x vytvori a prifadi ji hodnotu 3.

A.2.1. integer a float

Integer je datovy typ celych cisel, float znaci desetinnd cisla.

7

>>> a = 7

>>> b = 1.2

>>> print(type(a))
>>> print(type(b))
<class ’int’>
<class ’float’>

¢islo typu int

¢islo typu float

type zjisti datovy typ
print vytiskne hodnotu

H O H B H

>>> 3+4 # obé c¢isla jsou int, vysledek je automaticky int
7
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>>>
7.0

3.044 # prvni ¢islo je int, druhé float
# vysledek je automaticky float

>>> 3xx4

81

# 3 na 4.

>>> z=(a+b)*(a—b) # v proménnych uZ jsou uloZeny hodnoty
>>> print(z) # lze normalné pocitat
47.559999999999995

A.2.2. string

String je datovy typ textovych fetézcii. Vlastni typické textové funkce, jako délka Fetézce, po-
sledni pismeno apod.

7

>>> fraze = ’textovy retézec je typu string’
>>> print(fraze)
>>> print(’Delka fraze: ’, len(fraze))
# len zjisti délku retézce
>>> print(’9 prvnich pismen:’, fraze[0:9])
# [2:8] vybere podretézec od pismene 2 do 8
>>> print(’Posledni slovo velkymi:’, fraze.split()[—1].upper())

# rozStépi retézec na slova a vrati posledni slovo
textovy retézec je typu string
Delka fraze: 18
9 prvnich pismen: textovy I

Posledni slovo velkymi pismeny: STRING

A.2.3. boolean

Boolean je logicky datovy typ, nabyva pouze hodnot pravda a nepravda, True a False.

7

>>> a = False
>>> print(a)
>>> print(type(a))

False

<class ’bool’>

>>> 5>4 # Je 5 vétsi nez 47 ano

True

>>> 5 == 7 # POZOR!! == rovnost, = pritazeni
False

>>> 5 1= 8 # nerovna se

True
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>>> print ((5>8) or (5>4)) # plati jedno nebo druhé
>>> print ((5>8) | (5>4)) # alternativa pro or
True
True
>>> print ((5>8) and (5>4)) # plati jedno i druhé
>>> print ((5>8) & (5>4)) # alternativa pro and
False
False
\end{priiiklad}

A.2.4. list

List, cesky seznam, je datovy typ kolekce. Jiné objekty jakéhokoli datového typu lze tak ,seskupit“
pod jedno oznaceni.

~

>>> muj_seznam = [’one’,’two’,’three’,4,5, [1,2,’1list2’]]
# definice kolekce s nazvem muj_seznam
>>> my_list[5] # 6. prvek kolekce s indexem 5
# POZOR! 1. prvek ma index O0,Python c¢isluje od ©
[1, 2, "list2’]
>>> my_list[5][—1] # z 6. prvku kolekce vybere posledni prvek
"list2’

A.2.5. tuple

Tuple, cesky n-tice, je datovy typ kolekce podobné jako list. Po jejim vytvoreni vSak uz nelze
ménit jeji obsah.

7

>>> t = (1,2,3) # definice kolekce tuple

>>> t[0] # vybere 1. prvek s indexem 0
1
>>> t.append(4) # prida prvek ... coZz nelze

# Python hlasi chybu

AttributeError Traceback (most recent call last)
<ipython—input—28—ada7ed8a579e> in <module>

> 1 t.append(4)

AttributeError: ’tuple’ object has no attribute ’append’

>>> t[1] = 5 # zméni hodnotu 2. prvku ... coZ opét nelze
# Python hlasi chybu

TypeError Traceback (most recent call last)
<ipython—input—29—c53026d12066> in <module>
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> 1 t[1] =5
TypeError: ’tuple’ object does not support item assignment

A.2.6. dictionary

Jak nazev tika, dictionary je datovy typ obdobny slovniku - je to kolekce dvojic kli¢:hodnota.
Zadanim klice lze najit odpovidajici hodnotu, podobné jako dim:house.

>>> my_dict = {’keyl’:123,’key2’:[12,23], ’key3’:[’1t0’,’itl1’]}
>>> my_dict[’key3’][0] # vypi%e prvni hodnotu pro kli¢ key3
7it@®’

>>> my_dict[’key4’] = [4444] # do my_dict prida par key4:4444
>>> my_dict.keys () # vypiSe vSechny klice
dict_keys([’keyl’, ’key2’, ’key3’, ’key4d’])

>>> my_dict.values() # vypise v3echny hodnoty
dict_values([123, [12, ...... , [4444]11)

>>> my_dict.items () # vypiSe celé dictionary
dict_items([(’keyl’, 123), ...... , (keyd’, [444471)])

A.3. Importovani knihoven

Knihovny, moduly, pakety, packages a baliky jsou synonyma. Jsou to pythonské skripty, které
obsahuji jisty program. Pokud se ndm takovy program v ramci naseho programu hodi, importu-
jeme dany modul a program pouzijeme, aniz bychom ho cely museli psat od za¢atku. Prikladem
je modul numpy, ktery obsahuje fadu funkci pro numerické vypocty. Moduly lze stdhnout z in-
ternetu a ulozit do adresare vlastniho pocitace, kde Python moduly hleda. Béhem importovani
se tam Python podivé, a pokud odpovidajici modul najde, nahraje jej do paméti.

7

>>> import numpy as np # importuje a nahraje cely modul numpy
# do paméti,dale jej ale bude pouzivat
# pod zkratkou np
>>> print(np.sqrt(9)) # pouzije funkci sqrt z modulu numpy
>>> print(np.arange(5)) # pouZije funkci arange z modulu numpy
>>> print(np.random.rand(5)) # pouzije funkci random.rand
3.0
[0 1 2 3 4]
[0.89479446 0.74400804 0.76156047 0.60258417 0.74705343]

>>> from numpy.random import rand # importuje a nahraje do

# paméti pouze funkci random z modulu numpy,

# C¢imZz Setti pamét
>>> rand(5) # pouzije f. rand, kterda generuje 5 nahodnych ¢isel
array ([0.34395972, 0.854625, 0.769615, 0.085601, 0.674828])
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A.4. Podminka

Nutnym konstruktem kazdého programovaciho jazyka je podminka, kterd umozni odlisné cho-
vani programu za ruznych situaci. Zékladni soucast podminky je logicky vyraz, ktery je vyhod-
nocen jako pravdivy (True) nebo nepravdivy (False). Podminku utvofime dvojici ptikazu If a
else, ptipadné jesté elif. Co k sobé patti, urc¢uje indentace.

>>> x = 5
>>> if x>5: # podminka
>>> print(’ano’) # provede, pokud podminka plati
>>> else:
>>> print(’ne’) # provede, pokud podminka neplati
ne
>>> x =5
>>> if x>5:
>>> print(’>5")
>>> elif x==5: # pokud podminka neplati, taZe se dale
>>> print(’=5’) # pokud neni vé&t3i neZ 5, je pfesné& 57
>>> else:
>>> print(’<5’)
=5
A.5. Cykly

Dalsim zakladnim konstruktem kazdého programovaciho jazyka jsou cykly, tedy tseky programu,
které jsou opakovany tak dlouho, dokud plati néjaka podminka. Obvykle jsou k dispozici 2 cykly

- while a for.

A.5.1. Cyklus for

For cyklus prochazi predem zadanou sekvenci, napf. hodnoty 1 az 5. Lze jej nahradit cyklem

while.

7

>>>
Petr
Pavel
Eva
Martina

>>> for i in range(5):
>>> print (i*i)

>>> for jmeno in ["Petr",’Pavel’,’Eva’,
print (jmeno) # za jmeno se postupné dosazuji jména

"Martina’]:

range(n) vytvori posloupnost 0 az n—1
# proménnda i v kaZzdém kroku nabyva dals$i
# hodnoty posloupnosti
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= O =

A.5.2. Cyklus while

While cyklus se provadi, dokud plati zadand podminka. Pokud se podminka nikdy nesplni, mize
dojit i k ,zacykleni“ programu, ktery pak nikdy neskonci.

r

>>> 1=0
>>> wWhile i<5: # Nejprve se vyhodnoti podminka. Pokud plati,
# probéhne 1 cyklus a znovu se hodnoti podminka

>>> print (i)

>>> i+=1 # je ekvivalentni s i=i+1; zvyd%i i o 1
0

1

2

3

4

A.6. Funkce

Dalsim typickym konstruktem programovacich jazyki jsou funkce. Je to tsek textu programu,
jemuz je prirazen vlastni nazev a mize byt v programu opakované voldn. Text funkce by se dal
opakované psat primo do hlavniho textu programu, ale s pomoci funkci se program mnohem 1épe
strukturuje i rychleji probiha. Chovaji se podobné jako funkce v matematické - néjaké proménné,
oznac¢ované jako parametry, do funkce vstupuji, jiné proménné jsou vysledkem funkce. Rikdme,
ze funkce vraci uré¢ité hodnoty (¢isla, pismena, logickou hodnotu apod.). Funkce je v Python
samostatnym objektem, ma tedy své jméno a adresu v paméti, tedy v tomto smyslu ,existuje®.

Funkci obecné definujeme takto:

7

>>> def jmenoFunkce(parametry): # definice ndzvu a parametrt
>>> prikazovy blok # odsazeni ¥ika, co v3e pat¥i do funkce
>>> return (...) # tika, co ma funkce vracet

Ukazme si 2 priklady funkef:

>>> def pocetSamohlasek(slovo): # funkce ur¢i poc¢et samohléasek
>>> pocet = 0
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>>> for pismeno in slovo:

>>> if pismeno in aeiouAEIOU:
>>> pocet = pocet + 1

>>> return(pocet)

>>> type(pocetSamohlasek)
function # funkce je v Python samostatnym objektem

>>> text = input(’zadejte slovo: ’) # input=zadani z klavesnice
>>> pocetSsamohlasek(text) # vola se funkce se zadanym textem
zadejte slovo: pokus

2
>>> def fce_na_ukazku(i): # definice funkce fce_na_ukazku
>>> return str(i) +’.: nedelam nic’ # funkce se provede

# a toto vrati
>>> for i in range(5):
>>> print (fce_na_ukazku(i)) #5x se vola f. a tiskne vysledek
: nedelam nic
nedelam nic
nedelam nic
nedelam nic
nedelam nic

w2

Nékteré funkce jsou vestavéné (built-in functions) pfimo v zdkladni konstrukci Pythonu. Na-
priklad print(), len() nebo type(). Ty mizeme pouzivat ihned, aniz bychom pfedtim cokoli
definovali. Dalsi funkce pak ,vlastni“ objekty urcitého datového typu. Napriklad objekt typu
dictionary automaticky poskytuje funkce keys() nebo values(). Ty muzeme volat pouze ,na
tomto objektu“, samostatné je Python nezna.

A.7. "Komplexni''priklad

Nasledujici ,,komplexni“ ptiklad obsahuje témér vse vyse probrané. Je jisté nazorny a srozumi-
telny i bez podrobnéjsiho komentare.

7

>>> def zadani():

>>> x = float(input(’Zadejte prvni ¢&¢islo: ’))
>>> y = float(input(’Zadejte druhé ¢islo: ’))
>>> return(x,y)

>>> def soucet():
>>> x,y=zadani ()
>>> return(x+y)
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>>> def rozdil():

>>> x,y=zadani ()
>>> return(x—y)
>>> i=5

>>> while i!=0:

>>> i = int(input(’1

>>> if i==1:

>>> print (’Soucet je:
>>> elif i==2:

>>> print (’Rozdil je:

= soucdet, 2 = rozdil,

>>> print(’Program ukoncen’)

1 = soucdet, 2 = rozdil,
Zadejte prvni ¢islo: 5
Zadejte druhé c¢islo: 6
Soucet je: 11.0

1 = soucet, 2 = rozdil,
Zadejte prvni c¢islo: 4
Zadejte druhé c¢islo: 6
Rozdil je: —2.0

1 = soucet, 2 = rozdil,
Program ukoncen

0

0

0

konec:

konec:

konec:

soucet ())

rozdil ())

® = konec:

"))
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Nutnou dovednosti v matematickém modelovani je vizualizace vysledkt. Ukazeme si, jak v Py-
thonu kreslit grafy funkci jedné a dvou proménnych. Budeme pouzivat funkce knihovny mat-
plotlib. Jind pythonska knihovna pro vizualizaci dat je napf. seaborn.

B.1. Funkce jedné proménné

B.1.1. Definice zobrazované funkce

Matplotlib kresli funkce tak, ze pouze spoji zadané body. Nejprve musime ,definovat* funkci,
neboli zadat body, tedy dvojice (x,y), které se maji spojit. Definujeme vektor ,x-ovych“ sourad-
nic boda a odpovidajici vektor ,,y-vych* souradnic. Pro definici vektort a matematické operace
s nimi pouzijeme knihovnu numpy. Vse oziejmi priklad.

,

>>> import numpy as np # importuje knihovnu numpy

>>> x = np.linspace(®, 5,100) # vektor 100 hodnot od ® do 5

>>> y = X xx 2 # 1. funkce — 2. mocnina, aplikovdana
# na kazdy element vektoru x
>>> z = 10xx *xx 0.5 # 2. funkce — 10 * odmocnina

B.1.2. Vytvoreni platna a zakladniho grafu

Kresba grafi ma v Matplotlib ,,objektové orientovany charakter“. Nejprve vezmeme ,papir®,
rikdme mu platno nebo canvas, a v ném si vyhradime zatim prazdny graf. Oboji provede funkce
subplots(). Jejim vystupem jsou dva objekty - platno a na ném graf. Nyni voldme ruzné funkce
na objektu graf, které do néj dokresluji riizné jednotlivosti, jako vlastni graf funkce, osy, nazvy
os apod.

7

>>> import matplotlib.pyplot as plt # importuje funkci pyplot
# knihovny matplotlib

>>> fig, axes = plt.subplots() # vytvori "platno" (canvas)
# a prazdny graf

# nyni nasleduje kresleni do vytvoreného grafu

>>> axes.plot(x,y,’b’,label="na druhou’) # spoji dvojice x,y
>>> axes.plot(x,z,’r’,label="odmocnina’) # x—z oznac¢i odmocnina
>>> axes.set_xlabel(’ndzev osy x’) # set_ v nazvu metody
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>>> axes.set_ylabel(’ndzev osy y’) # nastavuje parametry grafu
>>> axes.set_title(’nazev grafu’) # napf¥. nazev grafu

>>> axes.legend () # do grafu se prida legenda
>>> fig # vykresli vytvotreny graf

Uvedeny program vykresli nasledujici graf s dvéma funkcemi.

nazev grafu

25 1 —— na druhou
—— odmocnina
20 A
= 15 4
=
w
[=]
=
(7]
[}
2 10
5 -
0-
T T T T T T
0 1 2 3 4 5
nazev osy x

Alternativou je vytvorit pouze platno pomoci funkce figure () a na ném volat funkci add_axis(),
kterd na platné vytvori prazdny graf. Umozni tak na 1 platno nakreslit vice grafi a nastavit,
kde na platné se grafy nachézeji.

7

>>> fig = plt.figure() # vytvo¥i pouze "platno" (canvas)

# prida axes (= graf) na platno
>>> axes = fig.add_axes([0.1, 0.1, 0.5, 0.5])

# left, bottom, width, height (rozsah 0 to 1)
# urc¢i, kde na platné bude graf leZet
# ! relativni umisténi

axes2 = fig.add_axes([0.2, 0.2, 0.4, 0.7]) # druhy graf

# na stejném objektu fig

# kresleni do grafu 1

>>> axes.plot(x, y, 'b’, label = ’text legendy’)
>>> axes.set_xlabel(’osa x’)

>>> axes.set_ylabel(’ osa y’)

>>> axes.set_title(’nazev grafu’)

>>> axes.legend()

# kresleni do grafu 2
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>>>
>>>
>>>
>>>
>>>

axes?2
axes2
axes?2
axes?2
axes?2

.plot(x, z, 'y’, label = ’"text ’)
.set_xlabel(’osa x’)
.set_ylabel(’ osa y’)
.set_title(’nazev grafu’)
.legend )

nazev grafu

text

25

20+

15 ~

osay

10 ~

Takto lze

Hiktivné“ nakreslit i vnoreny graf.

7

>>>
>>>
>>>

# hlavni graf

.plot(x, y, 'b’)
axesl.
axesl.
axesl.

>>>
>>>
>>>
>>>

fig =
axesl
axes2

axesl

# vloZeny

>>>
>>>
>>>

axes2
axes?2
axes2

.plot(y, x, ’'r’)
.set_xlabel(’osa x 2’)
.set_ylabel(’osa y 27)

plt.figure()

= fig.add_axes([0.1, 0.1, 0.8, 0.8]) # hlavni graf

= fig.add_axes([0.2, 0.5, 0.4, 0.3]) # vnofeny graf
# vnoreny graf je men$i a ma posunutou polohu

set_xlabel(’osa x 1)
set_ylabel(’osa y 1)
set_title(’nazev hlavniho grafu’)

graf
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>>> axes2.set_title(’nazev vnoreného grafu’);
nazev hlavniho grafu
25
nazev vhozeneho grafu
20+
15
=
=9
5]
7]
o
10
5 .
0 —
T T T T T
0 1 2 3 4
osaxl

B.1.3. Ulozeni grafu

Vytvoreny graf lze (v rdmci programu) primo ulozit pomoci funkce savefig().

>>> plt.savefig(’uloha.png’, dpi = 300)
# ndzev souboru (mozZné ulozit jako .PNG, .PDF, .SVG)
# specifikace rozlisSeni

B.1.4. Specifikace podoby grafu funkce
Matplotlib nabizi fadu moznosti, jak upravit vzhled grafu podle potreby. Napriklad:

7

>>> fig, axes = plt.subplots()

# kresleni do grafu
>>> axes.plot(x, y, ’'b’, label = ’'na druhou’)
>>> axes.plot(x, z, 'r’, 1ls = '—’, label = ’'odmocnina’)

110




B.1. Funkce jedné proménné

>>> axes.plot(x, y,’*r’) # &Cervené x
>>> axes.plot(x, z,’oy’) # Zzluta o
>>> axes.set_xlabel(’ndzev osy x’)
>>> axes.set_ylabel(’ndzev osy x’)
>>> axes.set_title(’ndzev grafu’)
>>> axes.legend()

fig

nazev grafu

25 1 —— na druhou
=== pdmocnina

20

15 4

nazev osy x

10 4

nazev osy x

B.1.5. Vice grafii na platné

Vice grafii na platné lze nakreslit bud pomoci funkei figure() a add_axis(), jak jsme jiz
popsali, nebo pfimo pomoci funkce subplots(), kde lze specifikovat ,strukturu® grafi (napr.
1x3, 2x2) a jejich velikost. Jednotlivé grafy se pak volaji dvojici indexu [i,j].

~

>>> import matplotlib.pyplot as plt
>>> import numpy as np

>>> fig, axes = plt.subplots(2,2, figsize = (8,6))
# vytvori na platné 2x2 grafu, kazdy velikosti 8x6

>>> X = np.linspace(®, 5,100) # definice 4 funkci
>>> y00 = x

>>> y01l = x%xXx

>>> y10 np.sin(x)

>>> yll np.cos(x)

# kresleni do grafu
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>>> axes[0,0].plot(x, y00, ’'b’, label="$x$’) # levy horni graf
>>> axes[0,0].set_ylabel(’y’)
>>> axes[0,0].legend()
>>> axes[0,1].plot(x, y01l, ’r’,1s= —’, label = ’§x42%’)
>>> axes[0,1].legend()
>>> axes[1,0].plot(x, y10, ’'g’, 1ls= '—.’,label ’$\sin x$’)
>>> axes[1,0].set_xlabel(’x’)
>>> axes[1,0].set_ylabel(’y’)
>>> axes[1,0].legend()
>>> axes[1l,1].plot(x, yl1l1, ’y’, 1ls="dotted’,label="$\cos x$’)
>>> axes[1,1].set_xlabel(’x’)
>>> axes[1l,1].legend()
5 __ x 25 e /!
r4
a4 20 =
r
4
3 15 ’
4
= ,l
2 10 ,/
”
rd
1 5 &
] 0 ———
0 1 2 3 4 5 1 3 4 5
0 ,""-“"\ —-: sinx 1o cosx
/ 3
/ N,
0.5 - \ 0.5
/ :
/ Y
> 00 \ 0.0
\
-0.5 \ -05
N\,
-1.0 N -1.0
0 1 2 3 4 5 1 3 4 5
x X
>>> fig, axes = plt.subplots(nrows=1, ncols=2)
# levy graf
>>> axes[0].plot(x, y, 'b’)
>>> axes[0].set_title(’'y = xx*x%x27)
>>> axes[0].set_xlabel (’X axis’)
>>> axes[0].set_ylabel(’Y axis’)
# pravy graf
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>>> axes[1].plot(y, x, ’'r’)
>>> axes[1l].set_title(’'y = sqrt(x)’)
>>> axes[1l].set_xlabel (’X axis’)
>>> axes[1l].set_ylabel(’Y axis’)
y = x**2 y = sqrit(x)
25 5 4
20 4 1
15 3
0 w
= =
m [i+]
- -
10 A 2
5 1
0 0 -
0 2 4 0 10 20
X axis X axis

B.1.6. Nastaveni os

Matplotlib umoziniuje mnohda nastaveni os. V pfikladu je vidét vnoreny graf, kde kreslime stejné

funkce, ale zamérujeme se na bod dotyku.

~

>>> XX = np.linspace(—1,1,100)
>>> fig, ax = plt.subplots(figsize = (10,5))
>>> ax.plot(xx, XX*%2, XX, XX*%3)

>>> fig.tight_layout()

# vnitrni graf

>>> vnitrni_ax.set_title(’zoom near origin’)
# nastaveni os
>>> vnitrni_ax.
>>> vnitrni_ax.

vnit¥niho grafu
set_xlim(—.2, .2)
set_ylim(—.005, .01)

# minimalizuje prekryvani grafu

>>> vnitrni_ax = fig.add_axes([0.2, 0.55, 0.35, 0.35])
# poloha x, poloha y, $irka, vyska
>>> vnitrni_ax.plot(xx, XX*%x2, XX, XX*%3)

# rozsah osy x
# rozsah osy vy

# velikost platna
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# nastaveni ukazatelu os vnit¥niho grafu
>>> vnitrni_ax.set_yticks ([0, 0.005, 0.01]) # ukazatele x
>>> vnitrni_ax.set_xticks([—0.1,0,.1]); # ukazatele y

Zoom near origin

1.00 1 0.010
0.75 4

0.005 1
0.50 4

0.000 A

0.25 4

i T T —T
0.00 -0.1 0.0 0.1

—0.251
—0.50 1

—=0.751

—1.00 1

T T T T T T T T T
-1.00 —=0.75 -0.50 —=0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

B.1.7. Formatovani grafu

Matplotlib poskytuje mnoho moznosti formatovani grafu. Bud mizeme nastavit jednotlivosti,
jako jsou napriklad typ, barva nebo sirka kfivky, nebo si vybereme z mnoha preddefinovanych
styli. Detaily moznych nastaveni lze najit v dokumentaci pro Matplotlib:

Seznam typd markert https://matplotlib.org/3.1.1/api/markers_api.html

Seznam barev https://matplotlib.org/3.1.0/gallery/color /named  colors.html

Upravy textu v obrazcich https://matplotlib.org/stable/users/explain/text/text_ intro.html

V obrazcich 1ze pouzit i matematicky font ve stylu M TEXu. Nékteré moznosti ukazuje nasledu-
jicich priklad.

7

>>> fig = plt.figure(figsize = (9,5), dpi = 100)

>>> ax = fig.add_axes([0.1,0.1,0.8,0.8])
>>> ax.set_title(’MoZnosti formatovani’)

>>> ax.plot(xx5,vy,

>>> color = ’red’, # barva

>>> 1s = '—7 # styl krivky

>>> label = ’k¥rivka 1’ # nazev k¥ivky

>>> )

>>> ax.scatter(y, x*5, # scatter — jako plot, ale nespoji body
>>> color = ’grey’,

>>> marker = ’s’, # styl markeru

>>> label = ’krivka 2’

>>> )
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>>> ax.set_xlabel(’X’) # nazev osy x
>>> ax.set_ylabel(’Y’) # nazev osy x

>>> plt.legend() # pridani legendy
# popisky = anotace
>>> plt.rcParams[’text.usetex’] = True # zapne matematicky styl

# matematicky text stylu LaTeXu

>>> ax.text(1l5,5,r"$y=\left (\frac{x}{5}\right)+2%",
fontsize=15, color="red")

>>> ax.text(4, 15, r"$y=5\sqrt{x}$", fontsize=15, color="grey")

MoZnosti formatovani

254 —=- Kkrivka 1 J
o
B krivka 2 wnm?

20 1

10

T
0 5 10 15 20

[
3

B.1.8. Styly

Stylem se rozumi komplexni preddefinovana podoba grafu. Lze si vybrat z mnoha styli, jak uvadi
dokumentace pro Matplotlib - https://matplotlib.org/3.1.1/gallery /style_sheets/ style_ sheets_ reference.html.

V nésledujicim ptikladu pouzijeme styl ggplot, ktery jinak pouziva stejnojmennd knihovna pro-
gramovaciho jazyka R.

7

# pouziti ggplot stylu
>>> matplotlib.style.use(’ggplot’) # volba stylu ggplot

>>> fig = plt.figure(figsize=(6,4))

>>> axes = fig.add_axes([0.1, 0.1, 0.8, 0.8])
>>> axes.plot(x, y, ’'b’)

>>> axes.set_xlabel(’Set X Label’)
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>>> axes.set_ylabel(’Set y Label’)
>>> axes.set_title(’Set Title’)
Set Title
25
20
T |5
=]
[1+]
—
=
-
& 10
1]
1] 2 3 5
Set X Label

Seznam stylti mizeme téz najit takto:

7

# dostupné styly
>>> for i in matplotlib.style.available:
>>> print (i)

Solarize_Light2
_classic_test_patch
bmh

B.2. Funkce dvou proménnych

Pro kresbu funkci 2 proménnych opét pouzijeme knihovnu matplotlit, nyni funkci plot_surface().
Nejprve musime definovat proménné, obdobné jako v pripadé funkci 1 proménné. Dale musime
definovat vlastni funkci 2 proménnych pomoci piikazu def. Déale pomoci funkce np.meshgrid
vytvorime sit dvojic hodnot (x,y) v zékladné grafu, na niz definujeme proménnou z. Tak vlastné
definujeme skupinu bodu v prostoru, které funkce ax.plot_surface(X, Y, Z) pospojuje v pro-
storovy graf.

Pokud budeme chtit pouzit interaktivni méd, kdy lze mysi otacet grafem, musime predem na-
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insﬁﬂovata,potéinqxntovatlﬂﬁhovnu.ipympl.[

7~

Nakresleme graf gunkce f(z,y) = 2% + y, tedy rotaéniho paraboloidu.

>>>
>>>
>>>
>>>

>>>

>>>
>>>

>>>
>>>

>>>
>>>

>>>
>>>

>>>

>>>

>>>

>>>

>>>
>>>

import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import numpy as np
# import ipympl

#% matplotlib widget

X = np.arange(—15, 15, 0.
y = np.arange(—15, 15, 0.
def fun(x, y):

return xx*x2 + yxx*2

X, Y = np.meshgrid(x, y)
Z = fun(X,Y)

fig = plt.figure(Q)
ax = fig.add_subplot (111,

ax.plot_surface(X, Y, Z) # vykresleni prostorového grafu

ax.set_xlabel(’osa
ax.set_ylabel(’osa
ax.set_zlabel(’osa

N < M
— v

ax.view_init(—50, 50)
plt.show()

D
1

projection="3d’)

#

H W

+H

# inicialniho natoceni grafu
# zobrazeni grafu

interaktivni méd

definice proménné x
definice proménné vy

definice funkce

vytvori X—Y sit
definice proménné z

'Instalace knihovny ipympl: Otevieme Anacondu - Anaconda Powershell Prompt a napiSme conda install

ipympl.
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