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Matematika pro nematematiky - Ulohy 4

Termin zadani: 9.10.2024

1 Derivace slozenych funkci

Zderivujte nasledujici funkce.

1. f(z) =sin(z® + 322 - 1)+ 1

1).(322% + 62)
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2. f(z) = 4In%(2?)
3. f(z) =2% +sinz.Inx
4. fz) = S
5. f(x) = 49”
6. f'(z) = sin?(2?)
Reseni:
1. f'(z) = cos(x® + 322 —
2. f'(x) = 4.2Ina3. .30 = 24102’
3. f
4. f'(z) = 222+ (32 —1)— 2x.eQT+1
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2 Rychlost procesi

— (ex. 1n4>/ —

= sin?(23) = 2sin(2?) cos(x?).322

et-nd g — (eln‘l)x Ind =47 1n4

1. Na pocatku, v ¢ase t = 0, méjme 1000 atomovych jader, které se rozpadaji, pricemz jejich

pocet N klesa podle rovnice

N = 1000.e~ 0%,

kde t je ¢as v minutdch. Vypocitejte bez pouziti kalkulacky (!!), kolik jader se priblizné
rozpadné béhem prvnich 5 minut.

2. Zrychleny pohyb volné padajictho kamene popisuje rovnice h = hg — %gt2, kde hg je
pocatecni vyska, h je aktualni vyska, g je gravita¢ni zrychleni a ¢ je ¢as. Vypoctéte rychlost

kamene jednak jako funkci ¢asu, jednak jako funkci vysky h.

Reseni:

1. Okamzita rychlost poklesu poé¢tu jader je (zadpornd) derivace N podle t, —dN/dt.

dN

dt

= —1000.(—0.002)e™

0,002.t

=2.e

0,002.t



V case t=0 se tedy rozpadnou zhruba 2 jadra za minutu. Béhem prvnich 5 minut se tedy
rozpadne zhruba 10 jader. Piesnd hodnota by byla N(0) — N(5) = 1000 — 1000.e~%002:5 —
1000.(1 — e=%%1) = 1000.(1 — 0,9900498) ~ 10.

2. Rychlost je derivace polohy podle ¢asu, v = dh/dt.
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Zaporna hodnota znaci, ze kdmen pada doli, tedy opacné, nez roste h. Pokud za cas
dosadime, ziskame

v=—gt=—g. 2o =) _ —\/2(ho — h)g

g

3 Pruabéh funkce

Predstavme si, ze hodime kdmen rychlosti v pod thlem «. Lze odvodit, ze kdmen dopadne o

v2. sin 20

g

S =

déle. Pod jakym thlem je tfeba kdmen hodit, aby dopadl co nejdal?

Reseni: Vnimame tedy s jako funkci dhlu «, s(a), ostatni parametry jsou konstanty. Chceme
zjistit maximum funkce s(«). Proto ji zderivujeme podle a a polozime rovnu nule.

d 2
=4 v—.2.cos2a
da g

Tedy cos2a = 0. Protoze kosinus je nulovy pro 90°, musi byt 2a = 90°. Kamen je tedy treba
hodit pod tihlem 45°.

4 Jednoduché integraly

Vypoctéte nasledujici neurcité integraly (primitivni funkce). Vysledek téz vzdy zderivujte, abyste
si ovérili spravnost reseni.
1. [2e3dx
2. [22% + 323 dx
3. [sin2xdz
4. [cosx/2dx
Reseni:
1. [2e3de = 263 + ¢
2. [222 4+ 323 de = 323 + 32t + ¢
3. [sin2xdr = —cos2z +c
4. [cos§dr =2sing +c




5 Integrace substituc¢ni metodou

Najdéte a pouzijte vhodnou substituci a vypoctéte nasledujici neurcité integraly (primitivni
funkce). Vysledek téz vzdy zderivujte, abyste si ovérili spravnost reseni.

1. [ze” dx

2. [sinzcosxdx

Reseni: Pozdéji.

6 Integrace metodou per partes

Pouzijte metodu per partes a vypoctéte nasledujici neurcité integraly (primitivni funkce). Vy-
sledek téz vzdy zderivujte, abyste si ovérili spravnost reseni.

1. [zsinzdz

2. [2?Inzdx

3. [sinzcosxdx

Reseni: Pozdéji.

7 Urcité integraly

Vypoctéte nasledujici urcité integraly.
1. f02 e®® dx
2. [2, 2% —xdx
-2
3. JT_sin2zdx
Reseni:

2
1. f02 e?* dx = Be%}o =122 1e20 =1 (et —1) 27

2
2 f22x2—a:d$:{%x3—§x2}_2:§—%—(*3)34_(*22)2:1?6
3. [T sin2xdx = {—5 cos 237}71” = —1.(cos2m — cos(—27)) = 0

8 Plochy pod kfivkou

1. Vypoditejte plochu pod kiivkou funkce x pro x mezi 1 a 3.
2. Vypodéitejte plochu pod kiivkou funkce e~I*! (pro z od —oo do +00).

3. Predstavme si kuzel vysky H a pruméru zdkladny taktéz H. Odvodte vztah pro vypocet
objemu kuzele jako funkce H, tedy V(H).

Népovéda: Predstavte si, ze se kuzel sklada z mnoha velmi nizkych valct naskladanych na
sebe, s postupné klesajicim primérem valct.

Reseni:
1. Plocha pod ktivkou je rovna uréitému interdlu. Tedy

3 1 3 1 80
3 4 4 4
= |- = - -1 ) )=—=2
/de:): |:4.%':|1 (3 ) 1 0




2. Funkci si rozdélime na kladnou a zapornou ¢ast a uvédomime si, ze jsou symetrické podle
osy y. Staci tedy integrovat kladnou ¢ést od 0 do 400 a vysledek vynasobit 2. Kladna ¢ast

pritom odpovida funkci e™*.

+o0 +o0
/ e tdr=[-e"], "= —(—")=0+1=1
0

Plocha pod kfivkou je tedy 2.

3. Kuzel si rozdélime na nizké (mini)vélce o vysce dh. Ve vySce h ma pfitom (mini)vélec
prumér taktéz h. Vélec ve vysce h ma tedy (mini)objem dV = %.dh. Vsechny miniobjevy
seCtece, provedeme tedy urcity integral od 0 do H. Tim ziskdme objem celého valce.
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