Matematika pro nematematiky podzimni semestr 2024

Matematika pro nematematiky - Ulohy 5

Termin zadani: 23.10.2024

1 Tayloriv rozvoj logaritmu

Odvodte Taylortuv rozvoj pro funkei f(z) = In z v okoli bodu g = 1 a pomoci Pythonu nakreslete
do spolecného grafu jak funkci f(z), tak nékolik prvnich polynomu, obdobné jak bylo ukézano
v prednasce.
Reseni:
Jednotlivé derivace pro f(z) = Inz jsou f'(z) =z~ 1, f"(x) = —z 2, fO)(z) = 2273, fW(z) =
—2.3.27% f")(z) = +(n — 1)!lz™". Pro ¢ = 1 jsou tedy derivace (véetné 0. derivace) postupné
rovny 1,-1,2,-6....,&£(n — 1)I. f(1) =In1 = 0. Po dosazeni dostaneme
N (r—1)2 (z—-12 (z—-1)4 (n—1)N(z—=1)"
Inz = (z—-1)— 51 + TR +...x o
~1)2 —1)3 —1)4 —-1)"
-1, @1 @Dt (@)
2 3 4 n

=(z—-1)—

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

0 = np.linspace(0.2,4,200)

def f(o0):
return np.log(o)

def f1(o):
return o—1

def f2(o):
return o—1 — (o—1)%x2/2

def £f3(o0):
return o—1 — (o—1)x*x2/2 + (0—1)%x*3/3

def f4(o0):
return o—1 — (o—1)x**2/2 + (0—1)x*3/3 — (0o—1)%xx4/4
fig, ax = plt.subplots(nrows=2, ncols=2, figsize=(10, 10))

ax[0,0].plot(o, f(o), ’b’, label = ’1In x’)



ax[0,0].plot(o, fl(o), ’r’, label = ’polynom 1’,linestyle="—.")
ax[0,1].plot(o, f(o), ’b’, label = ’1In x’)

ax[0,1].plot(o, f2(o), ’'r’, label = ’polynom 2’,linestyle="—.")
ax[1,0].plot(o, f(o), ’b’, label = ’1In x’)

ax[1,0].plot(o, £f3(Co), ’'r’, label = ’'polynom 3’,linestyle="—.")
ax[1,1].plot(o, f(o), ’b’, label = ’1In x’)

ax[1,1].plot(o, f4(o), ’r’, label = ’polynom 4’,linestyle="—.")
ax[0,0].set_xlabel(’x’)

ax[1,0].set_ylabel ("f(x)’)

ax[0,0].set_ylim([—1.5,1.5])

ax[0,1].set_ylim([—1.5,1.5])

ax[1,0].set_ylim([—1.5,1.5])

ax[1,1].set_ylim([—1.5,1.5])

ax[0,0].hlines(y=0, xmin=0, xmax=4, color='g’, linestyle="—7’)
ax[0,1].hlines(y=0, xmin=0, xmax=4, color="'g’, linestyle="—"’)
ax[1,0].hlines(y=0, xmin=0, xmax=4, color='g’, linestyle="—"’)
ax[1,1].hlines(y=0, xmin=0, xmax=4, color="'g’, linestyle="—")
ax[0,0].vlines(x=1, ymin=—1.5, ymax=1.5, color='g’, linestyle=’
ax[1,0].vlines(x=1, ymin=—1.5, ymax=1.5, color="g’, linestyle=
ax[0,1].vlines(x=1, ymin=—1.5, ymax=1.5, color="g’, linestyle=
ax[1l,1].vlines(x=1, ymin=—1.5, ymax=1.5, color="g’, linestyle=
ax[0,0].1legend ()

ax[0,1].1legend ()

ax[1,0].1legend()

ax[1,1].1legend()

plt.tight_layout ()

Kvalitu ndhrady funkce Taylorovym polynomem ukazuje obr.

2 Tayloriiv rozvoj Gaussovy funkce

Odvodte Tayloruv rozvoj pro zndmou Gaussovu funkei f(z) = e v okoli bodu 0 a pomoci
Pythonu nakreslete do spoleéného grafu jak funkei f(x), tak nékolik prvnich polynomi, obdobné
jak bylo ukazéno v prednasce.

Reseni:
Jednotlivé derivace pro f(z) = €_$2JSOU f'(z) ::——2xe_$a f"(x) ::(412 —»2)e_$a f(&(x)‘—
(—82% + 120)e~, f@)(2) = (1624 ~ 4822 + 12)e="... f)(z) = £ 2.

Kazdy lichy ¢len je nulovy. Po dosazeni dostaneme
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Obrazek 1: Tayloriv

import numpy as np

3.0

3.5

import matplotlib.pyplot as plt

0o = np.linspace(—2,2,200)
def f(o):

return np.exp(—ox*2)
def f1(o):

return 1 — ox*xx2
def f2(o):
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return 1— ox*xx%x2 + 0x*%x4/2

def f3(o0):
return 1— ox*x%2 + ox**4/2 — 0%%6/6

def f4(o):
return 1— ox**2 + o**x4/2 — 0*x*x6/6 + 0xx8/24
fig, ax = plt.subplots(nrows=2, ncols=2, figsize=(10, 10))

ax[0,0].plot(o, f(o), ’b’, label = ’exp(—x4*2)’)

ax[0,0].plot(o, fl(o), ’'r’, label = ’polynom 1’,linestyle="—.")
ax[0,1].plot(o, f(o), ’b’, label = ’exp(—x4*2)’)
ax[0,1].plot(o, f2(Co), ’'r’, label = ’'polynom 2’,linestyle="—.")

ax[1,0].plot(Co, f(o), 'b’, label = ’exp(—x*2)’)
ax[1,0].plot(o, f3(o), ’r’, label = ’polynom 3’,linestyle="—.")

ax[1,1].plot(Co, f(o), ’b’, label = ’exp(—x*2)’)
ax[1,1].plot(o, f4(o), ’'r’, label = ’polynom 4’,linestyle="—.")

ax[0,0].set_xlabel(’x’)
ax[1,0].set_ylabel (’£f(x)’)

ax[0,0].set_ylim([0,1.1])
ax[0,1].set_ylim([0,1.1])
ax[1,0].set_ylim([0,1.1])
ax[1,1].set_ylim([0,1.1])

ax[0,0].vlines(x=0, ymin=—1.5, ymax=1.5, color="g’, linestyle="—")
ax[1,0].vlines(x=0, ymin=—1.5, ymax=1.5, color=’g’, linestyle="—")
ax[0,1].vlines(x=0, ymin=—1.5, ymax=1.5, color="g’, linestyle="—")
ax[1,1].vlines(x=0, ymin=—1.5, ymax=1.5, color='g’, linestyle="—")

ax[0,0].1legend ()
ax[0,1].1legend ()
ax[1,0].1legend()
ax[1,1].1legend()

plt.tight_layout ()

Kvalitu ndhrady funkce Taylorovym polynomem ukazuje obr.

3 Hodnota Eulerova disla e

Napisté v Pythonu program, ktery pomoci Taylorova rozvoje ur¢i a vypise hodnotu Eulerova
¢isla e s presnosti na 100 desetinnych mist.
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Obrazek 2: Tayloriv rozvoj funkce e™*
Reseni:

Jde o obtiznou tdlohu, kderd musi vyresit 2 technické problémy - jednak pocitac¢ uklada cislo s
limitovanou presnosti, jednak opakované soucty zptsobuji drobné chyby vypoctu.

ChatGPT uvadi e na 100 desetinnych mist takto:

2.718281828459045
2353602874713526624977572470936999595749669676277240766303535475945713821785251
Nésledujici jednoduchy program dava vysledek s presny jen na 15 desetinnych mist
2.718281828459045
5348848081484902650117874145507812500000000000000000000000000000000000000000000

# 1+1+1/2+1/6+1/24....

delenec =1

soucet = 1

for i in range(1,1000):
delenec = delenec x i




soucet += 1/delenec

print (f"{soucet:.100£f}" )

ChatGPT navrhuje nasledujici program:
from decimal import Decimal, getcontext
import math

# Nastavime poZadovanou presnost
getcontext () .prec = 110 # presnost 110 mist, abychom zajistili 100 desetinnych

# Inicializace hodnot
euler_number = Decimal (0)
factorial = Decimal (1)

# PocCitdme hodnotu e s Taylorovym rozvojem

for n in range(1000): # Vy&&i pocet iteraci pro dosaZeni poZadované presnosti
if n > 0:
factorial = n # n!
euler_number += Decimal (1) / factorial # Pridavame dalsi ¢len do sumy

# Vysledek zaokrouhleny na 100 desetinnych mist
print (f"Hodnota Eulerova ¢isla s presnosti na 100 desetinnych mist je: {euler_nu

Vysledek je:
2.7182818284590452353602874713526624977572470936
999595749669676277240766303535475945713821785251664274

4 Derivace Taylorova rozvoje
Zderivujte Tayloruv rozvoj funkce sinus a ukazte, ze vysledkem je funkce cosinus.

Reseni:

‘ ) O B / o
(sinz) =z ——+—=+... :1—?+$+...:cosx

5 Limita funkce s Taylorovym rozvojem

Vyuzijte Taylortiv rozvoj funkce sin x a dokazte, ze plati

sin x

lim =0

z—0 T

sinx

Nakreslete téz funkci =

pomoci matplotlib a ovéite si tak svij vysledek.

Reseni:
Limitu nemuzeme spocitat pfimo dosazenim, protoze tak ziskdme neurcity vyraz 0/0.
sinz sin0 O

li - ST
50z 0 0




Protoze nas vsak zajima chovani v okoli bodu 0, mtze ndm pomoci Taylortiv rozvoj funkce sin

v okoli 0. , .
sin . Tt 5+ ( 22 gt > 1

=1 1—— —
z—=0 z—0 T xlg%) 6+5!+

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

o0 = np.linspace(—20,20,2000)

def f(o):
return np.sin(o)/o

fig, ax = plt.subplots(nrows=1, ncols=1, figsize=(10, 5))
ax.plot(o, f(o), ’'b’, label = ’sin x / x’)

ax.set_xlabel(’x’)
ax.set_ylabel (Cf(x)7)

ax.set_ylim([—0.25,1.1])
ax.vlines(x=0, ymin=—1.5, ymax=1.5, color='g’, linestyle=’
ax.hlines(y=0, xmin=—20, xmax=20, color='r’, linestyle="—")

")

ax.legend ()
plt.tight_layout()

Funkce je patrna na obrézku [3]
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Obrazek 3: Funkce ﬂgf
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