Matematika pro nematematiky podzimni semestr 2024

Matematika pro nematematiky - Ulohy 7

Termin zadani: 08.11.2024

1 Typ diferencialni rovnice

Urcete, o jakou diferencidlni rovnici se jedna, konkrétné tedy urcete fad rad rovnice, zda je
dovnice linearni ¢i nelinedrni, a v pripadé linearnich rovnice, zda je rovnice homogenni ¢i ne-
homogenni, piipadné s konstantnimi ¢i proménnymi koeficienty. Hledana funkce se znaci rtzné,

nekdy y, nékdy f, nékdy f(x) ...
1 %4 2p=0
2. sinx.g—g =2zy —1
3. sin(L) +2f(x) =0
4. 32732/ + % =2z
)

dy T __

Reseni:

1. Linearni homogenni ODE 1. fddu s konstantnimi koeficienty
Linearni nehomogenni ODE 1. fadu
Nelinearni ODE 1. radu
Linedrni homogenni ODE 2. fadu s konstantnimi koeficienty
Nelinearni ODE 1. fadu

Gl N

2 Popis pomoci diferencialnich rovnic

Napiste diferencialni rovnice, které popisuji nasledujicim situace.

1. Molekuly latky spontanné degraduji, pricemz pravdépodobnost degradace v néasledujici
sekundé je pro vsechny molekuly stejna.

2. Bakterie se mnozi délenim jednotlivych bunék, zaroven pod vlivem antibiotik jednotlivé
bunky umiraji a zdroven rust bakterii omezuje konkurence o sdilené zdroje. Konkurence
je timerna skutecnosti, ze se dvé bakterie setkaji u stejného zdroje.

3. Do vany poustime vodu konstantni rychlosti. Voda ale otvorem ve dnu vytéka rychlosti
amérnou vysce vody ve vané. V jakém parametru v rovnici se projevi zména sitky nebo
délky vany?

4. Téleso volné padéd dolt k zemi, je pritahovano konstantni gravitacni silou (F; = m.g).
Zaroven vsak proti pohybu ptisobi odporova sila, ktera je timérna druhé mocniné rychlosti
télesa.

Reseni:



1. Oznac¢me c¢ koncentraci latky. Rychlost poklesu koncentrace je timérna koncentraci.

dx
— = —kx
dt

2. Oznac¢me N pocet bakterii. Pravdépodobnost, ze se dvé bakterie setkaji u stejného zdroje

je tmérnd N2. ki, ks a ks jsou rizné konstanty.

AN
s kiN — ko N — ks N?

Rovnice je homogenni nelinearni.

3. Oznac¢me V objem vany, ktery je roven V = h.a.b, kde h, a, b jsou vyska, sitka a délka
vany. Do vany pritéka voda rychlosti v litra za sekundu.

dV k
— =v—kh=v—-——V
it " YT b
Sitka a délka vany se tedy projevi v konstanté pied objemem.

4. Oznacme h okamzitou vysku, v niz se téleso nachazi. Plati
F=m.a=m.g— Fygpor = m.g — k.v?

- ; 2 . , , v
Pritom zrychleni a = —% a rychlost v = —%. Zaporné znaménko proto, ze vyska miii
nahoru, ale za kladnou jsme se rozhodli povazovat rychlost i zrychleni doli. Po dosazeni

ziskdme nehomogenni NElinearni ODE 2. fadu.

_d&h _k<dh>2
Mgz =9 dt

3 Pozitivni zpétna vazba

Pozitivni zpétna vazba je charakterizovana skutecnosti, ze rychlost zmény veli¢iny je ameérna
veli¢iné samotné. Napisté odpovidajici diferencidlni rovnici a vyteste ji metodou separace pro-
ménnych. Povazujte rychlost zmény za primo imérnou veli¢iné samotné.

Reseni: Odpovidajici diferencialni rovnice zni

dx

— =k

dt
Resenim je funkce

x = zoet

Veli¢ina tedy roste exponencialné rychle, coz se projevi rychlym rozvojem ,katastrofy“.

4 Metoda separace proménnych

Metodou separace proménnych vyreste nasledujici diferencidlni rovnice. Uvedte obecné reseni a
partikuldrni feSeni pro poc¢atecni podminku y(0) = 1.
d
L2 —-2y+1)=0

2. x.% =y

3. W4 322y =0




Reseni:

1. Rovnici miZzeme separovat na tvar

d
Y ogn
y+1

Obé strany rovnice zintegrujeme a vyjadiime y jako funkci x.
d
/i = 2/dx
y+1
In(y+1)=22+C

y=—1+ke®®
k = e®. Tak jsme ziskali obecné Feseni. Pro pocateéni podminku plati

1=-1+ke?=—-1+k

Partikularni fesenf tedy zni y = —1 + 2¢2*.
2. Rovnici muzeme separovat na tvar
dy dz
y ox
Obé strany rovnice zintegrujeme a vyjadiime y jako funkci x.
. dy dx
mt— = [ —
Y x
Iny=Ihz+C
y = kx

Tak jsme ziskali obecné feseni. Pro pocateéni podminku plati
1=k.0

Tato rovnice nema zadné feseni. Zadné partikularni feseni odpovidajici uvedené pocatecni
podmince tedy neexistuje.

3. Rovnici mizeme separovat na tvar

d
YW _ —32%dx

Obé strany rovnice zintegrujeme a vyjadiime y jako funkci x.

d

. —3/x2daz
Y

Iny = —2°+C
y= ke ™

Tak jsme ziskali obecné feseni. Pro pocateéni podminku plati

1= k.e*O3




14t 2 . g3
Partikularni feseni tedy zni y = e™%".

5 Metoda variace konstant

Ze stejnych rovnice, které byly vSechny linedrni homogenni (t.j. s nulovou pravou stranou), a tim
separovatelné, nyni pridanimi pravé strany udélani rovnice nehomogenni. Vyteste tyto rovnice
metodou variace konstant. Pfipomindm, ze nejprve zjistite obecné feseni odpovidajici homogenni
rovnice (coz jste ucinili v predchozi tloze). Nasledné konstantu v obecném feseni zaménite za
funkci proménné x a budete déle resit. Uvedte obecné feseni a partikularni feseni pro libovolnou
vami zvolenou pocatecéni podminku.

L% _2oy+1)=2
2. x%:y—i—l
3. %—1—317 y=2

Reseni:
1. Obecné teseni odpovidajici homogenni rovnice (% —2(y+1) =0)jey = -1+ k.e®.
Nyni budeme & povazovat za funkci proménné x, k(z). Budeme tedy hledat feSeni ve tvaru
y = —1 + k(x).e**. Derivace je % = ZI; 2 4 k(x).2¢2*. Dosadime do piivodni ODE.

dk
——.e® 4 k(1).2e*" — 2.(—1 + k.e*® +1) =2
dx
Potom je
dk L
=2
dx ¢

Po integraci dostaneme

= /2.6_2xd$ =40

Obecné tfeseni nehomogenni rovnice tak vychazi
y=—1+(—e240).e® = -2+ C.e*

Derivaci ovétime spravnost vysledku.

d
dﬁ oy +1) =202 —2(—2+ Ce® +1) =2
x
Pro stejnou poéatecéni podmink y(0) = 1 jako v pfedchozich tlohdch vychézi partiuldrni

reseni
y=—2+3.ex

2. Obecné Teseni odpovidajici homogenni rovnice (.3 dy y) je y = kx. Budeme tedy hledat
)-

feseni ve tvaru y = k(z).z. Derivace je 3 dy = @ T+ k( Dosadime do ptuvodni ODE.

k
mez + k(). =k(z)x+1
Potom je
dk
2V 1/ x?
dx /@




Po integraci dostaneme
dz
k(m):/? — _1/z+C
Obecné feseni nehomogenni rovnice tak vychazi
y=(-1/z+C)ox=-1+Cx

Derivaci ovérime spravnost vysledku.

d
2 —p0= y+1
dx
Pro stejnou pocéateéni podminku y(0) = 1 jako v predchozich tlohdch odpovidajici parti-

kularni feSeni neexistuje.

T

. Obecné feseni odpovidajici homogenni rovnice (% +32%y =0)jey = k.e” °. Budeme tedy
hledat FeSeni ve tvaru y = k(z).e~*". Derivace je % = %.e*‘”d — 3k(z).e~ 22. Dosadime

do ptivodni ODE.

dk
et Sk(az).e*xaxz + 3x2.k(x).e*x3 =2
dz
Potom je
a o,
dr’ B

Po integraci dostaneme
k(x) = /2€x3dx

Tento integral nelze vyjadrit v uzaviené podobé pomoci elementarnich funkci. Ponechme
jej tedy jako Teseni v této podobé. Obecné feseni nehomogenni rovnice tak vychézi

y=2c"" (e da

Derivaci ovérime spravnost vysledku.

d
e <26_13./6x3dl’) +32%y = — 32227, /ex3+2e_x3.exs+3x2y = —32%y+2432%y =2
x

Vzhledem k neznamé primitivni funkci nemutze partikularni feseni ptimo vyjadrit.

6 Nehomogenni linearni diferencialni rovnice

Vyteste nasledujici tlohu. Do vany poustime vodu konstantni rychlosti. Voda ale otvorem ve dnu
vytéka rychlosti pfimo timérnou objemu vody ve vané. Na pocatku je ve vané 60 litra a voda
vytékd dnem rychlosti 2 litry/minutu. Vodu napoustime konstantni rychlosti 1 litr/minutu. Pfi
jakém objemu se ustavi rovnovaha, tedy hladina uz nebude klesat. Za jak dlouho rovnovaha
nastane? Pozn. Zhruba povazujme dosazeni rovnovahy po 5 polocasech.

Reseni:

Ozna¢me V objem vany. Do vany pritéka voda rychlosti v litrti za sekundu a odtéka rychlosti
umérnou objemu, tedy k.V. Diferencidlni rovnice tedy zni

e
ar




Jde o nehomogenni linearni ODE s konstantnimi koeficienty. Odpovidajici homogenni rovnice je
%T‘t/ + k.V =0, jejimz obecnym FeSenim je V = C.e™*. Po variaci konstanty hledéne feSeni ve
tvaru V = C(t).e 7. Derivace je

v C{) —kt
Tt —kC(t).e
Po dosazeni dostaneme
dC(t)

Po integraci ziskame

C(t) = /v.ektdt = %ekt + A

Obecné feseni nehomogenni rovnice je tedy

V = <Zekt + A) ekt = % + ARt

Ze dvou pocatecnich podminek urc¢ime obé konstanty.

V(0)=60=-—+A

1
K
v

S (0)=1-k60=1-2=—1
=(0) 60

Proto k =2/60 = 1/30 a A = 30. Partikuldrni feseni je

V =30+ 30.c7 3

V ,nekoneéném case“ druhy c¢len zmizi a ustavi se novy objem 30 1. Pro polocas plati 751?—/22 =
k =1/30, tedy t1/2 = 30.1n2 = 20, 8 minut. Novy objem bude dosazen po zhruba 5 polocasech,

tedy po zhruba 100 minutach.

7 Reseni algebraickych rovnic numerickymi metodami

Nize uvedeny program v Pythonu mé aplikovovat algoritmus pro feseni algebraické rovnice
cosx = x Newtonovou metodou tecen. Dopliite vynechand mista (__) v programu. Zvolte
pocatecni hodnotu 1.5 a pozadovanou presnost vysledku 0.01. Pocitejte pocet iteraci.

import numpy as ___
def g(x): # definice funkce
return np.cos(x) — X

def gdev(x): # definice derivace funkce
return

iterace = 0
x0 =




x1l = x0—g(x0)/gdev(x0)

epsilon = ___
while abs(x0—x1)
x0 = x1
x1 = x0—g(x0)/gdev(x0)
iterace +=

epsilon:

print (x0)
print(x1)
print(iterace)

Reseni:

import numpy as np

def g(x): # definice funkce
return np.cos(x) — X

def gdev(x): # definice derivace funkce
return —np.sin(x)

iterace = 0
x0 = 1.5
x1 = x0—g(x0)/gdev(x0)

epsilon = 0.01

while abs(x0—x1) > epsilon:
x0 = x1
x1 = x0—g(x0)/gdev (x0)
iterace += 1

print (x0)
print(x1)
print(iterace)

8 Numericka integrace

Nize uvedeny program v Pythonu maé aplikovovat algoritmus pro numerickou integraci funkce x2
od 0 do 3 pomoci souctu centrovanych obdélniki. Doplite vynechand mista (__) v programu.
Zvolte integrac¢ni krok 0.01.

# metoda centrovanych obdélnikt




while x ___ b:
S += (x + 0.5%___)**x2 x dx
X 4=

print(S)

Reseni:
#

metoda centrovanych obdélniku

T o
| |
w

dx = 0.01

while x < b:
S += (x + 0.5xdx)**%x2 *x dx
X += dx

print(S)
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