Spravnost méreni

Typicky priklad experimentu, zatizeného systematickou odchylkou, je méteni odporu
metodou piimou podle obr. L1a.
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Je zigjmé, Ze ani pii sebeveétsi presnosti pristroja ani pri libovolném opakovéani métenti,
neobdrZime spravnou hodnotu napéti, kterou potiebujeme pro vypocet odporu R podle
Ohmova zakona. VZdy namétime vice o napéti na ampérmetru. Ten totiZ neni idedlni a jeho
vhitini odpor Ra tedy neni nulovy. Pomér naméireného napéti a proudu bude roven souctu

R+ Ra. Kdybychom vnitini odpor Ra znali, snadno bychom hodnotu kaZzdého neznameho
odporu R vypogitali. Na odstranéni systematické chyby staci urcit v naSem pripadé jeden
parametr - Ra. Ten maZzeme nalézt experimentélné, kdyZ uskute¢nime navic minimalné jedno
meéteni, pii kterém bude na misté neznamého odporu rezistor znamé hodnoty (nejlépe presny
odpor - normal).

Zobecnime-li tento postup, je v prvni fadé nutné analyzovat experiment a umét odhadnout
priciny systematické chyby, jeji velikost apocet parametrd, jimiZ ji |ze popsat. Tyto
parametry zpravidla ur¢ujeme kalibraci, proméienim jednoho nebo nékolika zndmych vzorka
(standarda). Minimalni pocet kalibracnich métreni je dan poétem prislusnych parametri.
Pomoci nich nasledné provadime korekci meteni na vzorcich nezndmych. Vysledna
systematicka chyba piitom bude dana piesnosti kalibrace. Proto provedeni vice kalibragnich
méteni, nez je minimum, neni na zavadu.

Kalibraci tedy definujeme jako experiment, zvlastni v tom, Ze métime znamy vzorek,
abychom ziskali informace o metodg. V rdmci feSeni laboratornich tloh budeme provédst
fadu kalibraci. Napriklad pti ur¢ovani mérného tepla latek spociva systematicka chyba v tom,
Ze urcité tepelné energie je potieba k zahidti samotné vnitini nadoby kalorimetru, michadlaa
teploméru, i kdyZ jsou jinak dokonale izolovany od okoli. Tuto odchylku sta¢i kvantifikovat
jednim parametrem - tepelnou kapacitou kalorimetru a pro jeji uréeni staci provést navic
jediné méieni. PFi ném se v pristroji smisi dvé znama mnoZzstvi l&ky o znamém meérném teple
aruazné teploté.

Cast&jsi jsou situace, kdy je nutno urgit kalibragnich parametri vice. K nejobtizngjsi situaci
dochézi, neni-li pocet parametrii (stupit volnosti) problému znam. Zde je nutno promgrit
vétSi mnozstvi kalibracnich vzorkt a pouZzit postupi faktoroveé analyzy. V jednodusSich
ptipadech je mozné odhadnout kalibra¢ni zavislost z grafu nebo presnéji pouZzitim regresnich
metod. Napriklad u kalibrace tonového generétoru nebo kalibrace galvanometru dochézime
k linedrnim zavislostem.

U slozitejSich pristroji obvykle provédi kalibraci vyrobce a uvadi prislusné parametry a grafy
v dokumentaci.



Spravny odhad velikosti systematické chyby ndm umozni posoudit, zda je vyznamna ¢i nikoli.
Kritériem je, zda je mozné ji zanedbat vzhledem k piresnosti méieni.

V naSem puavodnim piikladé to predpoklada pribliznou znalost hledaného odporu R, odporu
ampérmetru Ra attidy piesnosti pouZitych pristroju. T¥idou presnosti d se rozumi podil
maximalni odchylky Dyax piistroje k maximalnimu rozsahu stupnice Xmax

5 =g 1

Udéavé se obvykle v procentech, pricemz symbol % se neuvédi. Namétime-li na takovém
pristroji hodnotu X, je jeji maximalni relativni odchylka

h=5% 2.

Tu musime minimalizovat, proto je nutné provadét meéteni na takovém rozsahu, aby vychylka
X byla co nejbliZze hornimu okraji stupnice nebo u digitalnich pristrojti maximalni hodnoté
piislusného rozsahu.

Pouzivame-li naptiklad pristroju tridy piesnosti 1.5, je zigjmé, Ze pro Ra<R/100, bude
systematicka chyba stanoveni napéti pod rozliSenim volmetru atudiz se neprojevi. Avsak
bude-li napt. Ra > R/50, bude piistroj schopen napéti na ampérmetru zaregistrovat a jeho Udgj
bude tedy nespravny.

Napi‘iklad u bézného ampérmetru na rozsahu 20 mA, miiZe byt R, az nékolik desitek ohmii. To je od nuly
dosti daleko. Pifesto odpory o velikosti #adové nékalik tisic ohmiz celkem pi'esné zméFime.

Informace o vyznamnosti systematickeé chyby je té&Z mozné ziskat srovnanim svysledky jiné
métici metody. V piipadé meéreni odport metodou piimou miazeme napriklad pouZzit zapojeni
podle obr. L2 . Zde se ovdem dopou&ime jiné systematické chyby, tentokrat pri metreni
proudu. Je-li i v tomto zapojeni systematicka chyba signifikantni, ziskdme kazdopadné lepSi
predstavu o skute¢né hodnoté odporu diky faktu, Ze prvni zapojeni poskytuje vzdy horni
odhad R, zatimco druhé zapojeni odhad spodni. Je ale nutné zdtraznit, ailustruje to i N&s
piiklad stercem, Ze zde se jednd o vyjimecné priznivy pripad, kdy ob¢ "pusky" zanéSi piesné
na opanou stranu. Oviem nesymetricky! Obecné neni zaruc¢eno, Ze spravna hodnota lezi
mezi hodnotami namérenymi raiznymi metodami a ani jejich aritmeticky pramér nemusi byt
ke spravné hodnot¢ bliZze nez nékterd méteni a ma proto smysl pouze orientacni. Je-li
naptiklad jedno meétreni témet spravné ovlivni ostatni nesprdvnd méteni pramér nevhodng.
Prikladem je méteni velkého odporu v zapojenich obr. L1 aL 2.

Typickym pifikladem, kdy aritmeticky prizmér nema smyd, je méieni specifického naboje . Zde jsou jednotlivé
hodnoty ziskany za rizznych podminek a jsou tedy nutné ovlivnény systematickymi vlivy napifiklad
nehomogenitou magnetického pole.

Podobné je nutné velmi opatrné iterpretovat prizmér z nékolika postupsi napifiklad u méifeni hustoty kapalin,
ohniskové vzdalenosti tenkych ¢ocek nebo odporu rezistorii. Vysdedek jedné metody miize byt zcela odlehly od
ostatnich a pi‘esto spravny.



Presnost méreni

Nahodné chyby jsou zpisobeny velkym mnozstvim vlivi, které nejsme schopni presné
popsat. a nezndme jejich pricinu. Dulezité ale je, Ze obvykle mizeme piredpokléadat, Zze maji
uréité rozdéleni. Casto maji nédhodné chyby takzvané rozdéleni nor malni nebo-li Gaussovo.
Je to dudedkem platnosti centrélniho limitniho teorému statistiky, ktery rika, Ze rozdéleni
systému, majiciho velky pocet stupnt volnosti, které mohou mit treba i jiné nez normalni
rozloZeni, konverguje k rozloZeni normalnimu.

Vliv ndhodnych chyb Ize principidlné ovlivnit opakovanim poétu méreni a statistika
poskytuje metody, jak tyto chyby kvantifikovat. Lzefici, Ze statistika ndm umoziiuje
odhadnout na zékladg relativné malého poctu méteni, k jakym vysledkam bychom dodli pri
poc¢tu velkém (nekonecném). Jeji vypoved matedy charakter pravdépodobnosti as
roustoucim poctem méteni se upresiuje .

Prikladem je znama situace, kdy se na zakladé prizbéznych volebnich vysledki v nékolika obvodech provadi
odhad kone¢nych vysedkii voleb.

V dalsi pomérne obtizné ¢asti se snazime vysvétlit, na jakych principech statistiké metody
pracuji. Je to v rozsahu, ktery umozni kvalifikované pouzivat nékteré pocitacové programy
nebo kalkulétory, nabizejici statistické funkce. Ctendriim doporuéujeme ji podrobné
prostudovat. K fadé definic a pojmim je moZné se vrétit po pochopeni ilustrativniho piikladu
na konci.

Zaklady statistického zpracovani vysledki

Nejpropracovanéjsi vysledky poskytuje statistika pravé pro nahodné proménné, které maji
normalni rozloZeni. Za¢néme vSak obecnymi pojmy.

RozloZeni f(x) ndhodné proménnné x bychom teoreticky ziskali, kdybychom proménnou
nekonec¢né krat zmerili avynesli kiivku éetnosti. Tedy zavislogt, jak ¢asto se promeénna
vyskytuje v nekone¢né malém okoli prislusnych hodnot x bychom znormalizovali (vydélili
celkovym poctem meini), aby

Tﬂx]lcfx= 1 3.

O proménné x predpokladame, ze miiZze nabyvat jakékoli realné hodnoty. Rozdéleni f(x) potom vyjadiuje
skute¢nost, Ze urdité hodnoty x se vyskytuji fastéji nezjiné. Snadno seto ilustruje na proménnych
nabyvajicich diskrétnich hodnot.

Hézejme dvéma kostkami a a» je naSe proménnd sou¢tem hodnot, které padly. Proménné miiZe nabyvat v3ech
hodnot v intervalu <2,12>, ale sou¢tu 2 bude napitiklad dosazeno jen p#i jedné z 36 moznych
konfiguraci(1+1), zatimco tieba souctu 6 pii péti (1+5,2+4,3+3,4+2,5+1). f(6) bude tedy pétkrat vétsi nez f(1).



Hodnotu f(X) 1ze chapat jako pravdépodobnost vyskytu ndhodné proménné v intervalu <x,
x+dx>. Potom pravdépodobnost p vyskytu proménné x mezi hodnotami x; ax; je

pln <xlx)= _ff(x).:fx

Ll

Pro kaZdé rozdéleni existuje jednoznacnd kumulativni neboli distribuéni funkce F(x)

F(x) = [F(&ds

Jejim oborem hodnot je interval <0,1>. Ma vyznam pravdépodobnosti, Ze ndhodna promeénna
doséhne hodnoty mensi nebo rovné x. Zjevné plati obdoba rovnice(4): p(xi<x<Xz)=F(x2)-

F(x1)
Velmi dalezita je zvl&sté obracena (inverzni) uloha:
pro jakou hodnotu x, bude F(xp)=p.

Hodnota X, se nazyva kvantil, odpovidajici pravdépodobnosti p.
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Naobrézku je naznacen vyznam kvantilu xo.o u normalniho rozlozeni. Dtive byly préavé
tabelované hodnoty kvantili nejdalezitéjSim zdrojem informaci o piislusnych rozdélenich.

V soucasné dob¢ jsou kvantily dostupné v mnoha matematickych programech na poéitacich
piimo jako inverzni hodnota distribu¢ni funkce.

Uplnou informaci o chovani nahodné proménné poskytuje pouze znalost rozdéleni v celém
jeho defini¢nim oboru. Radu konkrétnich dilezitych rozdéleni je ale mozné plné nebo alespori
s dogtatecnou presnosti charakterizovat nékolika parametry. Klicem pro jejich definici je
takzvana stiredni hodnota.

Je-li g(x) funkce nahodné proménné x, potom stiedni hodnotu <g(x)> Ize vyjadrit jako

g >=_]1g|:x:|ﬂx)cfx 6.
Specidl. pripadem jsou nejdilezitéjSi parametry kazdého rozdéleni, jeho stiedni hodnota m
=< x = Txf(x)cfx 7
a déle takzvané obecné momenty a, a centralni momenty m

z, =<1 =[x f(x)dx

8.

s < (x=)" = [(x— ) f(x)dx

[ F(xdx
Neni-li funkce f(x) normovana, je nutné vztahy pro vypodet momentz délit vyrazem —= .
NejdaleZitéjSi z momentu je prvni obecny moment a; = ma druhy centralni moment .
V podrobngjSich pracich se dokazuje, Ze kazdé rozdéleni |1ze vyjadtit jako rozvoj svych
momentt. Ten miZe byt z&kladem pro odvozeni vlastnosti rozdéleni velic¢in, které jsou
gpecidnimi funkcemi ndhodnych proménnych.
Jsou-li napriklad x ay nahodné proménné a a, b, ¢ konstanty, plati
cax+hy+eo=a cxx+by 4o 9
ajsou-li x ay navic nezavidé, je
CEY =LKLY 10.



Dale se budeme soustiedit jiZ jen na nahodné proménné, které maji nor malni rozlozeni
definované vztahem

G g, 7, %) = J“}ﬂ expl— i’;:‘l?J 11.

Lze ukézat, Ze rozdéleni G splnuje normalizatni podminku (3), mje jeho stiredni hodnota
(tradicni oznatent je ve shodg s 7) atakzvané variance s? je jeho druhym centrdnim
momentem. Pritom jeji druh&d odmocnina, standardni odchylka s , mavyznam polosiiky
rozdéleni (tedy jeho Sitky v polovi¢ni vysce).

Na obrazku jsou rozdéleni G(m=0, s ;X) ajim odpovidajici distribu¢ni funkce F(0,s ;X) pro
s= 2 a 4. Mohou naptiklad odpovidat rozdélenim nahodnych chyb dvou riznych méteni. Jsou
patrny nejdulezitéjsi viastnosti:

1) stiedni hodnotaje 0

2) rozdéleni jsou symetricka

3) pravdépodobnost velkych chyb se asymptoticky blizi O

4) poloSitka s miZe charakterizovat piesnost meéreni

Chapeme-li rozdéleni jako pravdépodobnogt, je ziejmé, proc je rozdéleni odpovidajici
menSimu s piresnéjSi. MenSi chyby jsou u néj totiz vice pravdepodobné a vétSi méne.

Pravdépodobnost, Ze ndhodna proménna x budev intervalu mts je

)
IGILLI,J; Kide = Flu o u+ad)—Flu o, u—a)=06826 12.

A—T

Podobn¢ pravdépodobnost, Ze hodnota meéteni bude v intervalu me2s ant3s je 0.9554 resp.
0.9974.

Parametry mass plné charakterizuji normalni rozdéleni nahodné veliciny x.
Jsou to také veskeré informace, potiebneé pro pouZziti velic¢iny v dalSich vypoctech.

K jejich presnému uréeni by ovSem bylo nutné uskutecnit nekone¢ny pocet mereni.

Pt konkrétnim n-krét opakovaném méteni provadime tzv. vybér rozsahu n z ndhodného
rozloZeni (Xg, X ... Xn). Jednim z hlavnich cili teorie pravdépodobnosti je aproximovat
parametry mas rozdéleni pomoci takzvanych statistik, tedy parametra ziskanych z vybéru.
Lze ukéazat, Ze nejlepsim odhadem stiedni hodnoty mrozdéleni je vybérovy pramér

x=1%x 13.
i-l

anejlepsim odhadem variance s? je vybérovy rozptyl vyb&rovy rozptyl



5 = L3 (x, - %) 14.
i=l

Jeho odmocnina s se nazyva stiedni chyba jednoho méreni. Kdybychom mohli méieni
opakovat nekonecné krét, znali bychom piesné rozdéleni a z téchto vztaha (pro nekonecné n)
bychom ziskali presné hodnoty vyrazi mas.

Pro konecny pocet meéteni ndm statistika umol'nuje nalezt intervaly, kde skute¢né hodnoty ma

s lel'i naur¢ité hladiné vérohodnosti.. To se prakticky provadi pomoci vybérovych
rozdéleni Studentova a Pearsonova. Plati totil’, 'e veli¢ina

-
I?!—]. = T'E-JF‘_E 15

ma takzvané Studentovo rozdéleni aveli¢ina

2 =2
3 E(Xi 7) 16
T

rozd&leni Pear sonovo neboli ¢? (chi kvadraét).
Presné vyjédieni téchto vybérovych rozdéleni je morné nalézt v podrobngjai literature, ale pro
praktické pouliti je neni nutno podrobné znét. | tato rozdéleni jsou nyni dostupné v radé

matematickych programi. Zde ukal’eme na prikladu (simulovaného) meieni jejich poul'iti.
Pokusime se take ukazat, v jakém smyslu je vicekrat opakované méreni presnéjai.

Priklad zpracovani vysledki

Predpokladejme, Ze méteni ma normalni rozlozeni G(20,3;X). Vygenerujme dva vybéry o
rozsahu 17 a 1700. Ty pro nas reprezentuji dvé sady opakovanych métreni. Nyni se snazme
ucinit odhad mas na hladiné vérohodnosti 95% a 99%.

Uké&Zzeme si podrobn¢ postup vypoétu pro rozsah n=17 a hladinu vérohodnosti 95%.
Hodnoty nahodné proménné jsou v tabulce |.

Tabulkal.

19.5410 19.0631 20.4183 22.7683 18.1377 20.2179

24.0228 21.2487 15.6172 20.2601 17.5074 22.3542

22.9094 19.7104 20.5752 19.7533 25.5580



Podle rovnic 13 a 14 vypocteme vybérove parametry: aritmeticky pramér a vybérovy rozptyl
X¥=2057 as=244

V dal&im kroku uré¢ime interval, v némz se vyskytuje stiedni hodnota rozdéleni mna hlading
vérohodnosti 95%.

Podle rovnice 15 k tomu potiebujeme znét oblast Studentova rozdéleni pro pocet stupit
volnosti m=n-1=16, ktera ma obsah (integral) 0.95. Taje ohrani¢ena zdola kvantilem to 25 @
shora kvantilem to g7s, jak je patrné z obr. 3 .

Shudent m=16 pof “Shedent =16 ool
0.4 1 —

013

oA 454

0.5

Z tabulek nebo pomoci matematického programu zjistime, Ze hodnoty kvantil jsou toges = -
212 aty g75 = +2.12 (Studentovo rozdéleni je symetrické). VyieSime rovnici

il
fupas < T2 <tggs a pres tpravu

T hoers CH ST~ Shpas 17

dojdeme k nerovnosti 17.72 < m< 20.94.

ProtoZe se jedna 0 smulovana data a my vime, Zze m= 20, mizeme ovéfit, Ze v intervalu,
ktery jsme vypocitali, mskutecne lezi. Kdybychom ale tuto ssimulaci mnohokrat opakovali,
zjitili bychom, Ze v 5% pripadti mv daném intervalu leZet nebude. V tom spociva vyznam
hladiny vérohodnosti.

Obdobng postupujeme pii odhadu intervalu pro varianci s? rozloZeni podle i rovnice 16. Nyni
pouzivame rozlozeni Pearsonovo pro m=n-1=16 podle obr. 4. Opét najdeme prislusné
kvantily Xo.025 = 6.91 aXo975 = 28.845. Pomoci hodnoty s vypocteme soucet kvadréti
odchylek



Dz —mt = (n-1)s =95.55
F”) afeSime rovnici

> (% -
bopas < !-1—2 < Lot ; ., 2
2 . Po Upravé obdrzime nerovnost 3.31 < s “< 13.83.
Opét miiZeme ovéfit, Ze hodnota pouZita pii simulaci s = 9, ve vypocteném intervalu lei.
Obdobné by tomu bylo v 95 % piipadt z velkého poétu simulaci.
Pro hladinu vérohodnosti 99 % pouZijeme stejnarozlozeni, ale ur¢ime kvantily tooos , to.ges
respektive Xo.o0s/, Xo.995 -
Pro zpracovani druhé sady dat o rozsahu 1700 je nutné pouzit rozdéleni pro m= 1699. Jinak
je postup obdobny.
Vysledky:
rozsah vérohodnost 95% 99%
pro17: m<19.31, 21.83> <18.84, 22.30>
s <1.82, 3.72> <1.67, 4.31>
1700. m<19.85, 20.13> <19.80, 20.17>

s <2.87, 3.10><2.84, 3.14>

Z tabulky |1, kde je odhad ma's nahladiné vérohodnosti 95 % a 99 % pro vybéry obou
rozsahi, jsou patrné dalsi dilezité zaveéry:

1) KdyzZ pro vyber ur¢itého rozsahu poZadujeme vysSi vérohodnost, vede to k rozSireni
interval, v nichz se parametry mohou vyskytovat.

2) ZvySeni rozsahu vybéru vede naopak ke z(Zeni téchto intervalt na stejné hlading
vérohodnosti.

Z uvedeneho prikladu vyplyva, Ze pro odhad stiedni hodnoty rozdéleni mpomoci parametri
vybéru o rozsahu n je vyznamnatzv. standardni odchylka priameéru nebo stiredni chyba
aritmetického praméru s,

R P = b 18,
iml

protoZe je rovna hodnoté koeficientu u kvantilti na obou stranéch nerovnice 17. Tuto hodnotu
tedy pouzivame k vyjédieni chyby meéteni a velic¢inu ziskanou zpracovanim vybéru o rozsahu
n zapisujeme jako



x=xisx 19.

Pro dogtatecné velky rozsah vybéru n lezi v 68.3 % pripadi stiedni hodnota mv tomto
intervalu. Plyne to z faktu, Ze kvantil t 1555@-1 a ze symetrie Studentova rozdéleni.
Uvédomte si téZ souvislost srovnici 12.

Odchylka vyjadiena jako s, marozmer a jednotku merené veliciny, a proto se nazyva chybou
absolutni. Vztahne-li se chyba k métené hodnote, |ze ji vyjadiit pomoci bezrozmérné veliciny
jako chybu relativni

5, =2 20.

Pomoci této chyby je mozné navzajem srovnavat méreni riznych veli¢in. Obecné plati, Zze
meéteni s menSi relativni chybou je presnéjSi. Tim je napriklad odivodnéno zndmé tvrzeni, Ze
vazeni je nejpresnej i mereni.

V naSem piikladé vychazi s,= 0.59 ady= 0.029. U méng¢ presnych meteni, kde dy> 1 %
uvadime absolutni odchylku na jednu platnou ¢islici. Pramérnou hodnotu na tomto #adu
zaokrouhlujeme. Vysledek naseho piikladu, kde je relativni chyba piiblizné 3 %, bychom tedy
zapsali x = 20.6 = 0.6.

Absolutni arelativni vyjadieni chyby ma vyznam pri odhadu odchylek velicin
vypocitavanych pomoci veli¢in namérenych.

Predpokladejme, Ze nahodné veliciny x ay maji normalni rozdéleni, jsou na sobé nezavislé a
plati

z=xty 21.
Potom
5, =& +si 22.

2
=T, +

2 2
. 1 . s T T 9 . . . s
To plyne z vlastnosti normélniho rozlozeni, kde ™ = ¥ askutecnosti, ze s je nejlepSim

odhadem parametru s.

Je-li veli¢ina z sou¢inem nebo podilem nezavislych veli¢in x ay, tedy

z=xy" 23,

8, = .65 + 8] 24.
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Oba vztahy je samoziejmé mozné rozsitit na libovolny pocet s¢itanci, resp. initeld.

Z rovnic 21 a 22 je také patrny problém metod, kde vysledek je rozdilem merenych veligin.
Kriteriem piesnosti metody je totiz relativni chyba

ﬁi‘x - .|Isf+5: 25,

=y

Jsou-li si hodnoty velicin x ay blizké, je jmenovatel maly a k dosazeni uspokojive piesnosti z
je nutné zmgtit veliciny x ay s mnohem vysSi piesnosti, nez kdyby se pouZivaly samy o sobg.

Vyskytuji-li se v sou¢inu veliciny s vySSi mocninou, tedy napiiklad

x=x"y 26,

musi se vyuzit obecnéjsi vliastnosti rozptylu pro funkci z ndhodnych veli¢in x;, kteté maji
rozptyl s; anormalni rozlozeni

ol =2 (&) o] 27.

Po vypoctu prislusnych derivaci plati

8, = Jik8,)" + 5, 28,

Odchylka veli¢iny s k-tou mocninou se tedy uplatni k-nasobné ane Jk nasobng, jak by
odpovidalo prosté aplikaci rovnice 24. Duvodem je skutecnost, Ze veli¢ina x je sama se sebou
korelovana.
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