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Kapitola 1

Uvodni poznamky

Toto je pracovni verze studijniho textu pro pfedmét Pravdépodobnost a po-
pisnd statistika pro studenty matematiky Pedagogické fakulty Masarykovy
univerzity v Brné.

Obtiznéjsi priklady jsou oznaceny hvézdickou (*).

Ptipominky vitam. Piste, prosim, na adresu hdurnova@ped.muni.cz

1.1 Nahodné jevy

Motivaéni dloha Jaké je pravdépodobnost toho, Zze pii souc¢asném hodu
dvéma kostkami padne ¢islo 107

Mozné soucty: 10=6+4 =545

Jaka je pravdépodobnost toho, ze pfi sou¢asném hodu dvéma kostkami
padne cislo 97

Mozné soucty: 9=6+3=5+14

Moznych rozkladu ¢isel 9 a 10 je stejné, presto soucet 9 pada castéji nez
soucet 10 (empiricky zjisténo).

Nahodny pokus

Definice 1.1 Neprdzdnou mnozinu vSech moznych vysledkt ndhodného po-
kusu nazyvame zdkladni prostor a oznacCujeme §2.

Prvky mnoziny €2 oznac¢ujeme wy, kde t € T' je vhodny index.
Definice 1.2 Systém podmnozin A zdkladniho prostoru €2, ktery
a) obsahuje zékladni prostor;
b) s kazdymi dvéma podmnozinami obsahuje i jejich rozdil; a

¢) s kazdym koneénym [spocetnym| systémem mnozin obsahuje i jejich
sjednoceni

nazyvame jevové pole.



1.2 Zavislé a nezavislé jevy

Zavislé jevy: opakované vybéry bez vraceni
- pouzivame vétu o nasobeni pravdépodobnosti

Nezavislé jevy: opakované vybéry s vracenim, opakované hody kostkou
- pravdépodobnosti ndsobime

1.3 Priklady: jevové pole

Nahodny pokus: hazeni kostkou

Mozné vysledky: 1, 2, 3, 4, 5, 6; tj. Q = {1,2,3,4,5,6} (jednotliva ¢isla
oznac¢uji skuteénost, ze padlo dané ¢islo)

A ={0,Q} — trividln{ jevové pole

[Otazka: musi byt prazdnd mnozina prvkem .A?]

B=1{0,9,{2,4,6}}

c={0,9,{1,3,5},{2,4,6}}

D ={0,9,{1},{2},{3}, {4}, {5}, {6}}

N&ahodny jev: libovolny prvek jevového pole (mnozina).

[[jkol: nazvéte nékteré ndhodné jevy podle A, B,C,D.]

Definice 1.3 Dvojice (Q2,.4) se nazyva méritelny prostor.

Oznaceni: Jev jisty: )
Jev nemoznyj: )
Jev elementdrni: w pro w € €2
Spolecné nastoupent jevi A;: (), € IA;
Nastoupeni alesponi jednoho z jevi A;: |, € I A;
Jev opacny k jevu A: A; = Q\ A;

Definice 1.4 Pravdépodobnosti rozumime redlnou mnoZinovou funkci P :
A — R, kterd je

a) nezdpornd;
b) spocetné aditivni; a
¢) mormovand.

Trojici (2, A, P) (tj. zdkladni prostor, jevové pole, pravdépodobnostni
funkce) nazgvame pravdépodobnostni prostor.



Kapitola 2

Klasicka pravdépodobnost

(pocet priznivych jevi lomeno pocet vSech moznych jevu).

Lze pouzit pouze tehdy, jsou-li pravdépodobnosti vSech elementarnich
jevu stejné.
Véta 2.1 (Véta o s¢itani pravdépodobnosti) Necht A, As, ..., A, €
A jsou libovolné jevy. Pak plati:

PJa =3 P -5 3 Pain Ay

el =1 =1 j=i+1
o (D)"IP(AI N AN N AY)

Piiklad 2.2 Z mnoziny zvané zakladni soubor rozsahu n vybereme k-krét
po jednom prvku, ktery vzdy vratime zpét. Ziskdme usporadanou k-tici,
kterd se nazyva usporddany vijbérovy soubor k pruki s vracenim. Predpokladejme,
ze v zékladnim souboru je pravé r prvki oznaceno.

Vypoctéte pravdépodobnosti jeva A, B, C, které jsou definovany takto:

A - kazdy z prvku zékladniho souboru se ve vybérovém souboru vyskytne
nejvyse jedenkrat

B - pfedem dany prvek zakladniho souboru se ve vybérovém souboru
vyskytne nejvyse jedenkrat

C - ve vybérovém souboru se vyskytne pravé x oznacenych prvki

2.1 Geometricka pravdépodobnost

Buffonova tloha o jehle — feseni i s obrazky viz http://mant.upol.cz/soubory/OdevzdanePrace/B08/b08-
20-1s.pdf



Kapitola 3

Bayesuv vzorec

3.1 Podminéna pravdépodobnost

Necht je dén zakladni prostor €2, jev A a jev B. Pravdépodobnost toho, Ze
za podminky B nastal jev A, vypocteme takto:

P(ANB)
P(B)

Napt. Q{1,2,3,4,5,6} - vysledky hodu kostkou

jev A ={3,4,5,6} - padne ¢islo vétsi nez 2

jev B ={1,6} - padne 1 nebo 6

P(A|B) =

2 1

P(A)=-,P(B) ==

(4) =5, P(B) = 5
g 1

Nasobeni pravdépodobnosti Z klasické definice pravdépodobnosti vime,
ze
|AN B

P(ANB) = Q)

Problém: jak urc¢it |AN B|?
Ze vzorce pro podminénou pravdépodobnost plyne, Ze

P(ANB) = P(A|B)P(B)
a analogicky
P(ANnB)=P(B|A)P(A)
Pro pravdépodobnost priniku 3 a vice jeva Aj, Ao, ..., A, pak plati:



P(AlmAgﬂ...ﬁAn):P(Al)P(A2’A1)~--P(An’A1ﬂAQﬂ...ﬂAn_l)

Definice 3.1 (Nezavislé jevy) Rikdime, Ze jev A nezdvisi na jevu B, po-
kud plati

P(A|B) = P(A)
a pak tedy také

P(B|A) = P(B)
Ziejmé potom plati, ze

P(ANB) = P(A)P(B)

Séitani pravdépodobnosti Vyjdeme-li z klasické definice pravdépodobnosti,
ziejmé

A=(ANB)U(ANB),
kde B je doplnék jevu B. Tedy
P(A)=P(ANB)+ P(ANB)
Dale zirejmé

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
Pro pravdépodobnost sjednoceni vice jevu pouzijeme princip inkluze a

exkluze.

3.2 f]plné pravdépodobnost

P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2) P(A|By) + - - + P(Bn) P(A| By)

Bayesova véta odpovida na otazku, jaka je pravdépodobnost, ze nastal
jev B;, vime-li, Ze nastal jev A:

_ P(B;)P(A|B;)
P(B;|A) = S r_, P(By)P(A|By)




Kapitola 4

Popisna statistika

Kdy nestaci klasicka definice pravdépodobnosti?
- geometrickd pravdépodobnost je jen model klasické pravdépodobnosti
- podstatné: nastoupenti lib. jevu ma stejnou moznost, tj. zddny jev nema
prednost pred ostatnimi

Statisticka definice pravdépodobnosti - nazyvana také frekvenéni ¢i
empiricka

Opakujeme-li n-krat nezavisle dany pokus a nastane-li v téchto poku-
sech sledovany jev A m-krat, potom jeho relativni ¢etnost je rovna zlomku
m/n. Bude-li pfi rostoucim poctu pokusu relativni ¢etnost kolisat ve stale
uzsich mezich kolem urcitého ¢isla, muzeme predpokladat, ze toto ¢islo je
pravdépodobnosti jevu A.

- absolutni ¢etnost

- relativni ¢etnost

Borelovské pole a borelovskda mnozina: Minimélni jevové pole na
R™ obsahujici tiidu v8ech intervalu (—oo,x; > X(—o00, 29 > X(—00,x3 >

- X (=00, Xp—1 > X(—00,x,—1 > se nazyvé borelovské pole, jeho prvky
borelovské mnoziny.

Nahodn4 veli¢ina formalné: Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni pro-
stor. Zobrazeni X : Q@ — R se nazyva ndhodnd veli¢ina (vzhledem k je-
vovému poli A), pravé tehdy, kdyz tplny vzor kazdé borelovské mnoziny je
jevem, tj. VB B: {w € Q: Xw € B} € A.

Nédhodn4 veli¢ina muze byt diskrétni nebo spojité.

4.1 Distribuc¢ni funkce

e neklesajici



e zprava spojita

limg 00 () =1, limy o P(x) =0

0<P(z)<1

pro xo € R plati: P(X = z) = ®(zg) — lim,_,, - ®(z)

pro a,b € R,a < b plati p(a < X <b) = P(b) — ®(a)
Diskrétni nahodna veli¢ina
e pravdépodobnostni funkce 7(x)

— nezdporna

— normovand, tj. Y . w(z) =1
e distribuéni funkce: ®(z) = > _ 7(t)
Spojita ndhodna velicina
e hustota pravdépodobnosti ¢(x)

— nezaporna

— normovand, tj. [*_ ¢(z) =1

e distribuéni funkce ®(z) = [ (t)dt

Zakladni a vybérovy soubor
e zékladni soubor E (neprazdnd mnozina)
e podmnozina zdkladniho souboru G - prvky s danou vlastnosti
e vybérovy soubor (neprazdnd podmnozina vybérového souboru)
e rozsah vybérového souboru n

e absolutni ¢etnost G ve vybérovém souboru N(G)

N(G)

e relativni ¢etnost G ve vybérovém souboru p(G) =



Vlastnosti relativni ¢etnosti

e p(0)=0

e o
k0T
QQ
c +
Q=
Q9
s
Q-
D)
S
I
=
@
+
=
Q
©

14 (G1NGy) > p(Gy) + p(Go)
p(G1 UG2) +0 < p(G1) + p(G2)
o G C G2 = p(G2\ Ga) = p(Ga) — p(G1)

e G1 CGy=> p(Gl) < p(Gg)

Podminéna relativni ¢etnost podobné jako podminéna pravdépodobnost
(klasickd definice pravdépodobnosti)

N(Gl N Gg)
p(Gi|G2) = —— <

(G1]Ga) NGy
Cetnostné nezavislé podmnoziny Gi,Gs Rikdme, ze G a G jsou
¢etnostné nezavislé, plati-li

p(Gl N Gg) = p(Gl)P(Gz)

Nominalni znaky - hodnoty znaku pfedstavuji jen ¢iselné kody kvalita-
tivnich pojmenovani (napf. ¢isla tramvaji)

Ordindlni znaky - usporadani znaku m4 smysl (napi. zndmky ve skole)

TS T2 S ST S XY S Tep1l S-S Ty
Intervalové znaky - pripoustéji usporadéani a navic operaci rozdilu (napf.
teplota)
Pomeérové znaky
- pripoustéji usporadani, operaci rozdilu a navic i operaci podilu
Alternativni znaky
- nabyvaji pouze dvou hodnot (ispéch-neuspéch, zena-muz)
Charakteristiky znaki:



e modus: nejcetnéjsi hodnota (pro nomindlni znaky)
e dolni kvartil

e median

e horni kvartil

e percentily

e kvartilova odchylka

Charakteristiky polohy

e aritmeticky prameér

Charakteristiky variability
e prumeérnd odchylka
e rozptyl

e smérodatna odchylka
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Kapitola 5

Pravdépodobnost a popisna
statistika 1 - otazky a
priklady ke kolokviu
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10.
11.
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13.
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15.
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. Jevové pole. Elementarni jev, jev jisty a nemozny.

Pravdépodobnostni prostor.

Klasicka definice pravdépodobnosti.
Véta o sc¢itani pravdépodobnosti.
Véta o nasobeni pravdépodobnosti.
Geometrickd pravdépodobnost.
Podminénd pravdépodobnost.

Uplné pravdépodobnost.

Bayesuv vzorec.

Nezavislé jevy.

Statisticka definice pravdépodobnosti.

Diskrétni a spojitda nahodna veli¢ina, distribu¢ni funkce, pravdépodobnostni
funkce a hustota pravdépodobnosti.

Relativni ¢éetnost. Vlastnosti relativni ¢etnosti.

Nominalni, ordinalni, intervalové, pomérové a alternativni znaky a je-
jich ¢iselné charakteristiky.

Charakteristiky polohy a variability.
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