Uvod do zpracovani méreni

Teorie chyb

Opakujeme-li méfeni téze fyzikdlni veliCiny za stejnych podminek nékolikrat za
sebou, dostavame zpravidla riizné hodnoty. Méfené veli¢iné piislusi vSak jedina spravna
hodnota. Kazdou odchylku naméfené hodnoty od spravné hodnoty nazyvame obecné¢ chybou.
Chybou métfeni AX budeme rozumét rozdil mezi hodnotou spravnou X a hodnotou x ziskanou
métenim, tedy

AX =X —x. (1)

Chyba mtze byt jak kladna, tak 1 zaporna. Je-1i chyba kladna, musime ji k naméfené
hodnoté pfricist, abychom dostali hodnotu spravnou, a naopak ji odecitame, jde-li o chybu
zapornou. Udavame-li chybu rozdilem spravné hodnoty a namétené hodnoty dané veli¢iny, tj.
absolutn¢, mluvime o absolutni chybé méfené veliCiny. Rovnice (1) je pak rovnici pro
absolutni chybu.

Jestlize vyjadiime chybu relativné viici méfené hodnoté, dochazime k pojmu relativni
chyby méfené veliCiny. Relativni chybou 6 métfené veli¢iny rozumime pomér absolutni chyby
AX této veliCiny a spravné hodnoty veli¢iny X. Pro relativni chybu tedy plati

AX
o0=—-. 2
% (2
Relativni chybu lze také vyjadrit pomérem namétfené a spravné hodnoty dané veli¢iny:
X
o=1-—. 3
% (3)

Relativni chyba se velmi ¢asto udava v procentech. Z obou uvedenych vyraz (2 1 3) je
patrné, ze také relativni chyba miize nabyvat kladnych i zapornych hodnot.

Podle jejich ptivodu délime chyby do tii skupin:

Chyby hrubé vznikaji pii méteni provadéném nedbale nebo nepozorné, s nedokonalymi ¢i
vadnymi pfistroji, pii uziti nevhodné metody. Namétena hodnota se pii opakovaném meéteni
znaéné€ lisi od ostatnich, a proto je nutné ji nahradit novym métenim nebo ji pfi konecném
zpracovani vysledki neuvazovat.

Chyby systematické (soustavné) jsou zplisobeny stale stejnymi a pravidelnymi vlivy, tedy
vysledek méfeni je soustavné vétsi nebo mensi nez spravna hodnota. Podle toho mizeme
systematické chyb¢ ptisoudit urcité znaménko. Pivod systematickych chyb je obvykle bud’
v méfici metodé¢ (zaloZzené na wurcitych zjednoduSujicich ptredpokladech), v méficich
ptistrojich (napt. posunuti pocatku (nuly) na stupnici, zavislost vychylky na méfené veli¢iné
neodpovida déleni stupnice apod.), nebo ve zplsobu ¢innosti pozorovatele (napt. odhad a
zaokrouhlovani zlomkii dilkGi na stupnici, pozorovani stupnice a ukazatele z nevhodného
sméru — chyba Ukosu, paralaxa). V fad€¢ ptfipadi je mozno systematické chyby vyloucit
vhodnymi korekcemi. Systematické chyby nelze vyloucit statistickymi metodami.

Chyby nahodné vznikaji zcela ndhodné vzdjemnym pisobenim pozorovatele, pfistroje a
prostiedi. Jejich ptivod nemtzeme odhalit. Kazdou nahodnou chybu mtizeme povazovat za
sloZzenou z velkého poctu velmi malych ndhodné vzniklych a ojedinéle nepozorovatelnych
elementarnich chyb. O téchto elementarnich chybach muzeme ptedpokladat, ze jejich
znaménka 1 velikosti jsou nepravidelné rozdéleny a aby vznikla pozorovatelna chyba, musi se
jich slozit vétsi pocet. Elementarni chyby jsou kladné 1 zaporné a jejich slozenim dojde
pravdépodobné stejné Casto k chybam kladnym i1 zapornym. Nejcastéji se sejde piiblizné
stejny pocet elementarnich chyb kladnych 1 zapornych, ¢imz vzniknou malé ndhodné chyby.
Méné Casto se vyskytuje ptipad, ze pfevazuji elementarnich chyby stejného znaménka, a pak



vznikne nahodna chyba vétsi. Takové piipady jsou malo pravdépodobné, takze pocet
nahodnych chyb bude s velikosti chyby znateln¢ klesat.

Chyby systematické nas svym zplsobem informuji o spravnosti mefeni, chyby
nahodné o pfesnosti méteni.

Normalni rozdéleni

Obecné lze fici, Ze toto rozdeleni je pouzitelné vSude tam, kde na kolisdni ndhodné
veliCiny ptisobi velky pocet nepatrnych a vzajemné nezavislych jevi.

Pro nahodilé rozdéleni métenych hodnot pii poc¢tu méfeni, které se blizi nekonecnu,
plati vztah, odvozeny Gaussem — tzv. normadlni statistické rozd€leni, jemuz odpovida i
analogické vyjadfeni pro rozdéleni ¢etnosti ndhodnych chyb. Ze statistického rozboru tohoto
problému plyne n€kolik dulezitych zavérh, které umoziuji urcit nejpravdépodobnéjsi hodnotu
métené veliCiny a interval, vnémz se dd ocekdvat skutecnd hodnota s pfedem zvolenou
pravdépodobnosti:

Kdybychom mohli vykonat nekone¢ny pocet méteni, pak by z presné platnosti zdkona
cetnosti plynulo, ze pocet kladnych chyb je rovny poctu zapornych chyb a zZe se tedy soucet
vSech chyb rovna nule. Aritmeticky primér vSech méfeni by pak udéaval spravnou hodnotu
meifené veliciny. Pii skutecnych méfenich mizeme najit pouze nejpravdépodobnéjsi hodnotu
meétené veliCiny.

Predpokladejme pro veli¢inu x méfenim ziskané hodnoty x;, x2, ..... , X
Ptedpoklddejme dale, Zze chyby v jednom sméru (kladné odchylky) jsou praveé tak
pravdépodobné jako chyby ve sméru druhém (zaporné odchylky), takze soucet vSech chyb je
roven nule. Oznacime-li pravdépodobnou hodnotu métené veliiny X , pak plati

(x—x)+(x-x)+..+(x-x,)=0 (4)
a odtud plyne pro pravdépodobnou hodnotu x méfené veli¢iny vyraz
_ 12
X=—2x;. (5)
ni-|

Pravdépodobnou hodnotou je aritmeticky primér naméfenych hodnot. To ovSem
neznamena, ze aritmeticky primér je pfesné rovny spravné hodnoté. Jeho smysl je ten, Ze
kdybychom méli velky pocet fad o konecném poctu méfeni, vedl by aritmeticky prumér
Castéji ke spravné hodnoté, nez kdybychom hodnotu méfené veli¢iny pocitali jakymkoli jinym
zpisobem.

Kazda hodnota A, =X -x, udavd odchylku méfeni od aritmetického priméru.
Abychom ur¢ili stiedni chybu jednotlivého méteni, nemlizeme odchylky secist a délit poctem
meéteni, protoze soucCet odchylek od aritmetického priméru je rovny nule. Proto odchylky
umocnime a seCteme; soucet oznacime ZAZ. Délime-li tento soucet poctem méfeni,
dostaneme prumér ze Ctvercii chyb, ktery se ve statistice nazyva rozptyl nebo také variance a
znadise o .

A2
o - ©
n
Odmocnina z tohoto praméru je smérodatna odchylka G,

AZ
o, :1/ zn . (7)

Tuto hodnotu bychom mohli povazovat za stfedni chybu jednoho méfeni, kdyby
aritmeticky primér byl sprdvnou hodnotou. Musime vSak uvézit, ze pro urCeni smérodatné
odchylky mame k dispozici jen vybér ze souboru vSech moznych meéteni. Jedno méteni
potiebujeme k naméteni hodnoty, zbyvajicich n-1 méfeni ke kontrole vypoctu chyby. Proto




pro vypocet stiedni chyby jednoho meétfeni bereme n-1 misto n. Vybérova smérodatna
odchylka o,.; nazyvana téz sttedni kvadraticka chyba jednoho méfeni je

o o 2N (8)
n—1

Nas vSak bude ptedevSim zajimat, jakou chybou je zatizen vysledek méfeni -
aritmeticky primér. Tento primér je stanoven z vétsiho poctu namétfenych hodnot, mame
tedy veEtsi jistotu, Ze se skute¢né hodnoté blizi aritmeticky primér, nez pouze jedind hodnota
meéteni. Projevi se to 1 v chybach: aritmetickému priméru ptislusi mensi chyby, nez

jednotlivym métenim. Teorie chyb vede k vysledku, Ze chyba aritmetického priméru je Jn
krat mensi nez chyba jednoho méfeni, piicemz n je pocet méfeni.
Smérodatnd odchylka aritmetického priméru (stfedni kvadratickd chyba) je dana

vztahem
_ / DN
o= —n(n—l). 9)

Vztah (9) neni pfili§ vhodny pro prakticky vypocet, protoze pro vypocet odchylek od
priméru je tfeba mit pramér predem vypocitany. Mizeme vyjadfit:

ZAZ =Z(xl. —)_c)z :Z(xf —2xl.)_c+)_cz):in2 —%( xl.)z, (10)

vyuzili jsme pii tom skute¢nosti, Ze

2)?2)@ :Zin in :E(Zx[)za 2)?2 =nx’ :n(zxi) :l( x[)z. (11)
n n

2
n n

Do (1.9) dosadime (1.10) a (1.11) a dostaneme

inz _l(zxi)Z
L . (12)
n(n—l)

Na obrazku 1 je nakreslena funkce hustoty pravdépodobnosti pro normélni rozd¢leni.

o=

30 20 -G X o 20 36

Obr. 1: Funkce hustoty pravdépodobnosti pro normalni rozdéleni.



Plocha pod kiivkou (integral funkce) je umérna pravdépodobnosti, se kterou spravna
hodnota mlize nabyvat hodnot vynesenych na ose x. V intervalu (-c, o) (na obr. 1 vybarveno
tmave) je tato pravdépodobnost 0,683, to znamend. ze v tomto intervalu by mélo byt 68%
hodnot. V intervalu (-2c, 20) (na obr. 1 vybarveno svétle 1 tmavé) je pravdépodobnost 0,955.
Vintervalu (-3c, 3c) pak je to 0,997. Krom¢ stfedni chyby uvadime nckdy také
pravdépodobnou chybu, ktera je rovna 2/3 stiedni chyby. Jeji vyznam je tento: je stejné
pravdépodobné, Ze chyba jednoho méteni (libovolné vybraného) je mensi nez pravdépodobna
chyba, jako Ze tato chyba je vétsi nez pravdépodobna chyba. Pti velkém poctu méfeni je tedy
polovina skute¢nych chyb mens$i, druha polovina vétsi nez pravdépodobnd chyba.
Pravdépodobna chyba jednoho méfeni je

2
lg:gan—l' (13)

V nékterych ptipadech pouZivame jesté krajni chybu y, kterd je rovna trojnasobku
sttedni chyby: y =30 . U krajni chyby mame pravdépodobnost 99,73 %, ze se nam v mé&feni
nevyskytne hodnota s chybou vétsi nez je krajni chyba. Jednu chybu vétsi neZ y mizeme tedy
ocekavat primérné v 370 métenich.

Vzajemné vztahy mezi uvedenymi chybami jsou nasledujici:

G:0:y=0,67:1:3. (14)

Stejné vztahy jako mezi chybami jednoho méteni jsou i mezi odpovidajicimi chybami
aritmetického priméru.

Na Gaussové kiivce (obr. 1) odpovida pravdépodobné chybé hodnota, jejiz poradnice
déli plochu Gaussovy kiivky na €asti, z nichZ prostfedni zaujima polovinu celkové plochy,
ob¢ krajni také polovinu. Geometricky vyznam stiedni kvadratické chyby je ten, ze v misté¢ G
ma Gaussova kiivka inflexni bod.

Aby bylo zfejmé, do jaké miry je zarucen vysledek méfeni, pripisujeme k nému jeho
sttedni kvadratickou chybu. PiSeme tedy vysledek ve tvaru:

x=xto. (15)

Ciselné uvadime chybu zpravidla pouze na jedno platné misto a polet &islic ve
vysledku omezime tak, aby chyba zasahovala pouze do posledniho mista. Napiiklad:
m=(27,32 + 0,04) g. V pfipadé, ze je mantisa chyby 1, uvddime chybu zpravidla na dvé mista
(napt. m=(27,32 £ 0,12) g).

Pokud z néjakych ditvodi uvadime jinou chybu nez stfedni kvadratickou, je tfeba na
tento fakt v textu vyslovné upozornit!

Glo n-1
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Obr. 2: Zavislost chyby priimeéru na poctu méreni. Chyba prumeéru je vynasena jako ndasobek
vyberove chyby jednoho méreni.
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Je ztejmé, Ze ¢im vEtsi pocet méfeni vykondme, tim mame véEtsi jistotu pii stanoveni
vysledné hodnoty a tim mensi bude chyba vysledku. Zavislost stfedni chyby aritmetického
pruméru na po¢tu méieni je graficky zndzornéna na obr.2. Vidime, Ze se vzriistajicim poctem
méteni klesd chyba aritmetického priméru zpocatku prudce, pak mirné. Z této kiivky
muzeme odhadnout, kolik musime vykonat méteni,abychom dosahli pozadované piesnosti.
Obvykle staci méfit desetkrat; pti dalSim zvySovani poctu méteni vzristd piesnost vysledku
jen velmi zvolna.

Vypocet aritmetického priuméru a chyby (piiklad)
Ruéni zpracovani

Posuvnym méfitkem byla stanovena desetkrat tloustka x, pticemz byly odhadovény
jesté desetiny dilki stupnice. Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

i Xi (cm) | x? (cm?)

1 10,256 10,0655

2 10,258 0,0666

3 10,255 10,0650

4 10,255 10,0650

5 10,254 10,0645

6 10,256 10,0655

7 10,257 10,0660

8 10,255 10,0650

9 10,259 10,0671

10 10,254 10,0645

> 12,559 10,654873

eo 252599 (0050 em

n 10

Aritmeticky pramér tloustky je 0,2559 cm.

> (T ) 0,654873—2,559>/10  [0,654873—0,6548431
o n 10, > - |2 d =0,00053 cm.

n(n—1) 90 90
Smérodatna odchylka aritmetického priméru je 0,00053 cm.
Zaokrouhlime na jednu platnou ¢islici: o =£0,0005 cm.

Vysledek métfeni napiSeme tak, ze k aritmetickému priméru pfipiSeme stfedni
kvadratickou chybu zaokrouhlenou na jedno platné misto: x=(0,2559+0,0005) cm.
Pravdépodobna chyba aritmetického priméru je rovna dvéma tfetindm smérodatné odchylky:
3 = %5 = i§.0,00053 =+0,00035 cm.

Zpracovani v Excelu

Vypocet priméru s smérodatné odchylky priméru je v Excelu velmi jednoduchy. Pro
vypodet aritmetického priméru obsahuje funkci PRUMER(). Pro smérodatnou odchylku
praméru neni k dispozici piiméa funkce a je tfeba pouzit funkce SMODCHY(), kterd vraci
smérodatnou odchylku jednoho méfeni vypocitanou podle vztahu (1.7). Abychom ziskali
smérodatnou odchylku priméru, je tfeba tuto hodnotu vydélit, v souladu se vztahem (1.9),
odmocninou z poctu méfeni zmenseného o jednu.
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0,257

0,255

0,259

11 10 0,254

12 ¥ 0,2559 =PRUMER(B2:B11)

E & 0,00053 =SMODCH(B2:B11)/ODMOCNINA(A11-1)

Obr. 2: Vyrez listu Excelu s vypoctem priiméru a jeho smerodatné odchylky.

0 o~ 3O W=
OOk WN = -

Vypocet chyby hodnoty funkce z chyb nezavisle proménnych

Nez ptejdeme k urceni chyby aritmetického priméru, predpokladejme, ze méame

z vysledkit méteni nékolika vzajemné nezavislych veli¢in x, y, z, ...... , urCit hodnotu veliCiny
V=f(xyz, ...) (16)

(Veli¢ina V je tedy vysledkem nepiimych méteni).
Jsou-li chyby jednotlivych méfenych velicin a(x), a(y), a(z), ...... , (nemusi to
ovSem byt pravé smeérodatné odchylky, mohou to byt chyby odpovidajici jiné
pravdépodobnosti vyskytu, avsak pro vSechny veli¢iny x, y, z, ...., stejného druhu), pak pfi

pocitani chyby veli¢iny V' s nimi pracujeme podobné jako s diferencidly nezavisle
proménnych. Z teorie pravdépodobnosti pro chybu veli¢iny V dostavame

a<v>=J[@j2[a<x>]2 +(@}2[a<y>]z+ ..... | )

ox oy
Je-1i V'=f(x) (funkce jedné nezavisle proménn0), pak
q :
o) =Holx)=|r(x) o). (18)

Napt. je-li V' = ax, je o(V)=aoc(x).

o (x)

Zavedeme-li relativni chybu o (x) =" pakpro V =x* je
X

5(V)=kx* "o (x) (19)
a odtud
5()= # = k.5(x). (20)
ProV=xiyje@=1, g=i1
Ox oy

a

O'(V):w/oj(x)+0'2(y). (21)

Geometricky to znamena, ze chybu souctu nebo rozdilu dvou veli¢in ur¢ime jako
délku piepony v pravouhlém trojuhelniku, o odvésnach rovnych velikostem chyb jednotlivych
s¢itancd. Toto pravidlo snadno rozsifime i na vétsi pocet s¢itanc.

Pro soucin V' = x.y dostaneme

G(V)z\/xz.az(y)+ yz.az(x) (22)
nebo relativni chybu soucinu
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5(V)=4/8%(x)+5%(x). (23)

Vidime, Ze relativni chyba souc€inu je vyjadiena podobnym vztahem, jako absolutni
chyba souctu. Snadno se odvodi podobné vztahy i pro chybu sou¢inu V =x.y.z a podilu

=2, (Odvod'te sami, oboji i pro relativni chyby).
y

Piiklad 1: Vypocteme objem V véleCku a jeho stfedni kvadratickou chybu U(V)uiitim
vzorce V = nr’.h, kde r je polomér valetku a & jeho vyska.

Mikrometrem byl zméfen prumér d valecku: d = (2,442 £ 0,004) cm, posuvnym
métitkem vySka h valecku: & = (4,56 £ 0,01) cm. Vypocteme nejdiive polomér valecku.

Polomér r:% = 1,221 cm. Stfedni chyba poloméru je rovna polovin¢ stfedni chyby

priméru: o(7 ) = %d) = 0,002 cm. Polomér valecku je tedy = (1,221% 0,002) cm.

Dosadime do vzorce V = mr’.h:
V=3,142.(1,221)* . 4,56 = 21,25 .
Protoze primér je méfen na Ctyfi mista, vyska na tfi, pocitdme objem zkracené na Ctyfi mista.
Objem V= 21,25 cnr’.
Stfedni chybu tohoto vysledku vypocteme dosazenim do vzorce

o ()= iJ{%a(f)T . {%:)J(E)T |

ov ov
Protoze parcialni derivace — a — jsou
or Oh
v _ p— v -
8r Oh

je O' +\/ [27rho(F)] +[7rr 5(%7)]2

of7)- iJ(mzh)z 2] sy ]

r h

Absolutni stiedni chyba vysledku je ddna vzorcem

a(f):iVJ[za Hf }

57 = "(VV) - i\/[zo; r )T {%’;)} |

Numericky pocitame absolutni stfedni chybu objemu na jedno misto, tj pod
odmocninou na dvé mista rizna od nuly:

2 2
o(7)=+2125. \/(QOMJ +(0’01] = 421,25./0,0033% +0,0022° =

a relativni chyba

1,221 4,56
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= +21,25.4/0,000011 + 0,000005 = 21,25.4/0,000016 =
=+21,25.0,004 = 0,08.
Stéedni kvadraticka chyba objemu véale¢ku je 0,08 cm’. Vysledek piseme ve tvaru:
Objem V= (21,25+0,08) cm’.

Poznamka 1: Pfi vypoctu jsme vidé€li, ze relativni chyba poloméru, ktery je ve vzorci pro
vypocet objemu ve druhé mocniné, se uplatnila dvojnasobné, bylo by proto vhodné meéfit
polomér s vétsi presnosti!
Vypocteme jeste relativni chybu objemu:
V) 008 o055
V 21,25

Relativni chyba objemu je 0,0038, tj. ptiblizné 0,4%.

Poznamka 2: U funkci typu u = x*y"z" vychazi pro relativni chybu vztah
— —\2 —\12 —\2
o) _1 {k.a(x)} N m.o(y) N [n.a(z)}
u x y z

Priklad 2: Urcete chybu objemu koule vypocitaného z naméfeného priméru d:

Protoze plati vztah V' = gd ’

urime o(V7 )= %dza(c?),
takze @ = 3@.
Vv d

Sami zvazte, co plyne z provedené¢ho rozboru chyby.

Regresni analyza

V praxi se Casto setkame s ukolem, kdy néjakd proménnd y je funkci nezavisle
proménné x, tedy y=f'(x). Z hodnot {x;,y;} pak mame odhadnout parametry funk¢ni zavislosti.
Zpravidla predpokladame, Ze hodnoty x; jsou dany pevné a hodnoty y; byly ziskdny métenim.
Kdyby méfeni hodnot y; nebylo zatizeno chybami, platilo by y=f (x;). Ve skuteCnosti vSak
plati y=f (x;)+A;, kde A; je chyba i-tého méteni. Body [x;,);] jsou pak vlivem chyb rozptyleny
kolem kfivky y=f (x). Obecné funkce y=f (x) obsahuje p neznamych konstant - parametrt,
které oznacime by,...b,.;. Mame-li soustavou bodll [x;y;] proloZit kiivku y=f(x;bq,..., bp-1),
musime urcit (statisticky odhadnout) nezndmé parametry by,..., b,.1, které se vyskytuji v
rovnici kiivky. Pfi tom vyzadujeme, aby se kiivka co nejvic pfiblizila blizila bodim [x;);].
Statisticky odhad parametru b; oznaéme /. Zpusob odhadu f; zavisi na tom, jak definujeme
"piiblizeni". Mohli bychom napiiklad pozadovat, aby soucet absolutnich hodnot odchylek
bodl od kiivky byl minimalni. V praxi se vSak nejcastéji za kritétium pfiblizeni povazuje
suma ¢tvercl hodnot y=f(x;; fo, ..., Bo-1) a odhadem parametrii f, ..., £,-1 jsou pak hodnoty,
které tento soucet ¢tvercit minimalizuji.

Oznacime-li

S=3 0~ 1l o5, ) (24)
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budou odhady f; ur€eny z podminky
S' = min. (25)
Touto podminkou je vyjadfen princip metody nejmensich ¢tverci. O kiivee y=f(x;
Pos-.., Pp-1) Tikame, Ze byla body [x;, y;] proloZena metodou nejmensich Etverci.
Nejcastéji se setkame s pripadem, kdy je oCekavana zavislost linearni
y=bot+bx. (26)
Chceme tedy nalézt parametry £ a £ tak, aby co nejlépe odpovidaly zadanym bodim.
Podle (24 a 25) muzeme odhady /4 a A urcit z podminky

S=Z(yi_ﬂ0_ﬂ1xi)2 = min. (27)
i=1
Hodnoty parametr f a £, které minimalizuji sumu ¢tvercti odchylek S,
& _ 0 a 95 _ 0 (28)
9P, op,
dostaneme soustavu dvou rovnic
6S n n
=nﬂo+ﬂlzxi_zyi=0 (29)
aﬂo i=1 i=1
a
aS n n 2 n
D RRY) IR A 30)
1 i=l i=1 i=1

Jejim feSenim ziskdme odhady /) a i, parametrl by a b;:

p =%(i‘,x—ﬂi%} G
nixiyi _(ixij(iyij
nzn:xlz _(Zn:xij

vvvvvv

b=

(32)

Bez odvozeni napiSeme odhady smérodatnych odchylek o, a o, parametri fa fi.

n [iyij " [ixij(iyij
Sy =20~ B Ly — (33)

b
i=1 n n

Oznacme:

SO
n—2
smérodatné odchylky parametrii £ a £ pak vypocitame ze vztahi:
1 [ 2
- Z xi
n i=1

o, =S ‘ (35)

2
o —I[inj
i=1 n\ iz

S =

; (34)
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oy = : (36)

1 2
RS
i=1 n\ izl

Vypocdet linearni regrese pomoci Excelu

K vypoctu linedrni regrese metodou nejmensich ctverct slouzi v Excelu funkce
=LINREGRESE(), ktera vraci matici parametri regresni funkce. Protoze funkce vraci matici,
je tfeba s ni pracovat jako s maticovym vzorcem:
1) oznaCime v listu Excelu prazdnou oblast o péti fadcich a dvou sloupcich, do které se umisti
vysledky linearni regrese.
2) zadame vzorec =LINREGRESE(y;x;b;stat), kde y je pole zavisle proménnych (sloupec
hodnot y), x je pole nezavisle proménnych (sloupec hodnot x), b je logicka hodnota udavajici,
zda ma byt konstanta /4 rovna 0 (je-li » PRAVDA nebo 1, hodnota £ se pocita, je-li b
NEPRAVDA nebo 0, je pevné dano = 0).
3) po napsani vzorce zmackneme soucasné klavesy Ctrl+Shift+Enter (tim fikame, Ze se ma
vzorec rozepsat do vSech prvkll matice); nebude-li vam vypocet regresni primky fungovat,
s vysokou pravdépodobnosti jste misto Ctrl+Shift+Enter odklepli jen Enter
Vyslednd matice pak obsahuje hodnoty:

S Po
(o) B (o) ﬂo
2
r o
F pocet stupiiii volnosti
SSreg SSresid

kde £ a fi jsou odhady parametrii parametrt by a by z rovnice (26), op, a op jsou jejich

smérodatné odchylky, #* je koeficient determinace, o smérodatna odchylka odhadu y, F je
F-statistika (pouziva se pfi statistickém testovani), pocet stupiii volnosti (v ptipad¢ regresni
rovnice (26) je to pocet hodnot zmenSend o 2), ss., je regresni soucet Ctverctl a sSyesd
rezidualni soucet ctvercu.

Korelacni koeficient
Mg¢jme dvé tfady proménnych x; a y;. V predchozich kapitolach jsme se pokouseli
nalézt parametry optimalné charakterizujici vztah mezi témito proménnymi. Miru zavislosti
mezi proménnymi je mozné Castené¢ odhadnout ze smérodatnych odchylek parametrt
charakterizujicich tento vztah, kdy miZeme ptedpokladat, Ze ¢im vétsi jsou relativni chyby
téchto parametrt, tim slabsi bude zavislost. My vSak potfebujeme kvantitativni veli¢inu, ktera
nam popise, jak se zmeéni veli¢ina y pfi n€jaké zmeéné veli€iny x. Pfi tom veliiny x a y mohou
byt zcela nesoumétitelné. Abychom mohli veli¢iny x a y srovnat, musime je standardizovat a
to tak, Ze od kazdé veliCiny odecteme primér a rozdil vydélime smérodatnou odchylkou.
Standardizované veli¢iny x;" a y;" jsou definovany vztahy:
xi = (x-X)loy, (37)
yi =Wry)o,. (38)
Tim jsme zajistili, e x;” i y;/ maji nulovou stiedni hodnotu a jednotkovou
smérodatnou odchylku. V tomto okamziku uz mizeme diskutovat o tom, jak se zméni y;" pfi
n&jaké zméné x; . Veli¢inou, ktera popisuje tento vztah, je korelacni koeficient r. Korela¢ni
koeficient je mozné vypocitat ze vztahu:
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nixiyi - ixiiyi
7y = i=1 i=1 i=1 (39)

Zaméime se na otazku, jakych hodnot mize korelacni koeficient nabyvat. Existuje-li
mezi veli¢inami x a y pozitivni linedrni zavislost, pak vzroste-li x o jednu smérodatnou
odchylku, vzroste i y o jednu smérodatnou odchylku a r=1. Existuje-li mezi veli¢inami x a y
negativni linearni zavislost, pak vzroste-li x o jednu smérodatnou odchylku, klesne y o jednu
smérodatnou odchylku a » = -1. Neni-li mezi proménnymi zadna zavislost, nedojde pfi
jakékoliv zméné proménné x k zddné zméne proménné y a korelaéni koeficient » = 0.

Uz rozumime, jaky vyznam maji extrémni hodnoty korela¢niho koeficientu. Pokusme
se ted interpretovat, jaky vyznam ma korelaéni koeficient 0,43 nebo —0,16. Kladnd hodnota
0,43 indikuje, ze s rostoucim x roste y, zaporna hodnota -0,16 pak znamena, Ze s rostoucim x
klesa y.

Pomoci korela¢niho koeficientu mizeme testovat nulovou hypotézu r=0,0 (mezi
proménnymi x a y neni zavislost). Testovaci veli¢inou je

r
N1-7?

Je-1i testovaci veli¢ina ¢ vEétsi nez hodnota Studentova rozdéleni na dané hladin€ vyznamnosti
o, s prisluSnym poctem stupni volnosti #).q»(n-2), mizeme zamitnout nulovou hypotézu
r=0,00.

Tabulka: Kvantily Studentova rozdéleni pro k=n-2 stupiiti volnosti

k I 1231456789 |10/12[15]20|30]| o
0=0,05 {12,714,30 3,18 (2,78 |2,57|2,45|2,37 (2,31 (2,26 2,23 |2,18|2,13 2,09 2,04 |1,96
0=0,01 |63,66|9,93 5,84 4,60 4,03 |3,71|3,50(3,36 (3,25 3,17(3,06|2,95 2,85 |2,75|2,58

t=~n-2

(40)

Druhad mocnina korela¢niho koeficientu se nazyva koeficient determinace a urcuje ,
jak velka ¢ast rozptylu veliiny y je vysvétlitelnd veli¢inou x.
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Vypocet regresni primky (priklad)

Rucéni vypocet

M¢jme deset experimentalné zjisténych dvojic x; a y;. zadanych prvnimi tfemi sloupci
nasledujici tabulky. Dopo¢itejme hodnoty x%, y* a xy, a dopliime je do dalSich tii sloupciL.
Spocitejme v kazdém sloupci soucet hodnot a zapiSme ho do posledniho fadku tabulky:

2

2

i X y X y xy
1 10 194 100 37636 1940
2 20 389 400 151321 7780
3 30 332 900 110224 9960
4 40 466 1600 217156 18640
5 50 483 2500 233289 24150
6 60 618 3600 381924 37080
7 70 591 4900 349281 41370
8 80 674 6400 454276 53920
9 90 742 8100 550564 66780
10 100 900 10000 810000 90000
z 550 5389 38500 3295671 351620

V poslednim fadku tabulky méme vSechny veli¢iny potfebné pro vycisleni vztahi (31-36).
Dosazenim do vztahu (32) vypocitame:
~10.351620-550.5389 48770

b= 10.38500-550> 82500
a dosazenim do vztahu (31):

B, - 110(5389 ~6,694.550)=1707 .

= 6,694

Tim jsme vypocitali odhady parametri f a fi. Nyni odhadneme jejich smérodatné odchylky.
Ze vztahu (33) vypocteme Sy = 21866 a pak ze vztahu (34) s = 52,28. Veli¢inu s dosadime do
vztahl (35) a (36) a dostaneme o, =35,71 a o, =0,58. Vypocitali jsme tedy odhady

parametril regresni rovnice f, = (1 70+ 40) af,=674+£06.

Ze vztahu (36) vypocitame hodnotu korelacniho koeficientu
10.351620 - 550.5389 552250 0.972

10385005502 ]10.3295671 - 5389%] 568348

Na zavér otestujme pomoci vztahu (40) hodnotu r. Vypocitame parametr ¢:

t:@ﬂ:11,63

\[1-0,972°
Srovnénim s tabulkou kvantilli Studentova rozdéleni pro £=8 a a=0,05 resp. a=0,01,
které jsou 2,31 resp. 3,36 vidime, Ze tato hodnota znacné pievysuje kritickou hodnotu
Studentova rozdéleni. Miizeme tedy zamitnout nulovou hypotézu a pokladat vliv proménné x
na proménnou y za prokazany. Zdlraznéme, Ze tento test nam pouze potvrdil korelaci mezi
proménnymi x a y. Podobnou informaci miizeme ziskat i z dfive vypocitané hodnoty
B, =6,74+0,6. ProtoZze je hodnota smérnice pfimky vétSi nez trojnasobek jeji chyby,

=

muzeme opét tvrdit, ze smérnice £;>0 a tedy existuje korelace mezi proménnymi x a y.
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Vypocet v Excelu
Vstupni hodnoty jsou uloZeny v listu Excelu:

A | B | ¢ |
1 [ X y
2 1 10 194
3 2 20 389
4 3 30 332
5 4 40 466
B 5 500 483
7 5 B 618
g 7 700 591
g g A0 674
10 g 90 742
11 10 100 900
12 |2 550 5389

Vybereme v listu Excelu oblast o dvou sloupcich a péti fadcich a do ptikazového tadku
vepiSeme vzorec =LINREGRESE(C2:C11;B2:B11;1;1):

ZAOKROUHLIT | =] 3 < =| =LINREGRESE(C2:C11;B2.B11:1;1)
A [ B [ ¢ | b | E [ F

13
14
13
16
17
18

1N

311:1:1

Vlozime vzorec maticové do vybranych bunék sou¢asnym stiskem klaves Ctrl+Shift+Enter:

=|{=LINREGRESE(C2:C11;B2:B11;1;1)}
¢c | b | E | F

Ze zvolené oblasti nds nejvic zajimaji prvni tfi fadky. V prvnim fadku jsou odhady regresnich
parametrd, ve druhém pak jejich smérodatné odchylky. V prvnim sloupci tretiho fadku je pak
druha mocnina korelaéniho koeficientu r°. Ziskali jsme tedy viechny ddlezité parametry
regresni primky.

Pokud se zobrazilo Cislo jen v jedné buiice vybrané oblasti nebo je v nékterych buiikach
chybové hlaseni #HODNOTA! ptipadné ##Ht##H###, nevlozili jste pravdépodobné vzorec
klavesami Ctrl+Shift+Enter, ale jen Enter nebo rozkopirovanim jedné bunky.
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