KONSTRUKCNI GEOMETRIE

MA2BP_ PKG, jaro 2013

(aktualizovano 30. kvétna 2013)






Predmluva

Omnia sponte fluant, absit violentia rebus!
JAK.

Toto je trochu rozsifena osnova k prednasce z Konstrukéni geometrie pro jarni semestr 2013.
Prvni motivace, pfedpoklady a cile tohoto kurzu jsou zformulovany v tvodni kapitole. Probirana
latka je rozclenéna do t¥i hlavnich blokt: klasicka konstrukéni geometrie, piehled uzite¢nych geo-
metrickych zobrazeni a tivod do zobrazovacich metod. Z dostupnych ucéebnic geometrie nejéastéji
pouzivame [A] a [Hal, odkud je té7 prevzata vétsina ilustraci. Jedna se o moderni interpretace
zésadniho dila [E], jehoz Gesky preklad s komentari lze najit ve viech knihovnéch a mnoha
knibkupectvich. K Gvodu do zobrazovacich metod pouzivame @] a [U]. K samostatnému

nani [Hag|. Hruby odhad &asového rozvrzeni semestru je nasledujici:
(1) klasicka konstrukéni geometrie — 3 az 4 tydny,

(2) geometricka zobrazeni — 2 az 3 tydny,

(3) zobrazovaci metody a dalsi interakce — 7 az 9 tydna.

Predmét je zakoncen zkouskou, jez sestavd z pisemné a ustni ¢asti; pfistup k pisemné ¢asti
je podminén zépoc¢tem ze cviceni MA2BP CKG, pfistup k tstni zkouSce je podminén alespoii
50% tsp&snosti u pisemky.

Nize navrzené organizace textu je zatim hodné pracovni a nejspi§ se béhem semestru nékoli-
krat pozméni; sledujte pribézné zmény v aktualizacich. ..

Brno, 30. kvétna 2013 .
Vojtéch Zadnik
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KAPITOLA |

Uvod

1 Eukleidovski a neeukleidovskd geometrie

Eukleidovskou geometrii se tradi¢né mysli geometrie tak, jak je predstavena v Eukleidovych Za-
kladech [E], resp. v jejich geometrickych knihach (cca 300 p¥. K.). Jedn4 se uceleny deduktivni
vyklad odvozeny z nékolika axiéomu a postulati. Axiomy se tykaji obecnych veli¢in. Postulaty
jsou ryze geometrického charakteru a vymezuji vztahy mezi primitivnimi pojmy (bod, piimka)
a zékladnimi relacemi (incidence, shodnost a rovnobé&Znost). V Zakladech se vSak pouziva
nékolik dalsich pfedpokladi, aniz by byly jakkoli formulovany (viz axiomy uspofadani a spo-
jitosti). Piesny axiomaticky popis, zaloZeny na tom Eukleidové, pochazi od D. Hilberta
(kolem 1900), viz téz [Hal, [[] nebo P¥ilohu na str. [121}

Obrazek 1.1: [Ko] Miniatura Eukleida ze 6. stoleti.

Uz na prvni pohled je patrné, ze jedny z klicovych roli v Eukleidové geometrii hraji re-
lace shodnosti (Casto formulovana jako rovnost, pfip. stejnost) a rovnobéznosti. Uvédomte si,
7e v Eukleidové pojeti je shodnost docela abstraktni koncept; zejména (z pochopitelnych di-
vodil) nepfedstavuje zadné Ciselné vyjadiovani délek usecek, velikosti ihla apod.! Rovnob&Zznost
uzce souvisi s postuldtem, ktery je v naSem znaceni paty a ktery je v ramci Eukleidova sys-
tému ekvivalentni s tvrzenim, Ze ,,kazdym bodem ke kazdé pfimce prochazi jedina rovnobézka‘.
Pravé diskuze nad puvodni Eukleidovou formulaci méla dalekosahlé dusledky a vedla k vynélezu
neeukleidovskijch geometrii.



8 I. Uvod

Velmi hrubé feceno, eukleidovska geometrie je zaloZena zejména na relacich shodnosti a rov-
nobéznosti. Uvazujeme-li geometrii s relaci rovnobéznosti, aniz bychom uzivali shodnosti, jsme
na stopé afinni geometrii, o které se nékolikrat zminujeme nize. Naopak, neuvazujeme-li rovno-
béznost, pouze shodnost, dospéjeme ke geometriim neeukleidovskym. Tyto jsou dvojiho typu:

e cliptickda — ,,zadné rovnobézky*,
e hyperbolickd — ,,vice rovnobézek” (k jedné p¥imce jdouci danym bodem).

Nize ukazeme, Ze elipticky pfipad neni kompatibilni s axiomy uspoifadéni, coz je také divod,
pro¢ se nejdiiv objevila geometrie hyperbolicka. Pravé tyto objevy a iplné porozuméni neeuklei-
dovskym geometriim (kolem 1830) pfedstavuji jedno z nejzajimavéjsich dobrodruzstvi v historii
matematiky; dualezitd jména, kterd se v této souvislosti pfipominaji, jsou zejména J. Bolyai,
N.I. Lobacevsky a C.F. Gauss. Prfestoze je tato latka zajimava také z konstrukéniho hlediska,
nemuZeme se ji v tomto kurzu moc zabyvat. Hezky tvod a dalsi odkazy lze najit napi. v [Hal
nebo [D].

V sirsim (a méné obvyklém) smyslu se neeukleidovskou geometrii muZe také myslet jakakoli
geometrie, ktera neni eukleidovska. I o takovych geometriich se ledacos nau¢ime; nize zminujeme
napf. geometrie afinni, projektivni a konformni.

2 Rizna pojeti geometrie

V této Casti se zminime o rizném pojeti geometrie podle pouzité metody (tedy nikoli podle
objektu nasich tvah nebo z&jmi). Z naznaenych moZnosti budeme v tomto kurzu prosazovat
zejména postoj synteticky a trochu snad taky transformacni.

2.1 Stanovisko axiomatické

Tento postoj je pfedstaven jiz v Zakladech a netykd se samoziejmé pouze geometrie. Piisné
axiomaticky pfistup je nutny pii profesiondlnim nakladani s pfedmétem, je vSak akceptovatelny
pouze velmi omezenou ¢asti populace. I mezi odborniky muze tato cesta skytat jista uskali,
o ¢emz svéd¢i napt. nékolikasetleté polemiky nad postulatem o rovnobézkéch.

Ukéazkou axiomatického pristupu ke geometrii v moderni a uplné podobé jsou Hilbertovy
axiomy [Hi]. V této souvislosti se rozliSuje mezi axiomatickou teorii a jejim modelem. Je sice
pravda, ze v piipadé eukleidovské geometrie jsou viechny modely ,stejné“, nicméné forméalné je
tfeba rozlifovat. Napf. to, co bézné nazyvame standardni eukleidovska rovina, je jen standardnim
modelem axiomatické teorie popsané axiomy na str. [121

V této souvislosti je vhodné se alespon zamyslet nad moznou axiomatizaci afinni a projektivni
geometrie, o nichz se zmiftujeme nize.

2.2 Stanovisko syntetické

A7z nékdy do 17.-18. stoleti to byl v podstaté vyhradni piistup ke geometrii. Syntetickou geometrii
se mysli geometrie bez soufadnic nebo, ponékud uZeji, konstrukéni geometrie, coz je hlavni
naplni tohoto kurzu.

Syntetickd metoda mé docela zifejmé omezeni. Jednak dimenze prostoru, ve kterém formu-
lujeme a feSime néjaky problém, je pro vétSinu lidi shora omezena 3. Jednak existuji dlohy,
které nejsou syntetickym zpusobem vibec Fesitelné (pfitom analytické zdavodnéni nefesitelnosti
muZe byt celkem prosté). Zde mame na mysli zejména velmi proslulé tzv. geometrické problémy
starovéku, viz Dodatek
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2.3 Stanovisko analytické

Mizeme struc¢né charakterizovat jako stanovisko pocetni, obvykle je minéno poc¢itani v souradni-
cich. Pocéatky analytické geometrie jsou tradiéné spojovany se jménem R. Descarta (kolem 1637),
mélo by vSak byt ziejmé, ze se nemohlo jednat o analytickou geometrii, jak ji chapeme dnesﬂ
Nicméné Descartovou inovaci byla aplikace algebry k feSeni geometrickych tloh. Ve starsi lite-
ratufe je Casto analytickd geometrie jmenovana jako algebraicka, tento pfivlastek méa vsak dnes
ponékud posunuty vyznam.

2.4 Stanovisko transformadni

Vsechny shodnosti eukleidovské roviny tvoii grupu. Tato je podgrupou grupy afinnich transfor-
maci, jez je zase podgrupou grupy projektivnich transformaci. . . Stanovisko transformag¢ni, neboli
Kleinovo, je zalozeno pravé na pojmu transformaéni grupy. Tento postoj velmi pomahé pii
organizaci geometrickych informaci a od své pfesné formulace (1872) velmi ovlivnil dalsi vyvoj
geometrie. Podle F. Kleina je ta ¢i ona geometrie zcela charakterizovana grupou odpovidajicich
geometrickych transformaci. V tomto duchu je geometrie studiem vztahi a vlastnosti, které jsou
invariantni vzhledem k (tranzitivni) akci ngjaké transformac¢ni grupy.

2.5 Stanovisko diferencialni

Toto pojeti je spojovano s B. Riemannem (okolo 1854) a dovoluje opravdu dalekosahla zobec-
néni. Zde je geometrie uréena infinitezimalné tzv. Riemannovou metrikou, coz je pole skalar-
nich soucinii na teénych prostorech k abstraktnimu Riemannovu prostoru...V tomto duchu jsou
eukleidovské prostory Riemannovymi prostory s ,,nulovou kfivosti“, zatimco eliptické a hyperbo-
lické prostory jsou Riemannovy prostory s nenulovou, ale , konstantni kiivosti“. Tento piistup je
nezbytny napf. pfi studiu vlastnosti nékterych kartografickych zobrazeni.

3 Predpoklady a cile

Kromé obvyklého piehledu skolské geometrie (hlavné tedy stereometrie) nepfedpokladame zadné
specialni znalosti a dovednosti. Nutnou podminkou k uspokojivému absolvovani predmétu by
vSak méla byt nadprimérnéd zvidavost a touha po zorganizovani vétsiho mnozstvi poznatki.
Tyto vlastnosti vlastné bereme u budoucich uciteli jako samoziejmost, nicméné zminujeme pro
poradek.

Cile jsou jasné: chceme pripomenout nékteré bézné znamé geometrické pravdy, tento seznam
podstatnym zptsobem rozsifit a hlavné si véci néjakym rozumnym zpisobem zorganizovat. Ty-
pické dlohy, které chceme umét fesit, zahrnuji napt.:

e sestrojit zlaty fez dané tsecky,

e sestrojit pravidelny pétiihelnik, resp. dvanactistén, pfip. jejich priméty,

pro dany mnohothelnik sestrojit ¢tverec se stejnym obsahem,

sestrojit kruznici, ktera se dotyka tii danych kruznic, resp. cykld, pfimek nebo bodi,

e sestrojit pruméty bodu, pfimek, kruznic a dal§ich objektu v nékteré z diskutovanych zob-
razovacich metod,

1V té dobé& stale nebyla vynalezena redlns &isla. ..
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e sestrojit prunik p¥imky s rovinou, prusecnici dvou rovin apod.,

e urdit vzajemnou polohu danych geometrickych objekti,

e sestrojit fez roviny s télesem a sestrojit tento fez ve skutecné velikosti,
e urcit vzdalenost bodu od piimky, resp. roviny,

e chytie aplikovat geometrické transformace pii feSeni vybranych tloh,

e uvédomovat si, Ze ne vSechny konstrukce lze realizovat eukleidovskym pravitkem a kruzit-
kem, a umét aspon v nékolika konkrétnich pfipadech navrhnout alternativni feSeni,

e apod.

Kromé teSeni docela konkrétnich vyse uvedenych problému, bychom se také méli umét zo-
rientovat v geometrickych zobrazenich a klasifikovat geometrie v duchu Odstavce Jistou
nipovédu lze najit v nasledujicim schématu, viz téz Cést

» 7\94«4{1%%/%/
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Obrazek 3.2: Hierarchie geometrii, o nichz se zminujeme v tomto textu.
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Klasicka konstrukéni geometrie

Eukleidés z Alexandrie, Archimédés ze Syrakus, Apollénios z Pergy, ...

4 Eukleidovy Zaklady

Velmi ramcovy piehled Zakladi je nasledujici:
e knihy I-IV a VI, planimetrie,
e knihy VII-IX, aritmetika,
e knihy XI-XIII, stereometrie.

Knihy V a X maji ponékud specifické postaveni, viz déle.

4.1 Uvod

V kaZdé knize najdeme fadu definic (nap¥. pravy thel je definovan v Def.1.10, rovnobézné p¥imky
v Def.1.23). Nékteré pojmy /relace jsou nedefinované, neboli primitivni (napf. shodnost), jiné jsou
sice n&jak definované, ale ve skutefnosti jsou téz primitivni (napf. bod, Def.I.1). Na zacatku
prvni knihy je formulovano nékolik axiému a postulati. Axiomy se tykaji obecnych veli¢in; na
str. [L15] jsou vyjmenovany jako Common notions a tady je nepiepisujeme. Postulaty jsou ryze
geometrického charakteruﬂ

(i) Kazdé dva rizné body spojuje pFimka.
(ii) Kazdou piimku lze na kazdé strané libovolné prodlouZit.
(iii) Lze vytvorit kruznici s libovolngm dangm stiedem prochdzejici libovolngm jingm bodem.

(iv) Vsechny pravé uhly jsou shodné.

LV riiznych edicich jsou axiomy/postulaty organizovany riizné, viz nap¥. [Ey]. My odkazujeme na vydéani
odvozena z piekladu T. Heatha, viz [HTD].

11
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(v) Kdyz piimka protinajici dvé jiné pFimky tvoii vniting 1ihly na jedné strané mensi nez dva
pravé, pak tyto dvé primky — dostatecné prodlouZeny — setkaji se na té strané, kde jsou
whly mensi dvou pravijch.

V (i) je pfimkou zfejmé myslena tsecka, a to jedina. Postulaty (i)—(iii) pfedstavuji jediné kon-
strukéni nastroje, se kterymi si celé Zéklady vystaci: idedlni nekonecné dlouhé pravitko a idealni
nekonecné rozkrocitelné kruzitko. Konstrukce, které lze realizovat s témito néastroji se nazyvaji
eukleidovské konstrukce, viz téz Postulat (iv) nam k& néco o primitivni relaci shodnosti.
Postulat (v) je téz prezdivan jako dodate¢ny, nebot je pivodné formulovan dodatecné aZ pred
tvrzenim I.29 Casto byva nahrazovan tzv. postuldtem o rovnobézkach, se kterym je ekvivalentni,

viz B.11

Obrazek 4.1: Eukleiduv dodateény postulat: a + < 2R = a a b se protninaji, a to
vlevo.

4.2 Prehled

Od str. [T15]je prilozen struény piehled nejcitovangjsich tvrzeni ze vSech geometrickych knih podle
[Hal str. 481-486]. Podrobnosti k jednotlivym kniham déle shrnujeme podle [A].

1. Zaklady planimetrie

Zakladni a dobfe znamé tvrzeni a konstrukce véetné viech vét o shodnostech trojuhelnika (I.1-
26); teorie rovnobézek (1.27-31); véta o soutu thla v trojahelniku (I1.32); obsahy rovnobéZznika
a trojuhelnika (I.33-45); Pythagorova véta a véta opacna (1.47-48).

21.29 = 29. v&ta v 1. knize [E]
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Obrazek 4.2: [A]1.32: AB||CE = o/ = a a ' = 8, tzn. o/ +5 = a+0 a a+ S+ = 2R.
1.47 (jakozto dvakrat Eukleidova véta o odvésné): Pokud je trojthelnik ABC' pravihly,
potom plati, 7Ze obsah FFBA = obsah FBC = obsah ABD = obsah PBD, ...

II. O pravoiihelnicich

Vétsina tvrzeni se tyka tzv. geometrické algebry — pomoci obsahti pravothelniki se demonstruji
vztahy jako (a + b)(a —b) = a® — b? (II.5) apod.; konstrukce zlatého fezu (I1.11); kosinova véta
(I1.12-13); kvadratura obecného mnohotihelniku (Eukleidova véta o vysce) (I1.14).

A ¢ D B R

K L2 M A
A y/ ' & 3 o
E G F

Obrazek 4.3: [A] IL.5: Pokud je C stied usecky AB, potom plati
AD-DB + CD? = CB?.
Pfi znaceni |AC| = |CB| =: a a |CD| =: b totéz zapiseme jako (a + b)(a — b) + b* = a?.

ITI. Geometrie kruZnic

Véty o kruznicich, jejich prinicich a dotyku, seénach, teénach a asociovanych thlech: napf.
konstrukee te¢ny (II1.16-17); véty o stfedovych a obvodovych thlech (II1.20-21), Thaletova véta
(IT1.31), véta o usekovych thlech (II1.32); mocnost bodu ke kruznici (II11.35-37).

3V popisu obr. jakoz i v déle, zna¢i AD - DB obsah pravothelniku se stranami AD a DB v duchu [E] (coz
je trochu néco jiného neZ realné &islo |AD| - |DB), viz téz
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Obrazek 4.4: [A] 111.20: e =28, n =2y = p=2a, ... [l1.32: a+ f=Rap+ 5 =
R=— a=¢p.

IV. Pravidelné mnohotiihelniky

Konstrukce nékterych mnohothelnika vepsanych/opsanych dané kruznici a konstrukce kruz-
nice opsané/vepsané danému mnohothelniku: jmenovité pro obecny trojuhelnik (IV.2-5), ¢tve-
rec (IV.6-9), pravidelny pétithelnik (IV.10-14), pravidelny Sestithelnik (IV.15), pravidelny 15-
titthelnik (IV.16).

G H D

Obrézek 4.5: [Ey] Pravidelny pétithelnik IV.11 a patnéctiahelnik IV.16.

V. Obecna teorie proporci

Mnohem abstraktnéjsi kniha nez ostatni, nezédvisla na pfedchozich, nutné pro néasledujici; pojed-
nava o pomérech a proporcich obecnych veli¢in (proporce je rovnost dvou poméri), pfi¢emz se
mysli i na nesoumétitelné velic¢iny (tj. veli¢iny, jejichz pomér neni racionalni &islo, viz Def.V.5);
typické tvrzeni pro piedstavu: a:b=c:d=a:c=0b:d (V.16).

VI. Geometrie podobnych atvara

Zakladni tvrzeni (VI.1) mluvi o proporcich mezi obsahy trojuhelnikia a velikostmi jejich za-
kladen za predpokladu, Ze maji stejnou vysku; konstrukce geometrického priuméru (Eukleidova
véta o vysce) (VI.13); vyjadieni poméru obsahti podobnych mnohouihelnikii pomoci koeficientu
podobnosti (VI.19-20); pokraovani geometrické algebry — FeSeni obecné kvadratické rovnice
(VI.28-29); dalsi zobecnéni Pythagorovy véty (VI.31).
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Obrazek 4.6: [E;] VL.31: Pokud je trojuhelnik ABC pravouhly a mnohotuhelniky nad
stranami jsou podobné, potom obsah toho nad pfeponou je roven souctu obsahu téch
nad odvésnami.

VII. Zakladni aritmetika

Eukleiduv algoritmus k nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele danych ¢isel (VII.1-3); poméry
a soutiny ¢isel (VIL.17-19);

VIII. a IX. Teorie ¢isel

Geometrické posloupnosti &isel; ¢tvercova a kubicka ¢isla; véta o poctu prvocisel (IX.20); suda,
licha a dokonal4 ¢isla.

X. Nesouméritelné veli¢iny

Nejobsahlejsi kniha ze v8ech: definice (Def.X.1) a charakterizace (X.5-6) souméfitelnych a ne-
souméfitelnych velifin; existence nesouméfritelnych veli¢in (X.10); vztahy mezi soumé&Fitelnosti
a poméry, soucty a dalsimi operacemi s veli¢inami; klasifikace nesoumértitelnych veli¢in; ... ...

XI. Zaklady stereometrie
Véty o rovnobéznosti a kolmosti pfimek a rovin (XI.1-19); prostorové ahly (XI1.20-23); o rovno-
béZnosténech a jejich objemech (X1.24-37); dvé véty s trojbokymi hranoly (XI1.38-39).

o M P

(@]

B

£ F G K

Obrazek 4.7: [E;] XI1.39: Pokud je vyska Zlutého hranolu na sténu ACEF stejna jako
vygka modrého hranolu na sténu GHK a pokud ma rovnobéznik ACEF dvojnésobny
obsah jako trojuhelnik GH K, potom tyto hranoly maji stejny objem.
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XII. Obsahy a objemy

Mysleno obsahy a objemy pomoci Eudoxovy exhaustivni metody: obsah kruhu (XII.2); objem
jehlanu (XII.3-9); objem valce a kuZele (XII1.10-15); objem koule (XII.18).

Obrazek 4.8: [Ha] XII.7: Objem trojbokého jehlanu je roven t¥etiné objemu trojbokého
hranolu se stejnou zékladnou a stejnou vyskou.

XIII. Pravidelné mnohostény

Véty o zlatém fezu (XIIL.1-6); véty o p&tithelniku (XIII.7-15); konstrukce pravidelnych mno-
hosténu (XII1.13-17), porovnani jejich stran a zdavodnéni, Ze jich neni vice (XIII.18).
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Obrazek 4.9: [A] XIII.16: Pravidelny dvacetistén.

4.3 Cvideni

(1) Na vybranych pojmech porovnejte definice v Zakladech [E] s definicemi, jak se vyucuji dnes,

viz napf¥. [L] (v roviné napi. tsecka, pravy thel — kolmost, kruznice, te¢na, podobnost
mnohotuhelniki; v prostoru napt. kolmost piimky a roviny, kolmost dvou rovin, hranol, kulova
plocha (sféra), podobnost mnohosténd, ... ).

(2) Utvofte si pfedstavu o struktufe Zakladu nejlépe tak, ze si zapamatujete Fazeni nékterych
vyznacnych tvrzeni v jednotlivych knihéach.
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5 Vybrané pojmy, vztahy a konstrukce

5.1 Postulat o rovnobézkach

Jak jsme zminili vyge, postulat (v) je oznacovan jako dodatecny, nebot je ptivodné formulovan az
pred tvrzenim 1.29 a nikoli na zac¢atku s ostatnimi. To znamené, Ze prvnich 28 tvrzeni v I. knize
je na ném nezavislych — jsou to napft.:

.4  Véta SUS.
.8 Véta SSS.
1.11-12 Konstrukce kolmice k dané pfimce danym bodem.

I.16 Vé&ta o vn&jsim thlu trojuhelniku. [Zde se poprvé silné pouziva nevyslovenych piedpokladi
o usporadéni bodi na pfimce.ﬂ

[.17-20 Znamé nerovnosti v trojuhelniku (pfi¢emz I.17 je tvrzeni opacné k postulatu (v)).

1.23 Konstrukce daného thlu na dané polopiimce.

.26 Veta USU.

1.27 Shodné stiidavé ahly implikuji rovnobé&znost piimek. [Zdivodnéno nepiimo pomoci 1.16.]
Kromé uvedenych je to vsak také:

I.31 Konstrukce rovnobézky k dané pifimce danym bodem. [Konstrukce podle 1.23, zdtvodnéni
podle 1.27]

Obrazek 5.10: [A] 1.27: o = v = hl|g. 1.29: hllg = a = 7.

Naopak, fada dalsich tvrzeni je na patém postulatu zavisla, pfip. je s nim ekvivalentni:
[.29 Véta o st¥idavych ahlech, viz obr.
1.32 Véta o souctu thli v trojiahelniku, viz obr.
1.47 Pythagorova véta, viz obr.

Pravé z 1.29 pfimo plyne jednoznacnost rovnobézky sestrojené podle 1.31. Nésledujici tvrzeni je
asi nejznaméjsi Véta, kterd je s postulatem (v) ekvivalentni:

Véta (x). Kazdym bodem ke kazdé piimce prochdzi pravé jedna rovnobézka.

470 je hlavni diivod, pro¢ Véta 1.16 a viechny jeji dusledky neplati v eliptické geometrii (jez je lokalné mode-
lované na sféfe)!
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For if the alternate angles
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BOOK I. PROP. XXIX. THEOR.
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angles equal fo one another ; and
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ternal and oppofite angle on the
Jame fide ; and the two internal
angles on the fame fide together
equal to two right angles.

¥ and ‘ be not equal,
) ‘ (pr-23).
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Therefore I . (pr.27.) and there-

fore two

ftraight lines which interfe@t are parallel to the

fame ftraight line, which is impofiible (ax. 12).

Hence the alternate angles

9

and ‘ are not

unequal, that is, they are equal: — ‘ (pr.15);

o ‘ g ‘, the external angle equal to the inter-

nal and oppofite on the fame fide: if be added to

both, then ‘ +' =‘= ﬂ%w)-

That is to fay, the two internal angles at the fame fide of
the cutting line are equal to two right angles.

Q.E.D.

Obrazek 5.11: [Eg| Véta 1.29 v Byrnové vydéani Zaklada.

Z nepieberné zasobarny dalsich vybirdme:

e Soudet vnitinich ihli je ve vsech trojuhelnicich stejny.

Ezistuje trojihelnik s libovolné velkym obsahem.

Ezistugi podobné trojihelniky, které nejsou shodné.

o KazZdému trojuhelniku lze opsat kruznice.

primka.

5.2 Cviceni
Pomoci ideélnich eukleidovskych néstroji

(1) kolmici k dané p¥imce danym bodem,

MnoZina bodi, které lezi v jedné poloroviné a maji stejnou vzddlenost od dané piimky, je

sestrojte:



5. Vybrané pojmy, vztahy a konstrukce 19

(2) rovnobé&zku k dané piimce danym bodem.

Pomoci omezenych eukleidovskych nastroju (kratké pravitko, malé nebo dokonce zaseknuté kru-
zitko) sestrojte:

(3) spojnici dvou bodi,

(4) rovnostranny trojuhelnik,

(5) znovu (1) a (2).

Dokazte, ze

(6) postulat (v) je skutecné ekvivalentni s tvrzenim (%) na str.

(7) si umite piedstavit sféricky trojuhelnik, ve kterém neplati 1.16.

5.3 Kvadratura mnohothelniku

Kuvadraturovat néjaky plo§ny utvar znamen4 sestrojit ¢tverec, ktery mé stejny obsah. Posloupnost
tvrzeni v [E] (poc¢inaje 1.34 a vrcholice I1.14) Fesi tento problém pro libovolné mnohothelniky.
Pojem obsahu neni v Zakladech nijak vymezen, avSak nakldda se s nim jako s kazdou jinou
veliinou podle vyslovenych axiému (viz Common notions na str. [115]).

A ED F D £
B c 8 c

Obrazek 5.12: [E ] 1.35: Rovnobé&zniky se stejnou zékladnou a vyskou maji stejny obsah.

1.35-38 Rovnobézniky, resp. trojuhelniky, se stejnou zékladnou a vyskou maji stejny obsah.
.42 Konstrukce rovnobézniku, jez m4 stejny obsah jako dany trojuhelnik.
1.43-45 Konstrukce rovnobézniku, jez méa stejny obsah jako dany mnohoihelnik.

I1.14 Konstrukce ¢tverce, jez mé stejny obsah jako dany mnohothelnik. [Shrnuti pfedchoziho +
Eukleidova véta o vysce, jejiz zdivodnéni je zalozeno na II.5E||

Vsechny argumenty jsou zalozeny na manipulaci se shodnymi ¢astmi, které se razné piidavaji
k danym nebo odebiraji od danych dtvari. Tato pozorovani celkem pfirozené vedou k néasledu-
jicimu zavéru, viz [Hal, ¢ast 24]:

Véta (Wallaceova-—Bolyaiova—Gerwienova). Dva mnohothelniky maji stejng obsah prdvé tehdy,
kdyZz jeden lze rozstiihat na ¢édsti, z nichz lze sloZit ten druhy.

Rozhodujici je naucit se néjak stithat stejnoploché pravouhelniky, viz obr. [5.15}

5Jiné zdtivodnéni zaloZené na podobnosti trojihelnik plyne z V1.8; konstrukce je samozfejmé tataz, viz VI.13.
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3 k
8" _’M

Obrézek 5.13: [A] 1.44: Sestroj rovnobéznik FEBG, jehoZz obsah je stejny jako obsah
daného trojuhelniku; dopli rovnobéznik FEAH tak, aby AB byla dana tsecka; spoj
HB ~ K ~ M a L. Potom plati, Ze obsah trojuhelniku = obsah FFEBG = obsah
ABML.

M
B G
S F
c® D

Obréazek 5.14: [A] I1.14: Rovnobéznik BC'DE mé stejny obsah jako dany mnohouhelnik,
ED = EF, G = stied BF, .... Potom (podle IL.5 a 1.47) plati

BE-EF + EG? = GF? = GH? = EG? + EH?,
tzn. BE - EF = EH? (Eukleidova véta o vysce).

5.4 Cviceni

(1)

= (5)

Vymyslete n&jaky zpusob, jak modifikovat ndpad na obr. v piipadé, kdy bod L je
v opacné poloroviné vymezené piimkou C'E.

Dokazte, ze umite kvadraturovat obecny mnohothelnik.

Uvédomte si, ze kvadraturu specifického mnohothelniku lze ¢asto provést specifickym a zpra-
vidla efektivnéjsim zpusobem. . .

Uvédomte si, Ze kvadraturovat jiné atvary nez mnohotihelniky miize byt docela problém (viz
20.2)).

Sestrojte svaj vlastni dikaz Pythagorovy véty pomoci rozstiihdni dvou mensich ¢tverci.
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Obrazek 5.15: [Ha]| ABCD dan, AEGH sestrojen podle 1.44, piip. 11.14; trojuhelniky
CGK a FBE jsou shodné, proto taky trojihelniky CDF a KHFE jsou shodné — stiih
vedeme podél CF a GK.

Obrazek 5.16: [K. Nedvédova, 2009] Kvadratura obecného trojthelniku se stithanim.

5.5 Mocnost bodu ke kruZnici a odvozené pojmy
Mocnost bodu ke kruzZnici

Mocnost bodu ke kruznici je velice uziteény invariant, ke kterému dospé&jeme na konci nasledujici
posloupnosti tvah, viz obr. .17

e Piedpokladame, ze bod D lezi vné kruZnice.
e Zduvodnime, Ze pro libovolnou se¢nu vedenou bodem D plati:

DC-DA = DB (5.1)

e Tato veli¢ina tedy nezavisi na secné, ale je krasné ur¢ena pouze danou kruznici a bodem D.
e Pomoci stfedu F a poloméru r kruznice miizeme tuto veli¢inu vyjadfit jako

|DB|* = |DE|?* — r*. (5.2)
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Mocnosti bodu D ke kruznici se stfedem E a polomérem r je redlné ¢islo definované rov-

nosti (5.2).

Podle definice je tedy mocnost kladna pro body vné kruZnice, zapornéa pro bodu uvnit¥ kruznice
a nula pro body na kruZznici.

Obrazek 5.17: [A] I11.36: Pro libovolnou se¢nu jdouci bodem D plati: DC-DA = DB? =
konst.

Rovnost (5.2)) je ziejmé aplikaci Pythagorovy véty pro trojuhelnik DBE. Rovnost (5.1)) lze
zdivodnit nékolikerym zpiisobem

(a) Pomoci podobnosti trojiuhelniki DCB a DBA [adhel u vrcholu D maji oba trojuhelniky
spole¢ny a podle I11.32 je thel CAB shodny s DBC].

(b) Pomoci I1.6 a nékolikerym uZitim Pythagorovy véty tak, jak je to piedstaveno v II1.36.

Chordala dvou kruZnic

Uvazme dvé kruznice, které se protinaji. Pak piimka uréené jejich spole¢nymi body ma tu vlast-
nost, ze kazdy bod na ni lezici ma stejnou mocnost k obéma kruznicim. V piipadé, ze se dvé
kruznice dotykaji, m4 jejich spole¢nd tefna (jdouci spole¢nym bodem) zrovna takovou vlastnost.
Obecné: mnozina bodi, kterd méa stejnou mocnost ke dvéma danym kruznicim se nazyvé chorddla
dvou kruznic.

00 00 © B ')

Obrézek 5.18: Chordéla dvou kruZnic.

Pfi konstrukci chordaly v piipadé, Ze se dané kruznice neprotinaji, ocenime nasledujici fakt:

Véta. Chorddla libovolngjch dvou nesoustiednijch kruznic je piimka, kterd je kolmd na spojnici
jejich stredi.



5. Vybrané pojmy, vztahy a konstrukce 23

Obrazek 5.19: Chordéla je piimka kolma na spojnici stiedu.

Pii zduvodnéni pouzivame definici chordaly a Pythagorovu vétu: Uvazme libovolny bod X
na chordale, patu kolmice na spojnici stfedit oznacime P, viz obr. Protoze X m4 stejnou
mocnost k obéma kruznicim, plati

[XS1|* —rf = |XS2f* — 13,
(IXPP+|PSi[*) = ri = (|XP]® + |PSa|*) - r3,
|PSy[> — 7] = |PSa|> — 3.
Tzn., ze bod P taky lezi na chordale. Protoze chordila mé se spojnici stfedii spoleény pravé

jeden bod, je to zrovna P. Pata kolmice z kazdého bodu na chordéle tedy bude splyvat s P, coz
znamend, ze chordala je pravé kolmice ke spojnici stfedu jdouci timto bodem. O

Potenéni st¥ed t¥i kruZnic

Mnozina bodit, kterd mé stejnou mocnost ke tfem danym kruznicim se nazyva potencni stred
tri kruznic. Tento bod se obcCas zmihujeme pii konstrukcich; v generickém pfipadé je urcen
jednozna¢né. Uvédomte si, Ze ve specidlnich pifipadech potené¢ni stifed vibec nemusi existovat
(pEip. je nevlastni) nebo naopak nemusi byt uréen jednoznacné. . .

5.6 Cvideni

(1) Sestrojte (eukleidovsky!) te¢nu k dané kruznici z daného bodu, svoji konstrukei zdivodnéte
a porovnejte s konstrukei I11.17.

(2) Sestrojte chordalu dvou kruZnic, které se neprotinaji.
(3) Rozmyslete si rizné limitni situace jako napi. r; — 0, ro — 00, S1 — S apod.
(4) Udejte piiklad tii kruznic, které maji vice poten¢nich stiedi.

(5) Sestrojte kruznici, kterd prochazi dvéma danymi body a dotyka se dané p¥imky.

60ba zmihované postupy lze jednoduse modifikovat i pro p¥ipad, kdy bod D leZi uvniti kruznice; v takovém
ptipadé pfimo dokazujeme, Ze soufin DC - D A nezévisi na se¢né.
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5.7 Zlaty tez

Zakladni konstrukce, kterou jesté nékolikrat zuzitkujeme, je konstrukce zlatého fezu.

Bod H lezi ve zlatém fezu usecky AB, pokud plati
BA: AH = AH : HB (5.3)

(nebo, symetricky, AB: BH = BH : HA).

Konstrukce podle II.11 s elegantnim geometrickym zdivodnénim je predstavena na obr. [5.20]

Fr—=<q¢
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Obrazek 5.20: [A] I1.11 (konstrukce zlatého Fezu tsecky AB): ¢tverec ABCD; G = stied
AC; kruznice EB ~» F; ¢tverec AFGH. Potom (podle 1.6 a 1.47) plati

CF-FA+ AE? = EF? = EB? = AE? + AB?,

tzn. CF-FA = CF-FG = AB?, odkud po odeéteni CA-AH dostéavame AH? = AB-BH,
neboli AH : BH = AB: AH.

Ackoli to na tomto misté bude vypadat trochu nemistné, naznacime, jak uvedenou konstrukci
zdivodnit pocetné. Oznafime |AB| =: b a |AH| =: x a postupné vyjadiujeme vSechny veli¢iny
sestrojené na obr.

|AE| = |EC| = %b, |EB| = ?b, |AF| = |AH| =z = */52_ L
Definice zlatého fezu v naSem znaceni zni:
b:x=x:(b—x),
coz je ekvivalentni s b(b — z) = 22, neboli
22 +br —b? =0. (5.4)

Staci tedy ovéfit, ze pied chvili sestrojené veli¢ina x je kofenem této kvadratické rovnice, coz
skutecné je. .. O

Toto pocitani neni samotcelné — uvadime proto, ze konkrétni vyjadieni neznamé x vzdy
nabizi jisty navod k jeji konstrukci (v pFipadé, Ze je tato velifina sestrojitelnd)! V této souvislosti
doporucujeme cviceni 1), viz téz cviceni 3-4) a odstavec 20.1]

Na zéavér jedno uzite¢né tvrzeni, viz obr.
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Véta. Pro c¢tyri body A, H, B, L na jedné primce takové, Ze AH = BL plati: bod H je ve zlatém
Tezu usecky AB pravé tehdy, kdyzZ bod B je ve zlatém tezu tsecky AL.
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Obréazek 5.21: Pokud AH = BL, potom H je zlaty fez AB <= B je zlaty fez AL.

5.8 Cviceni

(1) Pripomente si klasickou konstrukei zlatého Fezu a vymyslete né&jakou svoji vlastni konstrukei
(navod: sestrojte postupné v/5, v/5 — 1, ‘/52_1).

(2) Rovnice (5.4) ma dva kofeny; vypocitejte také druhy kofen a zkuste jej néjak geometricky
interpretovat.

(3) Pro danou usec¢ku DF sestrojte bod A tak, aby F' byl zlatym fezem usecky D A.

(4) Navrhnéte néjaké alternativni FeSeni pfedchozi tlohy.

5.9 Pravidelny pétithelnik
Postrehy
Predpokladejme néjaky hotovy pentagram, ktery trochu prozkoumame. Tento mé jak stany, tak

D

Obrézek 5.22: [A] Analyza pravidelného pétitihelniku.

vnitini thly shodné, ma pét os symetrii atp. Odtud podle obr. vyvozujeme nékolik postiehi:
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(1) AD||BC a BE||CD, takze BCDF je rovnobé&znik,
(2) trojuhelniky ADE a EAF jsou oba rovnoramenné a maji spole¢ny thel, takZe jsou podobné,

(3) obvodové thly BAC, CAD, DAE atd. jsou vSechny shodné, takZe trojihelnik ABD ma4 tu
vlastnost, Ze je rovnoramenny a thly u zakladny jsou dvojnasobkem thlu u vrcholu D.

Dasledky a konstrukce

Uvazme nejdiiv, Ze mame dénu stranu AB a chceme sestrojit ostatni vrcholy.

Z (1) plyne FD = BC = CD = BF. Pokud si jesté viimneme, Ze D leZi na ose usecky AB,
pak méame rychlou, nikoli v8ak eukleidovskou, konstrukci bodu D a odtud celého pétithelniku,
viz obr. 0.3

Z podobnosti trojuhelnikii v (2) plyne AD : DE = EA : AF, pfi¢emz viak DE = EA = DF,
tedy

AD:DF = DF : FA.

Tzn., 7ze bod F lezi na AD ve zlatém tezu, pficemz delsi ¢ast tohoto fezu je shodné pravé se
stranou pétithelniku (¢fmZ jsme mimochodem zreprodukovali XIIL.8). Podle cviceni[5.8(3) umime
sestrojit uhlopficku AD a odtud cely pétithelnik. . .

Postfeh (3) nas navadi k nasledujici myslence: sestrojme trojihelnik s uvedenymi vlastnostmi
a zbytek uz je snadny! Toto je pravé cesta, kterou najdeme v IV.10 (tzn. bez teorie podobnosti)
a kterou zde pro svoji nezpochybnitelnou ptisobivost predstavime, viz obr. Soucasné si tak
pripomeneme nékolik vyznamnych tvrzeni z prvnich knih Zaklada hezky pohromadé:

Obrézek 5.23: [Ha] IV.10: Na dané usecce AB sestroj K ve zlatém fezu; sestroj troj-
uhelnik ABL tak, aby AL = AB a BL = AK. Potom plati, ze trojuhelnik ABL je
rovnoramenny a 3 = 2a.
Zdivodnéni IV.10 je néasledujici:
e 7 konstrukce bodu K plyne, 7e BA- BH = BL? (I1.11),

e doplnime-li pro lepsi predstavu kruznici AK L, pak piedchozi muZzeme interpretovat jako
mocnost bodu B ke kruZnici, tudiz BL je te¢nou (IT1.36-37),

e tsekovy thel BLK je shodny s LAB (II1.32), jez zna¢ime «, tudiz thel ALB je roven a+9,
e pfitom trojuhelnik ABL je rovnoramenny, takze § = a + § (1.5),

e thel LK B je vnéjsi thel v trojuhelniku AK L, proto je také roven o + ¢ (1.32),

e odtud plyne, Ze trojuhelnik BLK je rovnoramenny (1.6), tudiz KL = BL = AK,

e proto také trojuhelnik AK L je rovnoramenny, tzn. o = § (znovu 1.5),

e celkem tedy opravdu plati § = 2a. O

"Nenechte se splést znatenim, které nem4 nic spoleéného s obr.
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Poznamky

Vlastni konstrukce pétithelniku odvozend z uvedenych postieht by méla byt vzdy snadna bez
ohledu na to, zda je tento zadan stranou nebo kruznici opsanou ¢ vepsanou, viz cvi¢eni. Zminime
radéji nékolik dalsich uzite¢nych postiehii.

Obrazek 5.24: [Hal] Ke konstrukei pravidelného pétiahelniku.

Na obr. [5.24]je pfipomenuta konstrukce zlatého fezu K tusecky AB véetné trojuhelniku ABL,
o kterém byla fe¢ pfed chvili. Velice zajimavym poznatkem je nasledujici tvrzeni, které nabizi
jistou zkratku pfi konstruovani pravidelného pétitahelniku. PouZijeme také napt. pii konstrukci
pravidelného dvacetisténu. . .

Véta. Usecky AB, AJ, resp. BJ predstavuji strany pravidelného Sestivhelniku, desetivhelniku,
resp. pétithelniku vepsaného do naznacené kruznice. Zejména plati, Ze tyto usecky tvori strany
pravouhlého trojuhelniku!

Druhou ¢ast tvrzeni lze najit v XIII.10 s ryze geometrickym zdavodnénim. V naSem provedeni
tato Cast piimo plyne z konstrukce, takze dokdZeme jenom ¢ast prvni, a to pocetné. Polomér
kruznice bereme jako jednotku, vzhledem k niz postupné vyjadiime ostatni veli¢iny:

Podle predpokladu je |AB| = 1. Bod K je ve zlatém fezu, velikost |A.J| = |AK| zname z
7z Pythagorovy véty v trojihelniku ABJ vyjadiime |BJ|:

1 1
A7) = L(VB 1), |BJ| = 110~ 245

Délku strany pravidelného n-thelniku vepsaného do jednotkové kruznice oznacime a,,. Ziejmé
je ag = |AB]; staci dokézat, ze a1g = |AJ| a a5 = |BJ|. Stfedovy thel odpovidajici strané vepsa-
ného desetithelniku, resp. pétithelniku je 36°, resp. 72°. Odtud pomoci kosinové véty vyjadiime:

a0 = V2 —2cos36°, as = vV2 — 2cos 72°.

Zminované uhly pozorujeme pravé v trojuhelniku ABL, jehoz v8echny strany zname. Dvojim
uzitim kosinové véty v tomto trojihelniku umime vyjadfit

1 1
cos 36° = Z(\/5+ 1), cos72° = Z(\/g— 1).

Dosadime do pfedchoziho vyjadieni a po drobné upravé skuteéné pozorujeme, ze ajg = |AJ]
aas = |BJ|. O
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Uvedené pocitani opét neni samoucelné — chceme ¢tenaie pfipravit na fenomén sestrojitel-
nosti geometrickych veli¢in, ke kterému se vracime v [20] Nékteré pravidelné mnohotuhelniky totiz
nejsou sestrojitelné eukleidovskym pravitkem a kruzitkem, pii¢emz zdiuvodnéni tohoto faktu je
mozné pouze podobné negeometrickym zptisobem. . .

5.10 Cviceni
(1
2

Alespon trojim zpusobem sestrojte pravidelny pétithelnik, je-li ddna jeho strana.
Sestrojte pravidelny pétithelnik vepsany do dané kruznice, piip. opsany dané kruznici.

4

)
)
3) Dokazte tvrzeni IV.10 pomoci podobnosti.
) Dokazte tvrzeni XIII.10 bez pocitani.

)

(
(
(
(5) Sestrojte pravidelny patnactithelnik a pokuste se o jiny netrivialni mnohothelnik.
5.11 Teorie podobnosti

Nékolikrat jsme v pfedchozim vykladu se zna¢nou vyhodou vyuzili podobnosti néjakych troja-
helnika. Protoze podobné obraty jsou velice hojné a uzite¢né, povazujeme za tcelné pfipomenout
nékolik véci.

Zakladni véty

Obrazek 5.25: VI.1: Pomér obsaht trojihelnika (resp. rovnobé&znikil) se stejnou
vyskou je stejny jako pomér délek jejich zakladen.

V Zékladech je podobnostem vénovana VI. kniha, jez zac¢ina zdkladnim tvrzenim VI.1, viz
obr. Uvédomte si, Ze vzorec pro vypocet obsahu trojihelniku je diisledkem této v&ty a nikoli
naopak! Dikaz VI.1 zaloZen na 1.38 a definici rovnosti poméra z V. knihy. Tato definice (Def.V.5)
tika, ze veli¢iny a, b jsou ve stejném pomeéru jako veli¢iny c, d,

a:b=-c:d,
pokud pro kazda ¢isla m, n plati:

na Z mb <= nc = md
< < :

Mozna to zni komplikované, ale opak je pravdou: Cisly se samoziejmé mysli celd ¢isla, veli¢iny jsou
pro moderniho ¢tenaie ¢isla redlnd. S touto interpretaci muzeme piedchozi definici prevypraveét
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tak, Ze se se nam ihned vybavuje definice rovnosti redlnych ¢isel sestrojenych z racionélnich ¢isel
pomoci tav. Dedekindovych fezi. . |§|
Nasledujici véta VI.2 je bezprostfednim dusledkem VI.1 (a 1.38-39).

Véta (V1.2). Primka je rovnobéind s jednou stranou trojihelniku prdvé tehdy, kdyz protind zbylé
dvé strany dmeérné.

Odtud (a z .27, resp. 1.29!) dale plyne V1.4-5, viz obr. Diikazy jsou velmi piimocaré,
viz cviceni.

S

(a) E (b)

Obrézek 5.26: [A] V1.2: SD' : SD = SE' : SE <= D'E'|DE. VI4 5. a = o’ a § =
Bay=vy<=b:c=b:acia=c:aa a:b=d:V.

Dalsi pojmy

Trojuhelniky (obecnégji, mnohothelniky) jsou podobné, pokud maji po dvou shodné vnitini thly
a strany u shodnych thli maji amérné. Ekvivalenci VI.4-5 mizeme sugestivnéji pfepsat jako

a=cd af=pfay=<=d:a=V:0=":c

coZ znamena, ze je lhostejné, zda podobnost trojuhelnikia definujeme pomoci vnitinich ahla nebo
pomoci pomérii odpovidajicich stran. Pokud jsou trojihelniky podobné, pak pomér a’ : a = b’ :
b = : ¢ nazyvame koeficientem podobnosti, coz je kladné realné &islo.

Piedpokladejme, Ze na obrazku k VI.2 plati DE||D’E’. Potom trojahelniky SDE a SD'E’
jsou podobné — v tomto piipadé navic stejnolehlé. Stejnolehlost je nejsympatictéjsi podobnost
a budeme ji pouzivat velice Casto. Stejnolehlost je urcena stiedem, v naSem piipadé S, a ko-
eficientem, ktery je uréen pomérem SD’ : SD = SE’ : SE. Schvalné nefikdme, Ze koeficient
stejnolehlosti je onen pomér, protoze pfipoustime také zaporné hodnoty. Piesnéjsi popis najdete
v Casti Stejnolehlé trojuhelniky pouzivame k prendSeni délictho poméru tii bodu z jedné
piimky na druhou.

Deélici pomér trojice kolinearnich bodu (A, B, C) je realné ¢islo d takoveé, Ze plati /ﬁ = d~B?;
znacime a symbolicky zapisujeme takto:

d=(ABC) = %. (5.5)

8Viz Algebra a aritmetika 3 (MA2BP _PAL3).
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Komu se v téchto souvislostech vektory moc nezamlouvaji, muaze délici pomér d definovat
tak, ze |d| = |AC| : |BC|, pfitemz znaménko se ur¢uje podle toho, zda bod C lezi mezi A, B, ¢
nikoli. .. Definice samoziejmé zavisi na potradi bodu ve trojici, viz cvic¢eni 2).

4 A
1 e— g%%%?ivgw«sm;z"/@%%—vﬁ1
et t ~+——t + t———p——+ + t +
A B
' 0 A g s 3 2 —3 1
. e “L..\ .
—_—— LANPEE i T T
A et

Obrazek 5.27: K délicimu poméru. ..

5.12 Cvideni

(1) Dokazte V1.2 a VI.4-5.

(2) Pro danou tsecku AB sestrojte bod C' tak, aby dé&lici pomér trojice (ABC) byl d = —4;
vyjadiete délici pomér trojic (BAC), (BC A), ...

(3) Reste predchozi tlohu pro jiné hodnoty d, nap¥. d = +1,0, 1 ‘/zil .

(4) Pro dané dvé usecky s velikostmi a a b sestrojte tsecku délky a - b, resp. 3.

5.13 Trocha stereometrie
Neékteré definice

rovnobéznost, kolmost, ...

Objemy jednoduse

Tvrzeni o objemech rovnobéznostént najdeme v XI. knize Zakladu; cela teorie je velmi analogicka
tomu, co zndme z I. knihy pro rovnobéznostény. To v diisledku znamena, ze dva rovnobéznostény
maji stejny objem pravé tehdy, kdyz jeden lze rozstiihat na ¢asti, z nichz lze slozit ten druhy;
st. s Vétou 5.3 na str. [[9
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Obrazek 5.28: [E ;]| XI.30: Rovnobéznostény se stejnou zakladnou a stejnou vyskou maji
stejny objem.

Objemy pomoci Eudoxovy metody

Muze to vypadat piekvapivé, ale nasledujici diskuze o jehlanech je podstatné komplikovanéjsi:
Véta XI1.5 je dokdzana Eudoxovou exhaustivni metodou! Zajimavy vysledek M. Dehna (1900)
vSak ukazuje, Ze to obecné ani jinak nejde. Zduvodnéni je — podobné jako v pfipadé klasifikace
eukleidovsky sestrojitelnych veli¢in — veskrze algebraické. Trojrozmérna analogie Véty na
str. plati pouze pro mnohostény, které maji stejny tzv. Dehnav invariant, viz nap¥. [Hal
Cast 27].

Obrazek 5.29: [Hal] XII.5: Pomér objemu jehlani se stejnou vyskou je stejny jako pomér
obsahi jejich zakladen.

Z véty XIL5 plyne XII.7 (viz obr. a dalgi. Teprve poté lze ukazat, ze objem obecného
jehlanu (resp. kuZele) je tietinovy vzhledem k objemu hranolu (resp. valce) se stejuou zdkladnou
a stejnou vyskou. ..

5.14 Platonska télesa

Celé Zaklady vrcholi popisem konstrukei péti pravidelnych konvexnich mnohostént, jejich klasi-
fikaci a diskuzi pomeéru jejich stran vzhledem k poloméru opsané sféry (XII1.13-18). Pravidelny
konvexni mnohostén mize byt definovan jako konvexni mnohostén, jehoz stény jsou pravidelné
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mnohothelniky a ktery ma stejny pocet stén kolem kazdého vrcholu. Odtud pak skutecné plyne,
7e takovy mnohostén je vepsan do koule, mé vSechny sténové ahly shodné atd. [Hal Véta 44.4].
Pravidelné konvexni mnohostény jsou znamy jako Platénska télesaﬂ

-~ Cyrsten krychle - osmistén
Voalf, amf, Swe b vaf held, s=6 v=6, h=/Z, s=8
(43) (6,) (43)
dvandclistén dvacetistén
v=20, h=30, s=I2 y=/2, hdl, s=20
(725) (20;)

Obrazek 5.30: [Ko| Pravidelné konvexni mnohostény.

K problému zobrazeni Platénskych (a jinych) téles se vratime v Kapitole kde budeme
potiebovat pravé poznatky z knihy XIII. Prozatim nabizime na ochutnavku nékolik postieha ke
konstrukei pravidelného dvacetisténu (XII1.16) a dvanactisténu (XIII.17).

Pravidelny dvacetistén

(1) Do kruznice se stfedem V vepiSeme pravidelny desetithelnik LFMGN .. .; vrcholy L, M, N, O, P
jsou vrcholy pravidelného pétithelniku, vrcholy E, F, G, ... predstavuji kolmé praméty hor-
niho pétithelniku QRSTU z bubinkovitého zakladu. K jeho sestrojeni potfebujeme zjistit
vysku VIV = EQ:

Vsechny zvyraznéné trojuhelniky jsou podle pfedpokladu rovnostranné, zejména napt. QL =
strana vepsaného pétithelniku. P¥itom LF je strana pravidelného desetitithelniku vepsaného
do téZe kruZnice a trojuhelnik LEQ je pravouhly. Z tvrzeni XII1.10 (které jsme parafrazovali
jako Vétu[5.9na str.[27) plyne, ze EQ = VW = strana vepsaného pravidelného Sestithelniku,
tj. polomér startovni kruznice.

9Polopravidelné konvexni mnohostény jsou znadmy jako Archimédovska télesa, pravidelné nekonvexni mno-
hostény jako Keplerova télesa, viz Ptilohy.
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Obrazek 5.31: [A] Pravidelny dvacetistén poprvé: z XIII.10 plyne, ze EVIWQ je Ctverec.

(2) K sestrojeni Gepicek potfebujeme znat vysku WZ:

Trojuhelnik QW Z je pravouhly, QZ = strana vepsaného pétithelniku a QW = strana ve-
psaného Sestithelniku. Znovu podle XII1.10 zjistujeme, ze WZ = LE = strana vepsaného
desetithelniku, a tu jiz mame sestrojenou.

Obrazek 5.32: [A] Pravidelny dvacetistén podruhé: z XIII.10 plyne, 7e WZ = LE.

(3) Pro kontrolu pravidelnosti sestrojeného dvacetisténu ukazeme, 7e je vepsan do koule:

Na obr. je naznafeno, jak jsou sestrojeny strany vepsaného péti- a desetiahelniku (coz
je odvozeno z konstrukce I1.11). Porovnanim s naznacenym Fezem vidime, Ze body Z,Q, ...
lezi na kruznici. . .
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Obrézek 5.33: [A] Pravidelny dvacetistén potieti: fez dvacetisténem a Fez zlaty.

(4) Na predchozim obrazku vidime vztah mezi stranou QZ pravidelného dvacetisténu a polomeé-
rem opsané sféry AZ = AQ = . ... Znovu podle XIII.10 vime, ze AW = W Z, tudiz bod W
je ve ¢tvrting usecky X Z. Pti obvyklém oznaceni a = |QZ| a r = |AZ| plati

2 - 7”10:2\/5. (5.6)

Pravidelny dvanactistén

Pravidelny dvanactistén je sestrojen tak, Ze se nad krychli postavi vhodné pétithelnikové st¥echy.
Pro danou krychli umime sestrojit stranu pétithelnikové stény pomoci zlatého fezu; jediné, co
potiebujeme dozjistit, je vyska hiebene UV nad sténou krychle. V XIII.17 se dokazuje, ze tato
vzdalenost je rovna pravé poloviné pravé sestrojené strany. Pro vyznacené body na obr. to
znamend, ze RPXU je ¢tverec (N je sttedem BE, P je sttedem NO, R je ve zlatém fezu PN).
Pomér mezi stranou dvanactisténu a polomérem opsané sféry je vyjadien v XIIL.18...

Obrazek 5.34: [A] Pravidelny dvanactistén. ..

5.15 Cviceni
(1) Overte (5.6) a srovnejte s vyjadienim v XIII.18.
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(2) Pripravte se na konstrukci dalsich Platénskych t&les. ..

6 Uloha Apolléniova a tilohy p¥ibuzné

Ukolem je sestrojit kruznici, ktera se dotyka tii danych kruznic. Jako obvykle — sestrojit zna-
mena sestrojit eukleidovskym pravitkem a kruzitkem. To v disledku znamena, Ze se pidime hlavné
po dotykovych bodech, teprve poté kreslime vyslednou kruznici. Jako limitni piipady uvazujeme
misto danych kruznic také body a primky v rtiznych kombinacich; takové tlohy jsou jednodussi,
a proto s nimi zac¢indme. Kazd4 verze tlohy miZe mit razné pocty feSeni podle vzajemné polohy
t¥i danych objekti (v generickém piipadé pozorujeme FeSeni osm). Vseliké specifické piipady
a polohy nechavame na cviceni a do pisemek. ..

Ptvodni Apolléniovo (kolem 250 pf.K.) FeSeni se nezachovalo, nékolik poznamek je zndmo
diky Pappovy z Alexandrie (kolem 400). Nasledujici vyklad ¢aste¢né sleduje rekonstrukei podle
F. Viéta (kolem 1600). ProtoZe metod feSeni je skute¢né velmi mnoho, vracime se k problému
jests v Dodatku

6.1 Nejjednodussi pripady

BBB

Stard znama kruZnice opsana trojuhelniku; konstrukéné to znamenéa sestrojit 2-3 osy tuseéek;
pro riizné nekolinearni body mé tloha jediné feseni.

PPP

Jedno z teSeni je kruznice vepsana trojuhelniku; konstrukéné to znamend sestrojit nékolik os
uhla; dloha ma nejvyse Ctyfi feSeni.

BBP

Tuto tlohu jsme Yesili jako cviceni [5.6(5) pomoci postrehi zaloZenych na mocnosti bodu ke
kruznici: Kazdy bod na piimce AB ma stejnou mocnost ke v§em kruznicim prochézejicim body
A, B; feSeni k se navic dotyka piimky ¢, pro bod P = AB N c tedy plati PA - PB = PC?. Staci
sestrojit velikost tisecky PC, kterou naneseme na piimku c. Uloha ma nejvyse dvé fesent.

Obrézek 6.35: Reseni BBP pomoci mocnosti: (1) P je prisecik piimek AB a ¢; (2) ve-
likost |PC| = |PX]| je sestrojena pomoci Eukleidovy véty o odvésnég; (3) kruznice k je
urcena body A, B, C.

BPP
Tady nas napadaji hned dva elementéarni zpiisoby feSeni. Uloha ma nejvyse dvé feseni.

(a) Postieh: Kazdé FeSeni je samo k sobé symetrické podle naznafené osy uhlu. Sta¢i sestrojit
symetricky bod A’, zapomenout na jednu p¥imku a fesit tlohu BBP, kterou jiz umime.
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Obrazek 6.36: Reseni BPP pomoci osové soumérnosti: (1) A’ je symetricky k A podle
osy; (2) k je kruznice, ktera prochazi body A, A" a dotyka se b (iloha BBP); (3) body
dotyku s pfimkami b a ¢ jsou symetrické podle osy.

(b) Postieh: Dvé kruZnice feSeni jsou stejnolehlé se stiedem stejnolehlosti v priseciku danych
piimek. Obecnéji, k je stejnolehla se stejnym stiedem s libovolnou kruznici, ktera se dotyka
b a c¢ (a lezi ve spravném kvadrantu). ..

b=b'

Obrézek 6.37: Reseni BPP pomoci stejnolehlosti: (1) &' je libovolna kruznice, kterd se
dotyka b a ¢; (2) k' chapeme jako stejnolehly obraz k: A’ je prusecik polopfimky SA
s kruznici &’; (3) stfed O je vzor stfedu O’ vzhledem k této stejnolehlosti: AO|A'O’;
(4) podobné je to s dotykovymi body B a C...

6.2 Mirna zobecnéni

Prvni dveé dlohy, kde se v zadani objevuje kruznice. ..

BBK

MiuZeme feSit podobné jako BBP: Kazdy bod na piimce AB mé stejnou mocnost ke vSem
kruZnicim prochéazejicim body A, B; feSeni k se navic dotyka c, na piimce AB tedy existuje bod
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(P), ktery ma tutéZz mocnost také ke kruznici c¢. Stadi sestrojit P a odtud tefny ke kruZnici

c...Uloha mé nejvyse dvé feSeni.

Obrazek 6.38: Reseni BBK pomoci mocnosti: (1) [ je libovolna kruznice prochazejici
A, B; (2) ch je chordéla kruznic [ a ¢; (3) bod P je pruseéikem chordaly a pfimky AB;
(4) C je dotykovy bod te¢ny z bodu P ke kruZnici ¢; (5) kruznice k je urcena body

A B,C.

PPK

Zobechujeme FeSeni BPP(b): Kazdé dvé kruznice jsou stejnolehlé, nyni se divime na kruznici

vvvvv

Obrazek 6.39: Reseni PPK pomoci stejnolehlosti: (1) & a ¢’ jsou pfimky rovnobé&zné s b
a ¢, které se dotykaji kruznice A; (2) ' a ¢’ chapeme jako stejnolehlé obrazy p¥imek b
a c¢: stied stejnolehlosti A = A’ je prisecikem pitmky MM’ s kruznici a; (3) st¥ed O je
vzor st¥edu O’ vzhledem k této stejnolehlosti: O je prusecik O’ A s osou; (4) podobné je

to s dotykovymi body B a C...

6.3 Pomocné konstrukce a postiehy

Spole¢né teény dvou kruznic, kruznice vs. cykly, dilatace......

6.4 Cviceni

(1) Reste PPK na obr. znovu pomoci dilatace.
(2)
(3)
(4)

Reste BPK v takové poloze, 7ze dany bod lezi na dané piimce.

Reste podobné tlohy v podobné specifickych pfipadech. ..

Reste KKK za piedpokladu, 7e dvé z danych kruznic maji stejny prameér.
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7 KuZelosecky

7.1 Elipsa

Elipsa je rovinna kiivka, kterd muze byt definovina mnoha riznymi zpusoby. Nékteré nejznameéjsi
stru¢né pripomeneme a hlavné naznacéime, pro¢ jsou navzajem ekvivalentni. V odst. pak
uvadime je$té jeden mozny pohled na elipsu. ..

Elipsa je:

(a) uzavienad kuzelo-secka, tj. fez kuzelové plochy takovou rovinou, kterd protina vsechny
jeji povrchové piimky,

(b) mnozina bodu v roving, jez maji konstantni soucet vzdalenosti od n&jakych dvou bodu
EFakF:
|[EX|+ | X F| = konst.,

(¢) mnoZina boda v roving, jez maji konstantni pomé&r vzdalenosti od né&jakého bodu F
a néjaké piimky d, pficemz

| X F|:|Xd| = konst. < 1,

(d) k¥ivka urcené kvadratickou rovnici (vzhledem k ngjaké vhodné souradné soustave)

2 2
2

T Y 2 p
— + < =1, resp. = 2pr — =z°.
a2+b2 p-y p a

Body E, F jsou tzv. ohniska, piimka d je tzv. #idici piimka (elipsa mé dvé ohniska a dvé
Fidici pfimky); kvadratickd rovnice v (d) je tzv. stiedovd, resp. vrcholovd rovnice elipsy; 2a =
délka hlavni osy, 2b = délka vedlejsi osy, ¢islo p je tzv. parametr elipsy a plati p = E; konstanta

a

v (b) je rovna 2a; konstanta v (c) je rovna £, kde e = va? — b2 je tzv. vystiednost elipsy; .. ....

a

Historicky puvodni je definice (a), ostatni charakterizace jsou odtud odvozené. Diskuzi za-
¢neme ukazkou z klasického a velmi zevrubného pojednani o kuzeloseckich od Apollonia z Pergy.

Véta (Apolléniova). Pri znaceni jako na obr. plati:
AM? ==M - ME, (7.7)

kde A je libovolny bod na elipse a M je pata kolmice z A na AE. Pritom = je na thlopiicce
pevného priloZeného obdélniku se stranami AE a EO©, kde EO je uréena vztahem AE : E© =
AK?: (BK - KT).

Usecka EO je sestrojend ponékud uméle, za chvili viak bude jasné, ze odpovida pravé parametru
elipsy. Odvozeni plyne pravé z definujici rovnosti pro tsecku E© a podobnosti nékolika
trojuhelnik:

AM AE AK AK  EM AM

M= EO© BKKI MIIMP’
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Obrazek 7.40: |S| Ke 13. vété z 1. knihy Apolléniovych KuZelosecek. . .

Kdyz levou stranu rozsifime M E, budou mit poméry na obou stranédch stejny citatel, odkud
plyne rovnost jmenovatelu:
M=-MFE = MII- MP.

Navic rovina AITP je rovnob&Znd s podstavou, tudiz fezem kuZelové plochy touto rovinou je
kruZnice a IIP je jeji pramér. Podle Thaletovy véty je thel IIAP pravy a podle Eukleidovy véty
o vysce plati:

MII- MP = MA?.

Dosazenim do pfedchozi rovnice tak dostéavame (|7.7)). O

Odtud vyplyva ekvivalence mezi definicemi (a) a (d):
Oznacime si |EO| =: 2p, dale |EA| =: 2a, |[EM| := x a |MA| =: y. Z podobnosti trojuhelniki
OFA a ©0Z umime pii tomto znaceni vyjadiit [EM| = 2p — L. Rovnici (7.7) pak miiZzeme

prepsat jako
Y = (Qp — gx) z,
a

coz je pravé vrcholova rovnice elipsy v (d). Vztah mezi vrcholovou a stiedovou rovnici elipsy je
snad jasny...

Véta (Dandelinova—Queteletova). Piedpoklidejme, Ze Fezem rotacni kuZelové plochy rovinou je
elipsa. Pak ohniska této elipsy jsou prdvée body dotyku kulovich ploch, které se dotyjkaji jak kuZele,
tak roviny fezu.

Celé nésledujici zduvodnovani je odvozeno z jednoduchého poznatku, Ze vSechny tefny z da-
ného bodu k dané kulové plose jsou stejné dlouhé (myslime samoziejmé usecky od daného bodu
k bodum dotyku).

Na obr. [7:41] znaci E, F dotykové body kulovych ploch s feznou rovinou, X je libovolny bod
na elipse, body H, D jsou pruse¢iky piimky VX s dotykovymi kruznicemi kuzele a vepsanych
kouli. Chceme ukazat, 7e plati |[EX| + | X F| = konst., tj., 7e FE a F jsou pravé ohniska elipsy:
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Obrazek 7.41: [Kuy] K Dandelinové-Queteletove véte. ..

Podle vyge uvedeného poznatku je |[EX| = |DX| a |XF| = |XH|, tudiz
|[EX|+ |XF|=|DX|+|XH|=|DH|.

ProtoZe je kuzel rotacni, je vzdéalenost |DH| stale stejna pro viechny povrchové piimky, coZ jsme
pravé méli dokéizat. O

Odtud vidime, pro¢ jsou definice (a) a (b) ekvivalentni. Navic z uvedeného lze velmi snadno
doplnit také ekvivalenci s definici (¢) — sta¢i pojmenovat ony fidici pfimky:

Disledek. Ridici piimky elipsy jsou prdavé prisecnice pNa a pN B na obr. .
Pro priiseénici p = p N «, ohnisko F' a pro libovolny bod X na elipse chceme ukazat, ze plati
| X F|:|Xp| =konst. < 1, tj., Ze p je jeji Fidici pfimka:

Vzdalenost | X p| méFime jako vzdalenost | X P|, kde P je pata kolmice z X na p; v pomocném
bo¢nim prumétu vidime tuto vzdalenost nezkreslené. Pied chvili jsme si uvédomili, 7e | X F| =
|X H|; tuto vzdalenost vidime v bofnim prumétu jako velikost pootocené usecky |XoHp| (pro
jistotu dodavame, ze H Hy|| X Xo). Plati tedy:

|XF|:|Xp| =|XoHo|: |XP|
Protoze trojuhelniky AHyP a AXoX (v bofnim pramétu!) jsou stejnolehlé, plati:
|XoHol| : | XP|=|AHy| : |AP|,

coz je konstanta (ur€end vyhradné vzajemnou polohou rovin p, a a kuzele). Navic je zFejmé, ze
tato konstanta je < 1, coz jsme méli dokazat. O
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7.2 Hyperbola
7.3 Parabola
7.4 Neékteré dalsi vlastnosti a pojmy

Konstrukce te¢ny, pol/poléara, oskula¢ni kruznice, Apolléniova kruZnice. ..

8 Typické tlohy
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II. Klasicka konstrukéni geometrie




KAPITOLA |11

Geometrickd zobrazeni

9 Panoptikum geometrickych zobrazeni

V této Casti zminhujeme nékolik exemplait geometrickych zobrazeni, z nichz nékterd jsme zmi-
novali uz v predchozim vykladu. Doplhujeme nékolik dalsich uziteénych piiklada, v dalsi ¢asti
vSechno zobecnime a zorganizujeme.

A7z na nékolik vyjimek (!) se jedné o zobrazeni eukleidovské roviny, resp. prostoru do sebe.. .

9.1 Shodnosti

Dva trojuhelniky jsou shodné, kdyz maji shodné viechny dvojice odpovidajicich si stran a vniti-
nich thla. O shodnych trojahelnicich mluvi véty SUS, SSS apod. ..

Dva shodné trojihelniky jednozna¢né urcuji shodné zobrazeni roviny do sebe takové, Ze jeden
trojihelnik je obrazem toho druhého.

Zobrazeni je shodné, kdyz zachovava vzdalenosti bodu, tj. pro libovolné body A, B a jejich
obrazy A’, B’ plati:
|A'B’| = |AB]. (9.1)

Uvédomte si, ze z uvedené definice skutecné vyplyvé, ze shodna zobrazeni maji vSechny dalsi
vlastnosti, které od nich o¢ekavame; shodna zobrazeni zejména

(a) zobrazuji piimky na piimky,
(b) zachovévaji odchylky piimek,
(c) zachovavaji obsahy.

P#imo z definice také plyne, Ze kazdé shodné zobrazeni je prosté. Shodna transformace roviny
do sebe je proto nutné bijekce. Bijektivni shodné zobrazeni se struéné nazyva shodnost. Shodnosti
v roviné je pouze nékolik malo typu, jmenovité:

43
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(1) identita,
(2) posunuti,
(3) otéceni,
(3’) st¥edova soumeérnost,
(4) osova soumérnost,
(5) posunutéa (osové) soumérnost.

Stiedova soumérnost je pravé otdceni o piimy tuhel, proto ji podifazujeme obecnému otaceni.
Prvni tii transformace jsou p¥imé (zachovavaji orientaci), posledni dvé nep¥imé (méni orientaci).

A3
3o I—"F

Obrazek 9.1: [Mar] Posunuta soumérnost.

Slozenim dvou shodnosti dostaneme zase shodnost a timto zptsobem lze ovéfit, ze vyse uve-
deny vycet uplny. P¥i tomto experimentovani si nelze nev§imnout, ze jenom sklddanim osovych
soumeérnosti vyCerpame vSechny typy shodnosti. Ve skutec¢nosti plati o néco silnéjsi tvrzeni, které
snadno zdtavodnite nad obr. 0.2t

Véta. KazZdou shodnost v rovin€ lze realizovat jako sloZeni nejvijse tii osovijch soumeérnosti.

To je taky davod, pro¢ se osovym soumérnostem iika zdkladni shodnosti. . .

Obrazek 9.2: [Sek| Kazda shodnost v roviné je sloZenim nejvyse tii osovych soumérnosti.

Kazda shodnost v roving je jednozna¢né uréena obrazem A’ B’C’ n&jakého trojuhelniku ABC.
Piedepiseme-li libovolné obraz A’ B’ tsecky AB, pak bod C’ je urcen skoro jednozna¢né, pres-
néji feceno dvojznacné: jedna moznost odpovida piimé shodnosti, druh& nepiimé. Viechny typy
shodnosti v roviné lze tedy systematicky vycerpat také tak, Zze uvazujeme vSechny typové razné
obrazy tusecky AB, viz obr.

Shodnosti se s tspéchem uziva pii feSeni mnoha konstrukénich uloh. Jeden piiklad je na
obr. dalsi ukazky ve cvidenich. . .
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Obréazek 9.3: Piehled shodnosti pomoci obrazi trojihelniku.

9.2 Cviceni

(1) Pripomente si definice vSech vySe jmenovanych shodnosti, zejména popiste jejich urcujici
prvky.

(2) Pro dva dané shodné trojuhelniky rozhodnéte, zda jsou osové soumérné (zformulujte n&jaké
piirozené kritérium).

(3) Pokud je odpovéd v predchozi uloze zaporné, pak:

e pojmenujte odpovidajici shodnost a popiste jeji urcujici prvky,
e vyjadiete tuto shodnost jako slozeni osovych soumérnosti,

e alespon dvojim zpiisobem sestrojte obraz libovolného dalsiho bodu.

9.3 Podobnosti
Stejnolehlost (homotetie)
O stejnolehlosti jsme mluvili uz v odstavci na str.

Stejnolehlost je transformace urcend stfedem S a koeficientem k& € R tak, 7e obraz X'
libovolného bodu X lezi na pfimce SX a plati:

—
(X'X S) =k, tzn. SX' = k- SX, neboli X' = S + k- 5X. (9.2)

Specialni, pfip. degenerované piipady, které zpravidla za stejnolehlost neprohlasujeme, jsou:
stfedova soumérnost pro kK = —1, identita pro k = 1, pfip. jesté nulové zobrazeni pro k = 0.
Nezavisle na znaménku koeficientu k je stejnolehlost v roviné vzdy pfimym zobrazenim. Stied
stejnolehlosti je jejim jedinym pevnym bodem.
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Y &

Obrazek 9.4: [Be| Stejnolehlost v roving je vidy pFima.

Z vety VI.2 (obr. vime, ze obrazem piimky v libovolné stejnolehlosti je piimka s ni
rovnobézné, specidlné piimky prochézejici stfedem stejnolehlosti se zobrazuji samy do sebe. Po-
kud tedy skladame stejnolehlosti, pak vysledné transformace nemuseji byt nutné stejnolehlostmi,
musi v§ak mit pravé popsanou vlastnost. Takovych transformaci je jenom nékolik — upfesnéni
je v nésledujici vété, zdivodnéni plyne hlavné z VI.2.

Véta. Uvazujme stejnolehlosti h; se stredy S; a koeficienty k; (i = 1,2); sloZené zobrazeni hoo hy
oznacime h. Potom plati:

(1) kiks =1 a S; = Sy = h je identita,
(2) kika =1 a S1 # Sy = h je posunuti o vektor v = (1 — k2)S1.52,

(8) kiks # 1 = h je stejnolehlost s koeficientem k = ki1ko a stFedem

S=5+——"55%.
U dloh s kruznicemi se ¢asto odkazujeme na nasledujici tvrzeni, které 1ze snadno vyvodit opét
z V1.2 a Thaletovy véty:

Vé&ta. Stejnolehlym obrazem kruznice je kruznice. A navic kazdé dvé kruznice jsou stejnolehlé —
koeficient stejnolehlosti je roven poméru poloméri, mozné stiedy stejnolehlosti jsou nejvijse dva.

Jako bezprostiedni disledek predchozich dvou tvrzeni zminujeme dalsi velmi klasickou vétu.

Véta (Mongeova). Sest stiedi stejnolehlosti t7i kruznic tvoit vrcholy tzv. dplného ctyFstranu, viz
obr.

Stejnolehlost jsme uzili napt. v Apolléniovych tlohach na obr. nebo obr. [6.39] pii pre-
naseni délictho poméru tii bodi apod. Dalsi aplikace najdete ve cvicenich. ..
Obecna podobmnost

O podobnostech jsme se zminovali jiz v odst. Dva podobné trojihelniky urcuji jednoznacné
podobné zobrazeni roviny do sebe takové, Ze jeden je obrazem druhého.
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Obrazek 9.5: Mongeova véta: Vnéjsi stiedy stejnolehlosti tii kruznic lezi na piimce
a stejné tak kazdé dva vnitini a jeden vné&jsi stied lezi na pifimce.

Zobrazeni je podobné, kdyz pro libovolné body A, B a jejich obrazy A’, B’ plati:
|A'B'| =k -|AB], (9.3)

kde k je kladna realné konstanta, tzv. koeficient.

Podobné zobrazeni s koeficientem k£ = 1 je shodné. Podobna neshodnd zobrazeni nezachovéa-
vaji vzdalenosti, ani obsahy; nicméné pokud se vzdalenosti méni k-krat, obsahy se méni k2-krat.
Odchylky se zachovéavaji, sr. s odst.

Podobné jako pro shodné zobrazeni: kazdé podobné zobrazeni je prosté, podobné zobrazeni
roviny do sebe je nutné bijekce a bijektivni podobné zobrazeni se stru¢né nazyva podobnost.
Pokud obecnou podobnost s koeficientem k slozime s néjakou stejnolehlosti s koeficientem %,
pak vysledné zobrazeni je jisté shodnost. Odtud muzeme vydedukovat nasledujici tvrzeni:

Véta. KaZdou podobnost lze realizovat (mnoha rizngmi zpisoby) jako sloZeni shodnosti a stej-
nolehlosti.

Celkem zajimavy a nesamoziejmy vysledek je v nasledujici vété, kterou jednoduse zdivod-
nime v piis$tim semestru. Existuje také konstrukéni zdivodnéni, jez nechavime pro zajemce jako
cviceni.

Véta. Kazdd vlastni podobnost md prdvée jeden pevny bod.

Vlastni podobnosti se mysli podobnost, kterd neni shodnost. Pevny bod vlastni podobnosti se
nazyvé stred podobnosti.

9.4 Cvideni

(1) Dokazte vétu o skladani stejnolehlosti; v piipadé (3) aspon zdivodnéte, Ze vysledny st¥ed
stejnolehlosti S lezi na piimce S7.95.
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(2) Zdavodnéte také ostatni citovana tvrzeni a predstavte si rtizné limitni piipady.

(3) Pro dva dané podobné trojthelniky rozhodnéte, zda jsou stejnolehlé (zformulujte néjaké
pfirozené kritérium).

(4) Pokud je odpovéd v predchozi uloze zaporné, pak:

e vyjadiete odpovidajici podobnost jako slozeni stejnolehlosti a shodnosti,
e sestrojte obraz libovolného dalsitho bodu v roviné,

e zkuste urcit stfed této podobnosti.

(5) Sestrojte pfimku spojujici dany bod s nedostupnym bodem mimo rysovaci plochu, ktery je
dan jako prusecik dvou riznobéznych primek.

9.5 Dilatace

Dilataci zmifiujeme poprvé v odstavci[6.3] podruhé ve cvideni 1). Na rozdil od v§ech ostatnich
zobrazeni v tomto textu — dilatace neni bodové zobrazeni! To znamenéa, Ze nemé smysl
mluvit o obrazu bodu X, protoze ten muze byt pii jedné a téze dilataci zobrazen kamkoli.
Dilatace neni zobrazeni na mnoziné bodi, je to vSak zobrazeni na mnoziné tzv. orientovanych
dotykovych (kontaktnich) elementii, jez miZeme reprezentovat polopiimkami. Obecné se takovym
zobrazenim ik kontaktni zobrazeni.

Dilatace je kontaktni zobrazeni urené redlnym cislem p # 0 tak, Ze obraz orientovaného
kontaktntho elementu zastoupeného polopfimkou XY je reprezentovan polopiimkou X'Y”,
ktera je posunuta o vzdalenost p kolmo k XY, a to na spravnou stranu \ii)vislosti na
orientaci. Konvence je takova, aby smérovy vektor X_>Y a vektor posunuti XX’ (v tomto
potadi) tvofily kladnou bazi, kdyz p je kladné, a zapornou bézi, kdyZ p je zaporné.

Obrézek 9.6: Dilatace neni bodové zobrazeni, dilatace je kontaktni zobrazeni! Vlevo je
naznacen obraz dotykového elementu XY v zavislosti na znaménku p; dalsi dva obrazky
ilustruji obraz orientované piimky, resp. kruznice jakozto obalky jejich dotykovych ele-
menta pro p > 0.

Pokud tikame, ze ,,dilatujeme kiivku“ o néjakou hodnotu p, myslime tim jednak orientovanou
kifivku, hlavné v8ak spolu se v8emi jejimi orientovanymi te¢nami! VSechna kontaktni zobrazeni
— tedy i dilatace — maji tu vlastnost, ze zachovéavaji dotyk kﬁvekEI

1Kazdé bodové zobrazeni je kontaktni, pfesnéji fefeno: uréuje jednoznaéné kontaktni zobrazeni. ..
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Dilatace se hojné uziva k redukci sloZitosti obecné&jsich Apolléniovych tloh; pravé tato metoda
dominuje ve Viétové rekonstrukci puvodniho feSeni.

9.6 Kruhova inverze

Kruhovd inverze je transformace urcend tzv. fidici kruznici (se stiedem S a polomérem 7)
tak, Zze obraz X’ libovolného bodu X # S lezi na polopiimce SX a plati:

1SX|-[SX'| = r2.

Piimo z definice a Eukleidovy véty o odvésné plyne mozny konstrukéni navod k sestrojeni obrazu
daného bodu, viz obr. Z definice také plyne nékolik dalsich zFejmosti:

(a) Kruhovd inverze je involutivni transformace (podobné jako nap¥. osovd soumérnost).
(b) Viechny body na Fidici kruznici jsou pevné, tzn. zobrazuji se samy na sebe.
(c) Viechno, co je vné Fidici kruznice se zobrazuje dovniti a naopak.

(d) Kazdd piimka prochdzejici stiedem inverze se zobrazuje sama do sebe, pricemsZ jediné pevné
body jsou priseciky s Tidici kruZnici a )%ims X' je nevlastni bod této primky.
—

Z uvedeného je patrné, pro¢ v definici vylu¢ujeme piipad X = S: obrazem stfedu inverze
by mohl byt libovolny bod v nekone¢nu, tudiz by nebyl uréen jednozna¢né. Nicméné pravé tuto
vlastnost budeme v dalsim s oblibou vyuzivat!

Obrazek 9.7: [Ha] Obraz bodu pi#i kruhové inverzi uréené kruznici T'.

Kruhové inverze ma mnoho dalsich neziejmych, ale velmi uziteénych vlastnosti; nékteré z nich
ted postupné predstavime.

Véta. Pri kruhové inverzi s ridici kruznici I' a stredem S plati:
(e) Primka neprochdzejici stredem S se zobrazuje na kruzZnici prochdzejici stfedem S, a naopak.

(f) Kruznice kolmd ke T' se zobrazuje sama do sebe. Naopak, kazdd kruZnice prochdzejici dvojici
inverznich bodi je kolmd ke T'.

(9) Obecnd kruznice neprochdzejici stiredem S se zobrazuje do jiné kruznice neprochdzejici S.
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Obréazek 9.8: [Ha] Obrazem pfimky pi#i kruhové inverzi je kruznice prochazejici stfedem,
a naopak.

Obrazek 9.9: [Ha] Obrazem kruZznice neprochézejici stfedem je op&t kruznice; kruznice
se zobrazuje sama do sebe pravé tehdy, kdyz protina fidici kruznici kolmo.

Zdivodnéni je nésledujici: .. .... O

Kruhova inverze v Zadném p¥ipadé nezachovava vzdalenosti bodu (ani jejich poméry), piimky
a kruznice zobrazuje na piimky nebo kruznice. Néco se pfece jenom zachovavé:

Véta. Kruhovd inverze je konformni zobrazent, tzn. zachovdvd odchylky protinajicich se kiivek.

Zduvodiujeme nad obr. [0.10F Odchylku jakychkoli dvou kfivek v jejich spoletném bodé P repre-
zentujeme pfimkami m a [. Tutéz odchylku mizeme také reprezentovat pomoci dvou kruznic —
7 nekonetného mnozstvi moznosti vybirdme takové kruznice ; a ~y9, které jsou kolmé k fidici
kruznici I'. Tyto kruZnice se zobrazuji samy do sebe, obrazem bodu P je jejich druhy spole¢ny
bod P’ a odchylka m a [ se transformuje na odchylku kruznic v bodé P’. Nicméné tato odchylka
je taz jako v bodé P, coz jsme chtéli dokazat. O

Kruhovou inverzi zmihujeme zejména v souvislosti s Apolloniovymi tlohami (k jejichZ FeSent
byla poprvé uzita v r. 1879). ..

9.7 Cviceni
(1) Pomoci kruhové inverze Yeste znovu nékteré Apolléniovy tlohy zminované v ¢sti [6]
(2) Dokaite, ze s pomoci dilatace a kruhové inverze umite vy¥esit obecnou Apolléniovu tlohu.

(3) Vyjadrete stejnolehlost s danym stfedem a koeficientem jako sloZeni kruhovych inverzi.
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Obrazek 9.10: [Ha] Kruhova inverze je konformni zobrazeni.

9.8 Afinni zobrazeni
Zkoseni (elace)

Chapeme-li rovnobéznik BCFE na obr. jako obraz rovnob&zniku BC DA pii néjaké trans-
formaci, pak jméno této transformace zni elace (Casto pfezdivana jako zkoseni, smyk apod.).
Elace ma pfimku pevnych bodu (v tomto piikladu BC'), jiz zoveme osou. Elace je urcena osou o
a dvojici bodi A — A’ (v tomto pfikladu A’ = F) takovou, ze AA’||o. Pokud neni jasné, jak je
témito daty elace urcena, ctéte dal. ..

Elace neni shodnost ani podobnost, nicméné ziejmé zachovava orientaci, tzn. elace je pfima.
Navic tvrzeni 1.35 tika, Ze elace zachovava obsahy. . .

Osova afinita

Elace je specidlnim piipadem transformace, které se iika osovd afinita. Jinym piikladem osové
afinity je napf. transformace na obr. Tato osova afinita ma vodorovnou osu (= piimku

Obrazek 9.11: [Ku| Typicka (i kdyZ trochu specifickd) osova afinita: zkracovani v jednom
sméru. . .

pevnych bodi) a v tomto sméru se ,,nic nedéje”. Ve svislém sméru se vSechno zkracuje a podstatné
je, ze ,v8ude stejné“! Bez prilisnych uvozovek muzeme totéZz vyslovit nasledovné:
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Osovd afinita je transformace uréend osou o a dvojici bodi A — A’, a to tak, ze pro obraz
X' libovolného bodu X plati

XX'|AA" a (X'X Xg) = (A’A Ay) = konst., (9.4)

kde Xy, resp Ag, znaci prasecik piimky X X' resp. AA’, s osou o.

Konstante (A’A Ag) se fikd modul (nebo taky charakteristika), sméru pifmky AA’ se fika
smér osové afinity.

Uvédomte si, ze piimo z definice (a v&ty VI.2) plyne navod ke konstrukci obrazu libovolného
bodu X. Z definice dale plyne, Ze osové afinita zachovava délici pomér bodu na jakékoli piimce
(tedy ne jen na ose nebo ve sméru AA’). Specidlnimi, resp. meznimi piipady osové afinity jsou:

e 0sova soumérnost (smér L o a modul = —1),
e tzv. Sikma soumérnost (smér f o a modul = —1),
e clace (smér|jo = modul = 1),

e rovnobézné promiténi do p¥imky o (smér o a modul = 0).

“

’ s eSa

Obréazek 9.12: Obraz bodu v osové afinité. ..

Obecné afinni zobrazeni

Osovi afinita je specidlnim piipadem afinniho zobrazent:

Zobrazeni je afinni, kdyz
(a) zobrazuje kolinearni body na kolinearni body,
(b) zachovava délici poméry bodu,

(c) zachovava rovnobéZznost.
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Kolinearni body jsou body, které lezi na jedné piimce, tedy také body splyvajici. Podminka
(b), resp. (c) tedy mé smysl pouze v ptipadé, kdy se rtizné kolinedrni body nezobrazi do jednoho
bodu. Z (a) a (b) plyne, Ze afinni zobrazeni zobrazuje pfimky na piimky, resp. na body (tedy
nikoli napf. na usecky). Za pfedpokladu (a) jsou vlastnosti (b) a (c) ekvivalentni. ..

Definice afinniho zobrazeni tedy miZe byt vyslovena riuznymi zpisoby, napft. takto:

Zobrazeni je afinni, kdyz
(a’) zobrazuje p¥imky na p¥imky nebo body,

(b”) zachovava rovnobéznost primek.

Bijektivni afinni zobrazeni se nazyva afinita. Vy$e zminované rovnobézné promitani do piimky
tedy urcité neni afinita. Osové afinity a rovnobé&zna promitani do pfimky nazyvame zdkladn? afinni
transformace; jsou to pravé ty afinni transformace, které maji pfimku pevnych bodu.

Zobecnéni nékterych zakladnich tvrzeni z odstavci o shodnostech a podobnostech je nasle-
dujici:

Véta. KaZdd afinni transformace v roviné

e je jednoznacné urcena obrazem tii bodi v obecné poloze,

o [ze vyjadrit jako sloZeni nejuvyse tii zdkladnich afinnich transformaci.

Prvni fakt by mél byt celkem jasny a dokazuje se konstruktivné, viz cviceni. Druhy fakt se zdi-

vodiiuje velmi podobnym zpiisobem, jako véta[9.1) o rozkladu shodnosti. .. Pfi téchto rozkladech
mame vzdy celkem hodné volnosti, nyni dokonce jesté daleko vice nez pii rozkladani shodnosti.

9.9 Cvideni

(1) Z uvedenych definic dokazte, 7e kazda shodnost/podobnost je afinita, ale kruhova inverze
nikoli.

(2) Pro dva dané trojthelniky rozhodnéte, zda je jeden obrazem druhého vzhledem k né&jaké
osové afinité (zformulujte néjaké prirozené kritérium).

(3) Pokud je odpovéd v predchozi tloze zaporna, pak:

e vyjadiete odpovidajici afinitu jako slozeni osovych afinit,

e sestrojte obraz libovolného dalstho bodu v roviné.
(4) Vyjadrete stejnolehlost s danym stiedem a koeficientem jako slozeni osovych afinit.

(5) Predp., ze tii dané body jsou obrazy sousednich vrcholi pravidelného n-thelniku (n =
4,5,6,8,10,...); sestrojte obrazy ostatnich vrcholi.
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9.10 Projektivni zobrazeni
Stifedové promitani

Typickeé projektivni zobrazeni je stfedové promitani. V roviné mame na mysli stfedové promitani
do piimky, jez je urfeno stiedem S a piimkou o: obraz X’ libovolného bodu X je jednoduse
pruseéik X' = SX No.

Stredové promitani nezachovava délici pomér tii bodu, avsak zachovava dvojpomér ¢tyt bodua
na piimce (coZ za chvili dokazeme).

Duvogpomeér &tverice kolinedrnich bodu (A, B,C, D) je realné ¢islo definované jako pomér
délicich poméra (ABC) : (AB D); vzhledem k (5.5) piseme nasledovné:

(ABCD) = % : %. (9.5)

Vzhledem k tomu, ze lim (AB D) =1, plati lim (ABCD) = (ABC), coZ zapisujeme jako:
D—o0 D—o0

(ABCD..) = (ABC).

Pro dané t1i kolinedrni body je poloha ¢tvrtého body na téze primce jednozna¢né urcena dvoj-
pomérem. Ciselné vyjadieni samoziejmé zéavisi na potradi bodu ve ¢tvefici. . .

Véta (Pappova). Pri stiedovém promitdni se zachovdvaji dvojpomeéry kolinedrnich bodi.

Ukazeme nejdiive ve specidlnim piipadé, poté obecné. Odkazujeme opét na tvrzeni VI.2 o stej-
nolehlych trojihelnicich, viz obr.

) b

Obrézek 9.13: Dvojpomér se stfedovym promitanim neméni!

Ao
(a) Trojuhelniky A’AC" a A’SD’ jsou stejnolehlé a C' = C, tudiz % = %. Trojthelniky

v
B'BC’" a B'SD’ jsou taky stejnolehlé, tudiz % = %. Odtud dé&lenim obou rovnic dosté-

vame

AC  Ad pc AT AD

ﬁ - A/D/ ) B/D/ B/C/ ’ B/D/.
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Vyraz nalevo je pravé (ABC) = (AB CD,), napravo je (A’B’ C'D’), takZe v tomto speci-
fickém pfipadé skutetné plati (ABCDy,) = (A’B' C'D’).

(b) Uvazujme dvé obecné piimky se stiedovymi priaméty libovolné &tvefice bodi. Vedeme po-
mocné rovnobézky jdouci body C a C’: Z piedchoziho odstavce plyne, ze (A;B; C) =
(AB CD) a soucasné (A2B2 C") = (A’B' C'D"). Navic ale ze stejnolehlosti pomocnych troj-
uhelniki plyne (A;B; C) = (A3By C'), takZe i v tomto obecném pripadé plati (ABCD) =
(A'B"C'D"). O

Projektivni rozsifeni

V pfedchozim odstavci jsme si mohli v§imnout, jak je vyhodné uvazovat nevlastni body, tj. body
v nekone¢nu. Uvédomte si, Ze diskutované stiedové promitani mezi dvéma (rtiznobéznymi) pfim-
kami p a p’ zobrazuje jednu piimku na druhou, pouze kdyZ uvazime také nevlastni body: na p
existuje bod U, ktery se zobrazuje do nevlastniho bodu piimky p’, a na p’ mame bod V’, jehoz
vzor je nevlastni bod piimky p. Takovym bodum tikdme wbézniky.

Obrazek 9.14: Stifedové promitani zobrazuje projektivni pfimky na projektivni pfimky.

Projektivni primka je tzv. projektivnim rozsifenim standardni piimky, coz je rozsifeni praveé
o jeji nevlastni bod. Uvédomte si, ze kazd4 pfimka méa od piirody pravé jeden nevlastni bod —
projektivni pfimka je tedy néco jiného, nez rozsitena redlna osa, jak ji zname z analyzy!

oo

Obrazek 9.15: Na standardni p¥imce je bod E mezi body C' a D. Na projektivni piimce
nema relace ,,mezi‘ valného smyslu.

Podobng, projektivni rovina je standardni rovina rozsitend o jeji nevlastni body (které tvoii
projektivni pfimku). Body, které nejsou nevlastni jmenujeme vlastni. Projektivni pfimky v pro-
jektivni roviné se tedy vzdy protinaji — pokud se ndhodou protinaji v nevlastnim bodé, mluvime
o rovnobéznosti. . .
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Osova (stfedova) kolineace

Podobné jako rovnobézné promitani mtzeme chipat jako specialni piipad promitani stfedového
(kdy st¥ed je nékde v nekone¢nu), mizeme taky osovou afinitu chapat jako specialni piipad osové
kolineace:

Osovd kolineace je transformace urcend osou o, stfedem S a dvojici bodi A — A’, a to tak,
7e pro obraz X' libovolného bodu X plati

XX'NAA =8 a (X'X X,S) = (A/AAS) = konst., (9.6)

kde Xy, resp Ag, znaci prisecik piimky X X', resp. AA’, s osou o.

Konstanté (A’A ApS) se fika modul (nebo taky charakteristika) osové kolineace. V literatufe
se Casto misto privlastku osova uziva stfedova. . .

Uvédomte si, Ze piimo z definice (a Pappovy véty) plyne navod ke konstrukei obrazu libo-
volného bodu X. Odtud dale plyne, Ze osova kolineace zachovava dvojpoméry bodu na jakékoli
piimce (tedy ne jen na ose nebo pfimce prochazejici stfedem).

Uvédomte si, ze osové kolineace je dobie definovana pouze jako transformace v projektivni
(tedy nikoli standardni) roving, tzn. Ze nevlastni body se miZou zobrazit do vlastnich a naopak.
Stred a vSechny body na ose jsou pevnymi body. Specidlnimi, resp. meznimi piipady osové
kolineace jsou:

e osova afinita (stfed S je nevlastni),
e stejnolehlost (osa o nevlastni),
e posunuti (S i o nevlastni),

e stfedové promitani do piimky o (modul = 0).

g(;id

] //Xa \ As osd,

2 U

Obréazek 9.16: Obraz bodu v osové kolineaci. . .

Obecné projektivni zobrazeni

Osové kolineace a stiedova promitani jsou tzv. zdkladni projektivni zobrazeni. . .
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Zobrazeni je projektivni, kdyz
(a) zobrazuje kolinearni body na kolinearni body,

(b) zachovava dvojpoméry.

Struc¢né a ekvivalentné muzeme definici vyslovit takto:

Zobrazeni je projektivni, kdyz

(a’) zobrazuje projektivni pfimky na projektivni pfimky nebo body.

Bijektivni projektivni zobrazeni se nazyva kolineace nebo projektivita. . .
Zobecnéni nékterych zakladnich tvrzeni z predchozich odstavci je nésledujici:

Véta. KazZdd projektivni transformace v roviné
e je jednoznacné urcena obrazem ¢ty bodit (z nichZ Zddné tii nejsou kolinedrni),
o [ze vyjadrit jako sloZeni nejuijse ctyr zdkladnich projektivnich transformaci.

Prvni fakt zduvodnime konstruktivné zobecnénim afinniho piipadu; klicovou dovednosti, kterou
pri sestrojovani obrazu obecného bodu pouzivame, je pfendSeni dvojpomeéru ¢tvefice bodi, viz
cviceni! Druhy fakt by nemél nikterak piekvapovat; op&t pozorujeme ohromné mnoZstvi moz-
nosti. ..

Na zavér jedno klasické tvrzeni, na které musime narazit, kdyz se snazime charakterizovat
osovou kolineaci:

Véta (Desarguesova). Pro libovolné dva trojuhelniky XY Z a X'Y'Z' v projektivni roviné plati:
primky XX', YY', ZZ' prochdzi jednim bodem prdvé tehdy, kdyz priseciky primek XY a X'Y’,
YZ aY'Z', XZ a X'Z' leZi na jedné primce.

Toto je dalsi ptipad tvrzeni, jehoz planimetricky dukaz je zna¢né netrivialni, které je vSak velmi
srozumitelné s vhodnou trojrozmérnou interpretaci, viz obr. [0.17

P1i zduvodnovani prvni implikace se odkdZzeme na poznatek, ze kazdé dvé roviny se protinaji

v p¥imce (vlastni ¢i nevlastni). Pfi zdavodhovani druhé implikace se odkdZzeme na poznatek, ze

kazdé t¥i roviny musi mit — v naem p¥ipadé — spoleény pravé jeden bod (vlastni ¢ nevlastni).

O

V této souvislosti asi nikoho neptekvapi, Ze prvni aplikace osové kolineace (resp. afinity)
potkéme pii sestrojovani fezui jehlanovitych (resp. hranolovitych) téles, viz cviteni [13.3] ..
9.11 Cvideni

(1) Pro dané ¢tyfi kolinearni body A, B, C, D a tii kolinearni body K, L, M sestrojte bod N tak,
aby (KL MN) = (ABCD). (Uvazujte také jiné permutace bodi ve ¢tvefici. . . )

(2) Rozhodnéte, kterd ze ¢tvefic bodu na obr. je projektivnim obrazem ¢tvefice stejné
vzdalenych bodu.
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Obrézek 9.17: [Ku| Desarguesova véta a jeji trojrozmérnd interpretace. . .

Obréazek 9.18: [St] Ktera ctverice je projektivnim obrazem ¢tvefice ekvidistantnich
bodu?

(3) Sestrojte projektivni obraz ¢tvercového dlazdéni roviny.

(4) Pro dva dané ¢tyftuhelniky rozhodnéte, zda je jeden obrazem druhého vzhledem k ngjaké
osové kolineaci (zformulujte n&jaké pi¥irozené kritérium).

(5) Pokud je odpovéd v predchozi uloze zaporné, pak:

e vyjadiete odpovidajici projektivni transformaci jako slozeni osovych kolineaci,

e sestrojte obraz libovolného dalstho bodu v roviné.

(6) Predp., Ze ¢tyfi dané body jsou obrazy sousednich vrcholu pravidelného n-thelniku (n =
5,6,8,10,...); sestrojte obrazy ostatnich vrcholi.

10 Prehled, zobecnéni a vyhlidky

10.1 Prtehled a hierarchie

Vgechna dosud diskutovana zobrazeni si na zavér zorganizujeme. V nésledujici tabulce uvadime,
které vlastnosti se pifi tom ¢ onom zobrazeni zachovavaji, pficemz podstatné invarianty jsou
zvyraznény symbolem &. V nésledujicim pirehledu samoziejmé nevystupuje dilatace; ten kdo uz



10. Piehled, zobecnéni a vyhlidky 59

zapomnél pro¢, necht se znovu podiva do odst.

vzdal. kolin. dél. pom. dvojpom. obs. odch.
shodna O + + + + +
podobné — @ + + _ )
kruh. inverze — — — — — @
elace - & @ + o) —
afinni - &) o) + — _
projektivni - &) — D — _

Zobrazenim, kterd zachovéivaji odchylky protinajicich se kiivek se tika konformni. Plati, ze
v8echna konformni zobrazeni lze vycerpat skladanim podobnych zobrazeni a kruhovych inverzi. . .

Afinni zobrazeni, jez zachovavaji obsahy ploSnych tutvari, se jmenuji ekviafinni. Plati, Ze
vSechna ekviafinni zobrazeni lze vycerpat skladanim shodnosti a elaci. . .

e
koy\t‘ak{ﬂ\\
(dilotace)

Py N
N
// N
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/
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(nsavn’ 'af(mt'a,)

ekviafinn
, (elmnce)
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shodna

(osova’ soumernest )

Obréazek 10.19: Hierarchie geometrickych zobrazeni (v zévorce uveden typicky predsta-
vitel z kazdé t¥idy).
Jako jednoduché duasledky vyse uvedenych definici a vztaht uvadime:
Ddsledky.

(1) Projektivni zobrazeni, které zobrazuje vSechny vlastni body na vlastni (ekvivalentné, nevlastni
body na nevlastni), je afinni.

(2) Projektivni zobrazeni, které je konformni, je podobné.

(8) Podobné zobrazent, které je ekviafinni, je shodné.

10.2 Zobecnéni

Témér viechny vyse uvedené definice dovoluji bezprostiedni zobecnéni z roviny do trojrozmér-
ného prostoru (a obecnéji do prostort vysSich dimenzi). Mame na mysli zejména definice shod-
nych, podobnych, afinnich a projektivnich zobrazeni. U projektivnich zobrazeni potiebujeme
roz§itit definici projektivniho rozsifeni také na prostor, coz neni zZadny problém. ..
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Hierarchie zobrazeni na obr. bude tGplné stejna, at uz ji chipeme v dimenzi 2, 3 nebo
jiné. Co se vsak jisté zméni, je role zédkladnich zobrazeni: zékladni shodnost v prostoru neni osova
soumeérnost, ale soumérnost podle roviny; zdkladni kolineace v prostoru neni osové kolineace, ale
kolineace s rovinou pevnych bodi; zékladni konformni zobrazeni v prostoru neni kruhova inverze,
ale sféricka inverze; apod.

V nésledujici kapitole budeme zevrubné studovat rovnobézné, resp. stiedova promitani pro-
storu do roviny, coz jsou také zdkladni afinni, resp. projektivni zobrazeni. Za¢neme s diskuzi nad
moznymi priméty krychle (& obecného rovnobéznosténu), viz obr.

U
Uz

I L
s (3
.-’B

R ¢

Obrézek 10.20: Afinni a projektivni prumét krychle. ..

Afinni pramét krychle je urcen napi. obrazy 4 vrchola, které nelezi v jedné sténé — k sestro-
jeni ostatnich vrcholt staci nékolik malo rovnobézek. Projektivni priimét krychle je urcen obrazy
4 vrcholu, které nelezi v jedné roviné, a ubé&zniky tii ¢tvefic navzajem rovnobéznych hran — pru-
méty rovnobéznych hran prochazi témito body a konstrukce ostatnich vrcholia je pak analogicka
predchozimu pripadu.

Podobné jako ve cvifenich [0.9]a[0.11] bychom nyni méli byt schopni sestrojit obraz libovolného
dalsiho bodu v prostoru — sta¢i nékolik pomocnych piimek a priseciki s jiz sestrojenymi hra-
nami a uméni pfenageni déliciho poméru, pfip. dvojpoméru kolinearnich bodu (viz téz obr. m
a okolni poznamky). Odtud vyvozujeme zobecnéni zakladnich tvrzeni z odst. [9.8 a

Véta. Afinni zobrazeni trojrozmérného prostoru (kamkoli) je jednoznacné urceno obrazem étyr
bodii v obecné poloze.

Projektivni zobrazeni trojrozmérného prostoru (kamkoli) je jednoznacné uréeno obrazem ctyr
bodi v obecné poloze a ubézniky tii primek, které jsou témito body urcéeny a které nelezi v jedné
TOVINE.

Uvédomte si, Ze zpusobt uréeni toho ¢i onoho zobrazeni je jisté vice (vice se postupné naucime
v dalsi kapitole). Pro piiklad si sta¢i vSimnout, ze projektivni pramét krychle na obr. [10.20[je také
zcela urcéen obrazy 4 vrcholi jedné stény, obrazem jednoho dalsiho vrcholu a jednim ibé&znikem. ..

10.3 Dalsi postiehy

Korespondence mezi rovinami p a o na obr. je norméalni stfedové promitani mezi rovinami, ale
aby to bylo zajimavéjsi, tak se tomu fika perspektivni kolineace nebo jen perspektiva. (V piipadg,
Ze stied je nevlastni, mluvime o perspektivni afinité.) V tomto duchu mizeme osovou kolineaci
v roviné chapat jako praumét prostorové perspektivni kolineace do roviny.
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Tyto postiehy nam silné pfipominaji jeSté jednu podobnou situaci: kruznice a elipsa na
obr. jsou v uplné stejném vztahu jako dva trojuhelniky na obr. Planimetrickd in-
terpretace této korespondence je samoziejmé opét osova kolineace, coz mé uziteéné konstrukéni

dusledky, viz [T1.3]
Obecné plati nasledujici:

Véta. Projektivnim obrazem kruznice je kuZelosecka a kaZda kuZelosecka je projektivnim obrazem
kruznice.

11 Typické ulohy

11.1 Ulohy s kuZelose¢kami

Pokud se stane, Ze kuZelosecka je obrazem kruZnice v né&jaké osové kolineaci (afinité), pak ele-
mentérni konstrukce zmitiované v [7.4] maji docela zajimavé alternativy, které nyni probereme.
Takova feSeni Casto byvaji hodné nazorna a jesté se k nim budeme vracet v odstavci Jedna
se o nasledujici zédkladni dlohy, které formulujeme pro elipsu danou jako obraz kruznice v osové
afinité, nicméné lze je snadno zobecnit pro obecnou kuZelosecku jakozto obraz kruznice v osové
kolineaci:

(1) sestrojit hlavni praméry elipsy,
(2) sestrojit te¢ny k elipse z daného bodu (v daném sméru),
(3) sestrojit pranik piimky s elipsou.

Regeni (1) je na obr. [11.21} .....

ol

Obrazek 11.21: [KV] Hlavni pruméry elipsy pomoci osové afinity. ..

Uloha (2) je meznim pi¥ipadem tlohy (3), takZe zaéneme s (3), viz obr. [11.22] Uvédomte si,
7ze zadnou elementarni alternativu k této konstrukei nezname. . .
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Obréazek 11.22: |R] Prinik p¥imky s elipsou pomoci osové afinity.



KAPITOLA |V

Zobrazovaci metody

V této kapitole zminiujeme nékolik metod zobrazovani trojrozmérného prostoru do roviny. Nejprve
udélame stru¢ny piehled, poté se podivime na vybrané piipady podrobnéji.

12 Uvod

Promitéani rozlisujeme na

e stfedovd (z vlastniho stiedu),

e rovnobéind (z nevlastniho stfedu).

U rovnobézného promitani dale podle polohy sméru promitani k prumétné rozliSujeme na
e kolmd,
e Sikmd.

P1i jakémkoli promitani je za kazdym bodem v primétné schovana cela piimka v prostoru.
Chceme-li tedy jednoznac¢né specifikovat skuteénou polohu bodu v prostoru, potifebujeme bud
néjakou dodatecnou informaci nebo tzv. sdruzeng primét na néjakou jinou priumétnu: na mapéch
se k pramétum vyznacnych bodu pfidavaji koty (viz , v technické praxi se poloha bodu v pro-
storu nejcastéji specifikuje jeho ndrysem a pidorysem (tj. kolmymi praiméty na dvé navzijem
kolmé pramétny, viz .

St¥edova, resp. rovnobéZnd promitani jsou (zdkladni) projektivni, resp. afinni zobrazent,
o nichz uz ledacos vime z predchoziho textu. Véta [10.2 na str. [60] nam rika, jak muze byt kazdé
takové promitani urc¢eno; promitani zadand timto zpusobem nazyvame volnd (viz Gast .

12.1 Zakladni Glohy

Velice typickym problémem, se kterym se budeme potykat nejdiive, je sestrojeni primétu télesa
zadaného narysem a pudorysem (p¥ip. tloha opa¢nd). Pfiblizné Feseni takovych tloh je vlastni

63
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jiz malym détem, viz obr. my navic umime kli¢ové postiehy pojmenovat a dokonce i kon-
struk¢éné zrealizovat! P¥ipomenime, Ze zékladni dovednosti, kterou musime i nadale bezpetné
ovladat, bylo

(1) pFenéseni dvojpomeéru, resp. délictho poméru kolinearnich bodu.

V dalgim budeme nékteré postupy zefektiviiovat a hlavné se nau¢ime méfit tsecky a thly (které
se promitanim zkresluji) ve skute¢nych velikostech.

®

(B

L

&

Obrazek 12.1: [SMS] K danému prumétu pokoje nacértnéte jeho pudorys.

Je-li dano téleso svym narysem a pudorysem a vzhledem k témto primétném je zaddna néjaka
nova priameétna a stied/smér promitani, pak k sestrojeni priumétu télesa do této nové primétny
potiebujeme umét sestrojit prinik nékolika promitacich paprski s touto rovinou. (Zcela stejny
kol pozorujeme pii sestrojovani stinu vrzeného danym télesem do dané roviny pii daném typu
osvétleni.) Pri téchto ulohach nardzime na problém, ve kterém se velice ¢asto chybuje — roz-
poznat, zda dvé pfimky dané svymi praméty jsou ve skute¢nosti rovnobézné, riznobézné nebo
mimobézné. Zdkladni polohové ulohy, které musime bezpecné ovladat, tedy jsou:

(2) rozpoznat vzajemnou polohu dvou piimek,
(3) sestrojit prunik pfimky s rovinou.

Podobné dloha k (2) je napf. urcit vzajemnou polohu bodu a roviny. Specialnim pfipadem tlohy
(3) je konstrukce stopniki, tzn. praseciku piimky s pramétnami. Souvisejici tlohy jsou: prinik
dvou rovin (specialng, konstrukce stop, tj. prusecnic roviny s primétnami), fez télesa rovinou,
prusek dvou téles apod.

Pii konstrukcich se dale neobejdeme bez uméni méfeni vzdalenosti, resp. nanaseni dané vzda-
lenosti na danou piimku, a podobné s odchylkami piimek. Pokud méfime vzdalenost bodu od
roviny, neobejdeme se bez pomocné kolmice (a jeji paty...). Zdkladni metrické tlohy, které mu-
sime bezpecéné ovladat, tedy jsou:

(4) ur¢it vzdélenost dvou boda,

(5) ur¢it odchylku dvou pfimek,

(6) sestrojit kolmici.

Souvisejici tlohy jsou: urcit vzdalenost bodu od pfimky, urcit vzdélenost dvou piimek, urcit
odchylku piimky od roviny, sestrojit kolmou rovinu k dané p¥imce apod.

12.2  Vyhled

Jednou motivaci k dalsimu studiu této kapitoly je touha (kterou citime minimélné od odst. [5.13)
po nazorném a spravném zobrazovani riznych téles, zejména téch hezkych, viz ¢ast [I9] Poté, co
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si uvédomime zdkladni zakonitosti a osvojime si nékteré zakladni konstrukce, zjistime, Ze umime
zobrazit témét cokoli, viz napf. obr. na str.

Vétginu diléich problémi, které pii komplexnéjsich tlohach potkavame, predstavujeme v ¢asti
V této Casti také diskutujeme nékolik obecné platnych principt, které se tykaji vzadjemnych

poloh, vzdélenosti, kolmosti a odchylek rovin/piimek/boda. Ostatni ¢asti jsou veskrze informa-
tivni. ..

» P

13 Volné promitani

Volné promiténi rozliSujeme jak stfedové, tak rovnobézné, pricemz piivlastek wvolné znamenad,
Ze prumétna a stied/smér promitini nejsou vzhledem k zobrazovanému objektu nijak specifi-
kovany. Volny primét néjakého télesa tak byva zadan priaméty nékolika malo bodi. Protoze
stfedova promitani jsou projektivni zobrazeni a rovnobézna promitani jsou afinni, vime z odst.
kolik bodi vlastné pot¥ebujeme, aby primét byl uréen jednoznaéné. Promitanim prostoru
do roviny viak nikdy nevyCerpame vsechna mozna projektivni/afinni zobrazeni, proto praméty
urcujicich bod nemtiizou byt tuplné libovolné. Nasledujici véta upfesiuje, jak se véci maji v
piipadé rovnobézného promitani:

Véta (Pohlkeova—Schwarzova). RovnobéZngm primeétem t7i navzdjem kolmijch a stejné dlouhyjch
usecek se spolecngm krajnim bodem miZe bijt jakdkoli trojice usecek v roviné se spole¢ngm krajnim
bodem, pFicemZ nejvyse jedna z téchto usecek nebo nejvyse jedna dvojice téchto usecek miZe mit
nulovou délku, resp. odchylku.

Za stejné dlouhymi navzajem kolmymi tdseckami si samoziejmé pfedstavujeme néjakou sou-
fadnou soustavu. Kazdy bod v prostoru je jednozna¢né uréen svymi souradnicemi vzhledem
k této soustavé, coz se geometricky interpretuje pomoci rovnobézek se soufadnymi osami, viz
obr. (bod O znaé&i pocatek a XY, Z jednotky na soufadnych osach). Protoze nas nezajima
¢iselné vyjadiovani téchto soutadnic, vét§inou je zaddvame pomoci kolmych praméta to rovin
urc¢enych osami x,y (pudorys) a x, 2 (nérys)ﬂ

13.1 Zobrazeni bodu

Z uvedeného je jasné, jak muzeme sestrojit primét libovolného bodu E v prostoru, viz obr.

e Volné rovnobé&zné promitani je uréeno obrazy O, X', Y’ Z’; pomocné body na oséch sestrojime
tak, aby byly zachovany délici poméry; k sestrojeni primétu E’ staci nékolik rovnobéZzek se
soufadnymi osami.

e Volné stfedové promitani je uréeno obrazy O', X' Y’ Z' a ub&zniky soufadnych os; pomocné
body na osach sestrojime tak, aby byly zachovany dvojpoméry; k sestrojeni primeétu E’ staci
nékolik pfimek prochézejicich ubézniky.

Naopak, je-li dan volny prumét bodu, umime sestrojit pomocné body na osach a prenesenim
délicich poméri, resp. dvojpoméri jsme schopni urcit sdruzené priméty, tzn. souiadnice tohoto
bodu. ..

IToto jsou tzv. Mongeovy sdruzené priiméty bodu; vice k této zobrazovaci metodé najdete v &asti
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Obrézek 13.2: Pruméty bodu ve volném rovnobézném a volném stiedovém promiténi;
¢erchovanymi ¢arami je nazancena konstrukce pomocného bodu na ose x...

13.2 Prinik pfimky a roviny

Na obr. uvadime mozné feSeni zakladni polohové tlohy — prunik p¥imky (p) s rovinou (p)
— ve volném rovnobézném promitaniﬂ Tento prunik (R) vzdy sestrojujeme jako prisecik dvou
piimek. Abychom méli jistotu, Ze naznaené piimky se ve skutec¢nosti protinaji, musi lezet v
jedné roviné! Proto:

(1) nejd¥iv zvolime pomocnou (v podstaté libovolnou) rovinu obsahujici danou ptimku;
(2) sestrojime prusecnici r této roviny s rovinou p;
(3) hledany bod je prusecikem piimek p a 7.
Vgimnéte si, ze pomocné body pii konstrukci prisecnice r jsou pravé pruniky nékolika piimek

lezicich v p s pomocnou rovinou. Abychom se neocitli v bludném kruhu, musi byt pomocné rovina
volena hodné specidlné. . .

2Tady predpokladame, Ze pifmka a rovina jsou riiznob&iné, ostatni piipady diskutujeme v odst.
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Obrazek 13.3: [M. Ingrstova, 2010] Pranik pfimky p = PQ a roviny p = KLM (bod K
patii do stény ADHE v naznafeném té&lese): (1) pomocnou rovinu obsahujici p volime
ve sméru hrany AFE; (2) prise¢nice rovin r je urfena pomocnymi body z a y, které
odvozujeme z jejich ,padorysa® z; a y1; (3) bod R = pNr je pravé hledanym prianikem
pNp.

13.3 Cviceni

(1) V uloze na obrazku obr.

e sestrojte pruniky piimek KL, LM a KM s rovinou podstavy ABCD,

e sestrojte ez roviny K LM s krychli,

e pojmenujte korespondenci mezi body na sestrojeném fezu a body na podstavném ¢tverci
ABCD.

(2) Nyni si odmyslete krychli, modifikujte zadani a Feste podobné ulohy.

(3) V pravidelném pé&tibokém hranolu s podstavami ABCDE a FGHIJ jsou dany body K, L &0
a M tak, ze (AFK) = —%, (BHL) = =2 a (JI M) = 2. Sestrojte volny stfedovy pramét
tohoto hranolu a jeho fez rovinou K LM.

14 Mongeovo promitani

Mongeovo promitini je kolmé (a tedy rovnobézné) promitani na dvé navzajem kolmé pramétny.
Priméttm fikdme ptudorys a narys, proto se odpovidajici primétny jmenuji pidorysna a narysna.

V nésledujicich odstavcich postupné predstavime vSechny zékladni tilohy zmifiované v odst.
Mongeovo promitani je k nezaplaceni zejména pii feSeni metrickych uloh. . .
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Obrazek 14.4: [Ka] Ukazka z prvniho vydani Mongeovy Deskriptivni geometrie (1798).

14.1 Zobrazeni bodu, pfimky a roviny

Bod

Na obr. je ukazano, jak bodu v prostoru odpovida jeho pudorys (znacime s indexem 1) a
narys (s indexem 2). Pfimka x zna¢i prase¢nici praméten. Zejména by nam nemélo uniknout, ze
body A; a As prestavuji sdruzené pruméty néjakého bodu v prostoru, pravé kdyz piimka A; Ao
je kolma na x. Kazdy bod je svymi sdruzenymi priumét uréen naprosto jednoznacné.

Obrazek 14.5: [Me] Mongeovy sdruZené pruméty bodu.
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Piimka

Sdruzené pruméty piimky jsou zpravidla pfimky, ale nemusi tomu tak byt pokazdé — je-li pfimka
kolmé k nékteré prumétné, pak odpovidajicim prumétem je bod. Pfimka je svymi sdruzenymi
pruméty urcena jednoznacné pravé tehdy, kdyz neni kolma k ose z, tzn. nelezi v roving, ktera je
kolmé& k obéma primétndm soucasné. V kazdém piipadé je piimka urcena jednoznacné sdruze-
nymi praméty dvou riznych bodi, které na ni lezi. . .

Pro lepsi predstavu Casto pouzivame tzv. stopniky, coz jsou priseciky piimky s primétnami.
Pokud je p¥imka s nékterou prumétnou rovnobézna, pak odpovidajici stopnik je nevlastni. ..

Riizné polohy piimek s jejich stopniky jsou na obr. Uvédomte si, ze konstrukce stopniki
je velmi specidlnim pfipadem zakladni polohové tlohy — prunik p¥imky s rovinou.

Obrazek 14.6: Sdruzené pruméty piimek a jejich stopniky; pfimka e je jednoznacné
urcena teprve svymi stopniky (nebo néjakym jinym dodatkem).

Rovina

Je-li rovina kolmé k nékteré prumétné, pak odpovidajicim pramétem této roviny je piimka; v
opatném piipadé je jejim prumétem celd prumétna. Rovina je jednozna¢né uréena sdruzenymi
praméty ti{ riznych (a nekolinearnich) bodu, které v ni lezi.

Jiny a zpravidla nézornéjsi zpusob urceni roviny je pomoci tzv. stop, coz jsou prusecnice s
priumétnami. Narys pidorysné stopy a ptudorys narysné stopy splyvaji s osou x, proto je na ob-
razcich nepopisujeme. Pokud rovina neobsahuje osu x, pak je svymi stopami jednozna¢né urcena.
V piipadé, Ze je rovina s nékterou prumétnou rovnobézna, je odpovidajici stopa nevlastni. . .
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Obréazek 14.7: Rovina je (skoro vZdy) urfena svymi stopami.

14.2 Polohové tlohy
Prianik a vzijemna poloha pfimky a roviny

Doslovné prekreslent konstrukce priniku pfimky a roviny z obr. [I3-3]v Mongeové promitani je na
obr. [I4.8] Motivace a zdiavodnéni je v odst. [I3.2] Piimka r, jez lezi v dané roving a jejiz pudorys
se kryje s pudorysem p, je tzv. kryci primka. . .

/yR’ b7

C1=C2=G1

K1<£ R\

A=ELZ VT T~ N Bi=Fy
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pi=r,

Obrézek 14.8: [M. Ingrstova, 2010] Pranik pfimky p = PQ a roviny p = KLM: (1) r je
kryci pfimka pro smér kolmy k padorysné (r1 = p1); (2) jeji narys je urcen body z,y;
(3) bod R =pnNr je pravé hledanym pranikem p N p.

Pokud by se ndhodu stalo, ze vySe sestrojend piimka r se s p neprotind, pak to znamené, ze
pfimka p a rovina p jsou rovnobézné. Pokud by se stalo, ze r a p splyvaji, pak to znamena, ze p
lezi cela v p. Takto jsme vycerpali vSechny mozné vzajemné polohy piimky a roviny v prostoru.
Vgechny tyto moznosti v piipadé, Ze rovina je ddna svymi stopami, najdete na obr.
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(14: 7]

Obrazek 14.9: Vzajemné polohy pfimky a roviny: riznobéZnost (pNp = R), rovnobéZnost
(g|lo), incidentnost (¢t C 7).

Prinik a vzajemna poloha dvou rovin

Specidlnim piipadem prianiku dvou rovin jsou stopy roviny, coZ jsou prusecnice s pramétnami.
Konstrukce stop roviny dané tfemi body je na obr. [I4.10] Podobné by se postupovalo v pfipadg,
Ze rovina je dana dvéma piimkami, bodem a pfimkou apod.

Obrazek 14.10: Stopy roviny p = K LM jsou urceny stopniky nékolika pifimek lezicich
v op.

Jsou-li dvé obecné roviny dény stopami, je konstrukce jejich pruniku obzvlast nazorna, viz
obr. Obecné staci sestrojit prunik néjaké piimky z jedné roviny s rovinou druhou a tuto
konstrukci zopakovat aspoit dvakrat, viz cviceni [14.3(4). ..

Generickd poloha dvou rovin je riznobéznost. Pokud jsou roviny nadhodou rovnobézné, pak
obé dvojice jejich stop musi byt taky rovnobézné. Pozor, opa¢né tvrzeni obecné neplati, viz
obr. Pro uplnost: roviny splyvaji, pravé kdyz obé dvojice jejich stop splyvaji.
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Obrazek 14.12: Vzajemné polohy dvou rovin: raznobéznost, rovnobéznost a jesté jedna
raznobéznost.

Vzajemna poloha dvou p#imek

Vgechny moZné vzajemné polohy piedstavujeme na obr. [14.13} v mimobézném piipadé naznacu-
jeme viditelnost kiizeni v kazdém prumétu. Pro uplnost: pfimky splyvaji, pravé kdyz obé dvojice
jejich sdruzenych pramétu splyvaji.

U,

dllv—)__

e

Obrézek 14.13: Vzajemné polohy dvou pi¥imek: riznobéznost, dvakriat mimobéznost a
rovnobéznost.
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Dalsi postiehy

Ptedchozi diskuzi jesté doplnime poznamkou o vzajemné poloze bodu a piimky, resp. bodu a
roviny. V obou p¥ipadech rozlisujeme pouze dvé moznosti: bod na daném objektu bud lezi nebo
nikoli. Rozpoznat vzdjemnou polohu bodu a piimky je samoziejmé trividlni; v pfipadé bodu a
roviny si musime pomoct prévé néjakou (kryci) p¥imkou, viz obr.

Obrazek 14.14: Vzajemné poloha bodu B a roviny p: [ je libovolna pifimka v p takova,
7e 11 5 By; sestrojime narys lo a udélame zavér — B € p <= Bs € [5.

7 uvedeného by mélo byt ziejmé, jak by se fesila napft. tloha sestrojit narys bodu leziciho v
dané roving, je-li dan jeho piidorys apod.

Specifické piimky [ na obr. jsou tzv. hlavni pFimky roviny p, coz jsou piimky lezici v
této roviné rovnobézné s nékterou z pruméten. To v dusledku znamend, ze hlavni piimky jsou
rovnobézné s nékterou ze stop roviny p. Pfimky lezici v p, které jsou kolmé k nékteré ze stop,
jsou tzv. spadové primky roviny p.

Pritky

Jiné typické polohové tlohy, na které bohuzel nemame moc ¢as, jsou konstrukce pficek mimobéz-
nych piimek (pficka je piimka, kterd protind dané mimobézky). Kazdé dvé mimobézky maji
nekonecné hodné pricek a tyto byvaji jednozna¢né vymezeny az néjakou dodate¢nou podminkou
jako napt. aby pficka prochazela danym bodem, aby méla dany smér, aby byla nejkratsi apod.
Pomoci piicek lze vytvaret zajimavé piimkové plochy, které se taky hojné objevuji v technické
praxi. Napft. spole¢né pricky t¥i navzijem mimobéznych pifimek tvoii plochu tzv. eliptického
hyperboloidu (chladici véze). Jiny ptiklad je na obr.

Ackoli toto téma podrobnéji nediskutujeme, mélo by byt jasné, Ze aspoin z teoretického hle-
diska je vSechno jasné. Pro predstavu rozebereme piipad konstrukce piicky k mimobézkam a,b
z né&jakého bodu K: vSechny pfimky jdouci bodem K a protinajici pfimku b tvoii rovinu, kterou
si oznac¢ime ti¥eba (; hledané pricka je pravé takova pfimka, ktera lezi v této roviné a soucasné
protina pfimku a. Proto stafi: (1) uvazit rovinu g = K + b; (2) sestrojit prunik A = a N 3; (3)
spojit body K a A; (4) komu se to zda malo, muZze jesté vyznacit prisecik s pfimkou b.

14.3 Cviceni

(1) Pro v8echny vySe uvedené sdruZené pruméty si utvoite konkrétni prostorovou pfedstavu o
skutecné poloze zobrazenych objektt vzhledem k primétnam. Tuto predstavu pak volné

nacrtnéte podobné jako na obr. nebo obr.
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Obrazek 14.15: [Mach| Krov hradni véZe ve Stramberku: krokve jsou piicky k mimobaz-
kam a a b z nékolika bodu na kruhové podezdivce k.

(2) Rovina p je dana stopami a piimka e je dana sdruZenymi praméty svych stopniki. Dokazte,
ze umite urcit prinik R = e N p ve v8emoznych specidlnich pfipadech jako napt. e L x nebo

p L x.

(3) UrcCete prusecnici dvou rovin uréenych stopami v pfipads, Ze prusecik nékteré dvojice stop

neni viitbec dostupny.

&> (4) Vzhledem k n&jaké kartézské souradné soustavé jsou dany body

A=1[-4,2,2], B=10,8,10], C =[6,4,4], K =[-4,6,8], L =10,10,0], M = [6,0,10].

Sestrojte sdruzené priméty pruseku trojuhelniki ABC a KLM.

(5) Naobr.[14.16|jsou sdruzené pruméty ngjakého télesa, stopy roviny 7 a sdruzené priméty bodu
S. Utvoite si prostorovou piedstavu o zobrazeném télese, poté sestrojte stfedovy prumét
tohoto t&lesa z bodu S do roviny 7. (Pl konstrukei nepiehlédnéte uZitetnost pomocnych

tb&znikii.)

+54

Obrézek 14.16: Sestrojte stiedovy prumét daného objektu z daného stfedu do dané

roviny.
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(6) U predchozi ulohy nahradte stfed S ngjakym smérem, uvazujte osvétleni v tomto sméru a
sestrojte stin, ktery vrhéa dané téleso do ptdorysny (pfip. samo na sebe).

14.4 Metrické ilohy
Vzdalenost dvou bodu

Pokud je pifimka urcend danymi body rovnobézné s nékterou prumétnou, pak v odpovidaji-
cim prumétu vidime vzdalenost bodi ve skutecné velikosti. Ve v8ech ostatnich pfipadech jsou
vzdalenosti zkreslené (a protoZe promitame kolmo, tak zkracené).

Jedna z moznych konstrukei skute¢né vzdalenosti dvou bodi je motivovina pravé zminénym
postiehem: pootocime tisecku uréenou témito body do polohy rovnobézné s nékterou primétnou,

viz obr. [14.17| (stejny napad jsme pouzili jiz na obr. k urceni velikosti | X H|).

Obrazek 14.17: [Me] Narysny prumét tsecky je ve skute¢né velikosti pravé tehdy, kdyz
je tato tsecka s narysnou rovnobézna — proto |AB| = |43 BY)|.

V predchozim vlastné ota¢ime rovinu uréenou body A, B a jejich pudorysy Aj, B; kolem
pfimky AA;. Jind konstrukce skutec¢né velikosti tsecky AB je na obr. v tomto piipadé
ota¢ime/sklapime stejnou rovinu kolem piimky A;B; do pudorysny. (Na tomto obrazku lezi
néhodou A v pudorysné; obecné je naznafend rovina 7 rovnobézné s pudorysnou a uvedenou
konstrukci miZeme interpretovat jako sklopeni do roviny rovnobézné s pidorysnou. . .)

Obrézek 14.18: [Me] Usecka AB je pieponou v pravothlém trojuhelniku s odvésnami
AB; a BB, jejichz velikosti vidime nezkreslené v pudoryse, resp. naryse.
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Otocdeni roviny

Rovina, kterou jsme otaceli v ptredchozich dvou konstrukcich, byla kolmé k pudorysné, tedy
ponékud specifickd. Nyni se nauc¢ime otacet obecnou rovinu do primétny (piip. do polohy rov-
nobézné s priameétnou). Nazorné zpracovani je na obr. kde je naznaceno otaceni roviny
kolem hlavni pfimky do roviny rovnobézné s pidorysnou (nenechte se plést znadenim — misto
sdruZeného pramétu jsou pouzity kéty). Podstatné je, Zze korespondence mezi pruméty boda do
této roviny a jejich otoCenymi obrazy, je stard znamé a oblibena osova afinita.

Obrézek 14.19: [Me] Otoceni roviny kolem hlavni pfimky do polohy rovnobézné s ptdo-
rysnou: vzdéalenost bodu Ay od osy je rovna velikosti pfepony v nazna¢eném pravoihlém
trojihelniku.

Osovou afinitu mezi priuméty bodu a jejich oto¢enymi obrazy docenime zejména, kdyz feS§ime
tlohu, kde vystupuje vice bodi, nebo kdyZz potiebujeme otocit rovinu zpatky do ptivodni polohy.
Konkrétni realizace jedné takové tlohy je na obr. [14.20]

Dalsi typickou tlohou, kterou je mozné fesit pomoci otaceni roviny do polohy rovnobézné s
prumétnou, je ur¢ovani odchylky dvou (raznobéznych) piimek. ..

Kolmost

Pted chvili jsme si uvédomili, Ze odchylku dvou raznobézek vidime v nékterém prumétu nezkres-
lené, pokud je rovina témito piimkami uréend rovnobézna s odpovidajici praimétnou. V piipadé,
ze piimky jsou kolmé, plati o néco obecnéjsi a celkem uZzitecné tvrzeni:

Véta. Kolmgm primétem dvou kolmich piimek jsou kolmé piFimky, pokud aspo7i jedna z téchto
primek je rovnobéznd s prﬁmétnouﬂ

Abychom se mohli svobodnéji vyjadrovat, ozna¢ime kolmice a, b a jejich kolmé pruméty aq, b;.
Budeme pfedpokladat, Ze tfeba a je rovnobézna s priumétnou, coz mj. znamena, 7e al|a;. Protoze
a L b a promitame kolmo, je pfimka a kolméa k roving uréené b, b;. Protoze al|a, je také piimka
a1 kolméa k této roviné. To znamena, Ze a; je kolma ke vSem piimkam, které v této roviné lezi,
zejména tedy k b1. O

3Ve skutetnosti to je ekvivalence, viz napi. [R]. ..
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Obrézek 14.20: |[R] Konstrukce priméti ¢tverce ABCD leziciho v roving p (rovina je
dana stopami, ¢tverec je uréen pudorysem stiedu S a vrcholu A): (1) sestrojime nérys
bodu S a oto¢ime S kolem pudorysné stopy do pudorysny (Sp); (2) pomoci osové afinity
doplnime oto¢eny bod Ap; (3) sestrojime skuteény ctverec (AgBoCoDy); (4) pomoci
osové afinity oto¢ime zpatky (A;B1C1D1); (5) doplnime nérysny prumeét.

Tento postieh mé velice uzitecny dusledek pro konstrukci kolmice k roving, resp. kolmé roviny
k piimce: kolmy prumét kolmice k roviné je kolmy (k prumeétu libovolné hlavni p¥imky, a tedy
i) ke stopé&! Jiné zduvodnéni téhoz zavéru (pomoci spadové piimky) je Citelné z obr. [14.21

Obrézek 14.21: [Me] Kolmym pramétem kolmice k roviné je pifimka kolma k jeji stopé.

Vzdalenosti a odchylky obecné

Kazdy obecnéjsi piipad urcovani vzdalenosti, resp. odchylky lze vidy néjak konstrukéné reduko-
vat na urceni vzdélenosti dvou bodt, resp. odchylky dvou pfimek. Tato redukee je navic vzdycky
pfirozena a odviji se od definice/charakterizace pojmu vzdélenosti, resp. odchylky.

Vzdélenost bodu od pfimky nebo od roviny je uréena vzdélenosti tohoto bodu od paty kol-
mice. Vzdalenost dvou pfimek je nenulova, pouze kdyz se pifimky neprotinaji, tedy kdyz jsou
rovnobézné nebo mimobézné. V prvnim piipadé staci spustit kolmici z libovolného bodu, druhy
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pripad je ponékud subtilngjsi — hledame nejkratsi pticku, coz je pravé piicka kolma. Vzdélenost
piimky od roviny, resp. vzdalenost dvou rovin je nenulové, pouze kdyz jsou tyto rovnobézné. ..

7 uvedenych piikladi bychom si zejména méli v8imnout, ze dvojice bodu, jejichz vzdale-
nost nakonec méfime, je vidy néjak charakterizovina pomoci pojmu kolmosti. Jak kolmost,
tak vzdalenost dvou bodi jsme se naudili konstrukéné zrealizovat, takze teoreticky umime urco-
vat vzdélenosti kdeceho od ledas¢eho. Praktické uplatnéni uvedenych postiehi lze vyzkouset ve
cviceni

Obrazek 14.22: Vzdalenost bodu M od roviny « je rovna vzdalenosti tohoto bodu od
paty kolmice A: vlevo je rovina « kolma k néarysné, proto v(M, ) = | M3 As|; vpravo je
obecny pripad — vzdalenost méfime po sklopeni: v(M, «) = |(M)(A)].

Podobné to je s odchylkami; nejdfiv v§ak trochu roz§ifime pojem odchylky dvou piimek. Bézné
totiz myslime (a vySe jsme se naucili méFit) odchylku dvou riznobéznych pfimek, nicméné i v
ostatnich piipadech mé pojem odchylky dobry vyznam:

e odchylka splyvajicich nebo rovnobéznych piimek je nulova;

e odchylku mimobéznych primek definujeme jako odchylku libovolnych dvou riznobézek,
z nichz jedna je rovnobézna s prvni mimobézkou a druhéa s druhou.

Nyni odchylka pfimky od roviny je rovna odchylce dané piimky od jejiho kolmého primétu
do dané roviny. Pokud je p¥imka s rovinou rovnobézna nebo je v ni obsazené, pak podle piedchozi
rozsitené definice dostaneme 0. Pokud je pfimka k roviné kolma, takze se promita do bodu, pak
samoziejmé nemuzeme nic méfit a jednoduse fekneme, ze odchylka je 90°.

Odchylka dvou rovin je rovna odchylce prusecnic téchto rovin s libovolnou rovinou, ktera je
k obéma kolméa. V piipadé, ze jsou roviny rovnobézné nebo splyvajici, dostaneme 0; v piipadé
ruznobéznych rovin je pomocnd rovina pravé rovina kolmé k jejich spoleéné p¥imce. Uvédomte
si, ze také tento ndpad umime konstrukéné zrealizovat, ackoli to predstavuje celkem hodné prace.
Technicky jednodussi je rovnou uréit odchylku normal: odchylka dvou piimek v roviné je totiz
stejné jako odchylka jakychkoli k nim kolmych pfimek (v téze roving). Odchylku dvou rovin tedy
muaZeme urcit také tak, ze (1) nejdfiv sestrojime libovolné k nim kolmé piimky a (2) rovnou
ur¢ime odchylku téchto kolmic. . .
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Obrazek 14.23: Odchylka pfimky p od roviny « je rovna odchylce piimek p a p’ (=
prusecnice « s rovinou k ni kolmou a obsahujici p).

Obrazek 14.24: Odchylka rovin «, 8 je rovna odchylce piimek a,b (= prusecnice «,
s rovinou kolmou ke spoletné piimce o N ), coZ je totéz jako odchylka normélovych
piimek ngy,ng.

14.5 Cviceni

(1) Sestrojte stopy roviny, ktera je kolma k dané pfimce a prochézi danym bodem.
(2) Urcete vzdélenost daného bodu od dané pFimky.
(3) Urcete odchylku dvou rovin danych stopami.

(4) Pro zadani ze cviceni 4) sestrojte trojuhelniky ABC a K LM vCetné jejich spoletné <&
usecky ve skutec¢nych velikostech.

(5) Naobr. jsou sdruzené pruméty néjakého télesa, stopy roviny p a sdruzené primeéty bodu
S. Utvoite si prostorovou piedstavu o zobrazeném télese, poté sestrojte stiedovy primét
tohoto télesa z bodu S do roviny pu. (Pfi konstrukei nepiehlédnéte uzitetnost pomocnych
ubéznika.)
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Obrazek 14.25: Sestrojte stiedovy prumét daného objektu z daného stfedu do dané
roviny.

(6) U predchozi tlohy nahradte stied S néjakym smérem a sestrojte rovnobézny prumét do
roviny pu.

15 Kotované promitani

Kotované promitdani je kolmé promitani na jednu prumétnu s tim, Ze vzdélenost (nékterych) boda
od prumétny je naznacena jako jejich kéta. Koty tedy nahrazuji sdruzené pruméty u Mongeova
promitani. ..

Bod v prostoru je uréen svym prumétem a kétou. Piimka je urCena kétovanymi praméty
dvou bodi, pfip. stopnikem a jednim dalsim kétovanym bodem. Rovina je uréena kétovanymi
pruméty tii bodt, pfip. stopou a jednim dals§im kétovanym bodem. ..

Obréazek 15.26: Zobrazeni bodu, pfimky a roviny, konstrukce stopniki a stop. ..

Metody teSeni zakladnich dloh v kétovaném promitani a v Mongeové promitani si jsou v
mnohém podobné, takze zminime jenom nékolik piiklada na ukazku. V kazdém ptipadé si vzdy
muZeme zvolit pomocnou (kolmou) pramétnu, podle kot sestrojit druhé priméty vybranych bodu
a fesit ulohu, jak jsme zvykli. Ne vzdy je vSak takovy postup nutny a ¢asto lze postupovat piimo,
viz napf. obr. Typicka konstrukce, kterd vypada stejné v kétovaném i Mongeové promitani,
je na obr. [[4.19] a obr. [T4.20] Dvoji feSeni jedné polohové tlohy je na obr.

Obrézek 15.27: Prinik rovin r = a N p sestrojeny pomoci (a) hlavnich p¥imek, (b) po-
mocného priumétu.

16 Axonometrie a kosotihlé promitani

Uvazme néjakou kartézskou soufadnou soustavu v prostoru s pocatkem O a osami z,y, z. Bod
v prostoru je jednoznacné urcen souradnicemi vzhledem ke zvolené soufadné soustavé a naopak.
Bod a jeho soutfadnice geometricky (tj. bez ¢iselného vyjadiovani) zadavame pomoci Mongeovych
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sdruzenych priméta do rovin z,y (pidorys) a x, z (narys). Pokud zvolime né&jakou dalsi rovinu,
kterd je v obecné poloze vzhledem k soufadnym osdm, pak rovnobézné promitani do takové
roviny je tzv. azonometrie, a tu podle sméru promiténi rozliSujeme na kolmou a sikmou.

Axonometrie je tedy obycejné rovnob&zné promitani na jednu pramétnu, nicméné z tvodu
(a nézvu) se da odtusit, ze p¥i této zobrazovaci metodé se budeme soustiedit na otazku méfeni,
zejména podél os (azones). Vzpomeiite, Ze problém méfeni ve volném rovnobé&zném promitani,
jak jsme je predstavili v ¢asti [I3] je teoreticky celkem jasny, ale prakticky ponékud otravny
(opakované pfenaseni délicich pomért). Zakladnim axonometrickym tkolem je najit né&jakou
rychlou a technicky pohodlnou korespondenci mezi Mongeovy sdruzenymi praméty bodu a jeho
axonometrickym pramétem. . .

Meznim piipadem (Sikmé) axonometrie je tzv. kosotihlé promitini, kdy promitame sikmo do
roviny z, z (Mongeova nérysna). . .

16.1 Kolma axonometrie

Kolméa axonometrie je Gplné ur¢ena rovinou axonometrické prumétny. Vzhledem k pomocnym
Mongeovym priumétndm tuto primétnu zadavame stopami nebo pomoci priseéiki se soufadnymi
osami. Trojihelnik uréeny témito priseciky je tzv. axonometrickyj trojihelnik. Kolméa axonometrie
byva zpravidla zadana pravé axonometrickym trojihelnikem.

Axonometricky trojuhelnik

Na obr. je predstaveno, jak miiZzeme sestrojit axonometricky trojihelnik a priméty sou-
fadnych os, a to vyhradné s dovednostmi, které jsme se naucili v ¢asti Podobné by se dal
sestrojit prumét jakéhokoli bodu v prostoru, viz cviceni 6). Protoze hledame né&jakou pii-
jemnéjsi cestu, v8imneme si co nejvice uziteénych véci: Primét libovolného bodu lze sestrojit
tak, Ze se nejdiiv kolmo promitne do axonometrické pramétny (prunik pfimky s rovinou) a poté
se tento prumét oto¢i napf. kolem pudorysné stopy tak, aby byl vysledek vidét nezkreslené.
Zazime-li se pouze na body v Mongeové pudorysné, dostavame korespondenci, kterd je ziejmé
afinnim zobrazenim (sloZeni dvou afinnich zobrazeni) a mé stopu p jako pfimku pevnych bodu.
To je samoziejmé naSe oblibena osova afinita, jejiZz osou je stopa p, smér je kolmy na p a ob-
raz libovolného bodu je dan obrazem pocatku O. Podobny vztah samoziejmé plati také mezi
Mongeovym a axonometrickym narysem, p¥ip. bokorysem.
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Obrazek 16.28: Kolméa axonometrie je dana stopami axonometrické pramétny; sestrojen
axonometricky trojuhelnik a pruméty osového kiize. . .

Zarezova metoda

V piipadé, Ze je kolméa axonometrie zadédna axonometrickym trojuhelnikem, pak z pfedchoziho
vime, Ze prumétem pocatku je pravé prusecik vysek tohoto trojflhelnikuE] Vztah mezi Monge-
ovym a axonometrickym pudorysem, resp. narysem je vySe popsana osova afinita, jejiz osu a
smér zname. K jejimu pfesnému vymezeni stadi sestrojit bod odpovidajici pocatku (na pomocné
Thaletové kruznici), viz obr.

Obrazek 16.29: [Me] Kolmé axonometrie je déna axonometrickym trojahelnikem; se-
strojen osovy kiiz, jednotky na osach a primét bodu A...

Na tomto obrazku si nyni muzeme v§imnout, Zze body Ai,, A1, A, leZi na jedné pFimce, ktera
je kolma na p (tj. ve sméru z,); bod Aj, je Mongeiv pudorys, A; je axonometricky pidorys a A,

4Umime zdivodnit i pfimo s odkazem na vétu na str. promitdme kolmo a osa z je kolmé k roviné z, y, tedy
i k pfimce p...
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je axonometricky prumét bodu A. Podobné je to s trojici Ag,, Ao, A,- .. Odtud plyne slibované
bleskurychla konstrukce axonometrického primétu libovolného bodu A:

(1) umistime Mongetv ptdorys, resp. narys bodu A vzhledem k otofenym osdm x,,y,, resp.
Loy 2o,

(2) vedeme kolmice z téchto bodi k odpovidajicim stopdm axonometrického trojthelniku (tj. ve
sméru axonometrickych prumétia piislugnych os),

(3) axonometricky primét bodu A je prusefikem téchto kolmic.

Uvédomte si, ze pfi této konstrukei je celkem jedno, na kterou stranu ota¢ime pomocné primétny.
Stejné tak si mizeme pomocné Mongeovy praméty posunout v uvedeném sméru libovolné daleko,
aby se nam nepiekryvaly pomocné a vysledné ¢ary. Tomuto zpisobu konstrukce axonometrického
prumétu se ¥ika zdrezovd metoda; typické uziti pro konkrétni strojni soucistku najdete v piiloze
na str.

Poznamky

Dosud jsme diskutovali nékolik moznosti konstrukce axonometrického primétu bodu daného
Mongeovymi sdruzenymi pruméty, resp. soufadnicemi. Uvédomte si, Ze tento proces je vzdy
¢itelny v obou smérech: poloha kazdého bodu v prostoru je dana jeho axonometrickym primétem
spolu s jeho axonometrickym ptdorysem; odtud lze vzdy doplnit axonometricky nérys, prip.
bokorys bodu; pomoci vySe popsané korespondence (osova afinita, viz obr. umime sestrojit
Mongeuv pudorys, narys, p¥ip. bokorys tohoto bodu, tj. jeho soufadnice.

Hlavni vyhodou feSeni tloh v kolmé axonometrii je, Ze pracujeme s hodné nazornymi obrazky
(aspon pro mald méfitka) a soucasné jsme schopni velice hospodarné realizovat celkem jakékoli
méfeni. VSechny zakladni dlohy, které jsme zminovali v ¢asti je nyni mozné prevypravét v
této zobrazovaci metodé. My jsme si slibovali, ze to délat nebudeme, ale na ukizku uvadime
aspoii zakladni polohovou tlohu, viz obr. [I6.30} az na znaceni a vzajemnou polohu zadéavajicich
objektt se jedna pravé o tlohu Fesenou na obr. [[4.8] resp. obr. [[3.3] ..

Obrazek 16.30: [Me] Prunik pfimky k a roviny p = ABC: (1) [ je kryci pfimka pro smér
kolmy k pudorysné (I = ki1); (2) jeji axonometricky pramét je ur¢en body L, L’; (3)
bod R = kN1 je pravé hledanym pranikem £ N p.
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16.2 Sikméa axonometrie

Rozdil mezi kolmou a §ikmou axonometrii je jenom ve sméru promitani vzhledem k axonometrické
prumétné. Nebudeme tedy opakovat vSechno, co jsme fikali v pfedchozich odstavcich, uvedeme
jenom nékolik poznamek.

Sikm4 axonometrie je zcela uréena axonometrickym trojihelnikem a obrazem pocatku. Kore-
spondence mezi axonometrickym ptudorysem a oto¢enym (Mongeovym) pudorysem je opét osova
afinita, jejiz osou je pudorysna stopa p, akorat smér této afinity neni nutné kolmy k p. Podobné je
to s narysy a bokorysy. Odtud lze rovnéz odvodit zdFezovou metodu konstrukce axonometrického
prumétu z Mongeovych (vhodné umisténych) sdruzenych praméta. . .

Pro rychlé a nazorné zobrazeni néjakého objektu daného svymi sdruzenymi praméty se uziva
préaveé tohoto postupu s tim, Ze Mongeovy priuméty umistujeme do nakresny uplné libovolné podle
vlastniho uvizeni. V tomto p¥ipadé nejsou prumeétna ani smér promitani predem specifikoviny,
jedna se tedy o jakési volné rovnobézné promitani, ovSem zadané ponékud neobvyklym zpisobem.
Piiklad takové konstrukce je na obr.

Obrézek 16.31: [Me] Volny rovnobézny pramét néjaké soucastky pomoci zafezové me-
tody. ..

7 uvedeného je patrné, ze tato metoda je vhodné zejména pro zobrazovani hranatych téles;
o zobrazovani oblych téles se zminime zahy, viz odst.

16.3 Kosotihlé promitani

Specidlnim, resp. meznim piipadem Sikmé axonometrie je tzv. kosothlé promitind, kdy hlavni
pramétna splyva s Mongeovou narysnou. To znamend, ze osy x a z v priimétu osového kiize sviraji
pravy thel. Kosotuhlé promitani je zcela uréeno smérem promitani, ktery vsak tentokrat (na rozdil
od obecné axonometrie) neni zadan obrazem poc¢atku, protoZe ten lezi pfimo v pramétné.

Na obr. je naznacena konstrukce kosothlého primétu obecného bodu v prostoru pro za-
dany smér promitani. Primétem je pravé narysny stopnik piimky uréené timto bodem a smérem
promiténi, coz je néco, co bezpeéné umime z difvéjska. Stejné jako v piipadé obecné axonometrie
si vSimneme nékolika uzite¢nosti: Zizime-li naSe promitani pouze na body v piidorysné, pozo-
rujeme opét afinitu, jez ma osu z jako pfimku pevnych bodi. Korespondence mezi Mongeovym
a kosothlym pudorysem je tedy osova afinita, jeZ je zcela urcena osou z a libovolnou dvojici
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odpovidajicich si bodi (A; a A¥). Podobny vztah plati také mezi Mongeovym a kosothlym
bokorysem; vztah mezi Mongeovym a kosoihlym narysem je samoziejmé identita.
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Obrazek 16.32: Kosouhlé promitani je dano smérem s; sestrojen kosothly prumét a
kosothly pudorys bodu A jakoZto stopniky promitacich paprski. . .

Na obr. je zobrazen primét osového kiize s jednotkami na osach, coz jednozna¢né uréuje
néjaké rovnobézné promitani. Protoze pruméty os x a z jsou kolmé a jednotky na téchto oséch
jsou stejné, je timto zpusobem zadano pravé kosouhlé promitani. Kosotuhly pudorys bodu A je
sestrojen pomoci vySe popsané osové afinity, kosotihly priumét je doplnén z narysu. ..

Obrazek 16.33: Kosouhlé promiténi je dino obrazem bodu Y na ose y; sestrojen kosothly
primét bodu A pomoci osové afinity mezi Mongeovymi a kosouhlymi pudorysy. . .

Komplexnéjsi tilohy feSené v kosoihlém promitani najdete ve cvicenich nebo v ¢asti ..

16.4 Cviceni

(1) Pro zadani ze cviceni 4) sestrojte axonometricky a kosothly pramét priseku trojuhel- <&
nika ABC a KLM.

(2) Pro zadani jako na obrazku obr. sestrojte axonometricky a kosouhly pramét (a) stop
roviny p = KLM, (b) pfimky p = PQ a kryci pfimky r, (¢) priseéiku R =pn p.
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(3) Pro zadani ze cviceni [14.5(6) urcete axonometricky trojihelnik a sestrojte prumét daného
télesa pomoci zafezové metody.

17 Perspektiva

Perspektivou (bez privlastki) myslime obycejné stiedové promitani na jednu pramétnu, coz je
zpusob zobrazovani, které je vlastni napf. obycejnému fotoaparatu. Z predchoziho vime, Ze pii
obecném stfedovém promitani se vlastni body mohou zobrazovat do nevlastnich a naopak, coz ma
za nasledek, Zze nékteré objekty se docela kruté deformuji; napf. stfedovym prumétem kruznice
muZe byt klidné hyperbola (coz p¥i rovnobézném promitani samoziejmé neni mozné). Pokud
chceme zobrazovat realitu co nejblize naSemu vniméani, uvazuji se jist4 omezeni: pfedpoklada
se dostatecnd vzdélenost stiedu promitani od primétny a zobrazuji se jenom objekty uvnit¥
zorného kuzele, jehoz vrcholovy thel je zhruba 40-50°. V takovém piipadé se mluvi o linedrni
perspektivé. . .

Privlastkem linearni se ¢asto jenom zduraziuje, Ze se promita do roviny a ne tieba na valcovou
plochu. Linearni perspektiva je tedy specifické projektivni zobrazeni prostoru do roviny; néco
malo si dofekneme v dal$im odstavci. Nelinedrnim perspektivam vénujeme par pozndmek v odst.

173l

17.1 Linearni perspektiva

Linearni perspektiva muZze byt zadana wvolné, tj. pruimétem dostate¢né hodné boda/abézniku.
V odst. [I3.3] jsme diskutovali, jak v takovém pripadé sestrojit obraz libovolného dalsiho bodu
v prostoru. Konstrukéné to znamenalo hlavné opakované (a nezajimavé) piendSeni dvojpoméru.
Perspektiva muze byt taky dana wvdzané, tj. explicitni polohou priumétny a stfedu promitani
vzhledem k soufadnym osam, resp. Mongeovym pomocnym prumétndm. V takovém piipadé
vime, jak postupovat ze cvi(:eni5) a5). Konstrukéné to znamené opakované sestrojovani
pruniki promitacich paprskii s rovinou prumétny, pfip. jesté dodateéné otoceni primétny tak,
aby byl vysledek vidét nezkreslené.

Stejné jako pro jakoukoli jinou zobrazovaci metodu je i v pfipadé perspektivy vyvinuto né-
kolik postupii, které maji zjednodusovat praci. Pti t&chto postupech se velice ¢asto uziva osové
kolineace, coz by nemélo nikoho piekvapovat (meznim piipadem osové kolineace je osova afinita,
a tu jsme nékolikrat zaznamenali v pfedchozim povidani o axonometrii a kosothlém promitani).
Zajemce o podrobnosti odkazujeme na [KKK| [Mel, [U] a dalsi klasickou literaturu. ..
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Obrazek 17.34: [Me] Perspektivni prumét néjaké budovy.. .

Na, obr. je primét né&jaké haly ve vazané perspektivé. Zde je patrno nékolik technickych
detaila, které rychle okomentujeme: V levé horni ¢asti obrazku se nejdfiv hleda vhodné poloha
stfedu promitani tak, aby se cely objekt vlezl do zorného kuzele. Primétna je zvolena kolmo
k pudorysné, vzdalenost od stfedu je celkem libovolna. Na obrazku je dale patrna konstrukce
prumétu bodu A — horizontalni vzdalenosti méfime v pudoryse od referen¢niho bodu H, verti-
kalni méfime v naryse od horizontu h. Vysledny prumét je vzhledem k Mongeovym pomocnym
prumétum dvakrat zvétSsen — Ubéznik pro sméry kolmé k narysné by se nevlezl do nékresny,
proto je uZito stejnolehlosti (se stiedem v bodé H a koeficientem 2).

17.2 Stereoskopie a anaglyfy

Stereoskopie je zobrazovaci metoda, kterou se snazime vzbudit iluzi trojrozmérnosti nad dvojroz-
mérnou predlohou tim, Ze kazdému oku dodavame jiny primét téhoz objektu. Toho lze dosdhnout
tak, Ze se zobrazovany objekt perspektivné promitne, a to ze dvou stfedu, které jsou od sebe
vzdaleny stejné jako zornicky lidskych odi. . .

Jednou ze stereoskopickych technik jsou tzv. anaglyfy: dva perspektivni priméty jsou zob-
razeny v téze primétné riznymi barvami, které jsou pak odstinény dvojbarevnymi brylemi, viz

obr.
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Obrazek 17.35: [P] Dvanactistén (s vepsanou krychli) jako anaglyf: Gerveny prumét je
urcen levému oku, azurovy pravému, tzn. bryle nasazujeme Cervenym sklem na pravé
oko a azurovym na levé.

17.3 Nelinearni perspektiva

Typickym piikladem nelinedrni perspektivy je vdlcovd neb cylindrickd perspektiva, kdy se prostor
promita z daného stfedu na valcovou plochu (jejiz osa zpravidla prochézi stfedem promitani).
Takové zobrazeni se uziva pfi panoramatickém fotografovani, viz obr. na str. To ze promitame
na jinou plochu nez rovinu mé za nasledek, Ze piimky se obecné nemusi zobrazovat na primky
(coZ znamend takové zobrazeni rozhodné neni projektivni).

Obrézek 17.36: [DV] Urcujici prvky valcové perspektivy. ..

Na obr. jsou naznaceny urcujici prvky valcové perspektivy — primét libovolného bodu
v prostoru je tak urcen stfedovym prumétem ze stfedu S na valcovou plochu ¢ a naslednym
rozvinutim této plochy do roviny 7. Uvédomte si, Ze sestrojit obraz obecného bodu nelze realizovat
eukleidovskym pravitkem a kruzitkem, viz problém rektifikace kruznice v odst. -

Jinym ptikladem nelinedrni perspektivy je geometrie objektivu zvaného rybi oko, jiz je mozno
interpretovat jako slozeni stfedového promiténi na kulovou plochu a jesté jednoho promitani z
této plochy do roviny (kulovou plochu neni moZné rozvinout, proto se musi promitat). . .
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18 Cyklografie

Cyklografie je trochu exotickéi zobrazovaci metoda, kterd vSak mé zajimavé aplikace. Cyklografie
mé nejbliz ke kdtovanému promitani — bod A v prostoru je zastoupen svym kolmym pramétem
Ay, akorat misto koty (z4) kreslime cyklus se stfedem v Aq, s polomérem |z4] a s orientaci odpo-
vidajici znaménku z4. Naopak, kazdy cyklus v primétné urcuje jednozna¢né bod v prostoru. ..

Z uvedeného se da tusit, ze zmihované aplikace se budou tykat pravé aloh s cykly /kruZnicemi.
Typickym piikladem muzou byt vySe diskutované Apolléniovy ulohy, jejichz cyklograficka inter-
pretace vede sice k prostorovym, ale celkem jednoduchym konstrukcim jako napf. uréeni praniku
pfimky s rovinou nebo kuZelem! Toto je zrovna misto, kde lze ledacos zajimavého doplnit; vhod-
nymi odkazy jsou napf. [Sei|, pfip. [Br]......

Pomoci cyklografie se taky celkem hezky interpretuji nékterd geometrickd zobrazeni, jako
napi. trochu problematicka dilatace, viz obr. [I8:37]

Obrazek 18.37: [Br] Cyklograficka interpretace dilatace dotykajicich se cykli. ..

19 Typické alohy

Chceme-li sestrojit nazorny obrazek néjakého télesa, mame nékolik moznosti: bud sestrojujeme
volny nebo vazany pramét, pficemz u vazaného zobrazovani jsme se jesté naucili nékolik tech-
nicky vyhodnych zkratek. .. Nejdfiv zminime nékolik obzvlast krasnych, totiz Platonskych téles
a pridame par dalsich typickych pfikladi, které se davaji napt. do pisemek.

Pokud jsme se v tomto kurzu nééemu naucili, mélo by ndm byt hned jasné, co je na obr.
Spatné a pro¢. Navic bychom méli umét pripadné chyby napravit, a to s pravitkem a kruzitkem. . .

19.1 Zobrazeni Platonskych téles

Na obr. je volny rovnobézny prumét pravidelného ¢tyfsténu a osmisténu. V prvnim pfipadé
neni co fesit, protoze rovnobézny primét je uréen obrazy ¢tyf vrcholu a ¢tyf'stén jich ani vic nema.
Tyto pruméty vrchold mohou byt zvoleny celkem libovolné (véta [13| na str. |65| nam akorat Fika,
Ze splyvat mohou nejvySe dva z nich). S pravidelny osmistén ma Sest vrcholi jsou-li dany
pruméty ¢tyt v obecné poloze, zbylé dva se snadno doplni pomoci rovnobézniki. O prumétech
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Obrazek 19.38: [I] Predpokladejme, ze vSechna télesa v kazdé skupiné maji podstavy v
jedné roviné. Pak v jednom z obrazku je evidentné néco Spatné!

pravidelného Sestisténu (krychle) jsme se bavili tolikrat, Ze jej tady klidné pfesko¢ime. Volny
prumét dvacetisténu, resp. dvanactisténu spolu s jistym rozborem a navodem méame v odst.

bI4 ..

Obrazek 19.39: [U] Volny rovnob&zny priumét pravidelného ¢tyi- a osmisténu.

Pti konstrukecich vazanych praméti zac¢indme s Mongeovymi sdruzenymi praméty, k jejichz
sestrojeni pouzivame pravé poznatkil z Jeding dveé konstrukéné netrivialni Platénska télesa
zobrazena ve velmi specidlnich polohach viiéi primétnam jsou na obr.[19.40} .. Odtud lze celkem
rychle sestrojit libovolny axonometricky ¢i kosotuhly primét tak, jak jsme se naucili v ¢asti [I6]
Pi#ipadny perspektivni primét by se délal podle navodu na obr.

Alternativni konstrukce kolmého axonometrického pramétu pravidelného dvanactisténu je na
obr. Zde je zobrazen axonometricky primét krychle, do niZ je vepisovin dvanactistén. Pii
této konstrukei se nejdfiv zdivodni, ze kdyz rozdélime stranu opsané krychle zlatym fezem, tak
delsi dil odpovida strané vepsané krychle (tj. ahlop¥icce pétiahelniku) a kratsi dil odpovida strané
dvanactisténu (tj. strané pétithelniku). Takto se celkem volné (pfendSenim délicich poméri)
sestroji 12 vrchola ve sténach opsané krychle. Zbylych 8 vrcholi tvofi pravé vrcholy vepsané
krychle a tady se vyuZije stejnolehlosti obou krychli. . .
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Obrézek 19.40: [KV] Mongeovy sdruzené pruméty pravidelného dvanécti- a dvacetisténu.

19.2 Zobrazeni oblych téles

Oblymi télesy tady myslime jenom kuzele, vélce a koule. P¥i sestrojovani jejich pruméta potie-
bujeme umét z danych podminek sestrojit vzdy primét néjaké kruznice, ptip. nékolika kruznic;
u kuzelu a valcu jesté obrysové piimky. Pii kazdém rovnobézném a vhodné zvoleném stfedovém
promitani je priumétem kruznice elipsa a tato je pro nas dokonale uréena svymi hlavnimi priméry.
Obrysové piimky kuzeli a vélci jsou pak teénami k elipsam, jeZ jsou pruméty podstav. Obg tyto
ilohy jsou fesitelné eukleidovskym pravitkem a kruzitkem, a to hned nékolikerym zpisobem, viz
odst. a[l1.1} V nasich ulohach prichazi elipsa vzdycky jako obraz kruznice vzhledem k néjaké
osové afinité (kolineaci), kterou s oblibou radi uzivaime a preferujeme. . .

Na obr. [19.42] je primét kuzele a koule v kosotthlém promitani, av§ak bez pomocnych kon-
strukci.
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Obrazek 19.42: [U] Kosouhly pramét rotacniho kuzele a koule. . .

Uvédomte si, Ze sestrojit kolmy axonometricky pramét kuzele, resp. vélce (s podstavou napf. v
pudorysné) je mnohem jednodussi, protoZze nemusime sestrojovat sméry hlavnich prameéra (stacéi
pouze urcit zkraceni na vedlejsi ose). S kouli je to samoziejmeé jesté lepsi. ..

19.3 Dalsi

Je dan rota¢ni kuzel s podstavou v plidorysné a smér osvétleni. Mame sestrojit kosotuhly primét
kuzele spolu s vlastnim stinem na kuzeli a stiny vrzenymi do prvni i druhé pramétny.
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Obrazek 19.43: [KV] Osvétleni kuzele a piimky. ..
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KAPITOLA V

Dodatky

20 K eukleidovskym konstrukcim

20.1 Sestrojitelné veli¢iny

Uvazme danou udsecku jako jednotku; ptame se, jaké vSechny veli¢iny lze odtud sestrojit eu-
kleidovskym pravitkem a kruzitkem. Dfive jsme se naudili, jak sestrojit jakoukoli racionalni
veli¢inu, obecnéji soudin/podil jakychkoli jiz sestrojenych veli¢in (pomoci podobnosti trojuhel-
nika). Dale umime druhou odmocninu z jakékoli sestrojené veli¢iny (pomoci Eukleidovych vét
o vySce/odvésng, piip. Pythagorovy véty). Soucet/rozdil je samoziejmé trivialni.

Opakovanim uvedenych napadi vidime, 7e mezi sestrojitelné veli¢iny patii napi. 34 — 2v/17,

\/34 — 217, \/ 122 nebo taky

34+2v17

1
“A/34—2V1T—2¢/34 -2 17—4\/17 3V1IT + 1/ 170 — 2617 — 41/34 + 2V/17.
4\/ V17 V17 +3V17 + V17 +2V17

Ackoli je sestrojitelnych veli¢in skute¢n& mnoho, jedné se pordd o hodné specifickd algebraicka
¢isla. Ve skutecnosti plati, ze nic ,typové jiného* sestrojit nelze, coz se zhruba zdivodni takto:

Jakykoli eukleidovsky sestrojitelny bod v roviné vznika jako prinik dvou piimek, prinik
pfimky s kruznici nebo prinik dvou kruznic. Algebraické interpretace kazdé takové konstrukce
vede k feSeni soustavy dvou linedrnich rovnic, jedné linedrni a jedné kvadratické rovnice nebo
dvou kvadratickych rovnic, jejichz koeficienty jsou dosud sestrojend ¢isla. Odtud miZzeme tusit,
Ze postupné lze sestrojovat pouze ¢isla, kterd obsahuji toliko iterované druhé odmocniny, jejich
soucty, rozdily, nasobky a podily, jak je naznac¢eno vySe. Drtiva vétSina redlnych ¢isel eukleidovsky
sestrojit nelze.

Presnéjsi formulace 1ze najit v [Hal, [L], [Mar,] a jinde. ..

20.2 Slavné problémy starovéku

Existuje nékolik skute¢né slavnych a dlouhou dobu otevienych problému, jez byly formulovany jiz
ve starovéku. Nékolik tloh, které se tykaji eukleidovské sestrojitelnosti, zminime nize. Zduvodnéni

95
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jejich Fesitelnosti/nefesitelnosti je zaloZeno na algebraickém popisu naznaceném v Detaily
samoziejmé ignorujeme, viz diive doporucené zdroje.

Zdvojeni krychle

Ukolem je sestrojit krychli, jejiz objem je dvojnasobkem objemu dané krychle. Je-li velikost hrany
dané krychle a, pak hledané krychle ma mit hranu délky = = 3/2a. Tieti odmocnina ze 2 je sice
algebraické ¢islo, ale nikoli vyse uvedeného tvaru. Tato tloha neni eukleidovsky feSitelné.

Rektifikace kruZznice

Ukolem je sestrojit tsecku, jejiz délka je rovna velikosti obvodu dané kruznice. Je-li polomér dané
kruznice r, pak hledana usecka ma mit velikost x = 27r. Od roku 1882 vime, Ze ¢islo 7 neni
algebraické, tudiz neni sestrojitelné. Tato tiloha neni eukleidovsky feSitelna.

Kvadratura kruhu

Ukolem je sestrojit ¢tverec, jehoz obsah je roven obsahu daného kruhu. Je-li polomér daného
kruhu r, pak hledany ¢tverec ma mit hranu dlouhou x = /7. Ze stejného divodu jako u rekti-
fikace kruznice, neni tato tloha eukleidovsky reSitelna.

Odedavnzﬂ bylo dobie zndmo, Ze fesitelnost téchto dvou problému je ekvivalentni a odedavna
se lidé domnivali, Ze se jedna o nefeSitelnou dlohu. Nicméné odedavna bylo také znamo nékolik
prikladu kvadratury kifivocarych utvara, viz Hippokratovy pilmésice a Archimédova kvadratura
paraboly. ..

Obrazek 20.1: [A] Z Pythagorovy véty a véty o obsahu kruhu plyne, 7e Hippokratovy
pulmésice maji stejny obsah jako trojihelnik.

Trisekce thlu

Ukolem je roztietit dany thel na tii shodné uhly. Na rozdil od pfedchozich problémii je tato
tiloha zaludna v tom, 7e nékteré thly sestrojit 1ze a nékteré nikoli. Regeni je opét ryze algebraické
a zajimavé a redukuje se na analyzu kofent polynomu tietiho stupné nad vhodnymi algebraickymi
rozsifenimi télesa racionalnich éisel.

Do seznamu sestrojitelnych thli samoziejmé patii 90°, 60°, jejich poloviny, ¢tvrtiny, osminy,
ale taky libovolné celé nasobky. Kromé toho z Odstavce [5.9] umime sestrojit tthel 72° apod. Na

17 tvrzeni XI1.2 v [E] plyne, Ze pro libovolny kruh je pomér jeho obsahu a &tverce jeho poloméru stale stejny.
Archimédés dokézal, Ze obsah kruhu je roven obsahu pravothlého trojihelniku, jehoZ jedna strana odpovida
poloméru a druh4 obvodu dané kruznice. Pokud konstantu S : 2 oznaéime m, pak pro obvod plati o = 27r.
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Obrazek 20.2: [HTD] Obsah parabolické usece je roven % obsahu trojuhelniku PQq (coz

jsou 2 obsahu opsaného rovnobézniku).

druhé strané, mezi thly, které eukleidovsky sestrojit nelze patii napf. nevinné vyhlizejici 20°
a spousta (opét drtiva vétsina) dalsich.

Konstrukce pravidelného n-uhelniku

Ukolem je sestrojit pravidelny n-thelnik, coz evidentné tizce souvisi s pfedchozim problémem,
akorat jsme podstatné redukovali mnozinu thla do diskuze. V Zakladech najdeme konstrukce
pron = 3,4,5 a 15. Pro kazdy sestrojitelny pravidelny k-thelnik, neni problém sestrojit taky
pravidelny 2k-tthelnik. Tzn. Gloha je FeSitelna také pro n = 6,8,10,12, 16,20 a dalsi.

30. biezna 1796 C.F. Gauss sestrojil pravidelny 17-uhelnik a posléze dokazal jednu implikaci
v nésledujici vété. Druhy smér o nékolik desitek let pozdéji dokazal P.L. Wantzel stejné jako par
dalgich vy8e zminhovanych vysledki.

Véta (Gaussova—Wantzelova). Pravidelny n-ihelnik lze sestrojit eukleidovskgm pravitkem a kru-
Zitkem pravé tehdy, kdyZ n je soucdinem libovolné mocniny 2 a navzdjem rizniych Fermatovijch
prvocisel.

Fermatovo prvocislo je prvocislo tvaru Fj, = 22" 1 1. K dne$nimu dn je zndmo pouze pét
Fermatovych prvocisel: Fy = 3, F; = 5, Fy, = 17, F5 = 257 a F, = 65537. Tato tloha tedy neni
fesitelna pro n = 7,9,11,13,14,18,19,21,... Pro dalsi ¢teni doporuc¢ujeme napi. velmi dobie
srozumitelnou 13. kapitolu v [Al.

20.3 Mascheroniovské a steinerovské konstrukce

Mascheroniovské konstrukce jsou konstrukce, pii kterych se pouziva pouze kruzitko. Steinerov-
ské konstrukce jsou konstrukce, pii kterych se pouziva pouze pravitko a jedna pomocnd piedem
narysovand kruznice. Plati, ze veli¢ina je sestrojitelnd eukleidovsky, pravé kdyz je sestrojitelna
mascheroniovsky, pravé kdyz je sestrojitelna steinerovsky. Toto tvrzeni se zduvodnuje v podob-
ném duchu, jak jsme naznacili v viz [Mars].

To v disledku znamenad, Ze jakoukoli eukleidovskou konstrukei musi jit realizovat maschero-
niovsky, piip. steinerovsky. Nalezeni takové konstrukce muize byt samoziejmé ponékud kompli-
kovangjsi, nez zdivodnit, Ze to je mozné. Dva priklady na ukazku jsou na obr. [20.4]

230. kvétna 2013
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Obrazek 20.3: [Ha] Konstrukce pravidelného 17-tighelniku.
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Obrazek 20.4: [Ha|] Mascheroniovskd a steinerovskd komstrukce inverzniho bodu A’
k bodu A p¥i kruhové inverzi se stfedem v O...

20.4 Konstrukce s oznac¢enym pravitkem

Konstrukce s oznacenym pravitkem jsou konstrukce, pii kterych se pouziva jak kruzitko, tak
pravitko, a navic je dovoleno délat na pravitku znacky, které se déle pouzivaji. Takovému nastroji
se také 1ika neusis.

Timto zpisobem lze velmi rychle sestrojit pravidelny pétithelnik, viz obr. (srovnejte
s konstrukcemi v . Neusis se také pouZiva pfi tzv. prouzkové konstrukei bodu elipsy (zadané
hlavnimi praméry). .

Zajimavéjsi je, ze s oznacenym pravitkem lze fesit mnohé eukleidovsky nefeSitelné problémy
jako napf. trisekci libovolného thlu! Na obr. najdete Archimédovo feSeni tohoto problému,
jehoz zduvodnéni je velmi prosté. . .

Uplnou charakterizaci veli¢in, které lze s kruzitkem a oznacenym pravitkem sestrojit, lze najit

v [Hal nebo [Mars]. ..

21 K tdloham Apolléniovym

Prvni sezndmeni s Apolloniovymi tlohami je v ¢asti[6] Od samého zacatku jsme si viimali, ze
vhodné geometrické transformace pomahaji p¥i feSeni tlohy. Ve cvifeni [9.7] jsme si uvédomili,
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Obrazek 20.5: [A] Konstrukce pravidelného pétithelniku s kruzitkem a oznacenym pra-
vitkem.

A Mo 8

Obrazek 20.6: JA] Trisekce uhlu s ozna¢enym pravitkem: o = ZBMC je libovolny thel;
sestrojime lib. kruznici se stfedem v M pfilozime neusis s vyznacenymi body D a FE
tak, ze DE = AM... Potom plati, ze 8 = %a.

7e pomoci dilatace a kruhové inverze lze jakoukoli Apolléniovu tlohu redukovat na podstatné
jednodussi problém z pomérné kratkého seznamu. Tady doplnime jesté nékolik postiehi a alter-
nativ.

21.1 Reseni Gergonnovo

Toto teSeni je pomérné elementarni, ¢imz myslime, Ze pfi konstrukci se nepracuje s zadnou
transformaci, viz obr. Zduvodnéni konstrukce plyne z nésledujiciho rozboru:

(a) spojnice (I;) dvojic dotykovych bodt na kazdém cyklu prochazi spole¢nym bodem (P), jeZ
je potencénim stifedem danych t¥i kruznic,

(b) poly (L;) téchto spojnic (= pruseciky tecen z dotykovych bodi) lezi na jedné pfimce (ch),
jez je pravé chodralou dvou kruznic feSeni,

(c) tato pfimka je pravé osou podobnosti tii danych cykla (= spojnice tii stfedu stejnolehlosti),
(d) protoze L; € ch a L; je pol I;, musi pol ch lezet na [;.
Zdavodnéni tvrzeni, jeZ nejsou jasnd, lze najit napi. v [Ho]. Princip zmifiovany v (d) je znam

jako tzv. polarni reciprocita.

21.2 ReSeni pomoci geometrickych mist

Tato metoda je zalozena na jednoduchém pozorovani, ze stifedy cykli, které se dotykaji dvou
danych cykla tvori vidy néjakou kuzelosecku (k) — pro cykly a,b se stfedy A, B a poloméry
Tq,Tp plati:
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Obrézek 21.7: Gergonnovo FeSeni obecné Apolloniovy tlohy: (1) chap, Chpe, Chac
jsou chordaly tii dvojic danych kruZnic, jez prochézi jejich potenénim stfedem P;
(2) Oap, Ope, Oqe jsou stiedy stejnolehlosti tii dvojic danych cykli, jez leZi na jejich
ose podobnosti; (3) P,, Py, P. jsou poly této pfimky vzhledem k danym kruZnicim;
(4) dotykové body jsou na spojnicich PP,, PP,, PP..

o je-li |r, —rp| > |AB|, pak k je elipsa s ohnisky A, B a délkou hlavni osy |rq — 1),

e je-li |ro — rp| < |AB|, pak k je hyperbola s ohnisky A, B a délkow hlavni osy |rq — rp).

V uvedeném popisu uvazujeme 7,7, jako orientované polomeéry, tzn. znaménko r, odpovida ori-
entaci cyklu a. Ve speciédlnich, resp. meznich piipadech je kuZelosecka k kruznice nebo pfimka. . .

Pro tfi dané cykly jsou stiedy hledanych dotykajicich se cykli spoleénymi body néjakych t¥i
kuzelosefek — sestrojit takové body zpravidla neumime eukleidovsky.

Obrazek 21.8: Stiedy cykla, které se dotykaji dvou danych cykla, tvoii kuzelosecku
(ktera se neméni pii dilatacich).
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21.3 ReSeni pomoci vhodnych transformaci

Toto je metoda, kterou jsme protézovali predevsim. Nebudeme se znovu opakovat, pouze pro
porovnani prikladame miniserial demonstrujici typickou redukci slozitosti pomoci dilatace a kru-
hové inverze, viz obr. 21.9]

Obrazek 21.9: Reseni obecné Apolloniovy tlohy pomoci dilatace a kruhové inverze:
(1) zadani; (2) dilatace; (3) kruhova inverze; (4) spoletné te¢ny ke dvéma cyklum (!);
(5) kruhova inverze; (6) dilatace.

21.4 ReSeni pomoci cyklografie
(Pfekvapeni. . .)

22 K neeukleidovskym geometriim
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~ Appendix:
~ Brief Euclid

For reference we include abbreviated statements of the most frequently quoted
results from Euclid's Elements.

Book 1. Definitions

1.
2.
4,
8.
10.
15.
20.
23.

A point is that which has no part.

A line is length without breadth.

A straight line lies evenly with its points.

A plane angle is the inclination of two lines.

When the two adjacent angles are equal it is a right angle.

A circle is a line all of whose points are equidistant from one point.

A triangle with two equal sides is isosceles.

Parallel straight lines are lines in the same plane that do not meet, no mat-
ter how far extended in either direction.

Postulates

1.

@k Lo

To draw a line through two points.

To extend a given line.

To draw a circle with given center through a given point.

All right angles are equal.

If'a line crossing two other lines makes the interior angles on the same side
less than two right angles, then these two lines will meet on that side when
extended far enough.

Common Notions

1.
2,

Things equal to the same thing are equal.
Equals added to equals are equal.

481
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3.
4.
5.

Appendix: Brief Euclid

Equals subtracted from equals are equal.
Things which coincide are equal.
The whole is greater than the part.

Propositions

1.

Sl o

No

10.
11.
12.
13.
15.
16.

17.
18.

19.

20.
22,

23.
24.

25.
26.

27.
28.

29.
30.
31.
32.

To construct an equilateral triangle on a given segment.

To draw a segment equal to a given segment at a given point.

To cut off a smaller segment from a larger segment.

Side-angle-side (SAS) congruence for triangles.

The base angles of an isosceles triangle are equal.

If the base angles are equal, the triangle is isosceles.

It is not possible to put two triangles with equal sides on the same side of a
segment.

Side-side-side (SSS) congruence for triangles.

. To bisect an angle.

To bisect a segment.

To construct a perpendicular to a line at a given point on the line.

To drop a perpendicular from a point to a line not containing the point.

A line standing on another line makes angles equal to two right angles.
Vertical angles are equal.

The exterior angle of a triangle is greater than either opposite interior
angle.

Any two angles of a triangle are less than two right angles.

It one side of a triangle is greater than another, then the angle opposite it is
greater than the other.

If one angle of a triangle is greater than another, then the side opposite it is
egreater than the other.

Any two sides of any triangle are greater than the third.

To construct a triangle, given three sides, provided any two are greater
than the third.

To reproduce a given angle at a given point and side.

Two sides equal but included angle greater of two triangles implies base
greater.

Two sides equal and greater base implies greater angle.

Angle-side-angle (ASA) and angle-angle-side (AAS) congruence for
triangles.

Alternate interior angles equal implies parallel lines.

Exterior angle equal to opposite interior, or two interior angles equal to two
right angles, implies parallel lines.

A line crossing two parallel lines makes alternate interior angles equal.
Lines parallel to the same line are parallel.

To draw a line parallel to a given line through a given point.

Sum of angles of a triangle is two right angles, and exterior angle equals the
sum of opposite interior angles.
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33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42,
43.

44,
45.
46.
47.

48.

Lines joining endpoints of equal parallel lines are equal and parallel.

The opposite sides and angles of a parallelogram are equal.

Parallelograms on the same base and in the same parallels are equal.
Parallelograms on equal bases in the same parallels are equal.

Triangles on the same base in the same parallels are equal.

Triangles on equal bases in the same parallels are equal.

Equal triangles on the same base on the same side are in the same parallels.
Equal triangles on equal bases on the same side are in the same parallels.
A parallelogram is twice the triangle on the same base in the same parallels.
To construct a parallelogram with a given angle equal to a given triangle.
Parallelograms on opposite sides of the diagonal of a parallelogram are
equal.

To construct a parallelogram with given side and angle equal to a given
triangle.

To construct a parallelogram with a given angle equal to a given figure.

To construct a square on a given segment.

(Theorem of Pythagoras) The square on the hypotenuse is equal to the sum
of the squares on the sides of a right triangle.

If the sum of the squares on two sides equals the square on the third side,
the triangle is right.

Book I1. Propositions

1.

4.

5.

11.

14.

The rectangle contained by two lines is the sum of the rectangles contained
by one and the segments of the other.

The square on the whole line is equal to the squares on its two segments
plus twice the rectangle on the two segments.

The square on half a line is equal to the rectangle on the unequal segments
plus the square of the difference.

. The rectangle on a line plus an added piece with the added piece, plus the

square of half the segment, is equal to the square of the half plus the added
piece.

To cut a line so that the rectangle on the whole and one segment is equal to
the square on the other segment (extreme and mean ratio).

To construct a square equal to a given figure.

Book I11. Propositions

1.
2.
5.
6.

10.
11,

16.

To find the center of a circle.

The segment joining two points of a circle lies inside the circle.

If two circles intersect, they do not have the same center.

If two circles are tangent, they do not have the same center.

Two circles can intersect in at most two points.

12. If two circles are tangent, their centers lie in a line with the point
of tangency.

The line perpendicular to a diameter at its end is tangent to the circle, and
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the angle between the tangent line and the circle is less than any rectilineal
angle.

17. To draw a tangent to a circle from a point outside the circle.

18. A tangent line to a circle is perpendicular to the radius at the point of
tangency.

19. The perpendicular to a tangent line at the point of tangency will pass
through the center of the circle.

20. The angle at the center is twice the angle at a point of the circumference
subtending a given arc of a circle.

21. Two angles from points of a circle subtending the same arc are equal.

22. The opposite angles of a quadrilateral in a circle are equal to two right
angles.

31. The angle in a semicircle is a right angle.

32. The angle between a tangent line and a chord of a circle is equal to the
angle on the arc cut off.

35. If two chords cut each other, the rectangle on the segments of one chord is
equal to the rectangle on the segments of the other chord.

36. From a point outside a circle, let a tangent and a secant line be drawn.
Then the sguare of the tangent line is equal to the rectangle formed by the
two segments from the point to the circle on the secant line.

37. From a point outside a circle, if two lines cut the circle, so that the square
of one is equal to the rectangle formed by the segments of the other, then
the first is a tangent line.

Book 1V. Propositions

To inscribe a given segment in a circle.

To inscribe a triangle, equiangular to a given triangle, in a circle.

To circumscribe a triangle, equiangular to a given triangle, around a circle.

To inscribe a circle in a triangle.

To circumscribe a circle around a triangle.

10. To construct an isosceles triangle whose base angles are twice the vertex
angle.

11. To inscribe a regular pentagon in a circle.

12. To circumscribe a regular pentagon around a circle.

15. To inscribe a regular hexagon in a circle.

16. To inscribe a regular 15-sided polygon in a circle.

g W=

o

Book V. Definitions
4. Magnitudes are said to have a ratio if either one, being multiplied, can
exceed the other.
5. Four magnitudes a, b; ¢, d are in the same ratio if for any whole numbers m,
n, we have ma > nb or ma =nbh or ma < nb if and only if mc > nd or
mc = nd or mc < nd respectively.
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Book VI. Propositions

1. Triangles of the same height are in the same ratio as their bases.

2. A line is parallel to the base of a triangle if and only if it cuts the sides pro-
portionately.

3. A line from a vertex of a triangle to the opposite side bisects the angle if
and only if it cuts the opposite side in proportion to the remaining sides of
the triangle.

4. The sides of equiangular triangles are proportional.

5. If the sides of two triangles are proportional, their angles are equal.

6. If two triangles have one angle equal and the sides containing the angle
proportional, the triangles will be similar.

8. The altitude from the right angle of a right triangle divides the triangle into
two triangles similar to each other and to the whole.

12. To find a fourth proportional to three given lines.

13. To find a mean proportional between two given lines.

16. Four lines are proportional if and only if the rectangle on the extremes is
equal to the rectangle on the means.

30. To cut a line in extreme and mean ratio.

31. Any figure on the hypotenuse of a right triangle is equal to the sum of
similar figures on the sides of the triangle.

Book X. Propositions
1. Given two unequal quantities, if one subtracts from the greater a quantity
greater than its half, and repeats this process enough times, there will
remain a quantity lesser than the smaller of the two original quantities.
117. (not in Heath, but in Commandino). The diagonal of a square is incom-
mensurable with its side.

Book XI. Definitions
25. A cube is a polvhedron made of six equal squares.
26. An octahedron is a polyhedron made of eight equal equilateral triangles.
27. An icosahedron is a polyhedron made by twenty equal equilateral triangles.
28. A dodecahedron is a polyhedron made by twelve equal regular pentagons.

Propositions
21. The plane angles in a solid angle make less than four right angles.
28. A parallelepiped is bisected by its diagonal plane.
29, 30. Parallelepipeds on the same base and of the same height are equal.
31. Parallelepipeds on equal bases, of the same height, are equal.

Book XII. Propositions
2. Circles are in the same ratio as the squares of their diameters.
3. A pyvramid is divided into two pyramids and two prisms.
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5. Pyramids of the same height on triangular bases are in the same ratio as
their bases.

7. A prism with a triangular base is divided into three equal triangular
pyvramids.

Book XIII. Propositions
7. It at least three angles of an equilateral pentagon are equal, the pentagon
will be regular.

10. In a circle, the square on the side of the inscribed pentagon is equal to the
square on the side of the inscribed hexagon plus the square on the side of
the inscribed decagon.

13. To inscribe a tetrahedron in a sphere.

14. To inscribe an octahedron in a sphere.

15. To inscribe a cube in a sphere.

16. To inscribe an icosahedron in a sphere.

17. To inscribe a dodecahedron in a sphere.

18. (Postscript). Besides these five figures there is no other contained by equal
regular polygons.
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' 6,0 b,c b6
y =24, h=dh s =1t y =2, h=B6, =26 y=48, h]2,5mZ6
(8,,63) (5.78,) (724,65, 85)
12;0,20,8 20,5 1255
y=il, h=b0, 3232 vl h=3l, =32 v =80, =T, =32
Gl /2s¢ 1256
y 24, hab, s=38 y =B, 120, 5252 y =120, h=iB0, s=52
(5.6, (203, 30y, 125/ 150y, 205, /oyp)
' - 20,4 |
|
y =12, il 5=0 v b0, =150, s=92 ymid, h=2b, sm1h
(6;.%5) (66:725) - (12, 2)
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