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P°edmluva

Omnia sponte �uant, absit violentia rebus!

J.A.K.

Toto je trochu roz²í°ená osnova k p°edná²ce z Konstruk£ní geometrie pro jarní semestr 2013.
První motivace, p°edpoklady a cíle tohoto kurzu jsou zformulovány v úvodní kapitole. Probíraná
látka je roz£len¥na do t°í hlavních blok·: klasická konstruk£ní geometrie, p°ehled uºite£ných geo-
metrických zobrazení a úvod do zobrazovacích metod. Z dostupných u£ebnic geometrie nej£ast¥ji
pouºíváme [A] a [Ha], odkud je téº p°evzata v¥t²ina ilustrací. Jedná se o moderní interpretace
zásadního díla [E], jehoº £eský p°eklad s komentá°i [EV ] lze najít ve v²ech knihovnách a mnoha
knihkupectvích. K úvodu do zobrazovacích metod pouºíváme [Me, �] a [U]. K samostatnému
studiu doporu£ujeme téº celkem p°ístupný text [L] a velmi stru£né, o to v²ak pou£n¥j²í, pojed-
nání [Ha2]. Hrubý odhad £asového rozvrºení semestru je následující:

(1) klasická konstruk£ní geometrie � 3 aº 4 týdny,

(2) geometrická zobrazení � 2 aº 3 týdny,

(3) zobrazovací metody a dal²í interakce � 7 aº 9 týdn·.

P°edm¥t je zakon£en zkou²kou, jeº sestává z písemné a ústní £ásti; p°ístup k písemné £ásti
je podmín¥n zápo£tem ze cvi£ení MA2BP_CKG, p°ístup k ústní zkou²ce je podmín¥n alespo¬
50% úsp¥²ností u písemky.

Níºe navrºená organizace textu je zatím hodn¥ pracovní a nejspí² se b¥hem semestru n¥koli-
krát pozm¥ní; sledujte pr·b¥ºn¥ zm¥ny v aktualizacích. . .

Brno, 30. kv¥tna 2013
Vojt¥ch �ádník
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KAPITOLA I

Úvod

1 Eukleidovská a neeukleidovská geometrie

Eukleidovskou geometrií se tradi£n¥ myslí geometrie tak, jak je p°edstavena v Eukleidových Zá-
kladech [E], resp. v jejich geometrických knihách (cca 300 p°. K.). Jedná se ucelený deduktivní
výklad odvozený z n¥kolika axióm· a postulát·. Axiómy se týkají obecných veli£in. Postuláty
jsou ryze geometrického charakteru a vymezují vztahy mezi primitivními pojmy (bod, p°ímka)
a základními relacemi (incidence, shodnost a rovnob¥ºnost). V Základech se v²ak pouºívá
n¥kolik dal²ích p°edpoklad·, aniº by byly jakkoli formulovány (viz axiomy uspo°ádání a spo-
jitosti). P°esný axiomatický popis, zaloºený na tom Eukleidov¥, pochází od D. Hilberta [Hi]
(kolem 1900), viz téº [Ha, L] nebo P°ílohu na str. 121.

Obrázek 1.1: [Ko] Miniatura Eukleida ze 6. století.

Uº na první pohled je patrné, ºe jedny z klí£ových rolí v Eukleidov¥ geometrii hrají re-
lace shodnosti (£asto formulovaná jako rovnost, p°íp. stejnost) a rovnob¥ºnosti. Uv¥domte si,
ºe v Eukleidov¥ pojetí je shodnost docela abstraktní koncept; zejména (z pochopitelných d·-
vod·) nep°edstavuje ºádné £íselné vyjad°ování délek úse£ek, velikostí úhl· apod.! Rovnob¥ºnost
úzce souvisí s postulátem, který je v na²em zna£ení pátý a který je v rámci Eukleidova sys-
tému ekvivalentní s tvrzením, ºe �kaºdým bodem ke kaºdé p°ímce prochází jediná rovnob¥ºka� .
Práv¥ diskuze nad p·vodní Eukleidovou formulací m¥la dalekosáhlé d·sledky a vedla k vynálezu
neeukleidovských geometrií.
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8 I. Úvod

Velmi hrub¥ °e£eno, eukleidovská geometrie je zaloºena zejména na relacích shodnosti a rov-
nob¥ºnosti. Uvaºujeme-li geometrii s relací rovnob¥ºnosti, aniº bychom uºívali shodnosti, jsme
na stop¥ a�nní geometrii, o které se n¥kolikrát zmi¬ujeme níºe. Naopak, neuvaºujeme-li rovno-
b¥ºnost, pouze shodnost, dosp¥jeme ke geometriím neeukleidovským. Tyto jsou dvojího typu:

• eliptická � �ºádné rovnob¥ºky� ,

• hyperbolická � �více rovnob¥ºek� (k jedné p°ímce jdoucí daným bodem).

Níºe ukáºeme, ºe eliptický p°ípad není kompatibilní s axiomy uspo°ádání, coº je také d·vod,
pro£ se nejd°ív objevila geometrie hyperbolická. Práv¥ tyto objevy a úplné porozum¥ní neeuklei-
dovským geometriím (kolem 1830) p°edstavují jedno z nejzajímav¥j²ích dobrodruºství v historii
matematiky; d·leºitá jména, která se v této souvislosti p°ipomínají, jsou zejména J. Bolyai,
N.I. Loba£evský a C.F. Gauss. P°estoºe je tato látka zajímavá také z konstruk£ního hlediska,
nem·ºeme se jí v tomto kurzu moc zabývat. Hezký úvod a dal²í odkazy lze najít nap°. v [Ha]
nebo [D].

V ²ir²ím (a mén¥ obvyklém) smyslu se neeukleidovskou geometrií m·ºe také myslet jakákoli
geometrie, která není eukleidovská. I o takových geometriích se ledacos nau£íme; níºe zmi¬ujeme
nap°. geometrie a�nní, projektivní a konformní.

2 R·zná pojetí geometrie

V této £ásti se zmíníme o r·zném pojetí geometrie podle pouºité metody (tedy nikoli podle
objektu na²ich úvah nebo zájm·). Z nazna£ených moºností budeme v tomto kurzu prosazovat
zejména postoj syntetický a trochu snad taky transforma£ní.

2.1 Stanovisko axiomatické

Tento postoj je p°edstaven jiº v Základech a netýká se samoz°ejm¥ pouze geometrie. P°ísn¥
axiomatický p°ístup je nutný p°i profesionálním nakládání s p°edm¥tem, je v²ak akceptovatelný
pouze velmi omezenou £ástí populace. I mezi odborníky m·ºe tato cesta skýtat jistá úskalí,
o £emº sv¥d£í nap°. n¥kolikasetleté polemiky nad postulátem o rovnob¥ºkách.

Ukázkou axiomatického p°ístupu ke geometrii v moderní a úplné podob¥ jsou Hilbertovy
axiomy [Hi]. V této souvislosti se rozli²uje mezi axiomatickou teorií a jejím modelem. Je sice
pravda, ºe v p°ípad¥ eukleidovské geometrie jsou v²echny modely �stejné� , nicmén¥ formáln¥ je
t°eba rozli²ovat. Nap°. to, co b¥ºn¥ nazýváme standardní eukleidovská rovina, je jen standardním
modelem axiomatické teorie popsané axiomy na str. 121.

V této souvislosti je vhodné se alespo¬ zamyslet nad moºnou axiomatizací a�nní a projektivní
geometrie, o nichº se zmi¬ujeme níºe.

2.2 Stanovisko syntetické

Aº n¥kdy do 17.�18. století to byl v podstat¥ výhradní p°ístup ke geometrii. Syntetickou geometrií
se myslí geometrie bez sou°adnic nebo, pon¥kud úºeji, konstruk£ní geometrie, coº je hlavní
náplní tohoto kurzu.

Syntetická metoda má docela z°ejmá omezení. Jednak dimenze prostoru, ve kterém formu-
lujeme a °e²íme n¥jaký problém, je pro v¥t²inu lidí shora omezena 3. Jednak existují úlohy,
které nejsou syntetickým zp·sobem v·bec °e²itelné (p°itom analytické zd·vodn¥ní ne°e²itelnosti
m·ºe být celkem prosté). Zde máme na mysli zejména velmi proslulé tzv. geometrické problémy
starov¥ku, viz Dodatek 20.2.
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2.3 Stanovisko analytické

M·ºeme stru£n¥ charakterizovat jako stanovisko po£etní, obvykle je mín¥no po£ítání v sou°adni-
cích. Po£átky analytické geometrie jsou tradi£n¥ spojovány se jménem R. Descarta (kolem 1637),
m¥lo by v²ak být z°ejmé, ºe se nemohlo jednat o analytickou geometrii, jak ji chápeme dnes!1

Nicmén¥ Descartovou inovací byla aplikace algebry k °e²ení geometrických úloh. Ve star²í lite-
ratu°e je £asto analytická geometrie jmenována jako algebraická, tento p°ívlastek má v²ak dnes
pon¥kud posunutý význam.

2.4 Stanovisko transforma£ní

V²echny shodnosti eukleidovské roviny tvo°í grupu. Tato je podgrupou grupy a�nních transfor-
mací, jeº je zase podgrupou grupy projektivních transformací. . . Stanovisko transforma£ní, neboli
Kleinovo, je zaloºeno práv¥ na pojmu transforma£ní grupy. Tento postoj velmi pomáhá p°i
organizaci geometrických informací a od své p°esné formulace (1872) velmi ovlivnil dal²í vývoj
geometrie. Podle F. Kleina je ta £i ona geometrie zcela charakterizována grupou odpovídajících
geometrických transformací. V tomto duchu je geometrie studiem vztah· a vlastností, které jsou
invariantní vzhledem k (tranzitivní) akci n¥jaké transforma£ní grupy.

2.5 Stanovisko diferenciální

Toto pojetí je spojováno s B. Riemannem (okolo 1854) a dovoluje opravdu dalekosáhlá zobec-
n¥ní. Zde je geometrie ur£ena in�nitezimáln¥ tzv. Riemannovou metrikou, coº je pole skalár-
ních sou£in· na te£ných prostorech k abstraktnímu Riemannovu prostoru. . . V tomto duchu jsou
eukleidovské prostory Riemannovými prostory s �nulovou k°ivostí� , zatímco eliptické a hyperbo-
lické prostory jsou Riemannovy prostory s nenulovou, ale �konstantní k°ivostí� . Tento p°ístup je
nezbytný nap°. p°i studiu vlastností n¥kterých kartogra�ckých zobrazení.

3 P°edpoklady a cíle

Krom¥ obvyklého p°ehledu ²kolské geometrie (hlavn¥ tedy stereometrie) nep°edpokládáme ºádné
speciální znalosti a dovednosti. Nutnou podmínkou k uspokojivému absolvování p°edm¥tu by
v²ak m¥la být nadpr·m¥rná zvídavost a touha po zorganizování v¥t²ího mnoºství poznatk·.
Tyto vlastnosti vlastn¥ bereme u budoucích u£itel· jako samoz°ejmost, nicmén¥ zmi¬ujeme pro
po°ádek.

Cíle jsou jasné: chceme p°ipomenout n¥které b¥ºn¥ známé geometrické pravdy, tento seznam
podstatným zp·sobem roz²í°it a hlavn¥ si v¥ci n¥jakým rozumným zp·sobem zorganizovat. Ty-
pické úlohy, které chceme um¥t °e²it, zahrnují nap°.:

• sestrojit zlatý °ez dané úse£ky,

• sestrojit pravidelný p¥tiúhelník, resp. dvanáctist¥n, p°íp. jejich pr·m¥ty,

• pro daný mnohoúhelník sestrojit £tverec se stejným obsahem,

• sestrojit kruºnici, která se dotýká t°í daných kruºnic, resp. cykl·, p°ímek nebo bod·,

• sestrojit pr·m¥ty bod·, p°ímek, kruºnic a dal²ích objekt· v n¥které z diskutovaných zob-
razovacích metod,

1V té dob¥ stále nebyla vynalezena reálná £ísla. . .
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• sestrojit pr·nik p°ímky s rovinou, pr·se£nici dvou rovin apod.,

• ur£it vzájemnou polohu daných geometrických objekt·,

• sestrojit °ez roviny s t¥lesem a sestrojit tento °ez ve skute£né velikosti,

• ur£it vzdálenost bodu od p°ímky, resp. roviny,

• chyt°e aplikovat geometrické transformace p°i °e²ení vybraných úloh,

• uv¥domovat si, ºe ne v²echny konstrukce lze realizovat eukleidovským pravítkem a kruºít-
kem, a um¥t aspo¬ v n¥kolika konkrétních p°ípadech navrhnout alternativní °e²ení,

• apod.

Krom¥ °e²ení docela konkrétních vý²e uvedených problém·, bychom se také m¥li um¥t zo-
rientovat v geometrických zobrazeních a klasi�kovat geometrie v duchu Odstavce 2.4. Jistou
nápov¥du lze najít v následujícím schématu, viz téº �ást 10.

Obrázek 3.2: Hierarchie geometrií, o nichº se zmi¬ujeme v tomto textu.



KAPITOLA II

Klasická konstruk£ní geometrie

Eukleidés z Alexandrie, Archimédés ze Syrakus, Apollónios z Pergy, . . .

4 Eukleidovy Základy

Velmi rámcový p°ehled Základ· je následující:

• knihy I�IV a VI, planimetrie,

• knihy VII�IX, aritmetika,

• knihy XI�XIII, stereometrie.

Knihy V a X mají pon¥kud speci�cké postavení, viz dále.

4.1 Úvod

V kaºdé knize najdeme °adu de�nic (nap°. pravý úhel je de�nován v Def.I.10, rovnob¥ºné p°ímky
v Def.I.23). N¥které pojmy/relace jsou nede�nované, neboli primitivní (nap°. shodnost), jiné jsou
sice n¥jak de�nované, ale ve skute£nosti jsou téº primitivní (nap°. bod, Def.I.1). Na za£átku
první knihy je formulováno n¥kolik axióm· a postulát·. Axiómy se týkají obecných veli£in; na
str. 115 jsou vyjmenovány jako Common notions a tady je nep°episujeme. Postuláty jsou ryze
geometrického charakteru:1

(i) Kaºdé dva r·zné body spojuje p°ímka.

(ii) Kaºdou p°ímku lze na kaºdé stran¥ libovoln¥ prodlouºit.

(iii) Lze vytvo°it kruºnici s libovolným daným st°edem procházející libovolným jiným bodem.

(iv) V²echny pravé úhly jsou shodné.

1V r·zných edicích jsou axiomy/postuláty organizovány r·zn¥, viz nap°. [EV ]. My odkazujeme na vydání
odvozená z p°ekladu T. Heatha, viz [HTD].
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12 II. Klasická konstruk£ní geometrie

(v) Kdyº p°ímka protínající dv¥ jiné p°ímky tvo°í vnit°ní úhly na jedné stran¥ men²í neº dva
pravé, pak tyto dv¥ p°ímky � dostate£n¥ prodlouºeny � setkají se na té stran¥, kde jsou
úhly men²í dvou pravých.

V (i) je p°ímkou z°ejm¥ my²lena úse£ka, a to jediná. Postuláty (i)�(iii) p°edstavují jediné kon-
struk£ní nástroje, se kterými si celé Základy vysta£í: ideální nekone£n¥ dlouhé pravítko a ideální
nekone£n¥ rozkro£itelné kruºítko. Konstrukce, které lze realizovat s t¥mito nástroji se nazývají
eukleidovské konstrukce, viz téº 20. Postulát (iv) nám °íká n¥co o primitivní relaci shodnosti.
Postulát (v) je téº p°ezdíván jako dodate£ný, nebo´ je p·vodn¥ formulován dodate£n¥ aº p°ed
tvrzením I.29.2 �asto bývá nahrazován tzv. postulátem o rovnob¥ºkách, se kterým je ekvivalentní,
viz 5.1.

Obrázek 4.1: Eukleid·v dodate£ný postulát: α + β < 2R =⇒ a a b se protnínají, a to
vlevo.

4.2 P°ehled

Od str. 115 je p°iloºen stru£ný p°ehled nejcitovan¥j²ích tvrzení ze v²ech geometrických knih podle
[Ha, str. 481�486]. Podrobnosti k jednotlivým knihám dále shrnujeme podle [A].

I. Základy planimetrie

Základní a dob°e známá tvrzení a konstrukce v£etn¥ v²ech v¥t o shodnostech trojúhelník· (I.1�
26); teorie rovnob¥ºek (I.27�31); v¥ta o sou£tu úhl· v trojúhelníku (I.32); obsahy rovnob¥ºník·
a trojúhelník· (I.33�45); Pythagorova v¥ta a v¥ta opa£ná (I.47�48).

2I.29 = 29. v¥ta v I. knize [E]
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Obrázek 4.2: [A] I.32: AB‖CE =⇒ α′ = α a β′ = β, tzn. α′+β′ = α+β a α+β+γ = 2R.
I.47 (jakoºto dvakrát Eukleidova v¥ta o odv¥sn¥): Pokud je trojúhelník ABC pravúhlý,
potom platí, ºe obsah FBA = obsah FBC = obsah ABD = obsah PBD, . . .

II. O pravoúhelnících

V¥t²ina tvrzení se týká tzv. geometrické algebry � pomocí obsah· pravoúhelník· se demonstrují
vztahy jako (a+ b)(a− b) = a2 − b2 (II.5)3 apod.; konstrukce zlatého °ezu (II.11); kosinová v¥ta
(II.12�13); kvadratura obecného mnohoúhelníku (Eukleidova v¥ta o vý²ce) (II.14).

Obrázek 4.3: [A] II.5: Pokud je C st°ed úse£ky AB, potom platí

AD ·DB + CD2 = CB2.

P°i zna£ení |AC| = |CB| =: a a |CD| =: b totéº zapí²eme jako (a+ b)(a− b) + b2 = a2.

III. Geometrie kruºnic

V¥ty o kruºnicích, jejich pr·nicích a dotyku, se£nách, te£nách a asociovaných úhlech: nap°.
konstrukce te£ny (III.16�17); v¥ty o st°edových a obvodových úhlech (III.20�21), Thaletova v¥ta
(III.31), v¥ta o úsekových úhlech (III.32); mocnost bodu ke kruºnici (III.35�37).

3V popisu obr. 4.3, jakoº i v dále, zna£í AD ·DB obsah pravoúhelníku se stranami AD a DB v duchu [E] (coº
je trochu n¥co jiného neº reálné £íslo |AD| · |DB|), viz téº 5.3.
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Obrázek 4.4: [A] III.20: ε = 2β, η = 2γ =⇒ µ = 2α, . . . III.32: α + β = R a ϕ + β =
R =⇒ α = ϕ.

IV. Pravidelné mnohoúhelníky

Konstrukce n¥kterých mnohoúhelník· vepsaných/opsaných dané kruºnici a konstrukce kruº-
nice opsané/vepsané danému mnohoúhelníku: jmenovit¥ pro obecný trojúhelník (IV.2�5), £tve-
rec (IV.6�9), pravidelný p¥tiúhelník (IV.10�14), pravidelný ²estiúhelník (IV.15), pravidelný 15-
tiúhelník (IV.16).

Obrázek 4.5: [EV ] Pravidelný p¥tiúhelník IV.11 a patnáctiúhelník IV.16.

V. Obecná teorie proporcí

Mnohem abstraktn¥j²í kniha neº ostatní, nezávislá na p°edchozích, nutná pro následující; pojed-
nává o pom¥rech a proporcích obecných veli£in (proporce je rovnost dvou pom¥r·), p°i£emº se
myslí i na nesoum¥°itelné veli£iny (tj. veli£iny, jejichº pom¥r není racionální £íslo, viz Def.V.5);
typické tvrzení pro p°edstavu: a : b = c : d =⇒ a : c = b : d (V.16).

VI. Geometrie podobných útvar·

Základní tvrzení (VI.1) mluví o proporcích mezi obsahy trojúhelník· a velikostmi jejich zá-
kladen za p°edpokladu, ºe mají stejnou vý²ku; konstrukce geometrického pr·m¥ru (Eukleidova
v¥ta o vý²ce) (VI.13); vyjád°ení pom¥ru obsah· podobných mnohoúhelník· pomocí koe�cientu
podobnosti (VI.19�20); pokra£ování geometrické algebry � °e²ení obecné kvadratické rovnice
(VI.28�29); dal²í zobecn¥ní Pythagorovy v¥ty (VI.31).
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Obrázek 4.6: [EJ ] VI.31: Pokud je trojúhelník ABC pravoúhlý a mnohoúhelníky nad
stranami jsou podobné, potom obsah toho nad p°eponou je roven sou£tu obsah· t¥ch
nad odv¥snami.

VII. Základní aritmetika

Eukleid·v algoritmus k nalezení nejv¥t²ího spole£ného d¥litele daných £ísel (VII.1�3); pom¥ry
a sou£iny £ísel (VII.17�19);

VIII. a IX. Teorie £ísel

Geometrické posloupnosti £ísel; £tvercová a kubická £ísla; v¥ta o po£tu prvo£ísel (IX.20); sudá,
lichá a dokonalá £ísla.

X. Nesoum¥°itelné veli£iny

Nejobsáhlej²í kniha ze v²ech: de�nice (Def.X.1) a charakterizace (X.5�6) soum¥°itelných a ne-
soum¥°itelných veli£in; existence nesoum¥°itelných veli£in (X.10); vztahy mezi soum¥°itelností
a pom¥ry, sou£ty a dal²ími operacemi s veli£inami; klasi�kace nesoum¥°itelných veli£in; . . . . . .

XI. Základy stereometrie

V¥ty o rovnob¥ºnosti a kolmosti p°ímek a rovin (XI.1�19); prostorové úhly (XI.20�23); o rovno-
b¥ºnost¥nech a jejich objemech (XI.24�37); dv¥ v¥ty s trojbokými hranoly (XI.38�39).

Obrázek 4.7: [EJ ] XI.39: Pokud je vý²ka ºlutého hranolu na st¥nu ACEF stejná jako
vý²ka modrého hranolu na st¥nu GHK a pokud má rovnob¥ºník ACEF dvojnásobný
obsah jako trojúhelník GHK, potom tyto hranoly mají stejný objem.
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XII. Obsahy a objemy

My²leno obsahy a objemy pomocí Eudoxovy exhaustivní metody: obsah kruhu (XII.2); objem
jehlanu (XII.3�9); objem válce a kuºele (XII.10-15); objem koule (XII.18).

Obrázek 4.8: [Ha] XII.7: Objem trojbokého jehlanu je roven t°etin¥ objemu trojbokého
hranolu se stejnou základnou a stejnou vý²kou.

XIII. Pravidelné mnohost¥ny

V¥ty o zlatém °ezu (XIII.1�6); v¥ty o p¥tiúhelníku (XIII.7�15); konstrukce pravidelných mno-
host¥n· (XIII.13�17), porovnání jejich stran a zd·vodn¥ní, ºe jich není více (XIII.18).

Obrázek 4.9: [A] XIII.16: Pravidelný dvacetist¥n.

4.3 Cvi£ení

(1) Na vybraných pojmech porovnejte de�nice v Základech [E] s de�nicemi, jak se vyu£ují dnes,
viz nap°. [L] (v rovin¥ nap°. úse£ka, pravý úhel � kolmost, kruºnice, te£na, podobnost
mnohoúhelník·; v prostoru nap°. kolmost p°ímky a roviny, kolmost dvou rovin, hranol, kulová
plocha (sféra), podobnost mnohost¥n·, . . . ).

(2) Utvo°te si p°edstavu o struktu°e Základ· nejlépe tak, ºe si zapamatujete °azení n¥kterých
význa£ných tvrzení v jednotlivých knihách.
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5 Vybrané pojmy, vztahy a konstrukce

5.1 Postulát o rovnob¥ºkách

Jak jsme zmínili vý²e, postulát (v) je ozna£ován jako dodate£ný, nebo´ je p·vodn¥ formulován aº
p°ed tvrzením I.29 a nikoli na za£átku s ostatními. To znamená, ºe prvních 28 tvrzení v I. knize
je na n¥m nezávislých � jsou to nap°.:

I.4 V¥ta SUS.

I.8 V¥ta SSS.

I.11�12 Konstrukce kolmice k dané p°ímce daným bodem.

I.16 V¥ta o vn¥j²ím úhlu trojúhelníku. [Zde se poprvé siln¥ pouºívá nevyslovených p°edpoklad·
o uspo°ádání bod· na p°ímce.]4

I.17�20 Známé nerovnosti v trojúhelníku (p°i£emº I.17 je tvrzení opa£né k postulátu (v)).

I.23 Konstrukce daného úhlu na dané polop°ímce.

I.26 V¥ta USU.

I.27 Shodné st°ídavé úhly implikují rovnob¥ºnost p°ímek. [Zd·vodn¥no nep°ímo pomocí I.16.]

Krom¥ uvedených je to v²ak také:

I.31 Konstrukce rovnob¥ºky k dané p°ímce daným bodem. [Konstrukce podle I.23, zd·vodn¥ní
podle I.27.]

Obrázek 5.10: [A] I.27: α = γ =⇒ h‖g. I.29: h‖g =⇒ α = γ.

Naopak, °ada dal²ích tvrzení je na pátém postulátu závislá, p°íp. je s ním ekvivalentní:

I.29 V¥ta o st°ídavých úhlech, viz obr. 5.11.

I.32 V¥ta o sou£tu úhl· v trojúhelníku, viz obr. 4.2.

I.47 Pythagorova v¥ta, viz obr. 4.2.

Práv¥ z I.29 p°ímo plyne jednozna£nost rovnob¥ºky sestrojené podle I.31. Následující tvrzení je
asi nejznám¥j²í V¥ta, která je s postulátem (v) ekvivalentní:

V¥ta (∗). Kaºdým bodem ke kaºdé p°ímce prochází práv¥ jedna rovnob¥ºka.

4To je hlavní d·vod, pro£ V¥ta I.16 a v²echny její d·sledky neplatí v eliptické geometrii (jeº je lokáln¥ mode-
lovaná na sfé°e)!
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Obrázek 5.11: [EB ] V¥ta I.29 v Byrnov¥ vydání Základ·.

Z nep°eberné zásobárny dal²ích vybíráme:

• Sou£et vnit°ních úhl· je ve v²ech trojúhelnících stejný.

• Existuje trojúhelník s libovoln¥ velkým obsahem.

• Existují podobné trojúhelníky, které nejsou shodné.

• Kaºdému trojúhelníku lze opsat kruºnice.

• Mnoºina bod·, které leºí v jedné polorovin¥ a mají stejnou vzdálenost od dané p°ímky, je
p°ímka.

5.2 Cvi£ení

Pomocí ideálních eukleidovských nástroj· sestrojte:

(1) kolmici k dané p°ímce daným bodem,
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(2) rovnob¥ºku k dané p°ímce daným bodem.

Pomocí omezených eukleidovských nástroj· (krátké pravítko, malé nebo dokonce zaseknuté kru-
ºítko) sestrojte:

(3) spojnici dvou bod·,

(4) rovnostranný trojúhelník,

(5) znovu (1) a (2).

Dokaºte, ºe

(6) postulát (v) je skute£n¥ ekvivalentní s tvrzením (∗) na str. 17,

(7) si umíte p°edstavit sférický trojúhelník, ve kterém neplatí I.16.

5.3 Kvadratura mnohoúhelníku

Kvadraturovat n¥jaký plo²ný útvar znamená sestrojit £tverec, který má stejný obsah. Posloupnost
tvrzení v [E] (po£ínaje I.34 a vrcholíce II.14) °e²í tento problém pro libovolné mnohoúhelníky.
Pojem obsahu není v Základech nijak vymezen, av²ak nakládá se s ním jako s kaºdou jinou
veli£inou podle vyslovených axióm· (viz Common notions na str. 115).

Obrázek 5.12: [EJ ] I.35: Rovnob¥ºníky se stejnou základnou a vý²kou mají stejný obsah.

I.35�38 Rovnob¥ºníky, resp. trojúhelníky, se stejnou základnou a vý²kou mají stejný obsah.

I.42 Konstrukce rovnob¥ºníku, jeº má stejný obsah jako daný trojúhelník.

I.43�45 Konstrukce rovnob¥ºníku, jeº má stejný obsah jako daný mnohoúhelník.

II.14 Konstrukce £tverce, jeº má stejný obsah jako daný mnohoúhelník. [Shrnutí p°edchozího +
Eukleidova v¥ta o vý²ce, jejíº zd·vodn¥ní je zaloºeno na II.5.5]

V²echny argumenty jsou zaloºeny na manipulaci se shodnými £ástmi, které se r·zn¥ p°idávají
k daným nebo odebírají od daných útvar·. Tato pozorování celkem p°irozen¥ vedou k následu-
jícímu záv¥ru, viz [Ha, £ást 24]:

V¥ta (Wallaceova-�Bolyaiova�Gerwienova). Dva mnohoúhelníky mají stejný obsah práv¥ tehdy,
kdyº jeden lze rozst°íhat na £ásti, z nichº lze sloºit ten druhý.

Rozhodující je nau£it se n¥jak st°íhat stejnoploché pravoúhelníky, viz obr. 5.15.

5Jiné zd·vodn¥ní zaloºené na podobnosti trojúhelník· plyne z VI.8; konstrukce je samoz°ejm¥ tatáº, viz VI.13.
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Obrázek 5.13: [A] I.44: Sestroj rovnob¥ºník FEBG, jehoº obsah je stejný jako obsah
daného trojúhelníku; dopl¬ rovnob¥ºník FEAH tak, aby AB byla daná úse£ka; spoj
HB ; K ; M a L. Potom platí, ºe obsah trojúhelníku = obsah FEBG = obsah
ABML.

Obrázek 5.14: [A] II.14: Rovnob¥ºník BCDE má stejný obsah jako daný mnohoúhelník,
ED = EF , G = st°ed BF , . . . . Potom (podle II.5 a I.47) platí

BE · EF + EG2 = GF 2 = GH2 = EG2 + EH2,

tzn. BE · EF = EH2 (Eukleidova v¥ta o vý²ce).

5.4 Cvi£ení

(1) Vymyslete n¥jaký zp·sob, jak modi�kovat nápad na obr. 5.15 v p°ípad¥, kdy bod L je
v opa£né polorovin¥ vymezené p°ímkou CE.

(2) Dokaºte, ºe umíte kvadraturovat obecný mnohoúhelník.

(3) Uv¥domte si, ºe kvadraturu speci�ckého mnohoúhelníku lze £asto provést speci�ckým a zpra-
vidla efektivn¥j²ím zp·sobem. . .

(4) Uv¥domte si, ºe kvadraturovat jiné útvary neº mnohoúhelníky m·ºe být docela problém (viz
20.2).

(5) Sestrojte sv·j vlastní d·kaz Pythagorovy v¥ty pomocí rozst°íhání dvou men²ích £tverc·./
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Obrázek 5.15: [Ha] ABCD dán, AEGH sestrojen podle I.44, p°íp. II.14; trojúhelníky
CGK a FBE jsou shodné, proto taky trojúhelníky CDF a KHE jsou shodné � st°ih
vedeme podél CF a GK.

Obrázek 5.16: [K. Nedv¥dová, 2009] Kvadratura obecného trojúhelníku se st°íháním.

5.5 Mocnost bodu ke kruºnici a odvozené pojmy

Mocnost bodu ke kruºnici

Mocnost bodu ke kruºnici je velice uºite£ný invariant, ke kterému dosp¥jeme na konci následující
posloupnosti úvah, viz obr. 5.17:

• P°edpokládáme, ºe bod D leºí vn¥ kruºnice.

• Zd·vodníme, ºe pro libovolnou se£nu vedenou bodem D platí:

DC ·DA = DB2. (5.1)

• Tato veli£ina tedy nezávisí na se£n¥, ale je krásn¥ ur£ena pouze danou kruºnicí a bodem D.

• Pomocí st°edu E a polom¥ru r kruºnice m·ºeme tuto veli£inu vyjád°it jako

|DB|2 = |DE|2 − r2. (5.2)
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Mocnosti bodu D ke kruºnici se st°edem E a polom¥rem r je reálné £íslo de�nované rov-
ností (5.2).

Podle de�nice je tedy mocnost kladná pro body vn¥ kruºnice, záporná pro bodu uvnit° kruºnice
a nula pro body na kruºnici.

Obrázek 5.17: [A] III.36: Pro libovolnou se£nu jdoucí bodem D platí: DC ·DA = DB2 =
konst.

Rovnost (5.2) je z°ejm¥ aplikací Pythagorovy v¥ty pro trojúhelník DBE. Rovnost (5.1) lze
zd·vodnit n¥kolikerým zp·sobem:6

(a) Pomocí podobnosti trojúhelník· DCB a DBA [úhel u vrcholu D mají oba trojúhelníky
spole£ný a podle III.32 je úhel CAB shodný s DBC].

(b) Pomocí II.6 a n¥kolikerým uºitím Pythagorovy v¥ty tak, jak je to p°edstaveno v III.36.

Chordála dvou kruºnic

Uvaºme dv¥ kruºnice, které se protínají. Pak p°ímka ur£ená jejich spole£nými body má tu vlast-
nost, ºe kaºdý bod na ní leºící má stejnou mocnost k ob¥ma kruºnicím. V p°ípad¥, ºe se dv¥
kruºnice dotýkají, má jejich spole£ná te£na (jdoucí spole£ným bodem) zrovna takovou vlastnost.
Obecn¥: mnoºina bod·, která má stejnou mocnost ke dv¥ma daným kruºnicím se nazývá chordála
dvou kruºnic.

Obrázek 5.18: Chordála dvou kruºnic.

P°i konstrukci chordály v p°ípad¥, ºe se dané kruºnice neprotínají, oceníme následující fakt:

V¥ta. Chordála libovolných dvou nesoust°edných kruºnic je p°ímka, která je kolmá na spojnici
jejich st°ed·.
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Obrázek 5.19: Chordála je p°ímka kolmá na spojnici st°ed·.

P°i zd·vodn¥ní pouºíváme de�nici chordály a Pythagorovu v¥tu: Uvaºme libovolný bod X
na chordále, patu kolmice na spojnici st°ed· ozna£íme P , viz obr. 5.19. Protoºe X má stejnou
mocnost k ob¥ma kruºnicím, platí

|XS1|2 − r21 = |XS2|2 − r22,
(|XP |2 + |PS1|2)− r21 = (|XP |2 + |PS2|2)− r22,

|PS1|2 − r21 = |PS2|2 − r22.

Tzn., ºe bod P taky leºí na chordále. Protoºe chordála má se spojnicí st°ed· spole£ný práv¥
jeden bod, je to zrovna P . Pata kolmice z kaºdého bodu na chordále tedy bude splývat s P , coº
znamená, ºe chordála je práv¥ kolmice ke spojnici st°ed· jdoucí tímto bodem.

Poten£ní st°ed t°í kruºnic

Mnoºina bod·, která má stejnou mocnost ke t°em daným kruºnicím se nazývá poten£ní st°ed
t°í kruºnic. Tento bod se ob£as zmi¬ujeme p°i konstrukcích; v generickém p°ípad¥ je ur£en
jednozna£n¥. Uv¥domte si, ºe ve speciálních p°ípadech poten£ní st°ed v·bec nemusí existovat
(p°íp. je nevlastní) nebo naopak nemusí být ur£en jednozna£n¥. . .

5.6 Cvi£ení

(1) Sestrojte (eukleidovsky!) te£nu k dané kruºnici z daného bodu, svoji konstrukci zd·vodn¥te
a porovnejte s konstrukcí III.17.

(2) Sestrojte chordálu dvou kruºnic, které se neprotínají.

(3) Rozmyslete si r·zné limitní situace jako nap°. r1 → 0, r2 →∞, S1 → S2 apod.

(4) Udejte p°íklad t°í kruºnic, které mají více poten£ních st°ed·.

(5) Sestrojte kruºnici, která prochází dv¥ma danými body a dotýká se dané p°ímky.

6Oba zmi¬ované postupy lze jednodu²e modi�kovat i pro p°ípad, kdy bod D leºí uvnit° kruºnice; v takovém
p°ípad¥ p°ímo dokazujeme, ºe sou£in DC ·DA nezávisí na se£n¥.
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5.7 Zlatý °ez

Základní konstrukce, kterou je²t¥ n¥kolikrát zuºitkujeme, je konstrukce zlatého °ezu.

Bod H leºí ve zlatém °ezu úse£ky AB, pokud platí

BA : AH = AH : HB (5.3)

(nebo, symetricky, AB : BH = BH : HA).

Konstrukce podle II.11 s elegantním geometrickým zd·vodn¥ním je p°edstavena na obr. 5.20.

Obrázek 5.20: [A] II.11 (konstrukce zlatého °ezu úse£ky AB): £tverec ABCD; G = st°ed
AC; kruºnice EB ; F ; £tverec AFGH. Potom (podle II.6 a I.47) platí

CF · FA+AE2 = EF 2 = EB2 = AE2 +AB2,

tzn. CF ·FA = CF ·FG = AB2, odkud po ode£tení CA·AH dostáváme AH2 = AB·BH,
neboli AH : BH = AB : AH.

A£koli to na tomto míst¥ bude vypadat trochu nemístn¥, nazna£íme, jak uvedenou konstrukci
zd·vodnit po£etn¥. Ozna£íme |AB| =: b a |AH| =: x a postupn¥ vyjad°ujeme v²echny veli£iny
sestrojené na obr. 5.20:

|AE| = |EC| = 1

2
b, |EB| =

√
5

2
b, |AF | = |AH| = x =

√
5− 1

2
b.

De�nice zlatého °ezu v na²em zna£ení zní:

b : x = x : (b− x),

coº je ekvivalentní s b(b− x) = x2, neboli

x2 + bx− b2 = 0. (5.4)

Sta£í tedy ov¥°it, ºe p°ed chvílí sestrojená veli£ina x je ko°enem této kvadratické rovnice, coº
skute£n¥ je. . .

Toto po£ítání není samoú£elné � uvádíme proto, ºe konkrétní vyjád°ení neznámé x vºdy
nabízí jistý návod k její konstrukci (v p°ípad¥, ºe je tato veli£ina sestrojitelná)! V této souvislosti
doporu£ujeme cvi£ení 5.8(1), viz téº cvi£ení 5.12(3�4) a odstavec 20.1.

Na záv¥r jedno uºite£né tvrzení, viz obr. 5.21:
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V¥ta. Pro £ty°i body A,H,B,L na jedné p°ímce takové, ºe AH = BL platí: bod H je ve zlatém
°ezu úse£ky AB práv¥ tehdy, kdyº bod B je ve zlatém °ezu úse£ky AL.

Obrázek 5.21: Pokud AH = BL, potom H je zlatý °ez AB ⇐⇒ B je zlatý °ez AL.

5.8 Cvi£ení

(1) P°ipome¬te si klasickou konstrukci zlatého °ezu a vymyslete n¥jakou svoji vlastní konstrukci
(návod: sestrojte postupn¥

√
5,
√

5− 1,
√
5−1
2 ).

(2) Rovnice (5.4) má dva ko°eny; vypo£ítejte také druhý ko°en a zkuste jej n¥jak geometricky
interpretovat.

(3) Pro danou úse£ku DF sestrojte bod A tak, aby F byl zlatým °ezem úse£ky DA.

(4) Navrhn¥te n¥jaké alternativní °e²ení p°edchozí úlohy.

5.9 Pravidelný p¥tiúhelník

Post°ehy

P°edpokládejme n¥jaký hotový pentagram, který trochu prozkoumáme. Tento má jak stany, tak

Obrázek 5.22: [A] Analýza pravidelného p¥tiúhelníku.

vnit°ní úhly shodné, má p¥t os symetrií atp. Odtud podle obr. 5.22 vyvozujeme n¥kolik post°eh·:
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(1) AD‖BC a BE‖CD, takºe BCDF je rovnob¥ºník,

(2) trojúhelníky ADE a EAF jsou oba rovnoramenné a mají spole£ný úhel, takºe jsou podobné,

(3) obvodové úhly BAC, CAD, DAE atd. jsou v²echny shodné, takºe trojúhelník ABD má tu
vlastnost, ºe je rovnoramenný a úhly u základny jsou dvojnásobkem úhlu u vrcholu D.

D·sledky a konstrukce

Uvaºme nejd°ív, ºe máme dánu stranu AB a chceme sestrojit ostatní vrcholy.
Z (1) plyne FD = BC = CD = BF . Pokud si je²t¥ v²imneme, ºe D leºí na ose úse£ky AB,

pak máme rychlou, nikoli v²ak eukleidovskou, konstrukci bodu D a odtud celého p¥tiúhelníku,
viz obr. 20.5.

Z podobnosti trojúhelník· v (2) plyne AD : DE = EA : AF , p°i£emº v²ak DE = EA = DF ,
tedy

AD : DF = DF : FA.

Tzn., ºe bod F leºí na AD ve zlatém °ezu, p°i£emº del²í £ást tohoto °ezu je shodná práv¥ se
stranou p¥tiúhelníku (£ímº jsme mimochodem zreprodukovali XIII.8). Podle cvi£ení 5.8(3) umíme
sestrojit úhlop°í£ku AD a odtud celý p¥tiúhelník. . .

Post°eh (3) nás navádí k následující my²lence: sestrojme trojúhelník s uvedenými vlastnostmi
a zbytek uº je snadný! Toto je práv¥ cesta, kterou najdeme v IV.10 (tzn. bez teorie podobnosti)
a kterou zde pro svoji nezpochybnitelnou p·sobivost p°edstavíme, viz obr. 5.23.7 Sou£asn¥ si tak
p°ipomeneme n¥kolik významných tvrzení z prvních knih Základ· hezky pohromad¥:

Obrázek 5.23: [Ha] IV.10: Na dané úse£ce AB sestroj K ve zlatém °ezu; sestroj troj-
úhelník ABL tak, aby AL = AB a BL = AK. Potom platí, ºe trojúhelník ABL je
rovnoramenný a β = 2α.

Zd·vodn¥ní IV.10 je následující:

• z konstrukce bodu K plyne, ºe BA ·BH = BL2 (II.11),

• doplníme-li pro lep²í p°edstavu kruºnici AKL, pak p°edchozí m·ºeme interpretovat jako
mocnost bodu B ke kruºnici, tudíº BL je te£nou (III.36�37),

• úsekový úhel BLK je shodný s LAB (III.32), jeº zna£íme α, tudíº úhel ALB je roven α+δ,

• p°itom trojúhelník ABL je rovnoramenný, takºe β = α+ δ (I.5),

• úhel LKB je vn¥j²í úhel v trojúhelníku AKL, proto je také roven α+ δ (I.32),

• odtud plyne, ºe trojúhelník BLK je rovnoramenný (I.6), tudíº KL = BL = AK,

• proto také trojúhelník AKL je rovnoramenný, tzn. α = δ (znovu I.5),

• celkem tedy opravdu platí β = 2α.
7Nenechte se splést zna£ením, které nemá nic spole£ného s obr. 5.22.
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Poznámky

Vlastní konstrukce p¥tiúhelníku odvozená z uvedených post°eh· by m¥la být vºdy snadná bez
ohledu na to, zda je tento zadán stranou nebo kruºnicí opsanou £i vepsanou, viz cvi£ení. Zmíníme
rad¥ji n¥kolik dal²ích uºite£ných post°eh·.

Obrázek 5.24: [Ha] Ke konstrukci pravidelného p¥tiúhelníku.

Na obr. 5.24 je p°ipomenuta konstrukce zlatého °ezu K úse£ky AB v£etn¥ trojúhelníku ABL,
o kterém byla °e£ p°ed chvílí. Velice zajímavým poznatkem je následující tvrzení, které nabízí
jistou zkratku p°i konstruování pravidelného p¥tiúhelníku. Pouºijeme také nap°. p°i konstrukci
pravidelného dvacetist¥nu. . .

V¥ta. Úse£ky AB, AJ , resp. BJ p°edstavují strany pravidelného ²estiúhelníku, desetiúhelníku,
resp. p¥tiúhelníku vepsaného do nazna£ené kruºnice. Zejména platí, ºe tyto úse£ky tvo°í strany
pravoúhlého trojúhelníku!

Druhou £ást tvrzení lze najít v XIII.10 s ryze geometrickým zd·vodn¥ním. V na²em provedení
tato £ást p°ímo plyne z konstrukce, takºe dokáºeme jenom £ást první, a to po£etn¥. Polom¥r
kruºnice bereme jako jednotku, vzhledem k níº postupn¥ vyjád°íme ostatní veli£iny:

Podle p°edpokladu je |AB| = 1. Bod K je ve zlatém °ezu, velikost |AJ | = |AK| známe z 5.7;
z Pythagorovy v¥ty v trojúhelníku ABJ vyjád°íme |BJ |:

|AJ | = 1

2
(
√

5− 1), |BJ | = 1

2

√
10− 2

√
5.

Délku strany pravidelného n-úhelníku vepsaného do jednotkové kruºnice ozna£íme an. Z°ejm¥
je a6 = |AB|; sta£í dokázat, ºe a10 = |AJ | a a5 = |BJ |. St°edový úhel odpovídající stran¥ vepsa-
ného desetiúhelníku, resp. p¥tiúhelníku je 36◦, resp. 72◦. Odtud pomocí kosinové v¥ty vyjád°íme:

a10 =
√

2− 2 cos 36◦, a5 =
√

2− 2 cos 72◦.

Zmi¬ované úhly pozorujeme práv¥ v trojúhelníku ABL, jehoº v²echny strany známe. Dvojím
uºitím kosinové v¥ty v tomto trojúhelníku umíme vyjád°it

cos 36◦ =
1

4
(
√

5 + 1), cos 72◦ =
1

4
(
√

5− 1).

Dosadíme do p°edchozího vyjád°ení a po drobné úprav¥ skute£n¥ pozorujeme, ºe a10 = |AJ |
a a5 = |BJ |.
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Uvedené po£ítání op¥t není samoú£elné � chceme £tená°e p°ipravit na fenomén sestrojitel-
nosti geometrických veli£in, ke kterému se vracíme v 20. N¥které pravidelné mnohoúhelníky totiº
nejsou sestrojitelné eukleidovským pravítkem a kruºítkem, p°i£emº zd·vodn¥ní tohoto faktu je
moºné pouze podobn¥ negeometrickým zp·sobem. . .

5.10 Cvi£ení

(1) Alespo¬ trojím zp·sobem sestrojte pravidelný p¥tiúhelník, je-li dána jeho strana.

(2) Sestrojte pravidelný p¥tiúhelník vepsaný do dané kruºnice, p°íp. opsaný dané kruºnici.

(3) Dokaºte tvrzení IV.10 pomocí podobnosti.

(4) Dokaºte tvrzení XIII.10 bez po£ítání.

(5) Sestrojte pravidelný patnáctiúhelník a pokuste se o jiný netriviální mnohoúhelník./

5.11 Teorie podobnosti

N¥kolikrát jsme v p°edchozím výkladu se zna£nou výhodou vyuºili podobnosti n¥jakých trojú-
helník·. Protoºe podobné obraty jsou velice hojné a uºite£né, povaºujeme za ú£elné p°ipomenout
n¥kolik v¥cí.

Základní v¥ty

Obrázek 5.25: [EJ ] VI.1: Pom¥r obsah· trojúhelník· (resp. rovnob¥ºník·) se stejnou
vý²kou je stejný jako pom¥r délek jejich základen.

V Základech je podobnostem v¥nována VI. kniha, jeº za£íná základním tvrzením VI.1, viz
obr. 5.25. Uv¥domte si, ºe vzorec pro výpo£et obsahu trojúhelníku je d·sledkem této v¥ty a nikoli
naopak! D·kaz VI.1 zaloºen na I.38 a de�nici rovnosti pom¥r· z V. knihy. Tato de�nice (Def.V.5)
°íká, ºe veli£iny a, b jsou ve stejném pom¥ru jako veli£iny c, d,

a : b = c : d,

pokud pro kaºdá £ísla m,n platí:

na T mb⇐⇒ nc T md.

Moºná to zní komplikovan¥, ale opak je pravdou: �ísly se samoz°ejm¥ myslí celá £ísla, veli£iny jsou
pro moderního £tená°e £ísla reálná. S touto interpretací m·ºeme p°edchozí de�nici p°evypráv¥t
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tak, ºe se se nám ihned vybavuje de�nice rovnosti reálných £ísel sestrojených z racionálních £ísel
pomocí tav. Dedekindových °ez·. . . 8

Následující v¥ta VI.2 je bezprost°edním d·sledkem VI.1 (a I.38�39).

V¥ta (VI.2). P°ímka je rovnob¥ºná s jednou stranou trojúhelníku práv¥ tehdy, kdyº protíná zbylé
dv¥ strany úm¥rn¥.

Odtud (a z I.27, resp. I.29!) dále plyne VI.4�5, viz obr. 5.26. D·kazy jsou velmi p°ímo£aré,
viz cvi£ení.

Obrázek 5.26: [A] VI.2: SD′ : SD = SE′ : SE ⇐⇒ D′E′‖DE. VI.4�5: α = α′ a β =
β′ a γ = γ′ ⇐⇒ b : c = b′ : c′ a c : a = c′ : a′ a a : b = a′ : b′.

Dal²í pojmy

Trojúhelníky (obecn¥ji, mnohoúhelníky) jsou podobné, pokud mají po dvou shodné vnit°ní úhly
a strany u shodných úhl· mají úm¥rné. Ekvivalenci VI.4�5 m·ºeme sugestivn¥ji p°epsat jako

α = α′ a β = β′ a γ = γ′ ⇐⇒ a′ : a = b′ : b = c′ : c,

coº znamená, ºe je lhostejné, zda podobnost trojúhelník· de�nujeme pomocí vnit°ních úhl· nebo
pomocí pom¥r· odpovídajících stran. Pokud jsou trojúhelníky podobné, pak pom¥r a′ : a = b′ :
b = c′ : c nazýváme koe�cientem podobnosti, coº je kladné reálné £íslo.

P°edpokládejme, ºe na obrázku k VI.2 platí DE‖D′E′. Potom trojúhelníky SDE a SD′E′

jsou podobné � v tomto p°ípad¥ navíc stejnolehlé. Stejnolehlost je nejsympati£t¥j²í podobnost
a budeme ji pouºívat velice £asto. Stejnolehlost je ur£ena st°edem, v na²em p°ípad¥ S, a ko-
e�cientem, který je ur£en pom¥rem SD′ : SD = SE′ : SE. Schváln¥ ne°íkáme, ºe koe�cient
stejnolehlosti je onen pom¥r, protoºe p°ipou²tíme také záporné hodnoty. P°esn¥j²í popis najdete
v £ásti 9.3. Stejnolehlé trojúhelníky pouºíváme k p°ená²ení d¥licího pom¥ru t°í bod· z jedné
p°ímky na druhou.

D¥licí pom¥r trojice kolineárních bod· (A,B,C) je reálné £íslo d takové, ºe platí
−→
AC = d·

−−→
BC;

zna£íme a symbolicky zapisujeme takto:

d = (ABC) =

−→
AC
−−→
BC

. (5.5)

8Viz Algebra a aritmetika 3 (MA2BP_PAL3).
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Komu se v t¥chto souvislostech vektory moc nezamlouvají, m·ºe d¥licí pom¥r d de�novat
tak, ºe |d| = |AC| : |BC|, p°i£emº znaménko se ur£uje podle toho, zda bod C leºí mezi A,B, £i
nikoli. . . De�nice samoz°ejm¥ závisí na po°adí bod· ve trojici, viz cvi£ení 5.12(2).

Obrázek 5.27: K d¥licímu pom¥ru. . .

5.12 Cvi£ení

(1) Dokaºte VI.2 a VI.4�5.

(2) Pro danou úse£ku AB sestrojte bod C tak, aby d¥licí pom¥r trojice (ABC) byl d = −4;
vyjád°ete d¥licí pom¥r trojic (BAC), (BC A), . . .

(3) �e²te p°edchozí úlohu pro jiné hodnoty d, nap°. d = ±1, 0, 12 ,
√
5±1
2 , . . .

(4) Pro dané dv¥ úse£ky s velikostmi a a b sestrojte úse£ku délky a · b, resp. ab .

5.13 Trocha stereometrie

N¥které de�nice

rovnob¥ºnost, kolmost, . . .

Objemy jednodu²e

Tvrzení o objemech rovnob¥ºnost¥n· najdeme v XI. knize Základ·; celá teorie je velmi analogická
tomu, co známe z I. knihy pro rovnob¥ºnost¥ny. To v d·sledku znamená, ºe dva rovnob¥ºnost¥ny
mají stejný objem práv¥ tehdy, kdyº jeden lze rozst°íhat na £ásti, z nichº lze sloºit ten druhý;
sr. s V¥tou 5.3 na str. 19.
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Obrázek 5.28: [EJ ] XI.30: Rovnob¥ºnost¥ny se stejnou základnou a stejnou vý²kou mají
stejný objem.

Objemy pomocí Eudoxovy metody

M·ºe to vypadat p°ekvapiv¥, ale následující diskuze o jehlanech je podstatn¥ komplikovan¥j²í:
V¥ta XII.5 je dokázána Eudoxovou exhaustivní metodou! Zajímavý výsledek M. Dehna (1900)
v²ak ukazuje, ºe to obecn¥ ani jinak nejde. Zd·vodn¥ní je � podobn¥ jako v p°ípad¥ klasi�kace
eukleidovsky sestrojitelných veli£in � veskrze algebraické. Trojrozm¥rná analogie V¥ty 5.3 na
str. 19 platí pouze pro mnohost¥ny, které mají stejný tzv. Dehn·v invariant, viz nap°. [Ha,
£ást 27].

Obrázek 5.29: [Ha] XII.5: Pom¥r objem· jehlan· se stejnou vý²kou je stejný jako pom¥r
obsah· jejich základen.

Z v¥ty XII.5 plyne XII.7 (viz obr. 4.8) a dal²í. Teprve poté lze ukázat, ºe objem obecného
jehlanu (resp. kuºele) je t°etinový vzhledem k objemu hranolu (resp. válce) se stejnou základnou
a stejnou vý²kou. . .

5.14 Platónská t¥lesa

Celé Základy vrcholí popisem konstrukcí p¥ti pravidelných konvexních mnohost¥n·, jejich klasi-
�kací a diskuzí pom¥r· jejich stran vzhledem k polom¥ru opsané sféry (XIII.13�18). Pravidelný
konvexní mnohost¥n m·ºe být de�nován jako konvexní mnohost¥n, jehoº st¥ny jsou pravidelné
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mnohoúhelníky a který má stejný po£et st¥n kolem kaºdého vrcholu. Odtud pak skute£n¥ plyne,
ºe takový mnohost¥n je vepsán do koule, má v²echny st¥nové úhly shodné atd. [Ha, V¥ta 44.4].
Pravidelné konvexní mnohost¥ny jsou známy jako Platónská t¥lesa.9

Obrázek 5.30: [Ko] Pravidelné konvexní mnohost¥ny.

K problému zobrazení Platónských (a jiných) t¥les se vrátíme v Kapitole IV, kde budeme
pot°ebovat práv¥ poznatky z knihy XIII. Prozatím nabízíme na ochutnávku n¥kolik post°eh· ke
konstrukci pravidelného dvacetist¥nu (XIII.16) a dvanáctist¥nu (XIII.17).

Pravidelný dvacetist¥n

(1) Do kruºnice se st°edem V vepí²eme pravidelný desetiúhelník LFMGN . . . ; vrcholy L,M,N,O, P
jsou vrcholy pravidelného p¥tiúhelníku, vrcholy E,F,G, . . . p°edstavují kolmé pr·m¥ty hor-
ního p¥tiúhelníku QRSTU z bubínkovitého základu. K jeho sestrojení pot°ebujeme zjistit
vý²ku VW = EQ:

V²echny zvýrazn¥né trojúhelníky jsou podle p°edpokladu rovnostranné, zejména nap°. QL =
strana vepsaného p¥tiúhelníku. P°itom LE je strana pravidelného desetiúhelníku vepsaného
do téºe kruºnice a trojúhelník LEQ je pravoúhlý. Z tvrzení XIII.10 (které jsme parafrázovali
jako V¥tu 5.9 na str. 27) plyne, ºe EQ = VW = strana vepsaného pravidelného ²estiúhelníku,
tj. polom¥r startovní kruºnice.

9Polopravidelné konvexní mnohost¥ny jsou známy jako Archimédovská t¥lesa, pravidelné nekonvexní mno-
host¥ny jako Keplerova t¥lesa, viz P°ílohy.
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Obrázek 5.31: [A] Pravidelný dvacetist¥n poprvé: z XIII.10 plyne, ºe EVWQ je £tverec.

(2) K sestrojení £epi£ek pot°ebujeme znát vý²ku WZ:

Trojúhelník QWZ je pravoúhlý, QZ = strana vepsaného p¥tiúhelníku a QW = strana ve-
psaného ²estiúhelníku. Znovu podle XIII.10 zji²´ujeme, ºe WZ = LE = strana vepsaného
desetiúhelníku, a tu jiº máme sestrojenou.

Obrázek 5.32: [A] Pravidelný dvacetist¥n podruhé: z XIII.10 plyne, ºe WZ = LE.

(3) Pro kontrolu pravidelnosti sestrojeného dvacetist¥nu ukáºeme, ºe je vepsán do koule:

Na obr. 5.24 je nazna£eno, jak jsou sestrojeny strany vepsaného p¥ti- a desetiúhelníku (coº
je odvozeno z konstrukce II.11). Porovnáním s nazna£eným °ezem vidíme, ºe body Z,Q, . . .
leºí na kruºnici. . .
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Obrázek 5.33: [A] Pravidelný dvacetist¥n pot°etí: °ez dvacetist¥nem a °ez zlatý.

(4) Na p°edchozím obrázku vidíme vztah mezi stranou QZ pravidelného dvacetist¥nu a polom¥-
rem opsané sféry AZ = AQ = . . . . Znovu podle XIII.10 víme, ºe AW = WZ, tudíº bod W
je ve £tvrtin¥ úse£ky XZ. P°i obvyklém ozna£ení a = |QZ| a r = |AZ| platí

r

a
=

√
10 + 2

√
5

4
. (5.6)

Pravidelný dvanáctist¥n

Pravidelný dvanáctist¥n je sestrojen tak, ºe se nad krychlí postaví vhodné p¥tiúhelníkové st°echy.
Pro danou krychli umíme sestrojit stranu p¥tiúhelníkové st¥ny pomocí zlatého °ezu; jediné, co
pot°ebujeme dozjistit, je vý²ka h°ebene UV nad st¥nou krychle. V XIII.17 se dokazuje, ºe tato
vzdálenost je rovna práv¥ polovin¥ práv¥ sestrojené strany. Pro vyzna£ené body na obr. 5.34 to
znamená, ºe RPXU je £tverec (N je st°edem BE, P je st°edem NO, R je ve zlatém °ezu PN).

Pom¥r mezi stranou dvanáctist¥nu a polom¥rem opsané sféry je vyjád°en v XIII.18. . .

Obrázek 5.34: [A] Pravidelný dvanáctist¥n. . .

5.15 Cvi£ení

(1) Ov¥°te (5.6) a srovnejte s vyjád°ením v XIII.18.
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(2) P°ipravte se na konstrukci dal²ích Platónských t¥les. . .

6 Úloha Apollóniova a úlohy p°íbuzné

Úkolem je sestrojit kruºnici, která se dotýká t°í daných kruºnic. Jako obvykle � sestrojit zna-
mená sestrojit eukleidovským pravítkem a kruºítkem. To v d·sledku znamená, ºe se pídíme hlavn¥
po dotykových bodech, teprve poté kreslíme výslednou kruºnici. Jako limitní p°ípady uvaºujeme
místo daných kruºnic také body a p°ímky v r·zných kombinacích; takové úlohy jsou jednodu²²í,
a proto s nimi za£ínáme. Kaºdá verze úlohy m·ºe mít r·zné po£ty °e²ení podle vzájemné polohy
t°í daných objekt· (v generickém p°ípad¥ pozorujeme °e²ení osm). V²eliké speci�cké p°ípady
a polohy necháváme na cvi£ení a do písemek. . .

P·vodní Apollóniovo (kolem 250 p°.K.) °e²ení se nezachovalo, n¥kolik poznámek je známo
díky Pappovy z Alexandrie (kolem 400). Následující výklad £áste£n¥ sleduje rekonstrukci podle
F. Vièta (kolem 1600). Protoºe metod °e²ení je skute£n¥ velmi mnoho, vracíme se k problému
je²t¥ v Dodatku 21.

6.1 Nejjednodu²²í p°ípady

BBB

Stará známá kruºnice opsaná trojúhelníku; konstruk£n¥ to znamená sestrojit 2�3 osy úse£ek;
pro r·zné nekolineární body má úloha jediné °e²ení.

PPP

Jedno z °e²ení je kruºnice vepsaná trojúhelníku; konstruk£n¥ to znamená sestrojit n¥kolik os
úhl·; úloha má nejvý²e £ty°i °e²ení.

BBP

Tuto úlohu jsme °e²ili jako cvi£ení 5.6(5) pomocí post°eh· zaloºených na mocnosti bodu ke
kruºnici: Kaºdý bod na p°ímce AB má stejnou mocnost ke v²em kruºnicím procházejícím body
A,B; °e²ení k se navíc dotýká p°ímky c, pro bod P = AB ∩ c tedy platí PA · PB = PC2. Sta£í
sestrojit velikost úse£ky PC, kterou naneseme na p°ímku c. Úloha má nejvý²e dv¥ °e²ení.

Obrázek 6.35: �e²ení BBP pomocí mocnosti: (1) P je pr·se£ík p°ímek AB a c; (2) ve-
likost |PC| = |PX| je sestrojena pomocí Eukleidovy v¥ty o odv¥sn¥; (3) kruºnice k je
ur£ena body A,B,C.

BPP

Tady nás napadají hned dva elementární zp·soby °e²ení. Úloha má nejvý²e dv¥ °e²ení.

(a) Post°eh: Kaºdé °e²ení je samo k sob¥ symetrické podle nazna£ené osy úhlu. Sta£í sestrojit
symetrický bod A′, zapomenout na jednu p°ímku a °e²it úlohu BBP, kterou jiº umíme.
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Obrázek 6.36: �e²ení BPP pomocí osové soum¥rnosti: (1) A′ je symetrický k A podle
osy; (2) k je kruºnice, která prochází body A,A′ a dotýká se b (úloha BBP); (3) body
dotyku s p°ímkami b a c jsou symetrické podle osy.

(b) Post°eh: Dv¥ kruºnice °e²ení jsou stejnolehlé se st°edem stejnolehlosti v pr·se£íku daných
p°ímek. Obecn¥ji, k je stejnolehlá se stejným st°edem s libovolnou kruºnicí, která se dotýká
b a c (a leºí ve správném kvadrantu). . .

Obrázek 6.37: �e²ení BPP pomocí stejnolehlosti: (1) k′ je libovolná kruºnice, která se
dotýká b a c; (2) k′ chápeme jako stejnolehlý obraz k: A′ je pr·se£ík polop°ímky SA
s kruºnicí k′; (3) st°ed O je vzor st°edu O′ vzhledem k této stejnolehlosti: AO‖A′O′;
(4) podobn¥ je to s dotykovými body B a C. . .

6.2 Mírná zobecn¥ní

První dv¥ úlohy, kde se v zadání objevuje kruºnice. . .

BBK

M·ºeme °e²it podobn¥ jako BBP: Kaºdý bod na p°ímce AB má stejnou mocnost ke v²em
kruºnicím procházejícím body A,B; °e²ení k se navíc dotýká c, na p°ímce AB tedy existuje bod



7. Kuºelose£ky 37

(P ), který má tutéº mocnost také ke kruºnici c. Sta£í sestrojit P a odtud te£ny ke kruºnici
c. . . Úloha má nejvý²e dv¥ °e²ení.

Obrázek 6.38: �e²ení BBK pomocí mocnosti: (1) l je libovolná kruºnice procházející
A,B; (2) ch je chordála kruºnic l a c; (3) bod P je pr·se£íkem chordály a p°ímky AB;
(4) C je dotykový bod te£ny z bodu P ke kruºnici c; (5) kruºnice k je ur£ena body
A,B,C.

PPK

Zobec¬ujeme °e²ení BPP(b): Kaºdé dv¥ kruºnice jsou stejnolehlé, nyní se díváme na kruºnici
danou a kruºnici °e²ení. Sta£í ur£it st°ed stejnolehlosti A. . . Úloha má nejvý²e osm °e²ení.

Obrázek 6.39: �e²ení PPK pomocí stejnolehlosti: (1) b′ a c′ jsou p°ímky rovnob¥ºné s b
a c, které se dotýkají kruºnice A; (2) b′ a c′ chápeme jako stejnolehlé obrazy p°ímek b
a c: st°ed stejnolehlosti A = A′ je pr·se£íkem p°ímky MM ′ s kruºnicí a; (3) st°ed O je
vzor st°edu O′ vzhledem k této stejnolehlosti: O je pr·se£ík O′A s osou; (4) podobn¥ je
to s dotykovými body B a C. . .

6.3 Pomocné konstrukce a post°ehy

Spole£né te£ny dvou kruºnic, kruºnice vs. cykly, dilatace. . . . . .

6.4 Cvi£ení

(1) �e²te PPK na obr. 6.39 znovu pomocí dilatace.

(2) �e²te BPK v takové poloze, ºe daný bod leºí na dané p°ímce.

(3) �e²te KKK za p°edpokladu, ºe dv¥ z daných kruºnic mají stejný pr·m¥r.

(4) �e²te podobné úlohy v podobn¥ speci�ckých p°ípadech. . .
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7 Kuºelose£ky

7.1 Elipsa

Elipsa je rovinná k°ivka, která m·ºe být de�nována mnoha r·znými zp·soby. N¥které nejznám¥j²í
stru£n¥ p°ipomeneme a hlavn¥ nazna£íme, pro£ jsou navzájem ekvivalentní. V odst. 10.3 pak
uvádíme je²t¥ jeden moºný pohled na elipsu. . .

Elipsa je:

(a) uzav°ená kuºelo-se£ka, tj. °ez kuºelové plochy takovou rovinou, která protíná v²echny
její povrchové p°ímky,

(b) mnoºina bod· v rovin¥, jeº mají konstantní sou£et vzdáleností od n¥jakých dvou bod·
E a F :

|EX|+ |XF | = konst.,

(c) mnoºina bod· v rovin¥, jeº mají konstantní pom¥r vzdáleností od n¥jakého bodu F
a n¥jaké p°ímky d, p°i£emº

|XF | : |Xd| = konst. < 1,

(d) k°ivka ur£ená kvadratickou rovnicí (vzhledem k n¥jaké vhodné sou°adné soustav¥)

x2

a2
+
y2

b2
= 1, resp. y2 = 2px− p

a
x2.

Body E,F jsou tzv. ohniska, p°ímka d je tzv. °ídící p°ímka (elipsa má dv¥ ohniska a dv¥
°ídící p°ímky); kvadratická rovnice v (d) je tzv. st°edová, resp. vrcholová rovnice elipsy; 2a =

délka hlavní osy, 2b = délka vedlej²í osy, £íslo p je tzv. parametr elipsy a platí p = b2

a ; konstanta
v (b) je rovna 2a; konstanta v (c) je rovna e

a , kde e =
√
a2 − b2 je tzv. výst°ednost elipsy; . . . . . .

Historicky p·vodní je de�nice (a), ostatní charakterizace jsou odtud odvozené. Diskuzi za-
£neme ukázkou z klasického a velmi zevrubného pojednání o kuºelose£kách od Apollónia z Pergy.

V¥ta (Apollóniova). P°i zna£ení jako na obr. 7.40 platí:

ΛM2 = ΞM ·ME, (7.7)

kde Λ je libovolný bod na elipse a M je pata kolmice z Λ na ∆E. P°itom Ξ je na úhlop°í£ce
pevného p°iloºeného obdélníku se stranami ∆E a EΘ, kde EΘ je ur£ena vztahem ∆E : EΘ =
AK2 : (BK ·KΓ).

Úse£ka EΘ je sestrojená pon¥kud um¥le, za chvíli v²ak bude jasné, ºe odpovídá práv¥ parametru
elipsy. Odvození (7.7) plyne práv¥ z de�nující rovnosti pro úse£ku EΘ a podobností n¥kolika
trojúhelník·:

∆M

MΞ
=

∆E

EΘ
=
AK

BK

AK

KΓ
=
EM

MΠ

∆M

MP
.
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Obrázek 7.40: [�] Ke 13. v¥t¥ z I. knihy Apollóniových Kuºelose£ek. . .

Kdyº levou stranu roz²í°íme ME, budou mít pom¥ry na obou stranách stejný £itatel, odkud
plyne rovnost jmenovatel·:

MΞ ·ME = MΠ ·MP.

Navíc rovina ΛΠP je rovnob¥ºná s podstavou, tudíº °ezem kuºelové plochy touto rovinou je
kruºnice a ΠP je její pr·m¥r. Podle Thaletovy v¥ty je úhel ΠΛP pravý a podle Eukleidovy v¥ty
o vý²ce platí:

MΠ ·MP = MΛ2.

Dosazením do p°edchozí rovnice tak dostáváme (7.7).

Odtud vyplývá ekvivalence mezi de�nicemi (a) a (d):
Ozna£íme si |EΘ| =: 2p, dále |E∆| =: 2a, |EM | := x a |MΛ| =: y. Z podobnosti trojúhelník·

ΘE∆ a ΘOΞ umíme p°i tomto zna£ení vyjád°it |ΞM | = 2p − p
ax. Rovnici (7.7) pak m·ºeme

p°epsat jako

y2 =
(

2p− p

a
x
)
x,

coº je práv¥ vrcholová rovnice elipsy v (d). Vztah mezi vrcholovou a st°edovou rovnicí elipsy je
snad jasný. . .

V¥ta (Dandelinova�Queteletova). P°edpokládejme, ºe °ezem rota£ní kuºelové plochy rovinou je
elipsa. Pak ohniska této elipsy jsou práv¥ body dotyku kulových ploch, které se dotýkají jak kuºele,
tak roviny °ezu.

Celé následující zd·vod¬ování je odvozeno z jednoduchého poznatku, ºe v²echny te£ny z da-
ného bodu k dané kulové plo²e jsou stejn¥ dlouhé (myslíme samoz°ejm¥ úse£ky od daného bodu
k bod·m dotyku).

Na obr. 7.41 zna£í E,F dotykové body kulových ploch s °eznou rovinou, X je libovolný bod
na elipse, body H,D jsou pr·se£íky p°ímky V X s dotykovými kruºnicemi kuºele a vepsaných
koulí. Chceme ukázat, ºe platí |EX|+ |XF | = konst., tj., ºe E a F jsou práv¥ ohniska elipsy:
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Obrázek 7.41: [Ku2] K Dandelinov¥�Queteletov¥ v¥t¥. . .

Podle vý²e uvedeného poznatku je |EX| = |DX| a |XF | = |XH|, tudíº

|EX|+ |XF | = |DX|+ |XH| = |DH|.

Protoºe je kuºel rota£ní, je vzdálenost |DH| stále stejná pro v²echny povrchové p°ímky, coº jsme
práv¥ m¥li dokázat.

Odtud vidíme, pro£ jsou de�nice (a) a (b) ekvivalentní. Navíc z uvedeného lze velmi snadno
doplnit také ekvivalenci s de�nicí (c) � sta£í pojmenovat ony °ídící p°ímky:

D·sledek. �ídící p°ímky elipsy jsou práv¥ pr·se£nice ρ ∩ α a ρ ∩ β na obr. 7.41.

Pro pr·se£nici p = ρ ∩ α, ohnisko F a pro libovolný bod X na elipse chceme ukázat, ºe platí
|XF | : |Xp| = konst. < 1, tj., ºe p je její °ídící p°ímka:

Vzdálenost |Xp| m¥°íme jako vzdálenost |XP |, kde P je pata kolmice z X na p; v pomocném
bo£ním pr·m¥tu vidíme tuto vzdálenost nezkreslen¥. P°ed chvílí jsme si uv¥domili, ºe |XF | =
|XH|; tuto vzdálenost vidíme v bo£ním pr·m¥tu jako velikost pooto£ené úse£ky |X0H0| (pro
jistotu dodáváme, ºe HH0‖XX0). Platí tedy:

|XF | : |Xp| = |X0H0| : |XP |.

Protoºe trojúhelníky AH0P a AX0X (v bo£ním pr·m¥tu!) jsou stejnolehlé, platí:

|X0H0| : |XP | = |AH0| : |AP |,

coº je konstanta (ur£ená výhradn¥ vzájemnou polohou rovin ρ, α a kuºele). Navíc je z°ejmé, ºe
tato konstanta je < 1, coº jsme m¥li dokázat.
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7.2 Hyperbola

7.3 Parabola

7.4 N¥které dal²í vlastnosti a pojmy

Konstrukce te£ny, pól/polára, oskula£ní kruºnice, Apollóniova kruºnice. . .

8 Typické úlohy
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KAPITOLA III

Geometrická zobrazení

9 Panoptikum geometrických zobrazení

V této £ásti zmi¬ujeme n¥kolik exemplá°· geometrických zobrazení, z nichº n¥která jsme zmi-
¬ovali uº v p°edchozím výkladu. Dopl¬ujeme n¥kolik dal²ích uºite£ných p°íklad·, v dal²í £ásti
v²echno zobecníme a zorganizujeme.

Aº na n¥kolik výjimek (!) se jedná o zobrazení eukleidovské roviny, resp. prostoru do sebe. . .

9.1 Shodnosti

Dva trojúhelníky jsou shodné, kdyº mají shodné v²echny dvojice odpovídajících si stran a vnit°-
ních úhl·. O shodných trojúhelnících mluví v¥ty SUS, SSS apod. . .

Dva shodné trojúhelníky jednozna£n¥ ur£ují shodné zobrazení roviny do sebe takové, ºe jeden
trojúhelník je obrazem toho druhého.

Zobrazení je shodné, kdyº zachovává vzdálenosti bod·, tj. pro libovolné body A,B a jejich
obrazy A′, B′ platí:

|A′B′| = |AB|. (9.1)

Uv¥domte si, ºe z uvedené de�nice skute£n¥ vyplývá, ºe shodná zobrazení mají v²echny dal²í
vlastnosti, které od nich o£ekáváme; shodná zobrazení zejména

(a) zobrazují p°ímky na p°ímky,

(b) zachovávají odchylky p°ímek,

(c) zachovávají obsahy.

P°ímo z de�nice také plyne, ºe kaºdé shodné zobrazení je prosté. Shodná transformace roviny
do sebe je proto nutn¥ bijekce. Bijektivní shodné zobrazení se stru£n¥ nazývá shodnost. Shodností
v rovin¥ je pouze n¥kolik málo typ·, jmenovit¥:

43
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(1) identita,

(2) posunutí,

(3) otá£ení,

(3') st°edová soum¥rnost,

(4) osová soum¥rnost,

(5) posunutá (osová) soum¥rnost.

St°edová soum¥rnost je práv¥ otá£ení o p°ímý úhel, proto ji pod°azujeme obecnému otá£ení.
První t°i transformace jsou p°ímé (zachovávají orientaci), poslední dv¥ nep°ímé (m¥ní orientaci).

Obrázek 9.1: [Mar] Posunutá soum¥rnost.

Sloºením dvou shodností dostaneme zase shodnost a tímto zp·sobem lze ov¥°it, ºe vý²e uve-
dený vý£et úplný. P°i tomto experimentování si nelze nev²imnout, ºe jenom skládáním osových
soum¥rností vy£erpáme v²echny typy shodností. Ve skute£nosti platí o n¥co siln¥j²í tvrzení, které
snadno zd·vodníte nad obr. 9.2:

V¥ta. Kaºdou shodnost v rovin¥ lze realizovat jako sloºení nejvý²e t°í osových soum¥rností.

To je taky d·vod, pro£ se osovým soum¥rnostem °íká základní shodnosti . . .

Obrázek 9.2: [Sek] Kaºdá shodnost v rovin¥ je sloºením nejvý²e t°í osových soum¥rností.

Kaºdá shodnost v rovin¥ je jednozna£n¥ ur£ena obrazem A′B′C ′ n¥jakého trojúhelníku ABC.
P°edepí²eme-li libovoln¥ obraz A′B′ úse£ky AB, pak bod C ′ je ur£en skoro jednozna£n¥, p°es-
n¥ji °e£eno dvojzna£n¥: jedna moºnost odpovídá p°ímé shodnosti, druhá nep°ímé. V²echny typy
shodností v rovin¥ lze tedy systematicky vy£erpat také tak, ºe uvaºujeme v²echny typov¥ r·zné
obrazy úse£ky AB, viz obr. 9.3.

Shodností se s úsp¥chem uºívá p°i °e²ení mnoha konstruk£ních úloh. Jeden p°íklad je na
obr. 6.36, dal²í ukázky ve cvi£eních. . .
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Obrázek 9.3: P°ehled shodností pomocí obraz· trojúhelníku.

9.2 Cvi£ení

(1) P°ipome¬te si de�nice v²ech vý²e jmenovaných shodností, zejména popi²te jejich ur£ující
prvky.

(2) Pro dva dané shodné trojúhelníky rozhodn¥te, zda jsou osov¥ soum¥rné (zformulujte n¥jaké
p°irozené kritérium).

(3) Pokud je odpov¥¤ v p°edchozí úloze záporná, pak:

• pojmenujte odpovídající shodnost a popi²te její ur£ující prvky,

• vyjád°ete tuto shodnost jako sloºení osových soum¥rností,

• alespo¬ dvojím zp·sobem sestrojte obraz libovolného dal²ího bodu.

9.3 Podobnosti

Stejnolehlost (homotetie)

O stejnolehlosti jsme mluvili uº v odstavci 5.11 na str. 29:

Stejnolehlost je transformace ur£ená st°edem S a koe�cientem k ∈ R tak, ºe obraz X ′

libovolného bodu X leºí na p°ímce SX a platí:

(X ′X S) = k, tzn.
−−→
SX ′ = k ·

−−→
SX, neboli X ′ = S + k ·

−−→
SX. (9.2)

Speciální, p°íp. degenerované p°ípady, které zpravidla za stejnolehlost neprohla²ujeme, jsou:
st°edová soum¥rnost pro k = −1, identita pro k = 1, p°íp. je²t¥ nulové zobrazení pro k = 0.
Nezávisle na znaménku koe�cientu k je stejnolehlost v rovin¥ vºdy p°ímým zobrazením. St°ed
stejnolehlosti je jejím jediným pevným bodem.
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Obrázek 9.4: [Be] Stejnolehlost v rovin¥ je vºdy p°ímá.

Z v¥ty VI.2 (obr. 5.26) víme, ºe obrazem p°ímky v libovolné stejnolehlosti je p°ímka s ní
rovnob¥ºná, speciáln¥ p°ímky procházející st°edem stejnolehlosti se zobrazují samy do sebe. Po-
kud tedy skládáme stejnolehlosti, pak výsledné transformace nemusejí být nutn¥ stejnolehlostmi,
musí v²ak mít práv¥ popsanou vlastnost. Takových transformací je jenom n¥kolik � up°esn¥ní
je v následující v¥t¥, zd·vodn¥ní plyne hlavn¥ z VI.2.

V¥ta. Uvaºujme stejnolehlosti hi se st°edy Si a koe�cienty ki (i = 1, 2); sloºené zobrazení h2◦ h1
ozna£íme h. Potom platí:

(1) k1k2 = 1 a S1 = S2 =⇒ h je identita,

(2) k1k2 = 1 a S1 6= S2 =⇒ h je posunutí o vektor v = (1− k2)
−−−→
S1S2,

(3) k1k2 6= 1 =⇒ h je stejnolehlost s koe�cientem k = k1k2 a st°edem

S = S1 +
1− k2

1− k1k2
−−−→
S1S2.

U úloh s kruºnicemi se £asto odkazujeme na následující tvrzení, které lze snadno vyvodit op¥t
z VI.2 a Thaletovy v¥ty:

V¥ta. Stejnolehlým obrazem kruºnice je kruºnice. A navíc kaºdé dv¥ kruºnice jsou stejnolehlé �
koe�cient stejnolehlosti je roven pom¥ru polom¥r·, moºné st°edy stejnolehlosti jsou nejvý²e dva.

Jako bezprost°ední d·sledek p°edchozích dvou tvrzení zmi¬ujeme dal²í velmi klasickou v¥tu.

V¥ta (Mongeova). �est st°ed· stejnolehlosti t°í kruºnic tvo°í vrcholy tzv. úplného £ty°stranu, viz
obr. 9.5.

Stejnolehlost jsme uºili nap°. v Apollóniových úlohách na obr. 6.37 nebo obr. 6.39, p°i p°e-
ná²ení d¥licího pom¥ru t°í bod· apod. Dal²í aplikace najdete ve cvi£eních. . .

Obecná podobnost

O podobnostech jsme se zmi¬ovali jiº v odst. 5.11. Dva podobné trojúhelníky ur£ují jednozna£n¥
podobné zobrazení roviny do sebe takové, ºe jeden je obrazem druhého.
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Obrázek 9.5: Mongeova v¥ta: Vn¥j²í st°edy stejnolehlosti t°í kruºnic leºí na p°ímce
a stejn¥ tak kaºdé dva vnit°ní a jeden vn¥j²í st°ed leºí na p°ímce.

Zobrazení je podobné, kdyº pro libovolné body A,B a jejich obrazy A′, B′ platí:

|A′B′| = k · |AB|, (9.3)

kde k je kladná reálná konstanta, tzv. koe�cient.

Podobné zobrazení s koe�cientem k = 1 je shodné. Podobná neshodná zobrazení nezachová-
vají vzdálenosti, ani obsahy; nicmén¥ pokud se vzdálenosti m¥ní k-krát, obsahy se m¥ní k2-krát.
Odchylky se zachovávají, sr. s odst. 5.11.

Podobn¥ jako pro shodná zobrazení: kaºdé podobné zobrazení je prosté, podobné zobrazení
roviny do sebe je nutn¥ bijekce a bijektivní podobné zobrazení se stru£n¥ nazývá podobnost.
Pokud obecnou podobnost s koe�cientem k sloºíme s n¥jakou stejnolehlostí s koe�cientem 1

k ,
pak výsledné zobrazení je jist¥ shodnost. Odtud m·ºeme vydedukovat následující tvrzení:

V¥ta. Kaºdou podobnost lze realizovat (mnoha r·znými zp·soby) jako sloºení shodnosti a stej-
nolehlosti.

Celkem zajímavý a nesamoz°ejmý výsledek je v následující v¥t¥, kterou jednodu²e zd·vod-
níme v p°í²tím semestru. Existuje také konstruk£ní zd·vodn¥ní, jeº necháváme pro zájemce jako
cvi£ení.

V¥ta. Kaºdá vlastní podobnost má práv¥ jeden pevný bod.

Vlastní podobností se myslí podobnost, která není shodnost. Pevný bod vlastní podobnosti se
nazývá st°ed podobnosti.

9.4 Cvi£ení

(1) Dokaºte v¥tu o skládání stejnolehlostí; v p°ípad¥ (3) aspo¬ zd·vodn¥te, ºe výsledný st°ed
stejnolehlosti S leºí na p°ímce S1S2.
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(2) Zd·vodn¥te také ostatní citovaná tvrzení a p°edstavte si r·zné limitní p°ípady.

(3) Pro dva dané podobné trojúhelníky rozhodn¥te, zda jsou stejnolehlé (zformulujte n¥jaké
p°irozené kritérium).

(4) Pokud je odpov¥¤ v p°edchozí úloze záporná, pak:

• vyjád°ete odpovídající podobnost jako sloºení stejnolehlosti a shodnosti,

• sestrojte obraz libovolného dal²ího bodu v rovin¥,

• zkuste ur£it st°ed této podobnosti.

(5) Sestrojte p°ímku spojující daný bod s nedostupným bodem mimo rýsovací plochu, který je
dán jako pr·se£ík dvou r·znob¥ºných p°ímek.

9.5 Dilatace

Dilataci zmi¬ujeme poprvé v odstavci 6.3, podruhé ve cvi£ení 6.4(1). Na rozdíl od v²ech ostatních
zobrazení v tomto textu � dilatace není bodové zobrazení! To znamená, ºe nemá smysl
mluvit o obrazu bodu X, protoºe ten m·ºe být p°i jedné a téºe dilataci zobrazen kamkoli.
Dilatace není zobrazení na mnoºin¥ bod·, je to v²ak zobrazení na mnoºin¥ tzv. orientovaných
dotykových (kontaktních) element·, jeº m·ºeme reprezentovat polop°ímkami. Obecn¥ se takovým
zobrazením °íká kontaktní zobrazení.

Dilatace je kontaktní zobrazení ur£ené reálným £íslem ρ 6= 0 tak, ºe obraz orientovaného
kontaktního elementu zastoupeného polop°ímkou XY je reprezentován polop°ímkou X ′Y ′,
která je posunuta o vzdálenost ρ kolmo k XY , a to na správnou stranu v závislosti na
orientaci. Konvence je taková, aby sm¥rový vektor

−−→
XY a vektor posunutí

−−→
XX ′ (v tomto

po°adí) tvo°ily kladnou bázi, kdyº ρ je kladné, a zápornou bázi, kdyº ρ je záporné.

Obrázek 9.6: Dilatace není bodové zobrazení, dilatace je kontaktní zobrazení! Vlevo je
nazna£en obraz dotykového elementu XY v závislosti na znaménku ρ; dal²í dva obrázky
ilustrují obraz orientované p°ímky, resp. kruºnice jakoºto obálky jejích dotykových ele-
ment· pro ρ > 0.

Pokud °íkáme, ºe �dilatujeme k°ivku� o n¥jakou hodnotu ρ, myslíme tím jednak orientovanou
k°ivku, hlavn¥ v²ak spolu se v²emi jejími orientovanými te£nami! V²echna kontaktní zobrazení
� tedy i dilatace � mají tu vlastnost, ºe zachovávají dotyk k°ivek.1

1Kaºdé bodové zobrazení je kontaktní, p°esn¥ji °e£eno: ur£uje jednozna£n¥ kontaktní zobrazení. . .
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Dilatace se hojn¥ uºívá k redukci sloºitosti obecn¥j²ích Apollóniových úloh; práv¥ tato metoda
dominuje ve Viètov¥ rekonstrukci p·vodního °e²ení.

9.6 Kruhová inverze

Kruhová inverze je transformace ur£ená tzv. °ídící kruºnicí (se st°edem S a polom¥rem r)
tak, ºe obraz X ′ libovolného bodu X 6= S leºí na polop°ímce SX a platí:

|SX| · |SX ′| = r2.

P°ímo z de�nice a Eukleidovy v¥ty o odv¥sn¥ plyne moºný konstruk£ní návod k sestrojení obrazu
daného bodu, viz obr. 9.7. Z de�nice také plyne n¥kolik dal²ích z°ejmostí:

(a) Kruhová inverze je involutivní transformace (podobn¥ jako nap°. osová soum¥rnost).

(b) V²echny body na °ídící kruºnici jsou pevné, tzn. zobrazují se samy na sebe.

(c) V²echno, co je vn¥ °ídící kruºnice se zobrazuje dovnit° a naopak.

(d) Kaºdá p°ímka procházející st°edem inverze se zobrazuje sama do sebe, p°i£emº jediné pevné
body jsou pr·se£íky s °ídící kruºnicí a lim

X→S
X ′ je nevlastní bod této p°ímky.

Z uvedeného je patrné, pro£ v de�nici vylu£ujeme p°ípad X = S: obrazem st°edu inverze
by mohl být libovolný bod v nekone£nu, tudíº by nebyl ur£en jednozna£n¥. Nicmén¥ práv¥ tuto
vlastnost budeme v dal²ím s oblibou vyuºívat!

Obrázek 9.7: [Ha] Obraz bodu p°i kruhové inverzi ur£ené kruºnicí Γ.

Kruhová inverze má mnoho dal²ích nez°ejmých, ale velmi uºite£ných vlastností; n¥které z nich
te¤ postupn¥ p°edstavíme.

V¥ta. P°i kruhové inverzi s °ídící kruºnicí Γ a st°edem S platí:

(e) P°ímka neprocházející st°edem S se zobrazuje na kruºnici procházející st°edem S, a naopak.

(f) Kruºnice kolmá ke Γ se zobrazuje sama do sebe. Naopak, kaºdá kruºnice procházející dvojicí
inverzních bod· je kolmá ke Γ.

(g) Obecná kruºnice neprocházející st°edem S se zobrazuje do jiné kruºnice neprocházející S.
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Obrázek 9.8: [Ha] Obrazem p°ímky p°i kruhové inverzi je kruºnice procházející st°edem,
a naopak.

Obrázek 9.9: [Ha] Obrazem kruºnice neprocházející st°edem je op¥t kruºnice; kruºnice
se zobrazuje sama do sebe práv¥ tehdy, kdyº protíná °ídící kruºnici kolmo.

Zd·vodn¥ní je následující: . . . . . .

Kruhová inverze v ºádném p°ípad¥ nezachovává vzdálenosti bod· (ani jejich pom¥ry), p°ímky
a kruºnice zobrazuje na p°ímky nebo kruºnice. N¥co se p°ece jenom zachovává:

V¥ta. Kruhová inverze je konformní zobrazení, tzn. zachovává odchylky protínajících se k°ivek.

Zd·vod¬ujeme nad obr. 9.10: Odchylku jakýchkoli dvou k°ivek v jejich spole£ném bod¥ P repre-
zentujeme p°ímkami m a l. Tutéº odchylku m·ºeme také reprezentovat pomocí dvou kruºnic �
z nekone£ného mnoºství moºností vybíráme takové kruºnice γ1 a γ2, které jsou kolmé k °ídící
kruºnici Γ. Tyto kruºnice se zobrazují samy do sebe, obrazem bodu P je jejich druhý spole£ný
bod P ′ a odchylka m a l se transformuje na odchylku kruºnic v bod¥ P ′. Nicmén¥ tato odchylka
je táº jako v bod¥ P , coº jsme cht¥li dokázat.

Kruhovou inverzi zmi¬ujeme zejména v souvislosti s Apollóniovými úlohami (k jejichº °e²ení
byla poprvé uºita v r. 1879). . .

9.7 Cvi£ení

(1) Pomocí kruhové inverze °e²te znovu n¥které Apollóniovy úlohy zmi¬ované v £ásti 6.

(2) Dokaºte, ºe s pomocí dilatace a kruhové inverze umíte vy°e²it obecnou Apollóniovu úlohu./
(3) Vyjád°ete stejnolehlost s daným st°edem a koe�cientem jako sloºení kruhových inverzí.
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Obrázek 9.10: [Ha] Kruhová inverze je konformní zobrazení.

9.8 A�nní zobrazení

Zkosení (elace)

Chápeme-li rovnob¥ºník BCFE na obr. 5.12 jako obraz rovnob¥ºníku BCDA p°i n¥jaké trans-
formaci, pak jméno této transformace zní elace (£asto p°ezdívaná jako zkosení, smyk apod.).
Elace má p°ímku pevných bod· (v tomto p°íkladu BC), jiº zoveme osou. Elace je ur£ena osou o
a dvojicí bod· A 7→ A′ (v tomto p°íkladu A′ = E) takovou, ºe AA′‖o. Pokud není jasné, jak je
t¥mito daty elace ur£ena, £t¥te dál. . .

Elace není shodnost ani podobnost, nicmén¥ z°ejm¥ zachovává orientaci, tzn. elace je p°ímá.
Navíc tvrzení I.35 °íká, ºe elace zachovává obsahy. . .

Osová a�nita

Elace je speciálním p°ípadem transformace, které se °íká osová a�nita. Jiným p°íkladem osové
a�nity je nap°. transformace na obr. 9.11. Tato osová a�nita má vodorovnou osu (= p°ímku

Obrázek 9.11: [Ku] Typická (i kdyº trochu speci�cká) osová a�nita: zkracování v jednom
sm¥ru. . .

pevných bod·) a v tomto sm¥ru se �nic ned¥je� . Ve svislém sm¥ru se v²echno zkracuje a podstatné
je, ºe �v²ude stejn¥� ! Bez p°íli²ných uvozovek m·ºeme totéº vyslovit následovn¥:



52 III. Geometrická zobrazení

Osová a�nita je transformace ur£ená osou o a dvojicí bod· A 7→ A′, a to tak, ºe pro obraz
X ′ libovolného bodu X platí

XX ′‖AA′ a (X ′XX0) = (A′AA0) = konst., (9.4)

kde X0, resp A0, zna£í pr·se£ík p°ímky XX ′, resp. AA′, s osou o.

Konstant¥ (A′AA0) se °íká modul (nebo taky charakteristika), sm¥ru p°ímky AA′ se °íká
sm¥r osové a�nity.

Uv¥domte si, ºe p°ímo z de�nice (a v¥ty VI.2) plyne návod ke konstrukci obrazu libovolného
bodu X. Z de�nice dále plyne, ºe osová a�nita zachovává d¥licí pom¥r bod· na jakékoli p°ímce
(tedy ne jen na ose nebo ve sm¥ru AA′). Speciálními, resp. mezními p°ípady osové a�nity jsou:

• osová soum¥rnost (sm¥r ⊥ o a modul = −1),

• tzv. ²ikmá soum¥rnost (sm¥r 6⊥ o a modul = −1),

• elace (sm¥r‖o =⇒ modul = 1),

• rovnob¥ºné promítání do p°ímky o (sm¥r 6 ‖o a modul = 0).

Obrázek 9.12: Obraz bodu v osové a�nit¥. . .

Obecné a�nní zobrazení

Osová a�nita je speciálním p°ípadem a�nního zobrazení:

Zobrazení je a�nní, kdyº

(a) zobrazuje kolineární body na kolineární body,

(b) zachovává d¥licí pom¥ry bod·,

(c) zachovává rovnob¥ºnost.
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Kolineární body jsou body, které leºí na jedné p°ímce, tedy také body splývající. Podmínka
(b), resp. (c) tedy má smysl pouze v p°ípad¥, kdy se r·zné kolineární body nezobrazí do jednoho
bodu. Z (a) a (b) plyne, ºe a�nní zobrazení zobrazuje p°ímky na p°ímky, resp. na body (tedy
nikoli nap°. na úse£ky). Za p°edpokladu (a) jsou vlastnosti (b) a (c) ekvivalentní. . .

De�nice a�nního zobrazení tedy m·ºe být vyslovena r·znými zp·soby, nap°. takto:

Zobrazení je a�nní, kdyº

(a') zobrazuje p°ímky na p°ímky nebo body,

(b') zachovává rovnob¥ºnost p°ímek.

Bijektivní a�nní zobrazení se nazývá a�nita. Vý²e zmi¬ované rovnob¥ºné promítání do p°ímky
tedy ur£it¥ není a�nita. Osové a�nity a rovnob¥ºná promítání do p°ímky nazýváme základní a�nní
transformace; jsou to práv¥ ty a�nní transformace, které mají p°ímku pevných bod·.

Zobecn¥ní n¥kterých základních tvrzení z odstavc· o shodnostech a podobnostech je násle-
dující:

V¥ta. Kaºdá a�nní transformace v rovin¥

• je jednozna£n¥ ur£ena obrazem t°í bod· v obecné poloze,

• lze vyjád°it jako sloºení nejvý²e t°í základních a�nních transformací.

První fakt by m¥l být celkem jasný a dokazuje se konstruktivn¥, viz cvi£ení. Druhý fakt se zd·-
vod¬uje velmi podobným zp·sobem, jako v¥ta 9.1 o rozkladu shodností. . . P°i t¥chto rozkladech
máme vºdy celkem hodn¥ volnosti, nyní dokonce je²t¥ daleko více neº p°i rozkládání shodností.

9.9 Cvi£ení

(1) Z uvedených de�nic dokaºte, ºe kaºdá shodnost/podobnost je a�nita, ale kruhová inverze
nikoli.

(2) Pro dva dané trojúhelníky rozhodn¥te, zda je jeden obrazem druhého vzhledem k n¥jaké
osové a�nit¥ (zformulujte n¥jaké p°irozené kritérium).

(3) Pokud je odpov¥¤ v p°edchozí úloze záporná, pak:

• vyjád°ete odpovídající a�nitu jako sloºení osových a�nit,

• sestrojte obraz libovolného dal²ího bodu v rovin¥.

(4) Vyjád°ete stejnolehlost s daným st°edem a koe�cientem jako sloºení osových a�nit.

(5) P°edp., ºe t°i dané body jsou obrazy sousedních vrchol· pravidelného n-úhelníku (n =
4, 5, 6, 8, 10, . . . ); sestrojte obrazy ostatních vrchol·.
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9.10 Projektivní zobrazení

St°edové promítání

Typické projektivní zobrazení je st°edové promítání. V rovin¥ máme na mysli st°edové promítání
do p°ímky, jeº je ur£eno st°edem S a p°ímkou o: obraz X ′ libovolného bodu X je jednodu²e
pr·se£ík X ′ = SX ∩ o.

St°edové promítání nezachovává d¥licí pom¥r t°í bod·, av²ak zachovává dvojpom¥r £ty° bod·
na p°ímce (coº za chvíli dokáºeme).

Dvojpom¥r £tve°ice kolineárních bod· (A,B,C,D) je reálné £íslo de�nované jako pom¥r
d¥licích pom¥r· (ABC) : (ABD); vzhledem k (5.5) pí²eme následovn¥:

(ABCD) =

−→
AC
−−→
BC

:

−−→
AD
−−→
BD

. (9.5)

Vzhledem k tomu, ºe lim
D→∞

(ABD) = 1, platí lim
D→∞

(ABCD) = (ABC), coº zapisujeme jako:

(ABCD∞) = (ABC).

Pro dané t°i kolineární body je poloha £tvrtého body na téºe p°ímce jednozna£n¥ ur£ena dvoj-
pom¥rem. �íselné vyjád°ení samoz°ejm¥ závisí na po°adí bod· ve £tve°ici. . .

V¥ta (Pappova). P°i st°edovém promítání se zachovávají dvojpom¥ry kolineárních bod·.

Ukáºeme nejd°íve ve speciálním p°ípad¥, poté obecn¥. Odkazujeme op¥t na tvrzení VI.2 o stej-
nolehlých trojúhelnících, viz obr. 9.13:

Obrázek 9.13: Dvojpom¥r se st°edovým promítáním nem¥ní!

(a) Trojúhelníky A′AC ′ a A′SD′ jsou stejnolehlé a C ′ = C, tudíº
−−−→
A′C′
−−−→
A′D′

=
−→
AC−−→
SD′

. Trojúhelníky

B′BC ′ a B′SD′ jsou taky stejnolehlé, tudíº
−−−→
B′C′
−−−→
B′D′

=
−−→
BC−−→
SD′

. Odtud d¥lením obou rovnic dostá-
váme −→

AC
−−→
BC

=

−−→
A′C ′

−−−→
A′D′

:

−−−→
B′C ′

−−−→
B′D′

=

−−→
A′C ′

−−−→
B′C ′

:

−−−→
A′D′

−−−→
B′D′

.
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Výraz nalevo je práv¥ (ABC) = (ABCD∞), napravo je (A′B′ C ′D′), takºe v tomto speci-
�ckém p°ípad¥ skute£n¥ platí (ABCD∞) = (A′B′ C ′D′).

(b) Uvaºujme dv¥ obecné p°ímky se st°edovými pr·m¥ty libovolné £tve°ice bod·. Vedeme po-
mocné rovnob¥ºky jdoucí body C a C ′: Z p°edchozího odstavce plyne, ºe (A1B1 C) =
(ABCD) a sou£asn¥ (A2B2 C

′) = (A′B′ C ′D′). Navíc ale ze stejnolehlosti pomocných troj-
úhelník· plyne (A1B1 C) = (A2B2 C

′), takºe i v tomto obecném p°ípad¥ platí (ABCD) =
(A′B′ C ′D′).

Projektivní roz²í°ení

V p°edchozím odstavci jsme si mohli v²imnout, jak je výhodné uvaºovat nevlastní body, tj. body
v nekone£nu. Uv¥domte si, ºe diskutované st°edové promítání mezi dv¥ma (r·znob¥ºnými) p°ím-
kami p a p′ zobrazuje jednu p°ímku na druhou, pouze kdyº uváºíme také nevlastní body: na p
existuje bod U , který se zobrazuje do nevlastního bodu p°ímky p′, a na p′ máme bod V ′, jehoº
vzor je nevlastní bod p°ímky p. Takovým bod·m °íkáme úb¥ºníky.

Obrázek 9.14: St°edové promítání zobrazuje projektivní p°ímky na projektivní p°ímky.

Projektivní p°ímka je tzv. projektivním roz²í°ením standardní p°ímky, coº je roz²í°ení práv¥
o její nevlastní bod. Uv¥domte si, ºe kaºdá p°ímka má od p°írody práv¥ jeden nevlastní bod �
projektivní p°ímka je tedy n¥co jiného, neº roz²í°ená reálná osa, jak ji známe z analýzy!

Obrázek 9.15: Na standardní p°ímce je bod E mezi body C a D. Na projektivní p°ímce
nemá relace �mezi� valného smyslu.

Podobn¥, projektivní rovina je standardní rovina roz²í°ená o její nevlastní body (které tvo°í
projektivní p°ímku). Body, které nejsou nevlastní jmenujeme vlastní. Projektivní p°ímky v pro-
jektivní rovin¥ se tedy vºdy protínají � pokud se náhodou protínají v nevlastním bod¥, mluvíme
o rovnob¥ºnosti. . .
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Osová (st°edová) kolineace

Podobn¥ jako rovnob¥ºné promítání m·ºeme chápat jako speciální p°ípad promítání st°edového
(kdy st°ed je n¥kde v nekone£nu), m·ºeme taky osovou a�nitu chápat jako speciální p°ípad osové
kolineace:

Osová kolineace je transformace ur£ená osou o, st°edem S a dvojicí bod· A 7→ A′, a to tak,
ºe pro obraz X ′ libovolného bodu X platí

XX ′ ∩AA′ = S a (X ′XX0S) = (A′AA0S) = konst., (9.6)

kde X0, resp A0, zna£í pr·se£ík p°ímky XX ′, resp. AA′, s osou o.

Konstant¥ (A′AA0S) se °íká modul (nebo taky charakteristika) osové kolineace. V literatu°e
se £asto místo p°ívlastku osová uºívá st°edová. . .

Uv¥domte si, ºe p°ímo z de�nice (a Pappovy v¥ty) plyne návod ke konstrukci obrazu libo-
volného bodu X. Odtud dále plyne, ºe osová kolineace zachovává dvojpom¥ry bod· na jakékoli
p°ímce (tedy ne jen na ose nebo p°ímce procházející st°edem).

Uv¥domte si, ºe osová kolineace je dob°e de�novaná pouze jako transformace v projektivní
(tedy nikoli standardní) rovin¥, tzn. ºe nevlastní body se m·ºou zobrazit do vlastních a naopak.
St°ed a v²echny body na ose jsou pevnými body. Speciálními, resp. mezními p°ípady osové
kolineace jsou:

• osová a�nita (st°ed S je nevlastní),

• stejnolehlost (osa o nevlastní),

• posunutí (S i o nevlastní),

• st°edové promítání do p°ímky o (modul = 0).

Obrázek 9.16: Obraz bodu v osové kolineaci. . .

Obecné projektivní zobrazení

Osové kolineace a st°edová promítání jsou tzv. základní projektivní zobrazení. . .
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Zobrazení je projektivní, kdyº

(a) zobrazuje kolineární body na kolineární body,

(b) zachovává dvojpom¥ry.

Stru£n¥ a ekvivalentn¥ m·ºeme de�nici vyslovit takto:

Zobrazení je projektivní, kdyº

(a') zobrazuje projektivní p°ímky na projektivní p°ímky nebo body.

Bijektivní projektivní zobrazení se nazývá kolineace nebo projektivita. . .
Zobecn¥ní n¥kterých základních tvrzení z p°edchozích odstavc· je následující:

V¥ta. Kaºdá projektivní transformace v rovin¥

• je jednozna£n¥ ur£ena obrazem £ty° bod· (z nichº ºádné t°i nejsou kolineární),

• lze vyjád°it jako sloºení nejvý²e £ty° základních projektivních transformací.

První fakt zd·vodníme konstruktivn¥ zobecn¥ním a�nního p°ípadu; klí£ovou dovedností, kterou
p°i sestrojování obrazu obecného bodu pouºíváme, je p°ená²ení dvojpom¥ru £tve°ice bod·, viz
cvi£ení! Druhý fakt by nem¥l nikterak p°ekvapovat; op¥t pozorujeme ohromné mnoºství moº-
ností. . .

Na záv¥r jedno klasické tvrzení, na které musíme narazit, kdyº se snaºíme charakterizovat
osovou kolineaci:

V¥ta (Desarguesova). Pro libovolné dva trojúhelníky XY Z a X ′Y ′Z ′ v projektivní rovin¥ platí:
p°ímky XX ′, Y Y ′, ZZ ′ prochází jedním bodem práv¥ tehdy, kdyº pr·se£íky p°ímek XY a X ′Y ′,
Y Z a Y ′Z ′, XZ a X ′Z ′ leºí na jedné p°ímce.

Toto je dal²í p°ípad tvrzení, jehoº planimetrický d·kaz je zna£n¥ netriviální, které je v²ak velmi
srozumitelné s vhodnou trojrozm¥rnou interpretací, viz obr. 9.17:

P°i zd·vod¬ování první implikace se odkáºeme na poznatek, ºe kaºdé dv¥ roviny se protínají
v p°ímce (vlastní £i nevlastní). P°i zd·vod¬ování druhé implikace se odkáºeme na poznatek, ºe
kaºdé t°i roviny musí mít � v na²em p°ípad¥ � spole£ný práv¥ jeden bod (vlastní £i nevlastní).

V této souvislosti asi nikoho nep°ekvapí, ºe první aplikace osové kolineace (resp. a�nity)
potkáme p°i sestrojování °ez· jehlanovitých (resp. hranolovitých) t¥les, viz cvi£ení 13.3. . .

9.11 Cvi£ení

(1) Pro dané £ty°i kolineární body A,B,C,D a t°i kolineární body K,L,M sestrojte bod N tak,
aby (KLMN) = (ABCD). (Uvaºujte také jiné permutace bod· ve £tve°ici. . . )

(2) Rozhodn¥te, která ze £tve°ic bod· na obr. 9.18 je projektivním obrazem £tve°ice stejn¥
vzdálených bod·.
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Obrázek 9.17: [Ku] Desarguesova v¥ta a její trojrozm¥rná interpretace. . .

Obrázek 9.18: [St] Která £tve°ice je projektivním obrazem £tve°ice ekvidistantních
bod·?

(3) Sestrojte projektivní obraz £tvercového dláºd¥ní roviny.

(4) Pro dva dané £ty°úhelníky rozhodn¥te, zda je jeden obrazem druhého vzhledem k n¥jaké
osové kolineaci (zformulujte n¥jaké p°irozené kritérium).

(5) Pokud je odpov¥¤ v p°edchozí úloze záporná, pak:

• vyjád°ete odpovídající projektivní transformaci jako sloºení osových kolineací,

• sestrojte obraz libovolného dal²ího bodu v rovin¥.

(6) P°edp., ºe £ty°i dané body jsou obrazy sousedních vrchol· pravidelného n-úhelníku (n =
5, 6, 8, 10, . . . ); sestrojte obrazy ostatních vrchol·.

10 P°ehled, zobecn¥ní a vyhlídky

10.1 P°ehled a hierarchie

V²echna dosud diskutovaná zobrazení si na záv¥r zorganizujeme. V následující tabulce uvádíme,
které vlastnosti se p°i tom £i onom zobrazení zachovávají, p°i£emº podstatné invarianty jsou
zvýrazn¥ny symbolem ⊕. V následujícím p°ehledu samoz°ejm¥ nevystupuje dilatace; ten kdo uº
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zapomn¥l pro£, nech´ se znovu podívá do odst. 9.5.

vzdál. kolin. d¥l. pom. dvojpom. obs. odch.

shodná ⊕ + + + + +

podobná − ⊕ + + − ⊕

kruh. inverze − − − − − ⊕

elace − ⊕ ⊕ + ⊕ −

a�nní − ⊕ ⊕ + − −

projektivní − ⊕ − ⊕ − −

Zobrazením, která zachovávají odchylky protínajících se k°ivek se °íká konformní. Platí, ºe
v²echna konformní zobrazení lze vy£erpat skládáním podobných zobrazení a kruhových inverzí. . .

A�nní zobrazení, jeº zachovávají obsahy plo²ných útvar·, se jmenují ekvia�nní. Platí, ºe
v²echna ekvia�nní zobrazení lze vy£erpat skládáním shodností a elací. . .

Obrázek 10.19: Hierarchie geometrických zobrazení (v závorce uveden typický p°edsta-
vitel z kaºdé t°ídy).

Jako jednoduché d·sledky vý²e uvedených de�nicí a vztah· uvádíme:

D·sledky.

(1) Projektivní zobrazení, které zobrazuje v²echny vlastní body na vlastní (ekvivalentn¥, nevlastní
body na nevlastní), je a�nní.

(2) Projektivní zobrazení, které je konformní, je podobné.

(3) Podobné zobrazení, které je ekvia�nní, je shodné.

10.2 Zobecn¥ní

Tém¥° v²echny vý²e uvedené de�nice dovolují bezprost°ední zobecn¥ní z roviny do trojrozm¥r-
ného prostoru (a obecn¥ji do prostor· vy²²ích dimenzí). Máme na mysli zejména de�nice shod-
ných, podobných, a�nních a projektivních zobrazení. U projektivních zobrazení pot°ebujeme
roz²í°it de�nici projektivního roz²í°ení také na prostor, coº není ºádný problém. . .
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Hierarchie zobrazení na obr. 10.19 bude úpln¥ stejná, a´ uº ji chápeme v dimenzi 2, 3 nebo
jiné. Co se v²ak jist¥ zm¥ní, je role základních zobrazení: základní shodnost v prostoru není osová
soum¥rnost, ale soum¥rnost podle roviny; základní kolineace v prostoru není osová kolineace, ale
kolineace s rovinou pevných bod·; základní konformní zobrazení v prostoru není kruhová inverze,
ale sférická inverze; apod.

V následující kapitole budeme zevrubn¥ studovat rovnob¥ºná, resp. st°edová promítání pro-
storu do roviny, coº jsou také základní a�nní, resp. projektivní zobrazení. Za£neme s diskuzí nad
moºnými pr·m¥ty krychle (£i obecného rovnob¥ºnost¥nu), viz obr. 10.20:

Obrázek 10.20: A�nní a projektivní pr·m¥t krychle. . .

A�nní pr·m¥t krychle je ur£en nap°. obrazy 4 vrchol·, které neleºí v jedné st¥n¥ � k sestro-
jení ostatních vrchol· sta£í n¥kolik málo rovnob¥ºek. Projektivní pr·m¥t krychle je ur£en obrazy
4 vrchol·, které neleºí v jedné rovin¥, a úb¥ºníky t°í £tve°ic navzájem rovnob¥ºných hran � pr·-
m¥ty rovnob¥ºných hran prochází t¥mito body a konstrukce ostatních vrchol· je pak analogická
p°edchozímu p°ípadu.

Podobn¥ jako ve cvi£eních 9.9 a 9.11 bychom nyní m¥li být schopni sestrojit obraz libovolného
dal²ího bodu v prostoru � sta£í n¥kolik pomocných p°ímek a pr·se£ík· s jiº sestrojenými hra-
nami a um¥ní p°ená²ení d¥licího pom¥ru, p°íp. dvojpom¥ru kolineárních bod· (viz téº obr. 13.2
a okolní poznámky). Odtud vyvozujeme zobecn¥ní základních tvrzení z odst. 9.8 a 9.10:

V¥ta. A�nní zobrazení trojrozm¥rného prostoru (kamkoli) je jednozna£n¥ ur£eno obrazem £ty°
bod· v obecné poloze.

Projektivní zobrazení trojrozm¥rného prostoru (kamkoli) je jednozna£n¥ ur£eno obrazem £ty°
bod· v obecné poloze a úb¥ºníky t°í p°ímek, které jsou t¥mito body ur£eny a které neleºí v jedné
rovin¥.

Uv¥domte si, ºe zp·sob· ur£ení toho £i onoho zobrazení je jist¥ více (více se postupn¥ nau£íme
v dal²í kapitole). Pro p°íklad si sta£í v²imnout, ºe projektivní pr·m¥t krychle na obr. 10.20 je také
zcela ur£en obrazy 4 vrchol· jedné st¥ny, obrazem jednoho dal²ího vrcholu a jedním úb¥ºníkem. . .

10.3 Dal²í post°ehy

Korespondence mezi rovinami ρ a σ na obr. 9.17 je normální st°edové promítání mezi rovinami, ale
aby to bylo zajímav¥j²í, tak se tomu °íká perspektivní kolineace nebo jen perspektiva. (V p°ípad¥,
ºe st°ed je nevlastní, mluvíme o perspektivní a�nit¥.) V tomto duchu m·ºeme osovou kolineaci
v rovin¥ chápat jako pr·m¥t prostorové perspektivní kolineace do roviny.
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Tyto post°ehy nám siln¥ p°ipomínají je²t¥ jednu podobnou situaci: kruºnice a elipsa na
obr. 7.40 jsou v úpln¥ stejném vztahu jako dva trojúhelníky na obr. 9.17. Planimetrická in-
terpretace této korespondence je samoz°ejm¥ op¥t osová kolineace, coº má uºite£né konstruk£ní
d·sledky, viz 11.1.

Obecn¥ platí následující:

V¥ta. Projektivním obrazem kruºnice je kuºelose£ka a kaºdá kuºelose£ka je projektivním obrazem
kruºnice.

11 Typické úlohy

11.1 Úlohy s kuºelose£kami

Pokud se stane, ºe kuºelose£ka je obrazem kruºnice v n¥jaké osové kolineaci (a�nit¥), pak ele-
mentární konstrukce zmi¬ované v 7.4, mají docela zajímavé alternativy, které nyní probereme.
Taková °e²ení £asto bývají hodn¥ názorná a je²t¥ se k nim budeme vracet v odstavci 19.2. Jedná
se o následující základní úlohy, které formulujeme pro elipsu danou jako obraz kruºnice v osové
a�nit¥, nicmén¥ lze je snadno zobecnit pro obecnou kuºelose£ku jakoºto obraz kruºnice v osové
kolineaci:

(1) sestrojit hlavní pr·m¥ry elipsy,

(2) sestrojit te£ny k elipse z daného bodu (v daném sm¥ru),

(3) sestrojit pr·nik p°ímky s elipsou.

�e²ení (1) je na obr. 11.21. . . . . .

Obrázek 11.21: [KV] Hlavní pr·m¥ry elipsy pomocí osové a�nity. . .

Úloha (2) je mezním p°ípadem úlohy (3), takºe za£neme s (3), viz obr. 11.22. Uv¥domte si,
ºe ºádnou elementární alternativu k této konstrukci neznáme. . .
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Obrázek 11.22: [�] Pr·nik p°ímky s elipsou pomocí osové a�nity.



KAPITOLA IV

Zobrazovací metody

V této kapitole zmi¬ujeme n¥kolik metod zobrazování trojrozm¥rného prostoru do roviny. Nejprve
ud¥láme stru£ný p°ehled, poté se podíváme na vybrané p°ípady podrobn¥ji.

12 Úvod

Promítání rozli²ujeme na

• st°edová (z vlastního st°edu),

• rovnob¥ºná (z nevlastního st°edu).

U rovnob¥ºného promítání dále podle polohy sm¥ru promítání k pr·m¥tn¥ rozli²ujeme na

• kolmá,

• ²ikmá.

P°i jakémkoli promítání je za kaºdým bodem v pr·m¥tn¥ schována celá p°ímka v prostoru.
Chceme-li tedy jednozna£n¥ speci�kovat skute£nou polohu bodu v prostoru, pot°ebujeme bu¤
n¥jakou dodate£nou informaci nebo tzv. sdruºený pr·m¥t na n¥jakou jinou pr·m¥tnu: na mapách
se k pr·m¥t·m význa£ných bod· p°idávají kóty (viz 15), v technické praxi se poloha bodu v pro-
storu nej£ast¥ji speci�kuje jeho nárysem a p·dorysem (tj. kolmými pr·m¥ty na dv¥ navzájem
kolmé pr·m¥tny, viz 14).

St°edová, resp. rovnob¥ºná promítání jsou (základní) projektivní, resp. a�nní zobrazení,
o nichº uº ledacos víme z p°edchozího textu. V¥ta 10.2 na str. 60 nám °íká, jak m·ºe být kaºdé
takové promítání ur£eno; promítání zadaná tímto zp·sobem nazýváme volná (viz £ást 13).

12.1 Základní úlohy

Velice typickým problémem, se kterým se budeme potýkat nejd°íve, je sestrojení pr·m¥tu t¥lesa
zadaného nárysem a p·dorysem (p°íp. úloha opa£ná). P°ibliºné °e²ení takových úloh je vlastní

63
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jiº malým d¥tem, viz obr. 12.1; my navíc umíme klí£ové post°ehy pojmenovat a dokonce i kon-
struk£n¥ zrealizovat! P°ipome¬me, ºe základní dovedností, kterou musíme i nadále bezpe£n¥
ovládat, bylo

(1) p°ená²ení dvojpom¥ru, resp. d¥licího pom¥ru kolineárních bod·.

V dal²ím budeme n¥které postupy zefektiv¬ovat a hlavn¥ se nau£íme m¥°it úse£ky a úhly (které
se promítáním zkreslují) ve skute£ných velikostech.

Obrázek 12.1: [SMS] K danému pr·m¥tu pokoje na£rtn¥te jeho p·dorys.

Je-li dáno t¥leso svým nárysem a p·dorysem a vzhledem k t¥mto pr·m¥tnám je zadána n¥jaká
nová pr·m¥tna a st°ed/sm¥r promítání, pak k sestrojení pr·m¥tu t¥lesa do této nové pr·m¥tny
pot°ebujeme um¥t sestrojit pr·nik n¥kolika promítacích paprsk· s touto rovinou. (Zcela stejný
úkol pozorujeme p°i sestrojování stínu vrºeného daným t¥lesem do dané roviny p°i daném typu
osv¥tlení.) P°i t¥chto úlohách naráºíme na problém, ve kterém se velice £asto chybuje � roz-
poznat, zda dv¥ p°ímky dané svými pr·m¥ty jsou ve skute£nosti rovnob¥ºné, r·znob¥ºné nebo
mimob¥ºné. Základní polohové úlohy, které musíme bezpe£n¥ ovládat, tedy jsou:

(2) rozpoznat vzájemnou polohu dvou p°ímek,

(3) sestrojit pr·nik p°ímky s rovinou.

Podobná úloha k (2) je nap°. ur£it vzájemnou polohu bodu a roviny. Speciálním p°ípadem úlohy
(3) je konstrukce stopník·, tzn. pr·se£ík· p°ímky s pr·m¥tnami. Související úlohy jsou: pr·nik
dvou rovin (speciáln¥, konstrukce stop, tj. pr·se£nic roviny s pr·m¥tnami), °ez t¥lesa rovinou,
pr·sek dvou t¥les apod.

P°i konstrukcích se dále neobejdeme bez um¥ní m¥°ení vzdáleností, resp. naná²ení dané vzdá-
lenosti na danou p°ímku, a podobn¥ s odchylkami p°ímek. Pokud m¥°íme vzdálenost bodu od
roviny, neobejdeme se bez pomocné kolmice (a její paty. . . ). Základní metrické úlohy, které mu-
síme bezpe£n¥ ovládat, tedy jsou:

(4) ur£it vzdálenost dvou bod·,

(5) ur£it odchylku dvou p°ímek,

(6) sestrojit kolmici.

Související úlohy jsou: ur£it vzdálenost bodu od p°ímky, ur£it vzdálenost dvou p°ímek, ur£it
odchylku p°ímky od roviny, sestrojit kolmou rovinu k dané p°ímce apod.

12.2 Výhled

Jednou motivací k dal²ímu studiu této kapitoly je touha (kterou cítíme minimáln¥ od odst. 5.13)
po názorném a správném zobrazování r·zných t¥les, zejména t¥ch hezkých, viz £ást 19. Poté, co
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si uv¥domíme základní zákonitosti a osvojíme si n¥které základní konstrukce, zjistíme, ºe umíme
zobrazit tém¥° cokoli, viz nap°. obr. na str. 124.

V¥t²inu díl£ích problém·, které p°i komplexn¥j²ích úlohách potkáváme, p°edstavujeme v £ásti
14. V této £ásti také diskutujeme n¥kolik obecn¥ platných princip·, které se týkají vzájemných
poloh, vzdáleností, kolmostí a odchylek rovin/p°ímek/bod·. Ostatní £ásti jsou veskrze informa-
tivní. . .

13 Volné promítání

Volné promítání rozli²ujeme jak st°edové, tak rovnob¥ºné, p°i£emº p°ívlastek volné znamená,
ºe pr·m¥tna a st°ed/sm¥r promítání nejsou vzhledem k zobrazovanému objektu nijak speci�-
kovány. Volný pr·m¥t n¥jakého t¥lesa tak bývá zadán pr·m¥ty n¥kolika málo bod·. Protoºe
st°edová promítání jsou projektivní zobrazení a rovnob¥ºná promítání jsou a�nní, víme z odst.
10.2 kolik bod· vlastn¥ pot°ebujeme, aby pr·m¥t byl ur£en jednozna£n¥. Promítáním prostoru
do roviny v²ak nikdy nevy£erpáme v²echna moºná projektivní/a�nní zobrazení, proto pr·m¥ty
ur£ujících bod· nem·ºou být úpln¥ libovolné. Následující v¥ta up°es¬uje, jak se v¥ci mají v
p°ípad¥ rovnob¥ºného promítání:

V¥ta (Pohlkeova�Schwarzova). Rovnob¥ºným pr·m¥tem t°í navzájem kolmých a stejn¥ dlouhých
úse£ek se spole£ným krajním bodem m·ºe být jakákoli trojice úse£ek v rovin¥ se spole£ným krajním
bodem, p°i£emº nejvý²e jedna z t¥chto úse£ek nebo nejvý²e jedna dvojice t¥chto úse£ek m·ºe mít
nulovou délku, resp. odchylku.

Za stejn¥ dlouhými navzájem kolmými úse£kami si samoz°ejm¥ p°edstavujeme n¥jakou sou-
°adnou soustavu. Kaºdý bod v prostoru je jednozna£n¥ ur£en svými sou°adnicemi vzhledem
k této soustav¥, coº se geometricky interpretuje pomocí rovnob¥ºek se sou°adnými osami, viz
obr. 13.2 (bod O zna£í po£átek a X,Y, Z jednotky na sou°adných osách). Protoºe nás nezajímá
£íselné vyjad°ování t¥chto sou°adnic, v¥t²inou je zadáváme pomocí kolmých pr·m¥t· to rovin
ur£ených osami x, y (p·dorys) a x, z (nárys).1

13.1 Zobrazení bodu

Z uvedeného je jasné, jak m·ºeme sestrojit pr·m¥t libovolného bodu E v prostoru, viz obr. 13.2:

• Volné rovnob¥ºné promítání je ur£eno obrazy O′, X ′, Y ′, Z ′; pomocné body na osách sestrojíme
tak, aby byly zachovány d¥licí pom¥ry; k sestrojení pr·m¥tu E′ sta£í n¥kolik rovnob¥ºek se
sou°adnými osami.

• Volné st°edové promítání je ur£eno obrazy O′, X ′, Y ′, Z ′ a úb¥ºníky sou°adných os; pomocné
body na osách sestrojíme tak, aby byly zachovány dvojpom¥ry; k sestrojení pr·m¥tu E′ sta£í
n¥kolik p°ímek procházejících úb¥ºníky.

Naopak, je-li dán volný pr·m¥t bodu, umíme sestrojit pomocné body na osách a p°enesením
d¥licích pom¥r·, resp. dvojpom¥r· jsme schopni ur£it sdruºené pr·m¥ty, tzn. sou°adnice tohoto
bodu. . .

1Toto jsou tzv. Mongeovy sdruºené pr·m¥ty bodu; více k této zobrazovací metod¥ najdete v £ásti 14.
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Obrázek 13.2: Pr·m¥ty bodu ve volném rovnob¥ºném a volném st°edovém promítání;
£erchovanými £árami je nazan£ena konstrukce pomocného bodu na ose x. . .

13.2 Pr·nik p°ímky a roviny

Na obr. 13.3 uvádíme moºné °e²ení základní polohové úlohy � pr·nik p°ímky (p) s rovinou (ρ)
� ve volném rovnob¥ºném promítání.2 Tento pr·nik (R) vºdy sestrojujeme jako pr·se£ík dvou
p°ímek. Abychom m¥li jistotu, ºe nazna£ené p°ímky se ve skute£nosti protínají, musí leºet v
jedné rovin¥! Proto:

(1) nejd°ív zvolíme pomocnou (v podstat¥ libovolnou) rovinu obsahující danou p°ímku;

(2) sestrojíme pr·se£nici r této roviny s rovinou ρ;

(3) hledaný bod je pr·se£íkem p°ímek p a r.

V²imn¥te si, ºe pomocné body p°i konstrukci pr·se£nice r jsou práv¥ pr·niky n¥kolika p°ímek
leºících v ρ s pomocnou rovinou. Abychom se neocitli v bludném kruhu, musí být pomocná rovina
volena hodn¥ speciáln¥. . .

2Tady p°edpokládáme, ºe p°ímka a rovina jsou r·znob¥ºné, ostatní p°ípady diskutujeme v odst. 14.2.



14. Mongeovo promítání 67

Obrázek 13.3: [M. Ingr²tová, 2010] Pr·nik p°ímky p = PQ a roviny ρ = KLM (bod K
pat°í do st¥ny ADHE v nazna£eném t¥lese): (1) pomocnou rovinu obsahující p volíme
ve sm¥ru hrany AE; (2) pr·se£nice rovin r je ur£ena pomocnými body x a y, které
odvozujeme z jejich �p·dorys·� x1 a y1; (3) bod R = p∩ r je práv¥ hledaným pr·nikem
p ∩ ρ.

13.3 Cvi£ení

(1) V úloze na obrázku obr. 13.3:

• sestrojte pr·niky p°ímek KL, LM a KM s rovinou podstavy ABCD,

• sestrojte °ez roviny KLM s krychlí,

• pojmenujte korespondenci mezi body na sestrojeném °ezu a body na podstavném £tverci
ABCD.

(2) Nyní si odmyslete krychli, modi�kujte zadání a °e²te podobné úlohy.

(3) V pravidelném p¥tibokém hranolu s podstavami ABCDE a FGHIJ jsou dány body K, L /
a M tak, ºe (AF K) = − 1

3 , (BH L) = −2 a (JI M) = 2. Sestrojte volný st°edový pr·m¥t
tohoto hranolu a jeho °ez rovinou KLM .

14 Mongeovo promítání

Mongeovo promítání je kolmé (a tedy rovnob¥ºné) promítání na dv¥ navzájem kolmé pr·m¥tny.
Pr·m¥t·m °íkáme p·dorys a nárys, proto se odpovídající pr·m¥tny jmenují p·dorysná a nárysná.

V následujících odstavcích postupn¥ p°edstavíme v²echny základní úlohy zmi¬ované v odst. 12.1.
Mongeovo promítání je k nezaplacení zejména p°i °e²ení metrických úloh. . .
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Obrázek 14.4: [Ka] Ukázka z prvního vydání Mongeovy Deskriptivní geometrie (1798).

14.1 Zobrazení bodu, p°ímky a roviny

Bod

Na obr. 14.5 je ukázáno, jak bodu v prostoru odpovídá jeho p·dorys (zna£íme s indexem 1) a
nárys (s indexem 2). P°ímka x zna£í pr·se£nici pr·m¥ten. Zejména by nám nem¥lo uniknout, ºe
body A1 a A2 p°estavují sdruºené pr·m¥ty n¥jakého bodu v prostoru, práv¥ kdyº p°ímka A1A2

je kolmá na x. Kaºdý bod je svými sdruºenými pr·m¥t ur£en naprosto jednozna£n¥.

Obrázek 14.5: [Me] Mongeovy sdruºené pr·m¥ty bodu.
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P°ímka

Sdruºené pr·m¥ty p°ímky jsou zpravidla p°ímky, ale nemusí tomu tak být pokaºdé � je-li p°ímka
kolmá k n¥které pr·m¥tn¥, pak odpovídajícím pr·m¥tem je bod. P°ímka je svými sdruºenými
pr·m¥ty ur£ena jednozna£n¥ práv¥ tehdy, kdyº není kolmá k ose x, tzn. neleºí v rovin¥, která je
kolmá k ob¥ma pr·m¥tnám sou£asn¥. V kaºdém p°ípad¥ je p°ímka ur£ena jednozna£n¥ sdruºe-
nými pr·m¥ty dvou r·zných bod·, které na ní leºí. . .

Pro lep²í p°edstavu £asto pouºíváme tzv. stopníky, coº jsou pr·se£íky p°ímky s pr·m¥tnami.
Pokud je p°ímka s n¥kterou pr·m¥tnou rovnob¥ºná, pak odpovídající stopník je nevlastní. . .

R·zné polohy p°ímek s jejich stopníky jsou na obr. 14.6. Uv¥domte si, ºe konstrukce stopník·
je velmi speciálním p°ípadem základní polohové úlohy � pr·nik p°ímky s rovinou.

Obrázek 14.6: Sdruºené pr·m¥ty p°ímek a jejich stopníky; p°ímka e je jednozna£n¥
ur£ena teprve svými stopníky (nebo n¥jakým jiným dodatkem).

Rovina

Je-li rovina kolmá k n¥které pr·m¥tn¥, pak odpovídajícím pr·m¥tem této roviny je p°ímka; v
opa£ném p°ípad¥ je jejím pr·m¥tem celá pr·m¥tna. Rovina je jednozna£n¥ ur£ena sdruºenými
pr·m¥ty t°í r·zných (a nekolineárních) bod·, které v ní leºí.

Jiný a zpravidla názorn¥j²í zp·sob ur£ení roviny je pomocí tzv. stop, coº jsou pr·se£nice s
pr·m¥tnami. Nárys p·dorysné stopy a p·dorys nárysné stopy splývají s osou x, proto je na ob-
rázcích nepopisujeme. Pokud rovina neobsahuje osu x, pak je svými stopami jednozna£n¥ ur£ena.
V p°ípad¥, ºe je rovina s n¥kterou pr·m¥tnou rovnob¥ºná, je odpovídající stopa nevlastní. . .
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Obrázek 14.7: Rovina je (skoro vºdy) ur£ena svými stopami.

14.2 Polohové úlohy

Pr·nik a vzájemná poloha p°ímky a roviny

Doslovné p°ekreslení konstrukce pr·niku p°ímky a roviny z obr. 13.3 v Mongeov¥ promítání je na
obr. 14.8. Motivace a zd·vodn¥ní je v odst. 13.2. P°ímka r, jeº leºí v dané rovin¥ a jejíº p·dorys
se kryje s p·dorysem p, je tzv. krycí p°ímka. . .

Obrázek 14.8: [M. Ingr²tová, 2010] Pr·nik p°ímky p = PQ a roviny ρ = KLM : (1) r je
krycí p°ímka pro sm¥r kolmý k p·dorysn¥ (r1 = p1); (2) její nárys je ur£en body x, y;
(3) bod R = p ∩ r je práv¥ hledaným pr·nikem p ∩ ρ.

Pokud by se náhodu stalo, ºe vý²e sestrojená p°ímka r se s p neprotíná, pak to znamená, ºe
p°ímka p a rovina ρ jsou rovnob¥ºné. Pokud by se stalo, ºe r a p splývají, pak to znamená, ºe p
leºí celá v ρ. Takto jsme vy£erpali v²echny moºné vzájemné polohy p°ímky a roviny v prostoru.
V²echny tyto moºnosti v p°ípad¥, ºe rovina je dána svými stopami, najdete na obr. 14.9.
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Obrázek 14.9: Vzájemné polohy p°ímky a roviny: r·znob¥ºnost (p∩ρ = R), rovnob¥ºnost
(q‖σ), incidentnost (t ⊂ τ).

Pr·nik a vzájemná poloha dvou rovin

Speciálním p°ípadem pr·niku dvou rovin jsou stopy roviny, coº jsou pr·se£nice s pr·m¥tnami.
Konstrukce stop roviny dané t°emi body je na obr. 14.10. Podobn¥ by se postupovalo v p°ípad¥,
ºe rovina je dána dv¥ma p°ímkami, bodem a p°ímkou apod.

Obrázek 14.10: Stopy roviny ρ = KLM jsou ur£eny stopníky n¥kolika p°ímek leºících
v ρ.

Jsou-li dv¥ obecné roviny dány stopami, je konstrukce jejich pr·niku obzvlá²´ názorná, viz
obr. 14.11. Obecn¥ sta£í sestrojit pr·nik n¥jaké p°ímky z jedné roviny s rovinou druhou a tuto
konstrukci zopakovat aspo¬ dvakrát, viz cvi£ení 14.3(4). . .

Generická poloha dvou rovin je r·znob¥ºnost. Pokud jsou roviny náhodou rovnob¥ºné, pak
ob¥ dvojice jejich stop musí být taky rovnob¥ºné. Pozor, opa£né tvrzení obecn¥ neplatí, viz
obr. 14.12. Pro úplnost: roviny splývají, práv¥ kdyº ob¥ dvojice jejich stop splývají.
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Obrázek 14.11: Pr·se£nice rovin zadaných stopami.

Obrázek 14.12: Vzájemné polohy dvou rovin: r·znob¥ºnost, rovnob¥ºnost a je²t¥ jedna
r·znob¥ºnost.

Vzájemná poloha dvou p°ímek

V²echny moºné vzájemné polohy p°edstavujeme na obr. 14.13; v mimob¥ºném p°ípad¥ nazna£u-
jeme viditelnost k°íºení v kaºdém pr·m¥tu. Pro úplnost: p°ímky splývají, práv¥ kdyº ob¥ dvojice
jejich sdruºených pr·m¥t· splývají.

Obrázek 14.13: Vzájemné polohy dvou p°ímek: r·znob¥ºnost, dvakrát mimob¥ºnost a
rovnob¥ºnost.
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Dal²í post°ehy

P°edchozí diskuzi je²t¥ doplníme poznámkou o vzájemné poloze bodu a p°ímky, resp. bodu a
roviny. V obou p°ípadech rozli²ujeme pouze dv¥ moºnosti: bod na daném objektu bu¤ leºí nebo
nikoli. Rozpoznat vzájemnou polohu bodu a p°ímky je samoz°ejm¥ triviální; v p°ípad¥ bodu a
roviny si musíme pomoct práv¥ n¥jakou (krycí) p°ímkou, viz obr. 14.14.

Obrázek 14.14: Vzájemná poloha bodu B a roviny ρ: l je libovolná p°ímka v ρ taková,
ºe l1 3 B1; sestrojíme nárys l2 a ud¥láme záv¥r � B ∈ ρ⇐⇒ B2 ∈ l2.

Z uvedeného by m¥lo být z°ejmé, jak by se °e²ila nap°. úloha sestrojit nárys bodu leºícího v
dané rovin¥, je-li dán jeho p·dorys apod.

Speci�cké p°ímky l na obr. 14.14 jsou tzv. hlavní p°ímky roviny ρ, coº jsou p°ímky leºící v
této rovin¥ rovnob¥ºné s n¥kterou z pr·m¥ten. To v d·sledku znamená, ºe hlavní p°ímky jsou
rovnob¥ºné s n¥kterou ze stop roviny ρ. P°ímky leºící v ρ, které jsou kolmé k n¥které ze stop,
jsou tzv. spádové p°ímky roviny ρ.

P°í£ky

Jiné typické polohové úlohy, na které bohuºel nemáme moc £as, jsou konstrukce p°í£ek mimob¥º-
ných p°ímek (p°í£ka je p°ímka, která protíná dané mimob¥ºky). Kaºdé dv¥ mimob¥ºky mají
nekone£n¥ hodn¥ p°í£ek a tyto bývají jednozna£n¥ vymezeny aº n¥jakou dodate£nou podmínkou
jako nap°. aby p°í£ka procházela daným bodem, aby m¥la daný sm¥r, aby byla nejkrat²í apod.
Pomocí p°í£ek lze vytvá°et zajímavé p°ímkové plochy, které se taky hojn¥ objevují v technické
praxi. Nap°. spole£né p°í£ky t°í navzájem mimob¥ºných p°ímek tvo°í plochu tzv. eliptického
hyperboloidu (chladicí v¥ºe). Jiný p°íklad je na obr. 14.15.

A£koli toto téma podrobn¥ji nediskutujeme, m¥lo by být jasné, ºe aspo¬ z teoretického hle-
diska je v²echno jasné. Pro p°edstavu rozebereme p°ípad konstrukce p°í£ky k mimob¥ºkám a, b
z n¥jakého bodu K: v²echny p°ímky jdoucí bodem K a protínající p°ímku b tvo°í rovinu, kterou
si ozna£íme t°eba β; hledaná p°í£ka je práv¥ taková p°ímka, která leºí v této rovin¥ a sou£asn¥
protíná p°ímku a. Proto sta£í: (1) uváºit rovinu β = K + b; (2) sestrojit pr·nik A = a ∩ β; (3)
spojit body K a A; (4) komu se to zdá málo, m·ºe je²t¥ vyzna£it pr·se£ík s p°ímkou b.

14.3 Cvi£ení

(1) Pro v²echny vý²e uvedené sdruºené pr·m¥ty si utvo°te konkrétní prostorovou p°edstavu o
skute£né poloze zobrazených objekt· vzhledem k pr·m¥tnám. Tuto p°edstavu pak voln¥
na£rtn¥te podobn¥ jako na obr. 14.4 nebo obr. 14.6.
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Obrázek 14.15: [Mach] Krov hradní v¥ºe ve �tramberku: krokve jsou p°í£ky k mimob¥º-
kám a a b z n¥kolika bod· na kruhové podezdívce k.

(2) Rovina ρ je dána stopami a p°ímka e je dána sdruºenými pr·m¥ty svých stopník·. Dokaºte,
ºe umíte ur£it pr·nik R = e ∩ ρ ve v²emoºných speciálních p°ípadech jako nap°. e ⊥ x nebo
ρ ⊥ x.

(3) Ur£ete pr·se£nici dvou rovin ur£ených stopami v p°ípad¥, ºe pr·se£ík n¥které dvojice stop
není v·bec dostupný.

(4) Vzhledem k n¥jaké kartézské sou°adné soustav¥ jsou dány body/
A = [−4, 2, 2], B = [0, 8, 10], C = [6, 4, 4], K = [−4, 6, 8], L = [0, 10, 0], M = [6, 0, 10].

Sestrojte sdruºené pr·m¥ty pr·seku trojúhelník· ABC a KLM .

(5) Na obr. 14.16 jsou sdruºené pr·m¥ty n¥jakého t¥lesa, stopy roviny π a sdruºené pr·m¥ty bodu
S. Utvo°te si prostorovou p°edstavu o zobrazeném t¥lese, poté sestrojte st°edový pr·m¥t
tohoto t¥lesa z bodu S do roviny π. (P°i konstrukci nep°ehlédn¥te uºite£nost pomocných
úb¥ºník·.)

Obrázek 14.16: Sestrojte st°edový pr·m¥t daného objektu z daného st°edu do dané
roviny.
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(6) U p°edchozí úlohy nahra¤te st°ed S n¥jakým sm¥rem, uvaºujte osv¥tlení v tomto sm¥ru a
sestrojte stín, který vrhá dané t¥leso do p·dorysny (p°íp. samo na sebe).

14.4 Metrické úlohy

Vzdálenost dvou bod·

Pokud je p°ímka ur£ená danými body rovnob¥ºná s n¥kterou pr·m¥tnou, pak v odpovídají-
cím pr·m¥tu vidíme vzdálenost bod· ve skute£né velikosti. Ve v²ech ostatních p°ípadech jsou
vzdálenosti zkreslené (a protoºe promítáme kolmo, tak zkrácené).

Jedna z moºných konstrukcí skute£né vzdálenosti dvou bod· je motivována práv¥ zmín¥ným
post°ehem: pooto£íme úse£ku ur£enou t¥mito body do polohy rovnob¥ºné s n¥kterou pr·m¥tnou,
viz obr. 14.17 (stejný nápad jsme pouºili jiº na obr. 7.41 k ur£ení velikosti |XH|).

Obrázek 14.17: [Me] Nárysný pr·m¥t úse£ky je ve skute£né velikosti práv¥ tehdy, kdyº
je tato úse£ka s nárysnou rovnob¥ºná � proto |AB| = |A2B

0
2 |.

V p°edchozím vlastn¥ otá£íme rovinu ur£enou body A,B a jejich p·dorysy A1, B1 kolem
p°ímky AA1. Jiná konstrukce skute£né velikosti úse£ky AB je na obr. 14.18; v tomto p°ípad¥
otá£íme/sklápíme stejnou rovinu kolem p°ímky A1B1 do p·dorysny. (Na tomto obrázku leºí
náhodou A v p·dorysn¥; obecn¥ je nazna£ená rovina π rovnob¥ºná s p·dorysnou a uvedenou
konstrukci m·ºeme interpretovat jako sklopení do roviny rovnob¥ºné s p·dorysnou. . . )

Obrázek 14.18: [Me] Úse£ka AB je p°eponou v pravoúhlém trojúhelníku s odv¥snami
AB1 a B1B, jejichº velikosti vidíme nezkreslen¥ v p·doryse, resp. náryse.
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Oto£ení roviny

Rovina, kterou jsme otá£eli v p°edchozích dvou konstrukcích, byla kolmá k p·dorysn¥, tedy
pon¥kud speci�cká. Nyní se nau£íme otá£et obecnou rovinu do pr·m¥tny (p°íp. do polohy rov-
nob¥ºné s pr·m¥tnou). Názorné zpracování je na obr. 14.19, kde je nazna£eno otá£ení roviny
kolem hlavní p°ímky do roviny rovnob¥ºné s p·dorysnou (nenechte se plést zna£ením � místo
sdruºeného pr·m¥tu jsou pouºity kóty). Podstatné je, ºe korespondence mezi pr·m¥ty bod· do
této roviny a jejich oto£enými obrazy, je stará známá a oblíbená osová a�nita.

Obrázek 14.19: [Me] Oto£ení roviny kolem hlavní p°ímky do polohy rovnob¥ºné s p·do-
rysnou: vzdálenost bodu A0 od osy je rovna velikosti p°epony v nazna£eném pravoúhlém
trojúhelníku.

Osovou a�nitu mezi pr·m¥ty bod· a jejich oto£enými obrazy doceníme zejména, kdyº °e²íme
úlohu, kde vystupuje více bod·, nebo kdyº pot°ebujeme oto£it rovinu zpátky do p·vodní polohy.
Konkrétní realizace jedné takové úlohy je na obr. 14.20.

Dal²í typickou úlohou, kterou je moºné °e²it pomocí otá£ení roviny do polohy rovnob¥ºné s
pr·m¥tnou, je ur£ování odchylky dvou (r·znob¥ºných) p°ímek. . .

Kolmost

P°ed chvílí jsme si uv¥domili, ºe odchylku dvou r·znob¥ºek vidíme v n¥kterém pr·m¥tu nezkres-
len¥, pokud je rovina t¥mito p°ímkami ur£ená rovnob¥ºná s odpovídající pr·m¥tnou. V p°ípad¥,
ºe p°ímky jsou kolmé, platí o n¥co obecn¥j²í a celkem uºite£né tvrzení:

V¥ta. Kolmým pr·m¥tem dvou kolmých p°ímek jsou kolmé p°ímky, pokud aspo¬ jedna z t¥chto
p°ímek je rovnob¥ºná s pr·m¥tnou.3

Abychom se mohli svobodn¥ji vyjad°ovat, ozna£íme kolmice a, b a jejich kolmé pr·m¥ty a1, b1.
Budeme p°edpokládat, ºe t°eba a je rovnob¥ºná s pr·m¥tnou, coº mj. znamená, ºe a‖a1. Protoºe
a ⊥ b a promítáme kolmo, je p°ímka a kolmá k rovin¥ ur£ené b, b1. Protoºe a‖a1, je také p°ímka
a1 kolmá k této rovin¥. To znamená, ºe a1 je kolmá ke v²em p°ímkám, které v této rovin¥ leºí,
zejména tedy k b1.

3Ve skute£nosti to je ekvivalence, viz nap°. [�]. . .



14. Mongeovo promítání 77

Obrázek 14.20: [�] Konstrukce pr·m¥t· £tverce ABCD leºícího v rovin¥ ρ (rovina je
dána stopami, £tverec je ur£en p·dorysem st°edu S a vrcholu A): (1) sestrojíme nárys
bodu S a oto£íme S kolem p·dorysné stopy do p·dorysny (S0); (2) pomocí osové a�nity
doplníme oto£ený bod A0; (3) sestrojíme skute£ný £tverec (A0B0C0D0); (4) pomocí
osové a�nity oto£íme zpátky (A1B1C1D1); (5) doplníme nárysný pr·m¥t.

Tento post°eh má velice uºite£ný d·sledek pro konstrukci kolmice k rovin¥, resp. kolmé roviny
k p°ímce: kolmý pr·m¥t kolmice k rovin¥ je kolmý (k pr·m¥tu libovolné hlavní p°ímky, a tedy
i) ke stop¥! Jiné zd·vodn¥ní téhoº záv¥ru (pomocí spádové p°ímky) je £itelné z obr. 14.21.

Obrázek 14.21: [Me] Kolmým pr·m¥tem kolmice k rovin¥ je p°ímka kolmá k její stop¥.

Vzdálenosti a odchylky obecn¥

Kaºdý obecn¥j²í p°ípad ur£ování vzdálenosti, resp. odchylky lze vºdy n¥jak konstruk£n¥ reduko-
vat na ur£ení vzdálenosti dvou bod·, resp. odchylky dvou p°ímek. Tato redukce je navíc vºdycky
p°irozená a odvíjí se od de�nice/charakterizace pojmu vzdálenosti, resp. odchylky.

Vzdálenost bodu od p°ímky nebo od roviny je ur£ena vzdáleností tohoto bodu od paty kol-
mice. Vzdálenost dvou p°ímek je nenulová, pouze kdyº se p°ímky neprotínají, tedy kdyº jsou
rovnob¥ºné nebo mimob¥ºné. V prvním p°ípad¥ sta£í spustit kolmici z libovolného bodu, druhý
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p°ípad je pon¥kud subtiln¥j²í � hledáme nejkrat²í p°í£ku, coº je práv¥ p°í£ka kolmá. Vzdálenost
p°ímky od roviny, resp. vzdálenost dvou rovin je nenulová, pouze kdyº jsou tyto rovnob¥ºné. . .

Z uvedených p°íklad· bychom si zejména m¥li v²imnout, ºe dvojice bod·, jejichº vzdále-
nost nakonec m¥°íme, je vºdy n¥jak charakterizována pomocí pojmu kolmosti. Jak kolmost,
tak vzdálenost dvou bod· jsme se nau£ili konstruk£n¥ zrealizovat, takºe teoreticky umíme ur£o-
vat vzdálenosti kde£eho od ledas£eho. Praktické uplatn¥ní uvedených post°eh· lze vyzkou²et ve
cvi£ení 14.5.

Obrázek 14.22: Vzdálenost bodu M od roviny α je rovna vzdálenosti tohoto bodu od
paty kolmice A: vlevo je rovina α kolmá k nárysn¥, proto v(M,α) = |M2A2|; vpravo je
obecný p°ípad � vzdálenost m¥°íme po sklopení: v(M,α) = |(M)(A)|.

Podobné to je s odchylkami; nejd°ív v²ak trochu roz²í°íme pojem odchylky dvou p°ímek. B¥ºn¥
totiº myslíme (a vý²e jsme se nau£ili m¥°it) odchylku dvou r·znob¥ºných p°ímek, nicmén¥ i v
ostatních p°ípadech má pojem odchylky dobrý význam:

• odchylka splývajících nebo rovnob¥ºných p°ímek je nulová;

• odchylku mimob¥ºných p°ímek de�nujeme jako odchylku libovolných dvou r·znob¥ºek,
z nichº jedna je rovnob¥ºná s první mimob¥ºkou a druhá s druhou.

Nyní odchylka p°ímky od roviny je rovna odchylce dané p°ímky od jejího kolmého pr·m¥tu
do dané roviny. Pokud je p°ímka s rovinou rovnob¥ºná nebo je v ní obsaºená, pak podle p°edchozí
roz²í°ené de�nice dostaneme 0. Pokud je p°ímka k rovin¥ kolmá, takºe se promítá do bodu, pak
samoz°ejm¥ nem·ºeme nic m¥°it a jednodu²e °ekneme, ºe odchylka je 90◦.

Odchylka dvou rovin je rovna odchylce pr·se£nic t¥chto rovin s libovolnou rovinou, která je
k ob¥ma kolmá. V p°ípad¥, ºe jsou roviny rovnob¥ºné nebo splývající, dostaneme 0; v p°ípad¥
r·znob¥ºných rovin je pomocná rovina práv¥ rovina kolmá k jejich spole£né p°ímce. Uv¥domte
si, ºe také tento nápad umíme konstruk£n¥ zrealizovat, a£koli to p°edstavuje celkem hodn¥ práce.
Technicky jednodu²²í je rovnou ur£it odchylku normál: odchylka dvou p°ímek v rovin¥ je totiº
stejná jako odchylka jakýchkoli k nim kolmých p°ímek (v téºe rovin¥). Odchylku dvou rovin tedy
m·ºeme ur£it také tak, ºe (1) nejd°ív sestrojíme libovolné k nim kolmé p°ímky a (2) rovnou
ur£íme odchylku t¥chto kolmic. . .
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Obrázek 14.23: Odchylka p°ímky p od roviny α je rovna odchylce p°ímek p a p′ (=
pr·se£nice α s rovinou k ní kolmou a obsahující p).

Obrázek 14.24: Odchylka rovin α, β je rovna odchylce p°ímek a, b (= pr·se£nice α, β
s rovinou kolmou ke spole£né p°ímce α ∩ β), coº je totéº jako odchylka normálových
p°ímek nα, nβ .

14.5 Cvi£ení

(1) Sestrojte stopy roviny, která je kolmá k dané p°ímce a prochází daným bodem.

(2) Ur£ete vzdálenost daného bodu od dané p°ímky.

(3) Ur£ete odchylku dvou rovin daných stopami.

(4) Pro zadání ze cvi£ení 14.3(4) sestrojte trojúhelníky ABC a KLM v£etn¥ jejich spole£né /
úse£ky ve skute£ných velikostech.

(5) Na obr. 14.25 jsou sdruºené pr·m¥ty n¥jakého t¥lesa, stopy roviny µ a sdruºené pr·m¥ty bodu
S. Utvo°te si prostorovou p°edstavu o zobrazeném t¥lese, poté sestrojte st°edový pr·m¥t
tohoto t¥lesa z bodu S do roviny µ. (P°i konstrukci nep°ehlédn¥te uºite£nost pomocných
úb¥ºník·.)
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Obrázek 14.25: Sestrojte st°edový pr·m¥t daného objektu z daného st°edu do dané
roviny.

(6) U p°edchozí úlohy nahra¤te st°ed S n¥jakým sm¥rem a sestrojte rovnob¥ºný pr·m¥t do
roviny µ.

15 Kótované promítání

Kótované promítání je kolmé promítání na jednu pr·m¥tnu s tím, ºe vzdálenost (n¥kterých) bod·
od pr·m¥tny je nazna£ena jako jejich kóta. Kóty tedy nahrazují sdruºené pr·m¥ty u Mongeova
promítání. . .

Bod v prostoru je ur£en svým pr·m¥tem a kótou. P°ímka je ur£ena kótovanými pr·m¥ty
dvou bod·, p°íp. stopníkem a jedním dal²ím kótovaným bodem. Rovina je ur£ena kótovanými
pr·m¥ty t°í bod·, p°íp. stopou a jedním dal²ím kótovaným bodem. . .

Obrázek 15.26: Zobrazení bodu, p°ímky a roviny, konstrukce stopník· a stop. . .

Metody °e²ení základních úloh v kótovaném promítání a v Mongeov¥ promítání si jsou v
mnohém podobné, takºe zmíníme jenom n¥kolik p°íklad· na ukázku. V kaºdém p°ípad¥ si vºdy
m·ºeme zvolit pomocnou (kolmou) pr·m¥tnu, podle kót sestrojit druhé pr·m¥ty vybraných bod·
a °e²it úlohu, jak jsme zvyklí. Ne vºdy je v²ak takový postup nutný a £asto lze postupovat p°ímo,
viz nap°. obr. 15.26. Typická konstrukce, která vypadá stejn¥ v kótovaném i Mongeov¥ promítání,
je na obr. 14.19 a obr. 14.20. Dvojí °e²ení jedné polohové úlohy je na obr. 15.27.

Obrázek 15.27: Pr·nik rovin r = α ∩ ρ sestrojený pomocí (a) hlavních p°ímek, (b) po-
mocného pr·m¥tu.

16 Axonometrie a kosoúhlé promítání

Uvaºme n¥jakou kartézskou sou°adnou soustavu v prostoru s po£átkem O a osami x, y, z. Bod
v prostoru je jednozna£n¥ ur£en sou°adnicemi vzhledem ke zvolené sou°adné soustav¥ a naopak.
Bod a jeho sou°adnice geometricky (tj. bez £íselného vyjad°ování) zadáváme pomocí Mongeových
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sdruºených pr·m¥t· do rovin x, y (p·dorys) a x, z (nárys). Pokud zvolíme n¥jakou dal²í rovinu,
která je v obecné poloze vzhledem k sou°adným osám, pak rovnob¥ºné promítání do takové
roviny je tzv. axonometrie, a tu podle sm¥ru promítání rozli²ujeme na kolmou a ²ikmou.

Axonometrie je tedy oby£ejné rovnob¥ºné promítání na jednu pr·m¥tnu, nicmén¥ z úvodu
(a názvu) se dá odtu²it, ºe p°i této zobrazovací metod¥ se budeme soust°edit na otázku m¥°ení,
zejména podél os (axones). Vzpome¬te, ºe problém m¥°ení ve volném rovnob¥ºném promítání,
jak jsme je p°edstavili v £ásti 13, je teoreticky celkem jasný, ale prakticky pon¥kud otravný
(opakované p°ená²ení d¥licích pom¥r·). Základním axonometrickým úkolem je najít n¥jakou
rychlou a technicky pohodlnou korespondenci mezi Mongeovy sdruºenými pr·m¥ty bodu a jeho
axonometrickým pr·m¥tem. . .

Mezním p°ípadem (²ikmé) axonometrie je tzv. kosoúhlé promítání, kdy promítáme ²ikmo do
roviny x, z (Mongeova nárysna). . .

16.1 Kolmá axonometrie

Kolmá axonometrie je úpln¥ ur£ena rovinou axonometrické pr·m¥tny. Vzhledem k pomocným
Mongeovým pr·m¥tnám tuto pr·m¥tnu zadáváme stopami nebo pomocí pr·se£ík· se sou°adnými
osami. Trojúhelník ur£ený t¥mito pr·se£íky je tzv. axonometrický trojúhelník. Kolmá axonometrie
bývá zpravidla zadána práv¥ axonometrickým trojúhelníkem.

Axonometrický trojúhelník

Na obr. 16.28 je p°edstaveno, jak m·ºeme sestrojit axonometrický trojúhelník a pr·m¥ty sou-
°adných os, a to výhradn¥ s dovednostmi, které jsme se nau£ili v £ásti 14. Podobn¥ by se dal
sestrojit pr·m¥t jakéhokoli bodu v prostoru, viz cvi£ení 14.5(6). Protoºe hledáme n¥jakou p°í-
jemn¥j²í cestu, v²imneme si co nejvíce uºite£ných v¥cí: Pr·m¥t libovolného bodu lze sestrojit
tak, ºe se nejd°ív kolmo promítne do axonometrické pr·m¥tny (pr·nik p°ímky s rovinou) a poté
se tento pr·m¥t oto£í nap°. kolem p·dorysné stopy tak, aby byl výsledek vid¥t nezkreslen¥.
Zúºíme-li se pouze na body v Mongeov¥ p·dorysn¥, dostáváme korespondenci, která je z°ejm¥
a�nním zobrazením (sloºení dvou a�nních zobrazení) a má stopu p jako p°ímku pevných bod·.
To je samoz°ejm¥ na²e oblíbená osová a�nita, jejíº osou je stopa p, sm¥r je kolmý na p a ob-
raz libovolného bodu je dán obrazem po£átku O. Podobný vztah samoz°ejm¥ platí také mezi
Mongeovým a axonometrickým nárysem, p°íp. bokorysem.
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Obrázek 16.28: Kolmá axonometrie je dána stopami axonometrické pr·m¥tny; sestrojen
axonometrický trojúhelník a pr·m¥ty osového k°íºe. . .

Zá°ezová metoda

V p°ípad¥, ºe je kolmá axonometrie zadána axonometrickým trojúhelníkem, pak z p°edchozího
víme, ºe pr·m¥tem po£átku je práv¥ pr·se£ík vý²ek tohoto trojúhelníku.4 Vztah mezi Monge-
ovým a axonometrickým p·dorysem, resp. nárysem je vý²e popsaná osová a�nita, jejíº osu a
sm¥r známe. K jejímu p°esnému vymezení sta£í sestrojit bod odpovídající po£átku (na pomocné
Thaletov¥ kruºnici), viz obr. 16.29.

Obrázek 16.29: [Me] Kolmá axonometrie je dána axonometrickým trojúhelníkem; se-
strojen osový k°íº, jednotky na osách a pr·m¥t bodu A. . .

Na tomto obrázku si nyní m·ºeme v²imnout, ºe body A1o, A1, Aa leºí na jedné p°ímce, která
je kolmá na p (tj. ve sm¥ru za); bod A1o je Monge·v p·dorys, A1 je axonometrický p·dorys a Aa

4Umíme zd·vodnit i p°ímo s odkazem na v¥tu na str. 76: promítáme kolmo a osa z je kolmá k rovin¥ x, y, tedy
i k p°ímce p. . .
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je axonometrický pr·m¥t bodu A. Podobn¥ je to s trojicí A2o, A2, Aa. . . Odtud plyne slibovaná
bleskurychlá konstrukce axonometrického pr·m¥tu libovolného bodu A:

(1) umístíme Monge·v p·dorys, resp. nárys bodu A vzhledem k oto£eným osám xo, yo, resp.
xo, zo,

(2) vedeme kolmice z t¥chto bod· k odpovídajícím stopám axonometrického trojúhelníku (tj. ve
sm¥ru axonometrických pr·m¥t· p°íslu²ných os),

(3) axonometrický pr·m¥t bodu A je pr·se£íkem t¥chto kolmic.

Uv¥domte si, ºe p°i této konstrukci je celkem jedno, na kterou stranu otá£íme pomocné pr·m¥tny.
Stejn¥ tak si m·ºeme pomocné Mongeovy pr·m¥ty posunout v uvedeném sm¥ru libovoln¥ daleko,
aby se nám nep°ekrývaly pomocné a výsledné £áry. Tomuto zp·sobu konstrukce axonometrického
pr·m¥tu se °íká zá°ezová metoda; typické uºití pro konkrétní strojní sou£ástku najdete v p°íloze
na str. 123.

Poznámky

Dosud jsme diskutovali n¥kolik moºností konstrukce axonometrického pr·m¥tu bodu daného
Mongeovými sdruºenými pr·m¥ty, resp. sou°adnicemi. Uv¥domte si, ºe tento proces je vºdy
£itelný v obou sm¥rech: poloha kaºdého bodu v prostoru je dána jeho axonometrickým pr·m¥tem
spolu s jeho axonometrickým p·dorysem; odtud lze vºdy doplnit axonometrický nárys, p°íp.
bokorys bodu; pomocí vý²e popsané korespondence (osová a�nita, viz obr. 16.29) umíme sestrojit
Monge·v p·dorys, nárys, p°íp. bokorys tohoto bodu, tj. jeho sou°adnice.

Hlavní výhodou °e²ení úloh v kolmé axonometrii je, ºe pracujeme s hodn¥ názornými obrázky
(aspo¬ pro malá m¥°ítka) a sou£asn¥ jsme schopni velice hospodárn¥ realizovat celkem jakékoli
m¥°ení. V²echny základní úlohy, které jsme zmi¬ovali v £ásti 14, je nyní moºné p°evypráv¥t v
této zobrazovací metod¥. My jsme si slibovali, ºe to d¥lat nebudeme, ale na ukázku uvádíme
aspo¬ základní polohovou úlohu, viz obr. 16.30; aº na zna£ení a vzájemnou polohu zadávajících
objekt· se jedná práv¥ o úlohu °e²enou na obr. 14.8, resp. obr. 13.3. . .

Obrázek 16.30: [Me] Pr·nik p°ímky k a roviny ρ = ABC: (1) l je krycí p°ímka pro sm¥r
kolmý k p·dorysn¥ (l1 = k1); (2) její axonometrický pr·m¥t je ur£en body L,L′; (3)
bod R = k ∩ l je práv¥ hledaným pr·nikem k ∩ ρ.
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16.2 �ikmá axonometrie

Rozdíl mezi kolmou a ²ikmou axonometrií je jenom ve sm¥ru promítání vzhledem k axonometrické
pr·m¥tn¥. Nebudeme tedy opakovat v²echno, co jsme °íkali v p°edchozích odstavcích, uvedeme
jenom n¥kolik poznámek.

�ikmá axonometrie je zcela ur£ena axonometrickým trojúhelníkem a obrazem po£átku. Kore-
spondence mezi axonometrickým p·dorysem a oto£eným (Mongeovým) p·dorysem je op¥t osová
a�nita, jejíº osou je p·dorysná stopa p, akorát sm¥r této a�nity není nutn¥ kolmý k p. Podobn¥ je
to s nárysy a bokorysy. Odtud lze rovn¥º odvodit zá°ezovou metodu konstrukce axonometrického
pr·m¥tu z Mongeových (vhodn¥ umíst¥ných) sdruºených pr·m¥t·. . .

Pro rychlé a názorné zobrazení n¥jakého objektu daného svými sdruºenými pr·m¥ty se uºívá
práv¥ tohoto postupu s tím, ºe Mongeovy pr·m¥ty umis´ujeme do nákresny úpln¥ libovoln¥ podle
vlastního uváºení. V tomto p°ípad¥ nejsou pr·m¥tna ani sm¥r promítání p°edem speci�kovány,
jedná se tedy o jakési volné rovnob¥ºné promítání, ov²em zadané pon¥kud neobvyklým zp·sobem.
P°íklad takové konstrukce je na obr. 16.31.

Obrázek 16.31: [Me] Volný rovnob¥ºný pr·m¥t n¥jaké sou£ástky pomocí zá°ezové me-
tody. . .

Z uvedeného je patrné, ºe tato metoda je vhodná zejména pro zobrazování hranatých t¥les;
o zobrazování oblých t¥les se zmíníme záhy, viz odst. 19.2.

16.3 Kosoúhlé promítání

Speciálním, resp. mezním p°ípadem ²ikmé axonometrie je tzv. kosoúhlé promítání, kdy hlavní
pr·m¥tna splývá s Mongeovou nárysnou. To znamená, ºe osy x a z v pr·m¥tu osového k°íºe svírají
pravý úhel. Kosoúhlé promítání je zcela ur£eno sm¥rem promítání, který v²ak tentokrát (na rozdíl
od obecné axonometrie) není zadán obrazem po£átku, protoºe ten leºí p°ímo v pr·m¥tn¥.

Na obr. 16.32 je nazna£ena konstrukce kosoúhlého pr·m¥tu obecného bodu v prostoru pro za-
daný sm¥r promítání. Pr·m¥tem je práv¥ nárysný stopník p°ímky ur£ené tímto bodem a sm¥rem
promítání, coº je n¥co, co bezpe£n¥ umíme z d°ív¥j²ka. Stejn¥ jako v p°ípad¥ obecné axonometrie
si v²imneme n¥kolika uºite£ností: Zúºíme-li na²e promítání pouze na body v p·dorysn¥, pozo-
rujeme op¥t a�nitu, jeº má osu x jako p°ímku pevných bod·. Korespondence mezi Mongeovým
a kosoúhlým p·dorysem je tedy osová a�nita, jeº je zcela ur£ena osou x a libovolnou dvojicí



16. Axonometrie a kosoúhlé promítání 85

odpovídajících si bod· (A1 a Ak1). Podobný vztah platí také mezi Mongeovým a kosoúhlým
bokorysem; vztah mezi Mongeovým a kosoúhlým nárysem je samoz°ejm¥ identita.

Obrázek 16.32: Kosoúhlé promítání je dáno sm¥rem s; sestrojen kosoúhlý pr·m¥t a
kosoúhlý p·dorys bodu A jakoºto stopníky promítacích paprsk·. . .

Na obr. 16.33 je zobrazen pr·m¥t osového k°íºe s jednotkami na osách, coº jednozna£n¥ ur£uje
n¥jaké rovnob¥ºné promítání. Protoºe pr·m¥ty os x a z jsou kolmé a jednotky na t¥chto osách
jsou stejné, je tímto zp·sobem zadáno práv¥ kosoúhlé promítání. Kosoúhlý p·dorys bodu A je
sestrojen pomocí vý²e popsané osové a�nity, kosoúhlý pr·m¥t je dopln¥n z nárysu. . .

Obrázek 16.33: Kosoúhlé promítání je dáno obrazem bodu Y na ose y; sestrojen kosoúhlý
pr·m¥t bodu A pomocí osové a�nity mezi Mongeovými a kosoúhlými p·dorysy. . .

Komplexn¥j²í úlohy °e²ené v kosoúhlém promítání najdete ve cvi£eních nebo v £ásti 19. . .

16.4 Cvi£ení

(1) Pro zadání ze cvi£ení 14.3(4) sestrojte axonometrický a kosoúhlý pr·m¥t pr·seku trojúhel- /
ník· ABC a KLM .

(2) Pro zadání jako na obrázku obr. 14.8 sestrojte axonometrický a kosoúhlý pr·m¥t (a) stop
roviny ρ = KLM , (b) p°ímky p = PQ a krycí p°ímky r, (c) pr·se£íku R = p ∩ ρ.
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(3) Pro zadání ze cvi£ení 14.5(6) ur£ete axonometrický trojúhelník a sestrojte pr·m¥t daného
t¥lesa pomocí zá°ezové metody.

17 Perspektiva

Perspektivou (bez p°ívlastk·) myslíme oby£ejné st°edové promítání na jednu pr·m¥tnu, coº je
zp·sob zobrazování, které je vlastní nap°. oby£ejnému fotoaparátu. Z p°edchozího víme, ºe p°i
obecném st°edovém promítání se vlastní body mohou zobrazovat do nevlastních a naopak, coº má
za následek, ºe n¥které objekty se docela krut¥ deformují; nap°. st°edovým pr·m¥tem kruºnice
m·ºe být klidn¥ hyperbola (coº p°i rovnob¥ºném promítání samoz°ejm¥ není moºné). Pokud
chceme zobrazovat realitu co nejblíºe na²emu vnímání, uvaºují se jistá omezení: p°edpokládá
se dostate£ná vzdálenost st°edu promítání od pr·m¥tny a zobrazují se jenom objekty uvnit°
zorného kuºele, jehoº vrcholový úhel je zhruba 40�50◦. V takovém p°ípad¥ se mluví o lineární
perspektiv¥. . .

P°ívlastkem lineární se £asto jenom zd·raz¬uje, ºe se promítá do roviny a ne t°eba na válcovou
plochu. Lineární perspektiva je tedy speci�cké projektivní zobrazení prostoru do roviny; n¥co
málo si do°ekneme v dal²ím odstavci. Nelineárním perspektivám v¥nujeme pár poznámek v odst.
17.3.

17.1 Lineární perspektiva

Lineární perspektiva m·ºe být zadána voln¥, tj. pr·m¥tem dostate£n¥ hodn¥ bod·/úb¥ºník·.
V odst. 13.1 jsme diskutovali, jak v takovém p°ípad¥ sestrojit obraz libovolného dal²ího bodu
v prostoru. Konstruk£n¥ to znamenalo hlavn¥ opakované (a nezajímavé) p°ená²ení dvojpom¥r·.
Perspektiva m·ºe být taky dána vázan¥, tj. explicitní polohou pr·m¥tny a st°edu promítání
vzhledem k sou°adným osám, resp. Mongeovým pomocným pr·m¥tnám. V takovém p°ípad¥
víme, jak postupovat ze cvi£ení 14.3(5) a 14.5(5). Konstruk£n¥ to znamená opakované sestrojovaní
pr·nik· promítacích paprsk· s rovinou pr·m¥tny, p°íp. je²t¥ dodate£né oto£ení pr·m¥tny tak,
aby byl výsledek vid¥t nezkreslen¥.

Stejn¥ jako pro jakoukoli jinou zobrazovací metodu je i v p°ípad¥ perspektivy vyvinuto n¥-
kolik postup·, které mají zjednodu²ovat práci. P°i t¥chto postupech se velice £asto uºívá osové
kolineace, coº by nem¥lo nikoho p°ekvapovat (mezním p°ípadem osové kolineace je osová a�nita,
a tu jsme n¥kolikrát zaznamenali v p°edchozím povídání o axonometrii a kosoúhlém promítání).
Zájemce o podrobnosti odkazujeme na [KKK, Me, U] a dal²í klasickou literaturu. . .
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Obrázek 17.34: [Me] Perspektivní pr·m¥t n¥jaké budovy. . .

Na obr. 17.34 je pr·m¥t n¥jaké haly ve vázané perspektiv¥. Zde je patrno n¥kolik technických
detail·, které rychle okomentujeme: V levé horní £ásti obrázku se nejd°ív hledá vhodná poloha
st°edu promítání tak, aby se celý objekt vlezl do zorného kuºele. Pr·m¥tna je zvolena kolmo
k p·dorysn¥, vzdálenost od st°edu je celkem libovolná. Na obrázku je dále patrná konstrukce
pr·m¥tu bodu A � horizontální vzdálenosti m¥°íme v p·doryse od referen£ního bodu H, verti-
kální m¥°íme v náryse od horizontu h. Výsledný pr·m¥t je vzhledem k Mongeovým pomocným
pr·m¥t·m dvakrát zv¥t²en � úb¥ºník pro sm¥ry kolmé k nárysn¥ by se nevlezl do nákresny,
proto je uºito stejnolehlosti (se st°edem v bod¥ H a koe�cientem 2).

17.2 Stereoskopie a anaglyfy

Stereoskopie je zobrazovací metoda, kterou se snaºíme vzbudit iluzi trojrozm¥rnosti nad dvojroz-
m¥rnou p°edlohou tím, ºe kaºdému oku dodáváme jiný pr·m¥t téhoº objektu. Toho lze dosáhnout
tak, ºe se zobrazovaný objekt perspektivn¥ promítne, a to ze dvou st°ed·, které jsou od sebe
vzdáleny stejn¥ jako zorni£ky lidských o£í. . .

Jednou ze stereoskopických technik jsou tzv. anaglyfy : dva perspektivní pr·m¥ty jsou zob-
razeny v téºe pr·m¥tn¥ r·znými barvami, které jsou pak odstín¥ny dvojbarevnými brýlemi, viz
obr. 17.35.
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Obrázek 17.35: [P] Dvanáctist¥n (s vepsanou krychlí) jako anaglyf: £ervený pr·m¥t je
ur£en levému oku, azurový pravému, tzn. brýle nasazujeme £erveným sklem na pravé
oko a azurovým na levé.

17.3 Nelineární perspektiva

Typickým p°íkladem nelineární perspektivy je válcová neb cylindrická perspektiva, kdy se prostor
promítá z daného st°edu na válcovou plochu (jejíº osa zpravidla prochází st°edem promítání).
Takové zobrazení se uºívá p°i panoramatickém fotografování, viz obr. na str. 125. To ºe promítáme
na jinou plochu neº rovinu má za následek, ºe p°ímky se obecn¥ nemusí zobrazovat na p°ímky
(coº znamená takové zobrazení rozhodn¥ není projektivní).

Obrázek 17.36: [DV] Ur£ující prvky válcové perspektivy. . .

Na obr. 17.36 jsou nazna£eny ur£ující prvky válcové perspektivy � pr·m¥t libovolného bodu
v prostoru je tak ur£en st°edovým pr·m¥tem ze st°edu S na válcovou plochu ϕ a následným
rozvinutím této plochy do roviny π. Uv¥domte si, ºe sestrojit obraz obecného bodu nelze realizovat
eukleidovským pravítkem a kruºítkem, viz problém rekti�kace kruºnice v odst. 20.2. . .

Jiným p°íkladem nelineární perspektivy je geometrie objektivu zvaného rybí oko, jiº je moºno
interpretovat jako sloºení st°edového promítání na kulovou plochu a je²t¥ jednoho promítání z
této plochy do roviny (kulovou plochu není moºné rozvinout, proto se musí promítat). . .
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18 Cyklogra�e

Cyklogra�e je trochu exotická zobrazovací metoda, která v²ak má zajímavé aplikace. Cyklogra�e
má nejblíº ke kótovanému promítání � bod A v prostoru je zastoupen svým kolmým pr·m¥tem
A1, akorát místo kóty (zA) kreslíme cyklus se st°edem v A1, s polom¥rem |zA| a s orientací odpo-
vídající znaménku zA. Naopak, kaºdý cyklus v pr·m¥tn¥ ur£uje jednozna£n¥ bod v prostoru. . .

Z uvedeného se dá tu²it, ºe zmi¬ované aplikace se budou týkat práv¥ úloh s cykly/kruºnicemi.
Typickým p°íkladem m·ºou být vý²e diskutované Apollóniovy úlohy, jejichº cyklogra�cká inter-
pretace vede sice k prostorovým, ale celkem jednoduchým konstrukcím jako nap°. ur£ení pr·niku
p°ímky s rovinou nebo kuºelem! Toto je zrovna místo, kde lze ledacos zajímavého doplnit; vhod-
nými odkazy jsou nap°. [Sei], p°íp. [Br]. . . . . .

Pomocí cyklogra�e se taky celkem hezky interpretují n¥která geometrická zobrazení, jako
nap°. trochu problematická dilatace, viz obr. 18.37.

Obrázek 18.37: [Br] Cyklogra�cká interpretace dilatace dotýkajících se cykl·. . .

19 Typické úlohy

Chceme-li sestrojit názorný obrázek n¥jakého t¥lesa, máme n¥kolik moºností: bu¤ sestrojujeme
volný nebo vázaný pr·m¥t, p°i£emº u vázaného zobrazování jsme se je²t¥ nau£ili n¥kolik tech-
nicky výhodných zkratek. . . Nejd°ív zmíníme n¥kolik obzvlá²´ krásných, totiº Platónských t¥les
a p°idáme pár dal²ích typických p°íklad·, které se dávají nap°. do písemek.

Pokud jsme se v tomto kurzu n¥£emu nau£ili, m¥lo by nám být hned jasné, co je na obr. 19.38
²patn¥ a pro£. Navíc bychom m¥li um¥t p°ípadné chyby napravit, a to s pravítkem a kruºítkem. . .

19.1 Zobrazení Platónských t¥les

Na obr. 19.39 je volný rovnob¥ºný pr·m¥t pravidelného £ty°st¥nu a osmist¥nu. V prvním p°ípad¥
není co °e²it, protoºe rovnob¥ºný pr·m¥t je ur£en obrazy £ty° vrchol· a £ty°st¥n jich ani víc nemá.
Tyto pr·m¥ty vrchol· mohou být zvoleny celkem libovoln¥ (v¥ta 13 na str. 65 nám akorát °íká,
ºe splývat mohou nejvý²e dva z nich). S pravidelný osmist¥n má ²est vrchol· � jsou-li dány
pr·m¥ty £ty° v obecné poloze, zbylé dva se snadno doplní pomocí rovnob¥ºník·. O pr·m¥tech
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Obrázek 19.38: [I] P°edpokládejme, ºe v²echna t¥lesa v kaºdé skupin¥ mají podstavy v
jedné rovin¥. Pak v jednom z obrázk· je evidentn¥ n¥co ²patn¥!

pravidelného ²estist¥nu (krychle) jsme se bavili tolikrát, ºe jej tady klidn¥ p°esko£íme. Volný
pr·m¥t dvacetist¥nu, resp. dvanáctist¥nu spolu s jistým rozborem a návodem máme v odst.
5.14. . .

Obrázek 19.39: [U] Volný rovnob¥ºný pr·m¥t pravidelného £ty°- a osmist¥nu.

P°i konstrukcích vázaných pr·m¥t· za£ínáme s Mongeovými sdruºenými pr·m¥ty, k jejichº
sestrojení pouºíváme práv¥ poznatk· z 5.14. Jediná dv¥ konstruk£n¥ netriviální Platónská t¥lesa
zobrazená ve velmi speciálních polohách v·£i pr·m¥tnám jsou na obr. 19.40. . . Odtud lze celkem
rychle sestrojit libovolný axonometrický £i kosoúhlý pr·m¥t tak, jak jsme se nau£ili v £ásti 16.
P°ípadný perspektivní pr·m¥t by se d¥lal podle návodu na obr. 17.34.

Alternativní konstrukce kolmého axonometrického pr·m¥tu pravidelného dvanáctist¥nu je na
obr. 19.41: Zde je zobrazen axonometrický pr·m¥t krychle, do níº je vepisován dvanáctist¥n. P°i
této konstrukci se nejd°ív zd·vodní, ºe kdyº rozd¥líme stranu opsané krychle zlatým °ezem, tak
del²í díl odpovídá stran¥ vepsané krychle (tj. úhlop°í£ce p¥tiúhelníku) a krat²í díl odpovídá stran¥
dvanáctist¥nu (tj. stran¥ p¥tiúhelníku). Takto se celkem voln¥ (p°ená²ením d¥licích pom¥r·)
sestrojí 12 vrchol· ve st¥nách opsané krychle. Zbylých 8 vrchol· tvo°í práv¥ vrcholy vepsané
krychle a tady se vyuºije stejnolehlosti obou krychlí. . .
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Obrázek 19.40: [KV] Mongeovy sdruºené pr·m¥ty pravidelného dvanácti- a dvacetist¥nu.

19.2 Zobrazení oblých t¥les

Oblými t¥lesy tady myslíme jenom kuºele, válce a koule. P°i sestrojování jejich pr·m¥t· pot°e-
bujeme um¥t z daných podmínek sestrojit vºdy pr·m¥t n¥jaké kruºnice, p°íp. n¥kolika kruºnic;
u kuºel· a válc· je²t¥ obrysové p°ímky. P°i kaºdém rovnob¥ºném a vhodn¥ zvoleném st°edovém
promítání je pr·m¥tem kruºnice elipsa a tato je pro nás dokonale ur£ena svými hlavními pr·m¥ry.
Obrysové p°ímky kuºel· a válc· jsou pak te£nami k elipsám, jeº jsou pr·m¥ty podstav. Ob¥ tyto
úlohy jsou °e²itelné eukleidovským pravítkem a kruºítkem, a to hned n¥kolikerým zp·sobem, viz
odst. 7.4 a 11.1. V na²ich úlohách p°ichází elipsa vºdycky jako obraz kruºnice vzhledem k n¥jaké
osové a�nit¥ (kolineaci), kterou s oblibou rádi uºíváme a preferujeme. . .

Na obr. 19.42 je pr·m¥t kuºele a koule v kosoúhlém promítání, av²ak bez pomocných kon-
strukcí.
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Obrázek 19.41: [KKK] Kolmý axonometrický pr·m¥t pravidelného dvanáctist¥nu.

Obrázek 19.42: [U] Kosoúhlý pr·m¥t rota£ního kuºele a koule. . .

Uv¥domte si, ºe sestrojit kolmý axonometrický pr·m¥t kuºele, resp. válce (s podstavou nap°. v
p·dorysn¥) je mnohem jednodu²²í, protoºe nemusíme sestrojovat sm¥ry hlavních pr·m¥r· (sta£í
pouze ur£it zkrácení na vedlej²í ose). S koulí je to samoz°ejm¥ je²t¥ lep²í. . .

19.3 Dal²í

Je dán rota£ní kuºel s podstavou v p·dorysn¥ a sm¥r osv¥tlení. Máme sestrojit kosoúhlý pr·m¥t
kuºele spolu s vlastním stínem na kuºeli a stíny vrºenými do první i druhé pr·m¥tny.
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Obrázek 19.43: [KV] Osv¥tlení kuºele a p°ímky. . .
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KAPITOLA V

Dodatky

20 K eukleidovským konstrukcím

20.1 Sestrojitelné veli£iny

Uvaºme danou úse£ku jako jednotku; ptáme se, jaké v²echny veli£iny lze odtud sestrojit eu-
kleidovským pravítkem a kruºítkem. D°íve jsme se nau£ili, jak sestrojit jakoukoli racionální
veli£inu, obecn¥ji sou£in/podíl jakýchkoli jiº sestrojených veli£in (pomocí podobnosti trojúhel-
ník·). Dále umíme druhou odmocninu z jakékoli sestrojené veli£iny (pomocí Eukleidových v¥t
o vý²ce/odv¥sn¥, p°íp. Pythagorovy v¥ty). Sou£et/rozdíl je samoz°ejm¥ triviální.

Opakováním uvedených nápad· vidíme, ºe mezi sestrojitelné veli£iny pat°í nap°. 34− 2
√

17,√
34− 2

√
17,

√
1122

34+2
√
17

nebo taky

1

4

√
34− 2

√
17− 2

√
34− 2

√
17− 4

√
17 + 3

√
17 +

√
170− 26

√
17− 4

√
34 + 2

√
17.

A£koli je sestrojitelných veli£in skute£n¥ mnoho, jedná se po°ád o hodn¥ speci�cká algebraická
£ísla. Ve skute£nosti platí, ºe nic �typov¥ jiného� sestrojit nelze, coº se zhruba zd·vodní takto:

Jakýkoli eukleidovsky sestrojitelný bod v rovin¥ vzniká jako pr·nik dvou p°ímek, pr·nik
p°ímky s kruºnicí nebo pr·nik dvou kruºnic. Algebraická interpretace kaºdé takové konstrukce
vede k °e²ení soustavy dvou lineárních rovnic, jedné lineární a jedné kvadratické rovnice nebo
dvou kvadratických rovnic, jejichº koe�cienty jsou dosud sestrojená £ísla. Odtud m·ºeme tu²it,
ºe postupn¥ lze sestrojovat pouze £ísla, která obsahují toliko iterované druhé odmocniny, jejich
sou£ty, rozdíly, násobky a podíly, jak je nazna£eno vý²e. Drtivá v¥t²ina reálných £ísel eukleidovsky
sestrojit nelze.

P°esn¥j²í formulace lze najít v [Ha], [L], [Mar2] a jinde. . .

20.2 Slavné problémy starov¥ku

Existuje n¥kolik skute£n¥ slavných a dlouhou dobu otev°ených problém·, jeº byly formulovány jiº
ve starov¥ku. N¥kolik úloh, které se týkají eukleidovské sestrojitelnosti, zmíníme níºe. Zd·vodn¥ní

95
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jejich °e²itelnosti/ne°e²itelnosti je zaloºeno na algebraickém popisu nazna£eném v 20.1. Detaily
samoz°ejm¥ ignorujeme, viz d°íve doporu£ené zdroje.

Zdvojení krychle

Úkolem je sestrojit krychli, jejíº objem je dvojnásobkem objemu dané krychle. Je-li velikost hrany
dané krychle a, pak hledaná krychle má mít hranu délky x = 3

√
2a. T°etí odmocnina ze 2 je sice

algebraické £íslo, ale nikoli vý²e uvedeného tvaru. Tato úloha není eukleidovsky °e²itelná.

Rekti�kace kruºnice

Úkolem je sestrojit úse£ku, jejíº délka je rovna velikosti obvodu dané kruºnice. Je-li polom¥r dané
kruºnice r, pak hledaná úse£ka má mít velikost x = 2πr. Od roku 1882 víme, ºe £íslo π není
algebraické, tudíº není sestrojitelné. Tato úloha není eukleidovsky °e²itelná.

Kvadratura kruhu

Úkolem je sestrojit £tverec, jehoº obsah je roven obsahu daného kruhu. Je-li polom¥r daného
kruhu r, pak hledaný £tverec má mít hranu dlouhou x =

√
πr. Ze stejného d·vodu jako u rekti-

�kace kruºnice, není tato úloha eukleidovsky °e²itelná.
Odedávna1 bylo dob°e známo, ºe °e²itelnost t¥chto dvou problém· je ekvivalentní a odedávna

se lidé domnívali, ºe se jedná o ne°e²itelnou úlohu. Nicmén¥ odedávna bylo také známo n¥kolik
p°íklad· kvadratury k°ivo£arých útvar·, viz Hippokratovy p·lm¥síce a Archimédova kvadratura
paraboly. . .

Obrázek 20.1: [A] Z Pythagorovy v¥ty a v¥ty o obsahu kruhu plyne, ºe Hippokratovy
p·lm¥síce mají stejný obsah jako trojúhelník.

Trisekce úhlu

Úkolem je rozt°etit daný úhel na t°i shodné úhly. Na rozdíl od p°edchozích problém· je tato
úloha záludná v tom, ºe n¥které úhly sestrojit lze a n¥které nikoli. �e²ení je op¥t ryze algebraické
a zajímavé a redukuje se na analýzu ko°en· polynom· t°etího stupn¥ nad vhodnými algebraickými
roz²í°eními t¥lesa racionálních £ísel.

Do seznamu sestrojitelných úhl· samoz°ejm¥ pat°í 90◦, 60◦, jejich poloviny, £tvrtiny, osminy,
ale taky libovolné celé násobky. Krom¥ toho z Odstavce 5.9 umíme sestrojit úhel 72◦ apod. Na

1Z tvrzení XII.2 v [E] plyne, ºe pro libovolný kruh je pom¥r jeho obsahu a £tverce jeho polom¥ru stále stejný.
Archimédés dokázal, ºe obsah kruhu je roven obsahu pravoúhlého trojúhelníku, jehoº jedna strana odpovídá
polom¥ru a druhá obvodu dané kruºnice. Pokud konstantu S : r2 ozna£íme π, pak pro obvod platí o = 2πr.
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Obrázek 20.2: [HTD] Obsah parabolické úse£e je roven 4
3 obsahu trojúhelníku PQq (coº

jsou 2
3 obsahu opsaného rovnob¥ºníku).

druhé stran¥, mezi úhly, které eukleidovsky sestrojit nelze pat°í nap°. nevinn¥ vyhlíºející 20◦

a spousta (op¥t drtivá v¥t²ina) dal²ích.

Konstrukce pravidelného n-úhelníku

Úkolem je sestrojit pravidelný n-úhelník, coº evidentn¥ úzce souvisí s p°edchozím problémem,
akorát jsme podstatn¥ redukovali mnoºinu úhl· do diskuze. V Základech najdeme konstrukce
pro n = 3, 4, 5 a 15. Pro kaºdý sestrojitelný pravidelný k-úhelník, není problém sestrojit taky
pravidelný 2k-úhelník. Tzn. úloha je °e²itelná také pro n = 6, 8, 10, 12, 16, 20 a dal²í.

30. b°ezna 1796 C.F. Gauss sestrojil pravidelný 17-úhelník a posléze dokázal jednu implikaci
v následující v¥t¥. Druhý sm¥r o n¥kolik desítek let pozd¥ji dokázal P.L. Wantzel stejn¥ jako pár
dal²ích vý²e zmi¬ovaných výsledk·.

V¥ta (Gaussova�Wantzelova). Pravidelný n-úhelník lze sestrojit eukleidovským pravítkem a kru-
ºítkem práv¥ tehdy, kdyº n je sou£inem libovolné mocniny 2 a navzájem r·zných Fermatových
prvo£ísel.

Fermatovo prvo£íslo je prvo£íslo tvaru Fk = 22
k

+ 1. K dne²nímu dni2 je známo pouze p¥t
Fermatových prvo£ísel: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257 a F4 = 65537. Tato úloha tedy není
°e²itelná pro n = 7, 9, 11, 13, 14, 18, 19, 21, . . . Pro dal²í £tení doporu£ujeme nap°. velmi dob°e
srozumitelnou 13. kapitolu v [A].

20.3 Mascheroniovské a steinerovské konstrukce

Mascheroniovské konstrukce jsou konstrukce, p°i kterých se pouºívá pouze kruºítko. Steinerov-
ské konstrukce jsou konstrukce, p°i kterých se pouºívá pouze pravítko a jedna pomocná p°edem
narýsovaná kruºnice. Platí, ºe veli£ina je sestrojitelná eukleidovsky, práv¥ kdyº je sestrojitelná
mascheroniovsky, práv¥ kdyº je sestrojitelná steinerovsky. Toto tvrzení se zd·vod¬uje v podob-
ném duchu, jak jsme nazna£ili v 20.1, viz [Mar2].

To v d·sledku znamená, ºe jakoukoli eukleidovskou konstrukci musí jít realizovat maschero-
niovsky, p°íp. steinerovsky. Nalezení takové konstrukce m·ºe být samoz°ejm¥ pon¥kud kompli-
kovan¥j²í, neº zd·vodnit, ºe to je moºné. Dva p°íklady na ukázku jsou na obr. 20.4.

230. kv¥tna 2013
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Obrázek 20.3: [Ha] Konstrukce pravidelného 17-tiúhelníku.

Obrázek 20.4: [Ha] Mascheroniovská a steinerovská konstrukce inverzního bodu A′

k bodu A p°i kruhové inverzi se st°edem v O. . .

20.4 Konstrukce s ozna£eným pravítkem

Konstrukce s ozna£eným pravítkem jsou konstrukce, p°i kterých se pouºívá jak kruºítko, tak
pravítko, a navíc je dovoleno d¥lat na pravítku zna£ky, které se dále pouºívají. Takovému nástroji
se také °íká neusis.

Tímto zp·sobem lze velmi rychle sestrojit pravidelný p¥tiúhelník, viz obr. 20.5 (srovnejte
s konstrukcemi v 5.9). Neusis se také pouºívá p°i tzv. prouºkové konstrukci bod· elipsy (zadané
hlavními pr·m¥ry). . .

Zajímav¥j²í je, ºe s ozna£eným pravítkem lze °e²it mnohé eukleidovsky ne°e²itelné problémy
jako nap°. trisekci libovolného úhlu! Na obr. 20.6 najdete Archimédovo °e²ení tohoto problému,
jehoº zd·vodn¥ní je velmi prosté. . .

Úplnou charakterizaci veli£in, které lze s kruºítkem a ozna£eným pravítkem sestrojit, lze najít
v [Ha] nebo [Mar2]. . .

21 K úlohám Apollóniovým

První seznámení s Apollóniovými úlohami je v £ásti 6. Od samého za£átku jsme si v²ímali, ºe
vhodné geometrické transformace pomáhají p°i °e²ení úlohy. Ve cvi£ení 9.7 jsme si uv¥domili,



21. K úlohám Apollóniovým 99

Obrázek 20.5: [A] Konstrukce pravidelného p¥tiúhelníku s kruºítkem a ozna£eným pra-
vítkem.

Obrázek 20.6: [A] Trisekce úhlu s ozna£eným pravítkem: α = ∠BMC je libovolný úhel;
sestrojíme lib. kruºnici se st°edem v M ; p°iloºíme neusis s vyzna£enými body D a E
tak, ºe DE = AM . . . Potom platí, ºe β = 1

3α.

ºe pomocí dilatace a kruhové inverze lze jakoukoli Apollóniovu úlohu redukovat na podstatn¥
jednodu²²í problém z pom¥rn¥ krátkého seznamu. Tady doplníme je²t¥ n¥kolik post°eh· a alter-
nativ.

21.1 �e²ení Gergonnovo

Toto °e²ení je pom¥rn¥ elementární, £ímº myslíme, ºe p°i konstrukci se nepracuje s ºádnou
transformací, viz obr. 21.7. Zd·vodn¥ní konstrukce plyne z následujícího rozboru:

(a) spojnice (li) dvojic dotykových bod· na kaºdém cyklu prochází spole£ným bodem (P ), jeº
je poten£ním st°edem daných t°í kruºnic,

(b) póly (Li) t¥chto spojnic (= pr·se£íky te£en z dotykových bod·) leºí na jedné p°ímce (ch),
jeº je práv¥ chodrálou dvou kruºnic °e²ení,

(c) tato p°ímka je práv¥ osou podobnosti t°í daných cykl· (= spojnice t°í st°ed· stejnolehlosti),

(d) protoºe Li ∈ ch a Li je pól li, musí pól ch leºet na li.

Zd·vodn¥ní tvrzení, jeº nejsou jasná, lze najít nap°. v [Ho]. Princip zmi¬ovaný v (d) je znám
jako tzv. polární reciprocita.

21.2 �e²ení pomocí geometrických míst

Tato metoda je zaloºena na jednoduchém pozorování, ºe st°edy cykl·, které se dotýkají dvou
daných cykl· tvo°í vºdy n¥jakou kuºelose£ku (k) � pro cykly a, b se st°edy A,B a polom¥ry
ra, rb platí:
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Obrázek 21.7: Gergonnovo °e²ení obecné Apollóniovy úlohy: (1) chab, chbc, chac
jsou chordály t°í dvojic daných kruºnic, jeº prochází jejich poten£ním st°edem P ;
(2) Oab, Obc, Oac jsou st°edy stejnolehlosti t°í dvojic daných cykl·, jeº leºí na jejich
ose podobnosti; (3) Pa, Pb, Pc jsou póly této p°ímky vzhledem k daným kruºnicím;
(4) dotykové body jsou na spojnicích PPa, PPb, PPc.

• je-li |ra − rb| > |AB|, pak k je elipsa s ohnisky A,B a délkou hlavní osy |ra − rb|,

• je-li |ra − rb| < |AB|, pak k je hyperbola s ohnisky A,B a délkou hlavní osy |ra − rb|.

V uvedeném popisu uvaºujeme ra, rb jako orientované polom¥ry, tzn. znaménko ra odpovídá ori-
entaci cyklu a. Ve speciálních, resp. mezních p°ípadech je kuºelose£ka k kruºnice nebo p°ímka. . .

Pro t°i dané cykly jsou st°edy hledaných dotýkajících se cykl· spole£nými body n¥jakých t°í
kuºelose£ek � sestrojit takové body zpravidla neumíme eukleidovsky.

Obrázek 21.8: St°edy cykl·, které se dotýkají dvou daných cykl·, tvo°í kuºelose£ku
(která se nem¥ní p°i dilatacích).
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21.3 �e²ení pomocí vhodných transformací

Toto je metoda, kterou jsme prot¥ºovali p°edev²ím. Nebudeme se znovu opakovat, pouze pro
porovnání p°ikládáme miniseriál demonstrující typickou redukci sloºitosti pomocí dilatace a kru-
hové inverze, viz obr. 21.9.

Obrázek 21.9: �e²ení obecné Apollóniovy úlohy pomocí dilatace a kruhové inverze:
(1) zadání; (2) dilatace; (3) kruhová inverze; (4) spole£né te£ny ke dv¥ma cykl·m (!);
(5) kruhová inverze; (6) dilatace.

21.4 �e²ení pomocí cyklogra�e

(P°ekvapení. . . )

22 K neeukleidovským geometriím
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