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Př́ıklady

3 Mocninné řady
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Základńı pojmy

Bodová konvergence posloupnosti funkćı

Necht’ {fn(x)}∞n=1 je posloupnost funkćı na intervalu I a c ∈ I je
libovolné. Je-li č́ıselná posloupnost {fn(c)}∞n=1 konvergentńı, ř́ıkáme,
že posloupnost {fn(x)}∞n=1 je konvergentńı v bodě c.

Řekneme, Že posloupnost funkćı bodově konverguje k funkci f (x)
na intervalu I , jestliže konverguje v každém bodě x ∈ I , tj. ke
každému x ∈ I a každému ε > 0 existuje n0 ∈ N tak, že pro všechna
n ∈ N, n ≥ n,plat́ı |fn(x)− f (x)| < ε. Ṕı̌seme lim fn(x) = f (x) pro
x ∈ I nebo fn → f na I .

Nejvěťśı množinu, na ńıž posloupnost funkćı bodově konverguje,
nazýváme obor konvergence posloupnosti funkćı {fn(x)}.
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Základńı pojmy

Bodová konvergence řad funkćı

Necht’ {fn(x)}∞n=1 je posloupnost funkćı definovaných na intervalu I .
Symbol

∑∞
n=1 fn(x) nebo f1(x) + f2(x) + f3(x) + . . . nazýváme

nekonečná řada funkćı.

Posloupnost {sn(x)}∞n=1, kde sn(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x),
nazýváme posloupnost́ı částečných součt̊u řady

∑∞
n=1 fn(x).

Jestliže posloupnost částečných součt̊u {sn(x)}∞n=1 konverguje pro
všechna x ∈ I , řekneme, že řada

∑∞
n=1 fn(x) bodově konverguje na

intervalu I a funkci s(x) = lim sn(x) nazýváme součtem řady∑
fn(x).

Nejvěťśı množinu, na ńıž řada funkćı bodově konverguje, nazýváme
obor konvergence řady funkćı

∑
fn(x).
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Zjǐst’ováńı oboru konvergence řady funkćı

Postup p̌ri zjǐst’ováńı oboru konvergence

proměnnou x považujeme za parametr, pro nějž zjǐst’ujeme konvergenci
č́ıselné řady (pracujeme tedy s abs. hodnotami)

1 pomoćı vhodného kritéria (zpravidla limitńı pod́ılové či odmocninové)
zjist́ıme, pro která x ∈ R řada konverguje:

1 vypočteme p̌ŕıslušnou limitu L(x) pro n→∞ (závislou na parametru x)
2 vy̌reš́ıme nerovnici L(x) < 1

2 vyšeťŕıme chováńı v krajńıch bodech p̌ŕıpadného intervalu
konvergence (tj. dosad́ıme ta x , pro něž je L(x) = ±1)

Poznámka: Vzpomenete si na Taylorovy polynomy (mat. analýza 1)?
Mnohé o oboru konvergence řady funkćı naznač́ı tyto animace:
http://cgi.math.muni.cz/kriz/cz/
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konvergence (tj. dosad́ıme ta x , pro něž je L(x) = ±1)
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Zjǐst’ováńı oboru konvergence řady funkćı
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Př́ıklady

Určete obor konvergence řady
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Určete obor konvergence řady

1
∑∞

n=1 n
2xn [obor konvergence: (−1, 1)]

2
∑∞

n=1
2n−1xn−1

(2n−1)2
√

3n−1

[
obor konvergence:

〈
−
√

3
2 ,
√

3
2

〉]
3
∑∞

n=1
(nx)n

n!

[
obor konvergence:

〈
−1

e ,
1
e

)]

4
∑∞

n=1
1
n

(
2x
x+4

)n

[
obor konvergence:

〈
−4

3 , 4
)]

5
∑∞

n=1
3nxn√

(3n−2)2n

[
obor konvergence:

〈
−
√

2 ,
√

2
3

)]
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1
∑∞

n=1 n
2xn [obor konvergence: (−1, 1)]

2
∑∞

n=1
2n−1xn−1

(2n−1)2
√

3n−1

[
obor konvergence:

〈
−
√

3
2 ,
√

3
2

〉]
3
∑∞

n=1
(nx)n

n!

[
obor konvergence:

〈
−1

e ,
1
e

)]
4
∑∞

n=1
1
n

(
2x
x+4

)n

[
obor konvergence:

〈
−4

3 , 4
)]

5
∑∞

n=1
3nxn√

(3n−2)2n

[
obor konvergence:

〈
−
√

2 ,
√

2
3

)]
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Integrace a derivace řad funkćı

Následuj́ıćı vlastnosti plat́ı pro řady stejnoměrně konvergentńı
(viz p̌rednáška).

Necht’ řada funkćı
∑

fn konverguje stejnoměrně na intervalu 〈a, b〉 a
má součet s. Jestliže všechny funkce fn jsou integrovatelné na 〈a, b〉,
je také funkce s integrovatelná na 〈a, b〉 a plat́ı∫ b

a
s(x)dx =

∫ b

a

(∑
fn(x)dx

)
=
∑(∫ b

a
fn(x)dx

)
Bud’ {fn} posloupnost funkćı, které maj́ı na otev̌reném intervalu (a, b)
derivaci. Necht’

∑
fn konverguje na (a, b) a má součet s a dále necht’∑

f ′n konverguje stejnoměrně na (a, b). Pak funkce s má na (a, b)
derivaci a plat́ı

s ′(x) =
(∑

fn(x)
)′

=
∑

f ′n(x)

MA2BP CAN3 4. cvičeńı 13. 3. 2018 8 / 12



Integrace a derivace řad funkćı
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∑
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Př́ıklady

Určete součet č́ıselné řady

1
∑∞

n=1
1

n·2n

[ln 2]

2
∑∞

n=1
n
3n

[
3
4

]
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Mocninné řady

Teorii je ťreba načerpat z p̌rednášek, zde jen stručný p̌rehled.

Mocninnou řadou se sťredem v bodě x0 a koeficienty an rozuḿıme
řadu funkćı tvaru

∑
an(x − x0)n.

Každá mocninná řada konverguje ve svém sťredu x0.

Je-li lim supn→∞
n
√
|an| = K , nazýváme

č́ıslo r = 1
K poloměr konvergence

interval
(
x0 − 1

K , x0 + 1
K

)
interval konvergence

Pro poloměr konvergence r rovněž plat́ı:

Existuje-li limn→∞
n
√
|an|, je r = 1

limn→∞
n
√

|an|
.

Existuje-li limn→∞

∣∣∣ an+1

an

∣∣∣, je r = limn→∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣.
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řadu funkćı tvaru
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Př́ıklady

Určete součet mocninné řady

1
∑∞

n=1 n · xn

[
I = (−1, 1), s(x) = x

(1−x)2

]

2
∑∞

n=1 (−1)n+1 xn+1

n(n+1)

[I = (−1, 1〉 , s(x) = (x + 1) ln (x + 1)− x ]

3
∑∞

n=1 (−1)n−1 x2n−1

2n−1

[I = 〈−1, 1〉 , s(x) = arctg x ]

Užit́ım derivováńı nebo integrováńı určete součet mocninné řady

1
∑∞

n=1
x2n−1

2n−1

[
I = (−1, 1), s(x) = 1

2 ln 1+x
(1−x)

]

2
x

1·2 + x2

2·3 + x3

3·4 + . . .

[
I = (−1, 1)\{0}, s(x) = 1 + 1−x

x ln (1− x)
]
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1
∑∞

n=1
x2n−1

2n−1

[
I = (−1, 1), s(x) = 1

2 ln 1+x
(1−x)

]

2
x

1·2 + x2

2·3 + x3

3·4 + . . .

[
I = (−1, 1)\{0}, s(x) = 1 + 1−x

x ln (1− x)
]
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MA2BP CAN3 4. cvičeńı 13. 3. 2018 11 / 12
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1
∑∞

n=1 n · xn
[
I = (−1, 1), s(x) = x

(1−x)2

]
2
∑∞

n=1 (−1)n+1 xn+1

n(n+1) [I = (−1, 1〉 , s(x) = (x + 1) ln (x + 1)− x ]

3
∑∞

n=1 (−1)n−1 x2n−1

2n−1 [I = 〈−1, 1〉 , s(x) = arctg x ]
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Domáćı úkol

Naučit se na 1. vnitrosemestrálńı ṕısmku ;-)

Obsah:

součet č́ıselné řady

stanoveńı konvergence/divergence č́ıselné řady podle kritéríı

u řad s kladnými členy
u řad alternuj́ıćıch

stanoveńı oboru konvergence řady funkćı
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Naučit se na 1. vnitrosemestrálńı ṕısmku ;-)
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u řad alternuj́ıćıch
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MA2BP CAN3 4. cvičeńı 13. 3. 2018 12 / 12


	Obor konvergence funkčních řad
	Základní pojmy
	Zjišťování oboru konvergence
	Příklady

	Integrace a derivace řad funkcí
	Příklady

	Mocninné řady
	Příklady

	D.Ú.

