Ulohy k p¥ipravé na statnice 2018

1. Reste nésledujici tlohu, kterd typové odpovida tiloze z Matematické olympiady.
Vysvétlete postup feseni.
Klara nalila dzus do sklenicky a hrnku a obé nadoby doplnila vodou. Hrnek m¢l
tiikrat vétsi objem nez skleni¢ka. Pomér dzusu a vody ve skleni¢ce byl 3: 2 a v hrnku
1: 2. Poté prelila obsah skleni¢ky i obsah hrnku do dzbanu. Jaky byl pomér dzusu a
vody ve dzbanu?
2. Reste nasledujici tlohu, kterd typové odpovida tiloze z Matematické olympiady.
Vysvétlete postup feseni.
Prodavacka prodavala syrova vejce. Prvni zakaznik si koupil polovinu vSech vajec
a pul vejce, druhy zakaznik polovinu zbytku a ptl vejce, tieti zdkaznik polovinu
zbytku po druhém a ptl vejce a prodavacce zbylo jedno vejce. Kolik vajec méla na
pocatku?
3. Algebrogramy jsou typem piikladi vhodnych pro matematicky nadané Zzaky. Na
nasledujicich ptikladech vysvétlete postup feseni algebrogramu.
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5. Zak ma problémy s vypoétem druhych mocnin dvojélentl, napt. (a + b)? = a? +
b?. Jaké postupy navrhujte, aby ucivo zv1ad1?

6. Ukazte riizné chyby, kterych se dopoustéji zaci s dysfunkcemi pfi a) pisemném scitani,
b) pisemném odcitani, c) pisemném nasobeni ¢isel. Uvazujte celd i desetinna Cisla. Lze
tyto nedostatky odstranit? Jak?

7. Zduvodnéte (pokud mozno riznymi zpisoby), pro€ plati nasledujici pravidla:

a) Soucin sudého poctu zapornych cisel je Cislo kladné.
b) Soucin lichého poctu zapornych ¢isel je Cislo zaporné.
c) Délit nulou nelze.
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8. Prostiedky zaka zakladni koly zapiste &islo 0, 15 pomoci zlomku.
9. Vyslovte a zdlivodnéte nésledujici pravidla:
a) Scitani / od¢itani dvou zlomkii.
b) Nasobeni dvou zlomkd.
c) Déleni zlomku zlomkem.
10. Vyslovte a dokazte kritéria délitelnosti Cisel 2, ..., 10.
11. Dokazte nasledujici tvrzeni z elementarni teorie Cisel:
a) Soucet lichého a sudého cisla je liché ¢islo.
b) Soucin nékolika lichych ¢isel je ¢islo liché.
c) Je-li n>1 libovolné celé &islo, je vzdy jedno zc¢isel n? —1,n%,n% + 1
délitelné péti.
d) Dokazte, ze ¢islo a = n® — 5n3 — 6m,n € N je délitelné 10.
12. Ukazte induktivni a deduktivni pfistup pti dokazovani nasledujicich tvrzeni a dokazte
uplnou matematickou indukei.
a) Dokazte, ze ¢islo n® + 5n je délitelné Sesti pro libovolné piirozené n.
b) Cislo m(m? — 7) je délitelné 6 pro libovolné piirozené &islo m.
13. Definujte nejvétsi spole¢ny délitel a nejmensi spoleény nasobek nékolika cisel.
Naleznéte nejvétsi spolecny délitel Cisel 204, 476 a 578
a) Eukleidovym algoritmem,
b) rozkladem ¢isel na soucin prvocinitelti.

Naleznéte nejmensi spole¢ny nasobek ¢isel 12, 32, 60, 80, 120

a) rozkladem c¢isel na soucin prvociniteld,

b) pomoci véty: Pro libovolna cela Cisla a, b existuje jejich nejmensi spole¢ny
nasobek [a, b] a plati (a, b) - [a, b] = |a - b|.

14. Reste nasledujici slovni tlohy a) experimentalng, b) rovnicemi, ¢) kongruencemi.

a) Cisloy dava po déleni péti zbytek 2 a po déleni sedmi zbytek 4. O jaké &islo se
jedna?

b) Katka si dava do prasatka pouze dvoukoruny a pétikoruny. Spocitala, ze ma
presné 97 korun. Jaké jsou moznosti po¢tu dvoukorun a pétikorun?

15. Dokazte, 7e V5 neni racionalni &islo. Znazornéte usecku délky V5 cm
a) pomoci Pythagorovy véty,
b) pomoci Eukleidovych vét.
16. Tlustrujte zavedeni Ludolfova ¢&isla jako poméru ur¢itych délek a ukaZte moZznost
pfibliZeni jeho iracionality zakim.
17. Reste nasledujici ulohy z finanéni matematiky. Vysvétlete na nich problematické &asti
procentového poctu.
a) Cena kabatu byla nejprve zvySena o 20 % a potom byla tato nova cena snizena
0 35 %. Nyni se kabat prodava za 3 990 K¢. Jaka byla jeho ptivodni cena pied
zdrazenim?
b) Cena kabatu byla nejprve zvysena o 20 % a potom byla tato nova cena sniZena
0 25 %. UsSetti nakupujici oproti cené pred zdrazenim?
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¢) Kolika procenty byla urocena ptijcka, jestlize ¢astka 80 000 K¢ byla za jeden
rok splacena ¢astkou 106 000 K¢?

18. Andrea si puajcila 480 000 K¢. Bude splacet pét let s ro¢ni urokovou sazbou 11,8 %.
Vypocitejte, kolik za ptjcku zaplati.

19. Libor si do banky ulozil 230 000 K&. Urokova sazba je 2,5 %. Vypoéitejte, kolik
penéz Libor uspofi za 5 let a) jednoduchym urokovanim, b) slozenym trokovanim.

20. Vyberte zajezd z nabidky cestovni kancelafe pro rok 2018 a vypoctéte cenu zajezdu
pro Ctyi¢lennou rodinu. Zahriite nabizené slevy, pfipoctéte cestovni pojiSténi. Které
matematické dovednosti jsou potieba k urceni ceny?

Vysvétlete nésledujici slevy, se kterymi se miizeme setkat v obchodech, z hlediska
procentového poctu: 1+1 zdarma, 2+1 zdarma, 3+1 zdarma, 400 ml + 100 ml zdarma,
8 ks + 2 ks zdarma. Ukazte na konkrétnich ptikladech z letaku.

21. Reste nasledujici slovni Glohy a ukaZte rtizné piistupy k feseni:

a) Honza a K4ja maji dohromady usetfeno 3 220 K¢&. Kéja usetfil o 180 K& méné
nez Honza. Kolik korun usetfil kazdy z nich?

b) Jirka pocital projizdé€jici auta a motorky. Projelo 21 vozidel a dohromady mély
74 kol. Kolik bylo aut a kolik motorek?

¢) Ukazte rozdil mezi syntetickou a analytickou metodou pfii feSeni slovni ulohy:
Pavel nacesal 160 kg jablek, hrusek o 40 kg vice nez jablek a Svestek dvakrat
mén¢ nez hruSek. Kolik kilograml ovoce Pavel nacesal?

22. Ukazte rizné zpusoby zavedeni / definovani nasledujicich pojmt na zékladni Skole:
zlomek, desetinné ¢islo, linearni funkce, trojuhelnik, kruznice.

Vysvétlete princip axiomatické vystavby v geometrii.
23. Ukazte moznosti oveéfovani / dokazovani nasledujicich matematickych tvrzeni. Ve
kterém ro¢niku se s t€émito vétami mizeme setkat?
¢) Pro n prvnich lichych pfirozenych &isel plati 1 + 3 + 5 + -+ + (2n — 1) = n?.
d) Dokazte pomoci neptimého ditkazu: Jestlize n? neni délitelné tiemi, pak n také
neni délitelné tremi.
e) Soucet tfi po sob¢ jdoucich mocnin ¢isla 2 je vzdy délitelny Cislem 7.
f) Pythagorovu vétu.

g) Trojuhelnikovou nerovnost.
1,1-0,1x _ 1,01-0,01x
1,2x-0,2  0,12x—1,82

24. Vyfieste rovnici a popisujte upravy, které provadite.

25. Reste tlohu: Soudet tii po sobé jdoucich celych &isel je roven poloving soucinu
prvnich dvou. Urcete tato Cisla.
26. Reste nasledujici slovni ulohy.
a) 45 litrti vina bylo stoceno do 54 lahvi, nékteré byly litrové a nekteré 0,7 litrové.
Kolik bylo kterych lahvi?
b) Reste v mnoziné celych &isel 3x + 15y = 0.
¢) Reste Diofantickou rovnici: Zjistéte, kolika zptisoby lze pielit 31 litrii vina do
dvoulitrovych a pétilitrovych nadob.
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27. Reste pomoci rovnice nebo soustavy rovnic: Tatinek je tfikrat star$i nez Michal. Za
pet rokl bude tatinek jen dvakrat starsi nez Michal. Kolik roku je tatinkovi a kolik
rokii je Michalovi?

28. Reste ulohy a rovnice vedouci na feseni kvadratickych rovnic:

a) Odvod'te vztahy mezi realnymi kofeny x;, x, kvadratické rovnice ax? + bx +
¢ = 0 ajejimi kofeny (tzv. Vietovy vzorce).

b) Naleznéte koeficienty a tvar kvadratického polynomu ax? + bx + c, jestlize
vite, Ze soucin kofentl je roven — g a soucet kofenil — %

¢) Reste v oboru realnych ¢&isel rovnici ekvivalentnimi i dasledkovymi upravami:

3x _x+2 2
(x—2)(x—5) x—-5 x—-2
29. Na nasledujicich ptikladech popiste metodiku vyuky zakreslovani grafu funkce.

a) Motivujte redlnymi piiklady nésledujici funkce a zakreslete jejich grafy: y =
3x,y = —=0,5x,y =2x =5,y = 2(x + 3).
b) Zakreslete grafy funkci: y = i,y = %+ 1,y = —

x+1

c) Svyuzitim grafu linearni funkce feSte ulohu: Zmista A vySel Adam
pramérnou rychlosti 5 km/h do mista B, vzdaleného 10 km, a o pal hodiny
pozdéji vySel z mista B do mista A Boris primérnou rychlosti 4 km/h. Za jak
dlouho a jak daleko od mista A se budou mijet?

d) Zakreslete graf zavislosti $itky obdélniku o obsahu 24 cm? na jeho vysce.
Vysvétlete moznosti rozvoje limitniho mysleni na tomto ptikladu.

30. Kvadraticka funkce. Funkce racionalni lomena.

a) Zakreslete grafy funkci y = x%,y = —x? + 1,y = 2x? + 6x,y = 2x% — 4x —
6. Urcete vlastnosti posledni funkce.

b) Zakreslete graf funkce y = i—ti Urcete vlastnosti této funkce.

c) Mic¢ byl vyhozen svisle nahoru rychlosti 20 m/s. Jak vysoko poleti a za jak
dlouho dopadne na zem? Zakreslete graf zavislosti drahy na case.
31. Goniometrické funkce.
a) Vyvod'te funkce sin x a cos x pomoci pravouhlého trojuhelniku a podobnosti.

b) Zakreslete grafy funkci y =sin3x,y=-2sinx+1,y= %cos(x - g).

Urcete vlastnosti druh¢é z funkei.
¢) Pomoci jednotkové kruznice definujte funkce y = sinx,x = cosx,y = tg x.
32. Aplikace goniometrickych funkeci.
a) Vypoctéte obsah rovnobézniku s délkami stran 5 cm, 4 cm, jestlize sousedni
strany sviraji thel o velikosti 30°.
b) Mame pravidelny trojboky jehlan o délce hrany zakladny 2 cm a vysce 4 cm.
Urcete odchylku a) bo¢ni stény od zaklady, b) bo¢ni hrany od zakladny.
c) Zjistéte bez kalkulacky za pouziti pravitka, kruzitka a thloméru thel a, je-li
sina = 0,73.
33. Planimetrie.
a) Proved’te jakozto konstruk¢ni ulohu graficky rozdil dvou usecek.
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b) Jaky je soucet vnitinich uhlt ¢tyithelniku? Dokazte riznymi zptisoby.
c) Jaké jsou vlastnosti tthlopticek kosoctverce? Dokazte.
d) Vyslovte a dokazte zdkladni vétu o obvodovych thlech a sttedovém thlu.
34. Vypocitejte obsah rovnoramenného trojuhelniku, jehoz rameno je o 30 % delsi nez
jeho zédkladna.
35. Reste konstrukéni ulohy:
a) Sestrojte vSechny trojuhelniky ABC, jestlize znate |IBC| = 4,2 cm, dale velikost
vysky ke strané a a velikost tthlu a. Velikosti zvolte tak, aby uloha méla feseni.
b) Sestrojte lichobéznik ABCD, znate-1i délky jeho zakladen a tihlopticek.
c) Proved'te a popiSte zakladni konstrukci Usecky délky 175 cm dvéma riznymi
zpusoby.
d) Sestrojte vSechny trojihelniky, znate-li a, c, t;,. Uved’te tii rizné feSeni.
36. Geometricka zobrazeni.
a) Je dan bod A, ktery lezi uvniti konvexniho uhlu uréeného piimkami p,q.
Urcete na ptimkach body X, Y tak, aby trojihelnik AXY mél nejmensi obvod.
b) Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano: strany a, b a té¢Znice ke stran¢ c.
c) Je dan ¢tverec ABCD, piimka p a bod S. Sestrojte tsecku XY tak, aby bod
S byl jejim stfedem, bod X lezel na pifimce P a bod Y byl bodem hranice
¢tverce ABCD.
37. Geometricka zobrazeni.
a) Rozd¢lte tseCku AB v poméru zlatého fezu.
b) K dvéma riznym kruznicim sestrojte jejich spolecné tecny.
c) Pomoci stejnolehlosti dokazte, Ze téZnice trojuhelniku se protinaji v jednom
bodé¢.
38. Stereometrie
a) Definujte pravidelna télesa a uvedte jejich zajimavé vlastnosti.
Experimentalnim zpisobem ovéite platnost Eulerovy véty.
b) Sestrojte co nejvice siti téchto téles: krychle, kvadr, pravidelny Sestiboky
hranol.
c) Sestrojte sité téchto téles: Ctyrboky jehlan, valec, kuzel.
39. Ctverec o strand délky 4,5 cm se otaéi kolem své thlopiicky. Vypoditejte objem a
povrch vzniklého télesa.
40. Miry geometrickych utvart.
a) Definujte nasledujici pojmy: délka usecky, obsah rovinného utvaru, objem
prostorového utvaru.
b) Ukazte zavedeni obsahu ¢tverce, obdélniku, rovnobézniku, trojuhelniku.
c) Ukazte mozné zpusoby zavedeni vztahu pro obsah lichobézniku.
41. Miry geometrickych utvart.
a) Jak Ize na zdkladni Skole vyvodit vztahy pro obvod a obsah kruhu?
b) Vepiste do kruznice o poloméru r postupné rovnostranny trojuhelnik, ¢tverec,
pravidelny Sestiuhelnik, pravidelny osmiuhelnik. Vyjadiete jejich obvody a
obsahy pomoci r.
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¢) Odvod'te vzorec pro povrch kuzele.

42. Reste konstrukéni ulohu: Je dana tiseCka AP, |[AP| = 4 cm. Sestrojte viechny
trojuhelniky ABC, pro kter¢ je AP vySkou ke stran¢ BC a dale je ddno ¢ = 5 cm, #, =
6 cm.

43. Geometricka zobrazeni: Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ddno: strany a, b a téZnice ke
stran¢ c.

44. Reste kombinatorické ulohy. Postupujte zptisobem odpovidajicim zékladni $kole a
pomoci vzorce, ktery na prikladu osvétlite.

a) Na vrchol hory vede pét turistickych cest a lanovka. Zjistéte pocet zptisobu,
kterymi je mozné se dostat 1) na vrchol a zpét tak, Ze zpatecni cesta je jina nez
cesta tam, i1) na vrchol a zpét tak, ze alespon jednou je pouzita lanovka.

b) Urcete pocCet vSech ctyfcifernych ptirozenych cisel, v jejichz dekadickém
zéapisu se kazda z desiti Cislic vyskytuje nejvyse jednou. Kolik z téchto Cisel je
vétsich nez 8 000?

c) Volejbalového turnaje se zucastni 10 druzstev. UrcCete, kolik utkani bude
sehrano, jestlize se druzstva rozlosuji do dvou péti¢lennych skupin, ve kterych
bude hrat kazdé druzstvo s kazdym a potom se vitézové skupin utkaji o prvni a
druhé misto.

d) Urcete, kolika zpiisoby miizeme na Sachovnici rozestavit 8 vézi tak, aby zadné
dvé nebyly ve stejné fad¢ a stejném sloupci.

45. Reste kombinatorické tlohy:

a) Kolik anagrami (bez ohledu na jejich smysl) lze sestavit z pismen slova
MATEMATIKA? V kolika znich neni Zadnd dvojice sousednich pismen
tvofena dvéma pismeny A?

b) Kolika zptisoby miizeme rozd¢lit 30 stejnych kulicek mezi 5 déti?

¢) Kolik pfimek je ur¢enych 12 riznymi body v roving, jestlize prave Ctyti z nich
lezi na jedné piimce a zadné tfi dalSi ze zadanych bodl jiz nelezi na jedné
primce?

46. Reste ulohy z pravdépodobnosti a statistiky:

d) Zdislic 1, 2, 3, 4, 5, 0 sestavte vSechna Sesticifernd cCisla tak, aby se Cislice
v zapisu cisla neopakovaly. Néhodné¢ vybereme jedno Ccislo. Vypocitejte
pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrané ¢islo bude 1) délitelné péti, i1) délitelné
tremi.

a) Uvazuje vsechna trojciferna Cisla mensi nez 1000. Nahodné vyberte jedno
Cislo. Jaka je pravdépodobnost, Ze Cislo je mensi nez 120 a je sudé?

b) Z osudi, ve kterém je 8 bilych a 12 ¢ernych kuli¢ek vybirdme i) jednu bilou, ii)
jednu bilou nebo cernou, 1ii) dvé tak, aby byly obé cerné. Jaka je
pravdépodobnost jednotlivych vybéra?

c) Automobil ujel vzdalenost 120 km. 10 km jel priimérnou rychlosti 35 km/h, 90
km jel primérnou rychlosti 120 km/h a 20 km jel primérnou rychlosti 50
km/h. Vypocitejte primérnou rychlost automobilu na cel¢ trase.
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47. Urcete Cetnost pismen v ur€itém Ceském a anglickém textu. Na souboru dat definujte
vhodné statistické veliciny.

48. Reste historické ulohy:

a) Stafi Egyptané neznali pojem Ccitatele a méli znaky pouze pro zlomky jedna
polovina, jedna tfetina, jedna Ctvrtina, atd. Dnes pro tyto zlomky s Citatelem 1
uzivame nazev kmenné zlomky. Egyptané tyto zlomky zapisovali tak, Ze nad
Cislo udavajici velikost jmenovatele umistili znacku pfipominajici tvar oka.
Pocitani s t€émito zlomky bylo velmi pracné. Egyptané kazdy zlomek museli
zapsat jako soucet navzdjem raznych kmennych zlomkt. Jakym zplisobem by

zapsali napf éisloi 34
p pr. 16’6’ 7"

b) Uloha ze starovéké Mezopotamie: Nalezl jsem kimen, ale neznam jeho
hmotnost. Poté, co jsem pridal % a poté jeste % toho vSeho, dostal jsem 60

vahovych jednotek. Jaka byla piivodni hmotnost kamene?

c¢) Uloha z helénistickych zemi — Diofantiiv epitaf: Zde tento nahrobek piikryva
Diofanta — zazrak na pohled! Aritmetickym uménim sdéluje kamen jeho vék.
Sestinu Zivota popial mu Biih byt chlapcem., kdyz pak dvanactina uplynula,
nechal mu vyrasit vous; jest¢ sedmina, tu rozzehl mu svatebni pochoden, a pét
let nato mu dal synacka. Béda, nest'astné dit¢! Dosahlo teprve poloviny otcova
véku, kdyz piijal ho Hades, ten straSny. Jesté¢ ¢tyfi roky snasel Diofantos
bolest, zije véd¢. A nyni fekni vék, kterého dosahl.

49. Reste historické ulohy:

a) Stafi ¢inSti matematikové provadéli kraceni zlomki podle tohoto predpisu: ,,Co

muzes rozdélit dvéma, rozd€l; nelze-li délit dvéma, odcitej od vétstho mensi.

Odcitej vzajemné tak dlouho, az dostanes stejna Cisla. Tim stejnym ¢islem krat’

zlomek. Jak bychom timto zplisobem kratili zlomek %‘?

b) Aproximujte obsah kruhu metodou, kterou pouzil Archimédes.

50. Piipomeiite si matematické ulohy s tématikou z jiného oboru (tlohy o pohybu, tlohy o
smésich).

51. Devét centimetri na map¢ predstavuje pét kilometri ve skutecnosti. Urcete métitko
této mapy.

52. Mezipfedmétové vztahy matematika — filozofie: Popiste, jakou filozofii zastavali
Platon, Aristoteles, Johannes Kepler. Jaké byly jejich matematické €i jiné objevy?

53. Co vSe ma obsahovat pfiprava na vyucovaci hodinu? Ilustrujte na fiktivni ptipravé
,»d¢leni zlomku piirozenym ¢islem*.
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