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Operace dané predpisem

V predchozich prezentacich jste pracovali s operacemi zadanymi pomoci

tabulky, uréovali jste vlastnosti téchto operaci na mnoziné a nésledné i typ
algebraické struktury.

To stejné Vas Ceka i v této prezentaci, ale operace budou zadané urcitym
predpisem, naptiklad x * y = 2xy — 3.

U operace na mnoziné vzdy ur¢ime, zda plati vlastnosti ND (heomezené
definovana operace), K (komutativita) , A (asociativita) , EN (existence
neutralniho prvku) , El (existence inverzniho prvku pro kazdy prvek
mnoziny) a ZR (reSitelnost zakladnich rovnic).

Na zakladé vlastnosti algebraické struktury (M,*), kde * je operace
definovana na neprazdné mnozine M, uréime jeji typ: grupoid, pologrupa,
grupa, komutativni grupoid, komutativni pologrupa, komutativni grupa.
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Priklad 1:

Zjistéte a zdUvodnéte, které z vlastnosti ND, K, A, EN, El, ZR ma operace o
definovana na mnoziné C (cela Cisla, sami si mUzZete znacit Z, prezentace se
opiraji o znaceni ve studijnim materialu). UrCete typ algebraické struktury (C, o).

o={[(x,y),z] € C?x C: z=x+y+1}

Poznamka:
o={[(x,y),z] € C*x C: z=x+y+1} Ize také zapisovat
o={[x,y,z] € C3: z=x+y+1}, pfipadné zkracené xoy=x+y+1.
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Priklad 1:

Zjistéte a zdUvodnéte, které z vlastnosti ND, K, A, EN, El, ZR ma operace o
definovana na mnoziné C (cela Cisla). Urcete typ algebraické struktury (C, o).

o={[(x,y),z] € C®x C: z=x+y+1}

Reseni:

Postupné budeme urcovat platnost jednotlivych vlastnosti, budeme se pritom
opirat o znameé vlastnosti scitani.

* QOperace o je jisté ND, protoze pokud seCteme jakakoli dvée cela Cisla a
k souctu pricteme 1, vysledkem bude opét celé Cislo. Zapsano symbolicky:
Vx,yeC:x+y+1 eC

* Ptame se, jestli Vx,y € C: xoy=yox. Tedy zda x+y+1=y+x+1. Protoze ale vime,
ze sCitani ke komutativni, mizeme fici, Zze dana rovnost plati. Operace o je
na mnoziné C komutativni.

* Pro ovéreni asociativity musime zjistit, zda Vx,y,z € C: xo(yoz)=(xoy)oz. Tuto
vlastnost si musime ovérit rozepsanim.
xo(yoz)=xo(y+z+1)=x+y+z+1+1=x+y+z+2
(xoy)oz=( Joz= +7+1=X+y+z+2
Vidime, ze zadana operace je na celych Cislech asociativni.
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Priklad 1:

Zjistéte a zdUvodnéte, které z vlastnosti ND, K, A, EN, El, ZR ma operace o definovana na
mnoziné C (cela Cisla). UrCete typ algebraické struktury (C, o).

o={[(x,y),z] € C2x C: z=x+y+1}
Reseni:
Uz vime, Ze je operace o na celych Cislech ND, K a A. Ovérujeme dalsi vlastnosti.

* Abychom dokazali existenci neutralniho prvku, musime ho najit. Pro neutralni prvek e
plati: Vx € C: eox=xoe=x. Nam staci overit pouze jednu rovnost, protoze vime, Ze operace o
je komutativni. Vezméme si rovnost xoe=x a rozepiSme operaci x+e+1=x. Z této rovnosti
plyne e=-1, tato hodnota patfi do C, a tak jsme nalezli neutralni prvek.

* Pripomerime si inverzni prvky — (¥x € C)(3x € C): xo x = x ox=e. Opét nam diky komutativité
staci pouze jedna rovnost, v niz rozepiseme operaci a dostdvame x+ x +1=-1. Po Upravé
dostavame x =-2-x, coz je pro kazdé celé Cislo x opét celé Cislo. Ke kazdému prvku tedy
existuje v C prvek inverzni.

» Zbyva ovérit vlastnost ZR. Tato vlastnost rika, ze (Va,b € C)(3x,y € C): aox=b A yoa=b. Po

rozepsani operaci dostdvame a+x+1=b, y+a+1=b. Jisté pro kazda celd Cisla a, b takova celd
Cisla x, y mUZzeme nalézt, vlastnost ZR tedy plati. I\/I U I\I I




Priklad 1:

Zjistéte a zdUvodnéte, které z vlastnosti ND, K, A, EN, El, ZR ma operace o
definovana na mnoziné C (celd ¢isla). Urcete typ algebraické struktury (C, o).

o={[(x,y),z] € C®x C: z=x+y+1}
Reseni:

Zjistili jsme, Ze operace o na celych Cislech ma vSechny uvedené vilastnosti.
Algebraicka struktura (C, o) je komutativni grupa.
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Priklad 2:

Zjistéte a zdUvodnéte, které z vlastnosti ND, K, A, EN, El, ZR méa operace *
definovana na mnoziné C (cela Cisla). UrCete typ algebraické struktury (C, *).

*={[(x,y),z] € C?x C: z=2x+2y}

MUNI




Priklad 2:

Zjistéte a zdUvodnéte, které z vlastnosti ND, K, A, EN, El, ZR ma operace * definovana
na mnoziné C (cela Cisla). Urcete typ algebraické struktury (C, *).

*={[(x,y),z] € C*>x C: z=2x+2y}

Reseni:

* Operace je ND, protoze Vx,y € C: 2x+2y € Z.

* QOperace je K, protoze Vx,y € C: 2x+2y=2y+2x, tedy x*y=y*x.

 QOvérme asociativitu:
x*(y*z)=x*(2y+22)=2x+2(2y+22)=2x+4y+4z
(x*y)*z=(2x+2y)*z=2(2x+2y)+2z=4x+4y+47
Protoze x*(y*z) se nerovna (x*y)*z, operace nema vlastnost A.

* Hledejme neutralni prvek: ¥x € C: x*e=e*x=x, diky K staci ovéfit jednu rovnost:
2x+2e=x. Z rovnosti plyne, ze je neutralni prvek zavisly na hodnoté x, neutralni

prvek ale musi byt stejny pro vSechna cela Cisla, proto vubec neexistuje. Operace
* nema vlastnost EN.
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Priklad 2:

Zjistéte a zdUvodnéte, které z vlastnosti ND, K, A, EN, El, ZR ma operace * definovana
na mnoziné C (cela Cisla). Urcete typ algebraické struktury (C, *).

*={[(x,y),z] € C*x C: z=2x+2y}

Reseni:

Jiz vime, ze ma operace * na celych Cislech vlastnosti ND, K, naopak nema vlastnosti
A, EN. Ovérme zbyvajici vlastnosti El, ZR.

* Pokud neexistuje neutralni prvek, nemohou existovat ani prvky inverzni.
Operace * nesplnuje vlastnost El.

e Vlastnost ZR rik3, ze (Va,b € C)(3x,y € C): a*x=b A y*a=b. Po rozepsani operaci
dostavame 2a+2x=b, 2y+2a=b. Pokud zvolime napriklad a=3, b=1, nedokazeme
nalézt Cisla x, y splnujici dané rovnosti, neexistuje celé x takové, aby 6+2x=1.
Operace * nesplnuje vlastnost ZR.

Operace * ma na mnoziné C vlastnosti ND a K, nema vlastnosti A, EN, El a ZR.
Algebraicka struktura (C, *) je komutativni grupoid. I\/I U I\I I




Priklad 3:

Zjistéte a zdlvodnéte, které z vlastnosti ND, K, A, EN, El, ZR ma operace * definovana
na mnoziné Q (racionalni Cisla). Urcete typ algebraické struktury (Q, *).

*={[(x,y),z] € Q*x Q: z=

X+y
2
Priklad 4:

Zjistéte a zdlvodnéte, které z vlastnosti ND, K, A, EN, El, ZR ma operace * definovana
na mnoziné C (cela ¢isla). Urcete typ algebraické struktury (C, *).

*={[(xy),2] € C?x C: z=y} (neboli x*y=y)

Priklad 5:

Zjistéte a zdlvodnéte, které z vlastnosti ND, K, A, EN, El, ZR ma operace * definovana
na mnoziné N (prirozena Cisla). Urcete typ algebraické struktury (N, *).

*={[(x,y),z] € N’x N: z=xY}
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Reseni:
Priklad 3 — ma vlastnosti ND, K, ZR,
algebraicka struktura je komutativni grupoid

Priklad 4 — ma vlastnosti ND, A,
algebraicka struktura je pologrupa

Priklad 5 — ma vlastnost ND,
algebraicka struktura je grupoid
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Dalsi resené priklady naleznete ve studijnich materialech v Isu v
souboru operace_predpis.pdf
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