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Algebraicke struktury s jednou

1 4

operacl

Pripomenme si schéma z 5. prezentace, podle kterého rozliSujeme typ
algebraické struktury (M, o) s jednou operaci.

Algebraicka struktura (M, o) se nazyva prave tehdy, kdyz splnuje operace
o definovana na M vlastnosti i
ND A EN El K
GRUPOID
POLOGRUPA
GRUPA

KOMUTATIVNI GRUPOID
KOMUTATIVNI POLOGRUPA
KOMUTATIVNI GRUPA

Pokud nespliiuje (M, o) ani vlastnost ND, nazyvame ji pouze algebraickou

strukturou. I\/I U I\J I




Algebraické struktury se dvema
operacemi

Definice: Na mnoZiné M jsou definovany dvé binarni operace [ a o. Rekneme, Ze
operace [ je distributivni vzhledem k operaci o pravé tehdy, kdyz

| xypecMiiz (x5t vlolz Uil 0 lleo v 7l x (21000 7]

I f

Levy distributivni zakon Pravy distributivni zakon

Ozna(“:enl' Cteme: Plati distributivni zakon operace [ vzhledem k operaci o.

Priklad 1: Operace nasobeni () v ¢iselnych mnozZinach je distributivni vzhledem k
operaci scitani (+), tj. plati

(Vxy,zeM)[z-(x+y) =zx+z2-y] A [(xX+y) z=xz+ y-Z]
napf.prox=3,y=4z=2: 2-(3+4),=2-3+2-4 A l(3+4)-2)=.St-2+ 4-2
! f
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Algebraické struktury se dvema
operacemi

Definice: Na mnoziné M jsou definovany dvé binarni operace [ a o. Rekneme, Ze
operace [ je distributivni vzhledem k operaci o pravé tehdy, kdyz

e ee M oy 12 il ] {0 ] g Ly iy g ]

I f

Levy distributivni zakon Pravy distributivni zakon

Pfiklad 2: Operace prunik (N) v systémech mnozin je distributivni vzhledem k operaci
sjednoceni (U), tj. plati

(VA,BCEM)[An(BUC) =(AnNB)U(ANC)] A[(BUONA=(BNA)U (CNnA)]

Lze dokdzat na zdkladé Vennovych diagramd, viz 1. semestr.
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Algebraicke struktury se dvema operacemi (IV,

®.0)

Budeme se ddle zabyvat algebraickymi strukturami se dvéma binarnimi operacemi

(M, ©, ©)

@ s€itani: EN — nulovy prvek (ozn.0), X =-x... opacny prvek k prvku x
XPX=XPx=0

® nasobeni : EN — jednotkovy prvek (ozn. 1), X =% = x~1 .. pfevraceny prvek k prvku x

XOx=x@x=1
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Algebraicke struktury se dvema operacemi (VI

®.0)

Definice 2: Necht M je neprazdna mnozZina, ve které jsou definovany dvé binarni operace @ a
©. Algebraicka struktura se dvéma binarnimi operacemi (M, @, ©®) se nazyva polookruh
prave tehdy, kdyz:

1. Operace @ je NDAAAK vmnoziné M
2. Operace ® je NDAA vV mnoziné M
3.Plati©® D &©

Je-li operace ® navic komutativni, pak polookruh (M, @, ®) se nazyva komutativni
polookruh.

Pozndmka: Pologrupa (M, @) se nazyva aditivni pologrupa
Pologrupa (M, ®) se nazyva multiplikativni pologrupa
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Algebraicke struktury se dvema operacemi (VI

®.0)

Definice 3: Polokruh (M, @, ®), jehoz aditivni pologrupa (M, @) je komutativni grupou, se
nazyva okruh.

Tedy pro operace @ a ©® plati:
1. Operace @ je NDAAAKAENAEI  vmnoziné M

2. Operace ® je NDAA vV mnoziné M
3.Plati©O D &
Pozndmka: Je-li operace ® navic komutativni, pak okruh (M, @, ®) se nazyva komutativni

okruh.
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Algebraicke struktury se dvema operacemi (VI

®.0)

piklad 2: Jaky typ algebraické struktury je (&, +, -)?

1. Operace +je NDAAAK vmnoziné NV (EN A EN) (&, +) je komutativni pologrupa
2. Operace -je NDAAAK vmnozine & (ENAENe=1

(N, -) je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem

3.Plati- D+ (Ukazali jsme siv 1. prikladu této prezentace)

Algebraicka struktura (A, +, -) je komutativni polookruh s jednickou

MUNI




Algebraicke struktury se dvema operacemi (VI

®.0)

Definice 4: Necht (M, @, ®) je okruh. Prvky a #0, b # 0, kde a, b € M, pro které plati

se nazyvaji délitelé nuly okruhu (M, @, ©®).

Definice 5: Komutativni okruh (M, @, ©), ve kterém neexistuji délitelé nuly, se nazyva
obor integrity.

Definice 6: Okruh (M, @, ®), pro ktery plati, Zze (M — {0}, ®) je grupa, se nazyva téleso.

Pozndmka: Je-li operace (® navic komutativni, pak téleso (M, @, ®) se nazyva
komutativni téleso.
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- AIgEeDrdiCKe SITruKuury se aveird operdceiii

0. O)

Polookruh (komutativni) NDAAAK

(M, ®, ©) ND A A A (K)
ODD

Okruh (komutativni) NDAAAKAEN A EI

(M, ®, ©) ND A A A (K)
ODD

Obor integrity ND AAAKAEN A EI

(M, @, ©) ND A AAK
ODD

Neexistuji délitelé nuly (a#0,b#20,Z2ea® b=0, kdea, b € M)

Téleso (komutativni)

NDAAAKAEN A EI

(M, ®, ©)

ND A A A (K)

ODD

(M — {0}, ©®) je grupa, tzn. operace ® na mnoziné M — {0} ma
vlastnosti ND A A A EN A El
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Priklady algebraickych struktur se dvema
operacemi

1) (&, +, :) je komutativni polookruh s jednickou
1. Operace +je NDAAAK vmnoziné &/ (EM A Bf) (A, +) je komutativni pologrupa
2. Operace -je NDAAAK vmnoizine ¥ (ENAEH)e=1
(N, :) je komutativni pologrupa s jednic¢kou
3.Plati- D+ (Ukdzalijsme siv 1. prikladu této prezentace)

2) Jaky typ algebraické struktury je (&, +, -)?
1. Operace +je NDAAAK vmnoZiné Ay (ENAK) e=0
(&, +) je komutativni pologrupa s nulovym prvkem
2. Operace -je NDAAAK vmnoZinég Ay (ENaAFl)e=1
(A, °) je komutativni pologrupa s jednickou
3.Plati- D+ (Ukazalijsme siv 1. prikladu této prezentace)

(N, +, ) je komutativni polookruh s nulovym prvkem a s jednickou
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Priklady algebraickych struktur se dvema
operacemi

3) Jaky typ algebraické struktury je (C, +, -)?
1. Operace +je NDAAAKAENAElI vmnoziné C e=0 (C, +) je komutativni grupa
2. Operace -je NDAAAK vmnozineC (ENAE)e=1

(C, ) je komutativni pologrupa s jednickou
3.Plati- D +

4. Neexistuji délitelé nuly, tj. neexistuji ¢isla a, b € C takova, aby platiloa#0,b#0,7ea-b=0

(C, +, :) je komutativni okruh s nulovym prvkem a s jednickou bez déliteli nuly
(C, +, -) je obor integrity
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Priklady algebraickych struktur se dvema
operacemi

4) Jaky typ algebraické struktury jsou (Q, +, *), (R, +, :)?
1. Operace +je NDAAAKAENAEIvmnozine QR e=0
(Q, +), (R, +) jsou komutativni grupy
2. Operace -je NDAAAK vmnoiine QR (ENAE)e=1
(Q, <), (R, -) jsou komutativni pologrupy s jednickou
3.Plati- D +
4. (Q-{0}, ), (R-{0}, -) komutativni grupy,

tj. na mnoziné Q — {0}, R— {0} m4 operace nasobeni vlastnosti: ND A A A K A EN A El

(Q, +, ), (R, +, -) jsou komutativni télesa
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Priklady algebraickych struktur se dvéma operacemi

Priklad 3: UrCete typ algebraicke struktury (P(M), U, N), kde M = {a, b}?

Reseni: Pfipomefnme, Ze mnozina P (M) je potencni systém mnoziny M, tedy mnozina viech podmnoZin mnoziny

M, tj. P(M) = {{a}, {b}, {a, b}, B}.
a) Zabyvejme se nejdfive vlastnostmi operace U (sjednoceni mnozin) v mnoziné P (M)

* ND tabulka je celd vyplnéna prvky mnoziny M
U {a} {b} {a, b} 0 * A ztabulky obvykle nepozname (urc¢ime z definice nebo ze
vztahu A = (ZR © El)
{a} {a} {a, b} {a, b} {a} e K prvky tabulky, ktera je celd vyplnéna prvky mnoziny M,
jsou soumérné rozlozeny podle hl. diagonaly
{b} {a’ b} {b} {a' b} {b} * EN alespon jeden radek a jeden sloupec jsou stejné jako
zahlavi tabulky
 El kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje neutralni prvky tak,
{a' b} {a' b} {a' b} {a' b} {a' b} Ze ve vSech fadcich a vSech sloupcich existuji takové, ze
jsou rozlozeny podle hlavni diagonaly
1) {a} {b} {a,b} | O e« ZR kazdy fadek a kazdy sloupec obsahuji viechny prvky
mnoziny M

= @ (neutralni prvek)
1)

€
NDAA AK A EN /\)Z/I//\Z/l( 0= {a, b} je agresivni prvek I\/I U
-l




Priklady algebraickych struktur se dvema operacemi

Pfiklad 3: UrCete typ algebraické struktury (P(M), U, N), kde M = {a, b}?

Reseni: 1 1

f T |
VySetfime asociativitu operace U: VA B CEM:AU(BUC)=(AUB)UC

L A 5 P a B
C C

L=P= operace U je asociativni
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Priklady algebraickych struktur se dvéma operacemi

Priklad 3: UrCete typ algebraicke struktury (P(M), U, N), kde M = {a, b}?

Reseni:

P(M) ={{a}, {b}, {a, b}, B}

U {a} {b} {a,b} | @

{a} {a} | {a,b} | {a b} | {a}
{b} | {a,b} | {b} | {a b} | {b}
{a,b} | {a,b} | {a,b} | {a, b} | {a b}
0 {a} {b} | {a,b}| @

NDAAAK AEN AP A 2K

Algebracika struktura (P(M), V) je
komutativni pologrupa s nulovym prvkem

e=0Q
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Priklady algebraickych struktur se dvéma operacemi

Priklad 3: UrCete typ algebraicke struktury (P(M), U, N), kde M = {a, b}?

Reseni: P(M) = {{a}, {b}, {a, b}, B}.

b) Zabyvejme se dale vlastnostmi operace N (prdnik mnozin) v mnoziné P (M)

N {a} {b} | {a,b}| @
{a} {a} 0) {a} @
{b} 1) {b} {b} 1)
{a,b} | {a} {b} | {a,b} | O
0) ) 1) 0) 0)

@AAAKAMA)M/A;K

* ND tabulka je celd vyplnéna prvky mnoziny M
* A ztabulky obvykle nepozname (uréime z definice nebo ze
vztahu A = (ZR & El)
* K prvky tabulky, ktera je celd vyplnéna prvky mnoziny M,
jsou soumérné rozlozeny podle hl. diagonaly
* EN alespon jeden radek a jeden sloupec jsou stejné jako
zahlavi tabulky
* ElI kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje neutralni prvky tak,
Ze ve vSech radcich a vsech sloupcich existuji takové, ze
jsou rozlozeny podle hlavni diagonaly
* ZR kaidy radek a kazdy sloupec obsahuji vSechny prvky
mnoziny M

e = {a, b} (neutrdlni prvek)

{a, b}={a, b} @ je agresivni prvek
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Priklady algebraickych struktur se dvema operacemi

Pfiklad 3: UrCete typ algebraické struktury (P(M), U, N), kde M = {a, b}?

Reseni: 1 1
\

f [ )
VySetrime asociativitu operace N : VA B,CEM:ANn(BNC)=(ANnB)nC

L A 5 P a B
é éc é %c

L=P= operace N je asociativni
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Priklady algebraickych struktur se dvéma operacemi

Priklad 3: UrCete typ algebraicke struktury (P(M), U, N), kde M = {a, b}?

Reseni:

P(M) ={{a}, {b}, {a, b}, B}

N {a} {b} | {a,b}| @
{a} {a} 0) {a} @
{b} 1) {b} {b} 1)
{a,b} | {a} {b} | {a,b} | O
0) ) 1) 0) 0)

NDAAAK AEN AP A 2K

Algebracikd struktura (P(M), n) je komutativni

pologrupa s jednotkovym prvkem
e ={a, b} a agresivnim prvkem @
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Priklady algebraickych struktur se dvema operacemi

c) zbyva vysetfit platnost distributivniho zakona:
L P
—_— [ l )
VA, BCEM:An(BUC)=(ANnB)U(ANC) (LevyDZ)
VA B CEM:(BUC)NnA=(BNnA)U(CnA) (Pravy DZ)

L A 5 P a B
é éc é ;c

L=P= operace N je distributivni vzhledem k operaci U
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Priklady algebraickych struktur se dvema operacemi

1. U: @ N\ é A K A M N\ yI’ /\ZJ( (P (M), U) je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem
2.N:ND A A AK A EN A E/{ /\/Zﬁ(?(M),n)je komutativni pologrupa s neutralnim prvkem

3. Operace N je distributivni vzhledem k operaci U (plati levy i pravy distributivni zakon)

(P(M), U, N) je komutativni polookruh s nulovym prvkem @ a jednotkovym prvkem {a, b}.
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