MA0004 MATEMATICKA ANALYZA 1

11. cviceni (puvodné 4. kvétna 2020)

Diferencial funkce vice dvou proménnych

Definice: Rekneme, Ze funkce f:[]  [J definovana v okoli bodu [%y;,] je v tomto bod¢
diferencovatelna, jestlize existuji redlna Cisla 4, B takova, ze plati

lim S +h,y,+k)— f(x,,5,)—(Ah+ Bk) _

(h.,k)—(0,0) /hz + k2

Linearni funkce Ah+ Bk proménnych h, k se nazyva diferencial funkce v bodé

[x0;¥,] aznati se df (xy, v, )(h,k), ptip. df (x;,,)-

Poznamka: Totalni diferencial 1ze pouzit k pfibliznému vypoctu hodnoty funkce dvou
proménnych v zadaném bod¢€. Funkci A4+ Bk 1ze nahradit takto:

df(xoayo) =/, (xo,y0)~h +fy (xoayo)’k
Priklady

1. Spoctéte totalni diferencial funkce f v obecném bodé [x,y]:

a) f(x,y)=3x"-2)" [1]
b) f(x,y)=y-In2x [1]
¢) f(x,y)=x [1]
d) f(x,y)=arctanxy [1]

e) f(x,y)=Inyx*+)’ [1]

2. Vypoctéte totalni diferencidl funkce f v bodé A pro dané dx,dy .
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a) f(x,y)="—2, 4=[2,2],dx=0,03,dy=0,01 [1]
Xy

b)f x+y—\/x +y°, A= 34 ,dx=0,1,dy=0,2 [1]

C) f(x,y):exy,A:[l,2] x=-0,1,dy=0,1 [1]

d) f(x,y)=arccotg~, 4 =[2,1],dx =0,0L,dy = 0,05 [1]
y



3. Pomoci diferencialu vypoctéte ptiblizné hodnotu nasledujicich vyrazi.

a) arctan 1,02 [2]
b) (1,02)’ +(1,97) 2]
c) arcsin (1)’48 [2]
d) In(0,97* +0,05%) [2]
e) %00 [2]

Tecéna rovina

Definice: Rovina 7 o rovnici z = Ax+ By +C se nazyva tecnou rovinou ke grafu funkce
f(x,y) vbodé M, =[x,,,,2,], kde z, = f(x,,y,), jestlize

1) ¢ prochazi bodem M,

iiyplati  lim f(x’y)_zAx_By_f
(x’y)ﬁ(xo’y())\/(x_xo) +(y_yo)

Véta: TeCnd rovina ¢ ke grafu funkce f v bodé M existuje pravé tehdy, kdyz je funkce f

=0.

diferencovatelna v bodé [x,, y,]. Jeji rovnice je

Tiz=f (X0, ) (x_xo)"‘fy(xmyo) (Y=Y + S (X9, o)
Poznamka: Piimka n prochazejici dotykovym bodem M|, kolmo k rovin€ 7 je normala ke
grafu funkce fbodé 7. Normalovy vektor roviny 7 je (/. (x5, 1) f, (%5, 7).~ D) a
parametrické rovnice normaly jsou tudiz:
(-xayaz) = (XO +1 '.fx(x()ayo)ayo +1 ..]py(x()ayo)>zo _t)at € D .
Priklady
4. Urcete rovnici te¢né roviny ke grafu funkce v zadaném bod¢:

a) f(an’):\ll_xz_yzs[xoayoazo]:{ : ;%;%}
4]
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b) f(x,y)zxz+xy+2y2,[x0,y0,zo]:[l;l;
) f(x,») =arctg£,[xo,yoazo] =[-1;7]
d) f(x,y)=ex2+y2,[x0,y0,zo]:[O;O;?]

Lokalni extrémy funkci dvou proménnych

Definice: Necht’ f(x,y) je funkce dvou proménnych a M(x,,y,]€ D(f).



a) Rekneme, Ze funkce f ma v bodé M lokdlni maximum, jestlize existuje okoli
O(M) takové, ze pro kazdé [x,y]€e O(M) plati f(x,y)< f(M).

b) Rekneme, e funkce f mavbodé M lokdlni minimum, jestlize existuje okoli
O(M) takové, ze pro kazdé [x, y]€e O(M) plati f(x,y)= f(M).

Jestlize pro [x, y]#[x,,),] jsou pfedchozi nerovnosti ostré, mluvime o ostrém lokalnim
maximu, resp. minimu.

Definice: Rekneme, Ze bod M [xy,¥,] je staciondrnim bodem funkce f, jestlize plati
fi(M)=0a f (M)=0.

Véta: Necht funkce f ma v bod¢ 7Tx,,y,] a néjakém jeho okoli spojité parcialni derivace
druhého tadu a T je jeji stacionarni bod. Ozname

o6 y) [ (%)

J =
CN=r ) f@)

:fxx(an/)'fvy(an’)—f;;(xa)’)-

Pak plati:

1. Jestlize J(T) >0, jevbodé T ostry lokdlni extrém.
e Pro f (7)>0 je T minimum,
e pro f (7)<0 je T maximum.
2. Jestlize J(T) <0, neni v bodé¢ T lokalni extrém.
3. Jestlize J(T) =0, nedava véta odpoveéd’ (extrém muze byt, ale nemust).

Priklady

5. Urcete lokalni extrémy funkce dvou proménnych.

a) f(x,3)=x"+2xy+3y> +5x+2y 3]
b) f(xy)=2xp-3x" -2y +x+y 3]
¢) f(xy)=2% +x7 +5x> +)7 3]
d) f(xy)=x"+x7 —2xy—5x 3]

e) f(x,y):2x3—3xy+2y3+l [3]
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Vysledky

1. a) df(x,y):6x-dx—6y-dy

b) df (x,¥)=2-dx+In2x-dy
X

c) df(x,y)=xy_l -(y-dx+x~lny~dy)

d) a’f(x,y)z1 12 2~(y'dx+x~dy)

+XxX7y

1
e) df(x,y): g -(x-dx+y-dy)
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4. a) lokalni minimum v bod¢ 1

b) lokélni minimum v bodg | —,
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¢) lokalni minimum v bodé [0,0], lokalni maximum v bod¢ {—2,0} , stac. body, v nichz
extrém nenastava: [—1,2];[-1,-2]
d) lokalni minimum v bod¢ _\/5 ,1} , lokalni maximum v bodé [—\/5 , 1] , stac. body, v nichz

extrém nenastava: [O, 1+ \/g } ; [O, 1— \/g ]

e) lokalni minimum v bodé —,5 , Stacionarni bod, v némz extrém nenastava: [0,0]


https://homel.vsb.cz/~kab002/vyuka/vpzma13_14/materialy/Diferencialni_pocet_vice_promennych.pdf
http://www.math.muni.cz/~plch/mapm/protisk.pdf
http://mathonline.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=1021

