
MA0004 MATEMATICKÁ ANALÝZA 1 

11. cvičení (původně 4. května 2020) 

Diferenciál funkce více dvou proměnných 

Definice: Řekneme, že funkce 2:f →  definovaná v okolí bodu 
0 0[ ; ]x y  je v tomto bodě 

diferencovatelná, jestliže existují reálná čísla A, B taková, že platí 

 0 0 0 0

2 2( , ) (0,0)

( , ) ( , ) ( )
lim 0.

h k

f x h y k f x y Ah Bk

h k→

+ + − − +
=

+
 

Lineární funkce Ah Bk+  proměnných h, k se nazývá diferenciál funkce v bodě 

0 0[ ; ]x y  a značí se 
0 0( , )( , )df x y h k , příp. 

0 0( , )df x y . 

Poznámka: Totální diferenciál lze použít k přibližnému výpočtu hodnoty funkce dvou 

proměnných v zadaném bodě. Funkci Ah Bk+  lze nahradit takto: 

 ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0,  ,  , x ydf x y f x y h f x y k=  +   

Příklady 

1. Spočtěte totální diferenciál funkce f  v obecném bodě  , x y : 

a) ( ) 2 3, 3 2f x y x y= −  [1] 

b) ( ), ln 2f x y y x=   [1] 

c) ( ), yf x y x=  [1] 

d) ( ), arctanf x y xy=  [1] 

e) ( ) 2 2, lnf x y x y= +  [1] 

2. Vypočtěte totální diferenciál funkce f  v bodě A  pro dané , dx dy . 

a) ( )  
2 2

, ,  2, 2 ,  0,03,  0,01
x y

f x y A dx dy
xy

−
= = = =  [1] 

b) ( )  2 2, ,  3,4 ,  0,1,  0,2f x y x y x y A dx dy= + − + = = =  [1] 

c) ( )  , ,  1,2 ,  0,1,  0,1xyf x y e A dx dy= = = − =  [1] 

d) ( )  , arccotg ,  2,1  ,  0,01,  0,05
x

f x y A dx dy
y

= = = =  [1] 

  



3. Pomocí diferenciálu vypočtěte přibližně hodnotu následujících výrazů. 

a) 
1,02

arctan
0,95

 [2] 

b) ( ) ( )
3 3

1,02 1,97+  [2] 

c) 
0,48

arcsin
1,05

 [2] 

d) ( )2 2ln 0,97 0,05+  [2] 

e) 
30,05 0,02e −  [2] 

Tečná rovina 

Definice: Rovina   o rovnici z Ax By C= + +  se nazývá tečnou rovinou ke grafu funkce 

( , )f x y  v bodě 
0 0 0 0[ , , ]M x y z= , kde 

0 0 0( , )z f x y= , jestliže 

i)   prochází bodem 
0M , 

ii) platí 
0 0

2 2( , ) ( , )
0 0

( , )
lim 0

( ) ( )x y x y

f x y Ax By C

x x y y→

− − −
=

− + −
. 

Věta: Tečná rovina   ke grafu funkce f  v bodě 
0M  existuje právě tehdy, když je funkce f  

diferencovatelná v bodě 
0 0[ , ]x y . Její rovnice je  

 
0 0 0 0 0 0 0 0: ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ).x yz f x y x x f x y y y f x y =  − +  − +  

Poznámka: Přímka n  procházející dotykovým bodem 
0M  kolmo k rovině   je normála ke 

grafu funkce f bodě T . Normálový vektor roviny   je 
0 0 0 0( ( , ), ( , ), 1)x yf x y f x y −  a 

parametrické rovnice normály jsou tudíž:  

0 0 0 0 0 0 0( , , ) ( ( , ), ( , ), ),x yx y z x t f x y y t f x y z t t= +  +  −  . 

Příklady 

4. Určete rovnici tečné roviny ke grafu funkce v zadaném bodě: 

a) ( )  2 2

0 0 0

1 1 1
, 1 ,  , ,  ;  ; 

3 3 3
f x y x y x y z

 
= − − =  

 
 

b) ( )    2 2

0 0 0, 2 ,  , ,  1;1;4f x y x xy y x y z= + + =  

c) ( )    0 0 0, arctg ,  , ,  1;  1;?
y

f x y x y z
x

= = −  

d) ( )    
2 2

0 0 0, ,  , ,  0;0;?x yf x y e x y z+= =  

Lokální extrémy funkcí dvou proměnných 

Definice: Nechť ( , )f x y  je funkce dvou proměnných a 0 0[ , ] ( )M x y D f . 



a) Řekneme, že funkce f  má v bodě M  lokální maximum, jestliže existuje okolí 

( )O M  takové, že pro každé [ , ] ( )x y O M  platí ( , ) ( )f x y f M . 

b) Řekneme, že funkce f  má v bodě M  lokální minimum, jestliže existuje okolí 

( )O M  takové, že pro každé [ , ] ( )x y O M  platí ( , ) ( )f x y f M . 

Jestliže pro 
0 0[ , ] [ , ]x y x y  jsou předchozí nerovnosti ostré, mluvíme o ostrém lokálním 

maximu, resp. minimu.  

Definice: Řekneme, že bod 
0 0[ , ]M x y  je stacionárním bodem funkce f , jestliže platí 

( ) 0xf M =  a ( ) 0yf M = . 

Věta: Nechť funkce f  má v bodě 
0 0[ , ]T x y  a nějakém jeho okolí spojité parciální derivace 

druhého řádu a T  je její stacionární bod. Označme 

 2
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ).
( , ) ( , )

xx xy

xx yy xy

yx yy

f x y f x y
J x y f x y f x y f x y

f x y f x y
= =  −  

Pak platí: 

1. Jestliže ( ) 0J T  , je v bodě T  ostrý lokální extrém.  

• Pro ( ) 0xxf T   je T  minimum,  

• pro ( ) 0xxf T   je T  maximum. 

2. Jestliže ( ) 0J T  , není v bodě T  lokální extrém. 

3. Jestliže ( ) 0J T = , nedává věta odpověď (extrém může být, ale nemusí).  

Příklady 

5. Určete lokální extrémy funkce dvou proměnných. 

a) ( ) 2 2, 2 3 5 2f x y x xy y x y= + + + +  [3] 

b) ( ) 2 2, 2 3 2f x y xy x y x y= − − + +  [3] 

c) ( ) 3 2 2 2, 2 5f x y x xy x y= + + +  [3] 

d) ( ) 3 2, 2 5f x y x xy xy x= + − −  [3] 

e) ( ) 3 3, 2 3 2 1f x y x xy y= − + +  [3] 
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Výsledky 

1.  a) ( ), 6 6df x y x dx y dy=  −   

b) ( ), ln 2
y

df x y dx x dy
x

=  +   

c) ( ) ( )1, lnydf x y x y dx x y dy−=   +    

d) ( ) ( )2 2

1
,

1
df x y y dx x dy

x y
=   + 

+
 

e) ( ) ( )2 2

1
,df x y x dx y dy

x y
=   + 

+
 

2. a) 0,02; b) 
4

0,08
50

= ; c) 
2

– 0,739
10

e
− , d) 

9
0,018

500
=  

3. a) 0,035
4


+ , b) 2,95, c) 

0,09

6 3


− , d) 0,06− , e) 1,13  

4. a) lokální minimum v bodě 
13 3

,
4 4

 
− 
 

 

b) lokální minimum v bodě 
3 4

,
10 10

 
 
 

 

c) lokální minimum v bodě  0,0 ,  lokální maximum v bodě 
5

, 0
3

 
− 
 

, stac. body, v nichž 

extrém nenastává:    1,2 ; 1, 2− − −  

d) lokální minimum v bodě 2,1 , 
 

 lokální maximum v bodě 2,1 −
 

, stac. body, v nichž 

extrém nenastává: 0,1 6 ; 0,1 6   + −
   

 

e) lokální minimum v bodě 
1 1

,
2 2

 
 
 

, stacionární bod, v němž extrém nenastává:  0,0  
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