MA0004 MATEMATICKA ANALYZA 1

9. cviceni (puvodné 20. dubna 2020)
Defini¢ni obor funkce dvou proménnych

Definice: Necht M 1" n M #O. Zobrazeni f: M —I[] senazyva realna funkce n realnych
promennych a mnozina M se nazyva definicni obor této funkce a znaci se D(f).

Poznamka:

e Vpfipadé n =2 hovotfime (redln¢) funkci dvou (realnych) proménnych x, y. Kazdé uspotadané
dvojici [x, y] € D(f) je ptifazeno prave jedno z e[l takové, ze z= f(x,y).

e Pokud je funkce zadana ptedpisem z = f(x, y) a neni udany defini¢ni obor funkce, pak defini¢nim
oborem rozumime mnozinu vSech bodl [x, y]el] [ , pro které tento pfedpis ma smysl.

e Stanoveni defini¢niho oboru zadané funkce dvou proménnych bude ¢astym ukolem. Kromé
symbolického predpisu je mozné definicni obor popsat i zakreslenim ptisluSné oblasti v kartézské
soustave soufadnic (O, X, y).

1. VySettete definicni obor nasledujicich funkci dvou proménnych a nésledné jej zakreslete v kartézském
soufadném systému (O, X, y).

a) f(x,y)=«/4—x2+\/y2—9 [3]
b) f(x,y)=In(x-In(y—x)) [3]
¢) f(x.y)=y/(1-Iny)-In(-x) 3]
d) f(x,y)zln(xz—y)+4/x—2y+4 [3]
e) f(x,y):ln(x+2—);j [3]
0 f(xp)=y1-(x*+y) [3]
_2)
2) f(x,y):\/(xz+%—l)-(x2+y2—6x) [2]
h) f(x,y):arcsininrarcsin(l—y) [2]
y

Graf funkce dvou proménnych

Definice: Grafem funkce z = f(x,y) dvou proménnych nazyvidme mnozinu uspofadanych trojic

[x,v,z]€l]l , pro které [x, y] patti do defini¢niho oboru D(f).



Graf funkce z=x" + y* vykresleného nastrojem Geogebra 3D grafy:

Limita funkce dvou proménnych

Definice: Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) ma v bodé M| [X,;¥,] limitu rovnou Cislu L, jestlize ke kazdému
g >0 existuje 0 >0 takové, ze pro vSechny body z ryziho ¢ -okoli bodu M plati | f(x,y)— L |< &. PiSeme

lim f(x,y)=L.

[x,y]-{x0530]
Poznamka:

e U funkci vice proménnych nemame k dispozici L'Hospitalovo pravidlo.

e Postupujeme podobné jako u vypoctu limit z funkci jedné proménné: nejdiive dosadime limitni bod
do ptedpisu funkce. Pokud vyraz nelze vy¢islit, hleddme jeho vhodnou upravu tak, abychom jej
zjednodusili a mohli dosadit do pozménéného vyrazu.

e Plati stejnd aritmetika limit pro soucet, rozdil, soucin a podil dvou vyrazii jako u limit funkeci jedné
proménné.

Pfi vypoctu se mize hodit tato véta:

Véta: Necht lim  f(x,y)=0 afunkce g je ohrani¢end v néjakém ryzim okoli bodu [x,;y,]. Pak

[x,y]-{x0530]

lim ]f (x,y)-g(x,»)=0.

[x,y]-{x0330

2. Vypocitejte nasledujici limity.
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Diikaz neexistence limity

e 'V pfipadé funkce jedné proménné se k limitnimu bodu blizime po ptimce $y=03, u funkci dvou
proménnych se k nému miZeme bliZit nekonecné mnoha zpiisoby, po riznych piimkach, parabolach
atd.

e Existence limity v daném bod¢ znamend, Ze \textbf{nezalezi na cesté}, po které se k danému bodu
blizime. Dostaneme-li rizné hodnoty limity pro rizné cesty, limita v daném bod¢ nemuZe existovat.

e Uvedeme si n¢kolik zplisobt, jak ukazat, Ze v zadaném bod¢ limita funkce neexistuje.

Véta (Metoda postupnych limit): Ozna¢me

lim[lim f(x, y)}le, lim[lim f(x, y)}:Lz.
Y=2Yo | XX XX | Yo

Existuje-li limita ~ lim | f(x,y)=L,pakplati L=L =1L,.

[x,y]-x05%0



Poznamka: Tato véta je implikaci, takze slouzi pouze jako metoda diikazu neexistence limity. Pokud
ukazeme, ze L, # L,, pak to znamena4, Ze limita nemiiZe existovat.

K limitnimu bodu se [x,, y,] miZeme piibliZovat po

e po pfimkach, napt. pomoci substituce y =k-(x—x,)+y,, pfi¢emz pocitame limitu pro x — Xx,,,
e 0 parabolach, napf. pomoci substituce y = k-(x—x,)’ + y,, pfitemz opé&t po¢itdme limitu pro
X —>X,,
e po kruznicich pomoci polarnich soufadnic, substituci x =x, +1-cos¢e,y =y, +n-sing, piicemz
pocitame limitu pro n — 0,
e (i po jinych obecnych cestach.

Poznamka: Pokud po volbé né&jaké cesty a nasledné substituci vyjde limita zavisla na parametru £ ¢i pouze
na ¢, znamena to, ze volba téchto parametrti méni hodnotu limity -- tedy limita neexistuje. V opacném

ptipadé (vysledek limity nezdvisi na téchto parametrech) neni existence limity prokdzana!
Transformace do polarnich soufadnic

X=x,+0-cos¢e,

y=Yy,+n-sing,

kde [x,,y,] je limitni bod a n > 0, je moZnosti, jak ukazat i existenci limity a spocitat jeji vysledek. Plati

nasledujici lemma:
Lemma pro vypocet limity pomoci polarnich souradnic

Lemma: Predpokladejme, ze funkci f(x,y) lze v polarnich soufadnicich se sttedem v bod¢ [x,, v, ]

vyjadtit ve tvaru f(x,y)=L+gn)-h(n, @), Ll , kde
i) limg(h) =0,
ii) A(f,¢) je ohrani¢end na obdélniku (0,n,)%(0,27), kde f, >0.

Pak plati  lim ] f(x,y)=L.

ESUETE
Postup hledani limity pomoci lemmatu

1. Transformujeme limitni vyraz do polarnich soutradnic.
Pocitame limitu pro n — 0.

3. Vysledkem mize byt vyraz L+ g(n)-h(n,p), kde g(n) je funkce zavisla pouze na n, jejiz limita
pro n jdouci k nule je 0, a A(n, ) je ohrani¢ena funkce. Pak je limita rovna zbylému redlnému ¢islu
L , které samoziejmeé miZe byt i nula.

4. Je-li vysledkem je pouze funkce A(n,¢) zavisla na obou parametrech ¢i pouze na ¢, pak limita

neexistuje.



3. VySetiete, zda nasledujici limity existuji. Pokud ano, urcete jejich hodnotu.
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Definice: Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé [x,, 1, jestlize ma v tomto bod¢€ vlastni limitu a plati

Poznamka:

lim £ (x,3)=f(x,¥,)-

e Nalézt body nespojitosti funkce znamena urcit body, v nichZ neni funkce definovana.
e Domluvme se, ze funkce je spojitd v izolovanych bodech defini¢niho oboru.



4. Urcete body, v nichz neni funkce spojita (cviceni 2.6 v [2])

0 /()=

Xty
b) /()= 5
) S (53)= 17

1
d ,v)=sin—
) f(x y) sin

1

sin x-sin y

e) f(xy)=

f) f(x,y):ln‘l—xz—yz‘
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Vysledky

1.

a) D(f)={lx,ylel x Aly[z3}

b) D(f)={[x,y]e] x Ay>x+Dv(x<OAy<x+lay>x)}

¢) D(f)={[x,ylel y<enx<-Dv(y>en—-1<x<0)}
d) D(f)={[x,y]el] y x /\yS%vaZ}

e) D(f)={[x,y]ell x Ap>2x)v(x<0Ay<-2x")}

f) D(f)={[x,y]el X <y<l-x7)

C((y—2)? A2
g) D(f)={[x,y]ell Ky4Q+x2—lZOAx2+y2—6x20jv[%+x2—ISO/\x2+y2—6x£Oj}

h) D(f)={lx,ylel » x)" 2xye(02)}
Zobrazeni definicnich oborii v rovine (O, x, y) najdete na nasledujici strance.

2. a) 1nz,b>o,c>§,d) 12,e)%,f)?g)o,h>o,i>o,j)o,k)2,1)2

3. a) neex., b) neex., ¢) neex., d) neex., e) 0, f) neex., g) 0, h) 0, 1) neex., j) neex.

4.2)[0,0],b) {[x,y];x=—y},c) {[x,y];xz—y}, d) {[x,y];x=0vy=0}, e) {[x.y];x=kr,
y=kmkeNp ) {[xy]c +y" =1
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