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Náplň cvičeńı

1 Parciálńı derivace funkce dvou proměnných
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Parciálńı derivace 1. řádu funkce dvou proměnných

Parciálńı derivace 1. řádu funkce dvou proměnných

Definice: Necht’ funkce f : R2 → R je definovaná v bodě [x0; y0] a
nějakém jeho okoĺı. Položme ϕ(x) = f (x , y0). Má-li funkce ϕ derivaci
v bodě x0, nazýváme tuto derivaci parciálńı derivaćı funkce f podle
proměnné x v bodě [x0; y0] a označujeme fx(x0, y0), event.
∂f
∂x (x0, y0), f ′x(x0, y0). To znamená, že

fx(x0, y0) = lim
x→x0

ϕ(x)− ϕ(x0)

x − x0
= lim

x→x0

f (x , y0)− f (x0, y0)

x − x0

Podobně, má-li funkce ψ(y) = f (x0, y) derivaci v bodě y0, nazýváme tuto
derivaci parciálńı derivaćı funkce f podle proměnné y v bodě [x0; y0] a
označujeme fy (x0, y0), event. ∂f

∂y (x0, y0), f ′y (x0, y0).

Při parciálńı derivaci podle proměnné x bereme proměnnou y jako
konstantu a takto s ńı nakládáme p̌ri derivaci. Stejně naopak, derivujeme-li
podle proměnné y .
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Geometrický význam parciálńı derivace 1. řádu

Necht’ je dána funkce f : R2 → R a Gf je jej́ı graf. Necht’ π je rovina daná
rovnićı y = y0. Za rozumných p̌redpokladů (nap̌r. spojitost funkce f) je
pr̊useč́ıkem Gf ∩ π ǩrivka v rovině π a parciálńı derivace fx(x0; y0) udává
směrnici tečny t k této ǩrivce v bodě Q0 = [x0; y0; f (x0; y0)], viz obrázek.
(Připomeňme, že směrnice tečny t je tgα).

Podobně, derivace fy (x0; y0) udává směrnici tečny ke ǩrivce v bodě Q0,
která vznikne pr̊useč́ıkem plochy Gf s rovinou x = x0.
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Př́ıklady na parciálńı derivace 1. řádu

Př́ıklad 1: Vypočtěte parciálńı derivace 1. řádu funkćı:

a) z = x3 + 2x2y + 3xy2 + 4x − 5y + 100

b) z = x
y

c) z =
(
x2y + y

)4

d) z = xy

e) z = x · ln
(
x2 − y2

)
f) z =

√
x + sin xy

Př́ıklad 2: Spočtěte parciálńı derivace 1. řádu funkce v bodě A:

a) f (x , y) = y2 + y ·
√

1 + x2, A = [2, 5]

b) f (x , y) = ln
(
x + y

2x

)
, A = [1, 2]

c) f (x , y) = arctan y
x , A = [0, 1]
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Výsledky p̌ŕıkladů

Př́ıklad 1:

a) zx = 3x2 + 4xy + 3y2 + 4, zy = 2x2 + 6xy − 5,

b) zx = 1
y , zy = − x

y2 , y 6= 0

c) zx = 8xy4
(
x2 + 1

)3
, zy = 4y3

(
x2 + 1

)4

d) zx = yxy−1, zy = xy ln x , x > 0

e) zx = ln
(
x2 − y2

)
+ 2x2

x2−y2 , zy = − 2xy
x2−y2 , x

2 − y2 > 0

f) zx = 1+y ·cos xy
2
√
x+sin xy

, zy = x ·cos xy
2
√
x+sin xy

, x + sin xy > 0

Př́ıklad 2:

a) fx (2, 5) = 2
√

5, fy (2, 5) = 10 +
√

5

b) fx (1, 2) = 0, fy (1, 2) = 1
4

c) fx (0, 1) = 1, fy (0, 1) = 0
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Parciálńı derivace 2. řádu funkce dvou proměnných

Parciálńı derivace 2. řádu funkce dvou proměnných

Parciálńı derivace 1. řádu fx(x , y), fy (x , y) mohou ḿıt v bodech svého
definičńıho oboru opět parciálńı derivace podle x nebo y , které nazýváme
parciálńı derivace 2. řádu funkce f :
∂
∂x

(
∂f
∂x

)
= ∂2f

∂x2 = fxx = f ′′xx ... druhá parciálńı derivace f podle x ,
∂
∂y

(
∂f
∂y

)
= ∂2f

∂y2 = fyy = f ′′yy ... druhá parciálńı derivace f podle y ,

∂
∂y

(
∂f
∂x

)
= ∂2f

∂x∂y = fxy = f ′′xy ... druhá parciálńı derivace f podle x a y ,

∂
∂x

(
∂f
∂y

)
= ∂2f

∂y∂x = fyx = f ′′yx ... druhá parciálńı derivace f podle y a x .

Schwarzova věta: Necht’ funkce f má spojité parciálńı derivace fxy , fyx v
bodě [x0; y0]. Pak jsou tyto derivace záměnné, tj. plat́ı

fxy (x0, y0) = fyx(x0, y0).
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Př́ıklady na parciálńı derivace 2. řádu

Př́ıklad 3: Spočtěte parciálńı derivace 1. a 2. řádu funkćı:

a) z = x2 + xy − 3xy3

b) z = xy+x
y

c) z = e2y · sin x

Výsledky:

a) zx = 2x + y − 3y3, zy = x − 9xy2, zxx = 2, zy = −18xy ,
zxy = zyx = 1− 9y2

b) zx = y+1
y , zy = − x

y2 , zxx = 0, zyy = 2x
y3 , zxy = zyx = − 1

y2

c) zx = e2y cos x , zy = 2e2y sin x , zxx = −e2y sin x ,
zyy = 4e2y sin x , zxy = zyx = 2e2y cos x
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