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Totálńı diferenciál

Totálńı diferenciál

Definice: Řekneme, že funkce f : R2 → R definovaná v okoĺı bodu [x0; y0]
je v tomto bodě diferencovatelná, jestliže existuj́ı reálná č́ısla A,B taková,
že plat́ı

lim
(h,k)→(0,0)

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0)− (Ah + Bk)√
h2 + k2

= 0.

Lineárńı funkce Ah + Bk proměnných h, k se nazývá diferenciál funkce v
bodě [x0; y0] a znač́ı se df (x0, y0)(h, k), p̌ŕıp. df (x0, y0).

Poznámka: Totálńı diferenciál lze použ́ıt k p̌ribližnému výpočtu hodnoty
funkce dvou proměnných v zadaném bodě. Funkci Ah + Bk lze nahradit
takto:

df (x0, y0) = fx (x0, y0) · h + fy (x0, y0) · k
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Využit́ı totálńıho diferenciálu

Je-li x = x0 + h, y = y0 + k , pak lze pomoćı diferenciálu vypoč́ıtat
p̌ribližnou hodnotu funkce f v bodě [x , y ] vypoč́ıtat takto:

f (x , y)
.
= f (x0, y0) + df (x0, y0)

= f (x0, y0) + fx (x0, y0) · h + fy (x0, y0) · k
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Totálńı diferenciál – p̌ŕıklady

Př́ıklad 1: Spočtěte totálńı diferenciál funkce f v obecném bodě [x , y ].

a) f (x , y) = 3x2 − 2y3

b) f (x , y) = y · ln 2x
c) f (x , y) = xy

d) f (x , y) = arctan xy

e) f (x , y) = ln
√

x2 + y2
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Totálńı diferenciál – p̌ŕıklady

Př́ıklad 1: Spočtěte totálńı diferenciál funkce f v obecném bodě [x , y ].

a) f (x , y) = 3x2 − 2y3

b) f (x , y) = y · ln 2x
c) f (x , y) = xy

d) f (x , y) = arctan xy

e) f (x , y) = ln
√

x2 + y2

Výsledky:

a) df (x , y) = 6x · dx − 6y · dy
b) df (x , y) = y

x
· dx + ln 2x · dy

c) df (x , y) = xy−1 · (y · dx + x · ln y · dy)
d) df (x , y) = 1

1+x2y2 · (y · dx + x · dy)
e) df (x , y) = 1

x2+y2 · (x · dx + y · dy)
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Totálńı diferenciál – p̌ŕıklady

Př́ıklad 2: Vypočtěte totálńı diferenciál funkce f v bodě A pro dané
dx , dy .

a) f (x , y) = x2−y2

xy
, A = [2, 2] , dx = 0, 03, dy = 0, 01

b) f (x , y) = x + y −
√

x2 + y2, A = [3, 4] , dx = 0, 1, dy = 0, 2

c) f (x , y) = exy , A = [1, 2] , dx = −0, 1, dy = 0, 1

d) f (x , y) = arccotg x
y
, A = [2, 1] , dx = 0, 01, dy = 0, 05

Př́ıklad 3: Pomoćı diferenciálu vypočtěte p̌ribližně hodnotu následuj́ıćıch
výraz̊u.

a) arctan 1,02
0,95

b)
√

(1, 02)3 + (1, 97)3

c) arcsin 0,48
1,05

d) ln
(

0, 972 + 0, 052
)

e) e0,05
3−0,02
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Výsledky p̌ŕıkladů 2, 3

2. a) 0,02; b) 4
50 = 0, 08; c) e2

10

.
= −0, 739, d) 9

500 = 0, 018

3. a) π

4 + 0, 035, b) 2,95, c) π

6 − 0,09√
3
, d) −0, 06, e) 1, 13
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Tečná rovina

Tečná rovina

Definice: Rovina τ o rovnici z = Ax +By +C se nazývá tečnou rovinou ke
grafu funkce f (x , y) v bodě M0 = [x0, y0, z0], kde z0 = f (x0, y0), jestliže

i) τ procháźı bodem M0,

ii) plat́ı lim(x ,y)→(x0,y0)
f (x ,y)−Ax−By−C√
(x−x0)2+(y−y0)2

= 0.

Věta: Tečná rovina τ ke grafu funkce f v bodě M0 existuje právě tehdy,
když je funkce f diferencovatelná v bodě [x0, y0]. Jej́ı rovnice je

τ : z = fx(x0, y0) · (x − x0) + fy (x0, y0) · (y − y0) + f (x0, y0).

Poznámka: Př́ımka n procházej́ıćı dotykovým bodem M0 kolmo k rovině τ

je normála ke grafu funkce f bodě T . Normálový vektor roviny τ je
(fx(x0, y0), fy (x0, y0),−1) a parametrické rovnice normály jsou tud́ıž:
(x , y , z) = (x0 + t · fx(x0, y0), y0 + t · fy (x0, y0), z0 − t), t ∈ R.
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Tečná rovina a normála – p̌ŕıklady

Př́ıklad 4: Určete rovnici tečné roviny τ a normály n ke grafu funkce v
zadaném bodě:

a) f (x , y) =
√

1− x2 − y2, [x0, y0, z0] =
[

1√
3
; 1√

3
; 1√

3

]

b) f (x , y) = x2 + xy + 2y2, [x0, y0, z0] = [1; 1; 4]

c) f (x , y) = arctg y
x
, [x0, y0, z0] = [1; −1; ?]

d) f (x , y) = ex
2+y2

, [x0, y0, z0] = [0; 0; ?]
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Tečná rovina a normála – p̌ŕıklady

Př́ıklad 4: Určete rovnici tečné roviny τ a normály n ke grafu funkce v
zadaném bodě:

a) f (x , y) =
√

1− x2 − y2, [x0, y0, z0] =
[

1√
3
; 1√

3
; 1√

3

]

b) f (x , y) = x2 + xy + 2y2, [x0, y0, z0] = [1; 1; 4]

c) f (x , y) = arctg y
x
, [x0, y0, z0] = [1; −1; ?]

d) f (x , y) = ex
2+y2

, [x0, y0, z0] = [0; 0; ?]

Výsledky:

a) τ : x + y + z =
√
3, n : (x , y , z) = ( 1√

3
− t, 1√

3
− t, 1√

3
− t), t ∈ R

b) τ : 3x + 5y − z = 4, n : (x , y , z) = (1 + 3t, 1 + 5t, 4− t), t ∈ R

c) τ : x + y − 2z = π

2 , n : (x , y , z) = (1 + 1
2 · t,−1+ 1

2 · t,
π

4 − t), t ∈ R

d) τ : z = 1, n : (x , y , z) = (0, 0, 1− t), t ∈ R
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Lokálńı extrémy funkćı dvou proměnných

Lokálńı extrémy, stacionárńı bod

Definice: Necht’ f (x , y) je funkce dvou proměnných a M[x0, y0] ∈ D(f ).

a) Řekneme, že funkce f má v bodě M lokálńı maximum, jestliže existuje
okoĺı O(M) takové, že pro každé [x , y ] ∈ O(M) plat́ı f (x , y) ≤ f (M).

b) Řekneme, že funkce f má v bodě M lokálńı minimum, jestliže existuje
okoĺı O(M) takové, že pro každé [x , y ] ∈ O(M) plat́ı f (x , y) ≥ f (M).

Jestliže pro [x , y ] 6= [x0, y0] jsou p̌redchoźı nerovnosti ostré, mluv́ıme o
ostrém lokálńım maximu, resp. minimu.

Definice: Řekneme, že bod M[x0, y0] je stacionárńım bodem funkce f ,
jestliže plat́ı fx(M) = 0 a fy (M) = 0.
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Lokálńı extrémy – jak je vyšeťrit

Věta: Necht’ funkce f má v bodě T [x0, y0] a nějakém jeho okoĺı spojité
parciálńı derivace druhého řádu a T je jej́ı stacionárńı bod. Označme

J(x , y) =

∣

∣

∣

∣

fxx(x , y) fxy (x , y)
fyx(x , y) fyy (x , y)

∣

∣

∣

∣

= fxx(x , y) · fyy (x , y)− f 2xy (x , y).

Pak plat́ı:
1 Jestliže J(T ) > 0, je v bodě T ostrý lokálńı extrém.

Pro fxx(T ) > 0 je T minimum,
pro fxx(T ) < 0 je T maximum.

2 Jestliže J(T ) < 0, neńı v bodě T lokálńı extrém.

3 Jestliže J(T ) = 0, nedává věta odpověd’ (extrém může být, ale
nemuśı).
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Lokálńı extrémy – p̌ŕıklady

Př́ıklad 5: Určete lokálńı extrémy funkce dvou proměnných.

a) f (x , y) = x2 + 2xy + 3y2 + 5x + 2y

b) f (x , y) = 2xy − 3x2 − 2y2 + x + y

c) f (x , y) = 2x3 + xy2 + 5x2 + y2

d) f (x , y) = x3 + xy2 − 2xy − 5x

e) f (x , y) = 2x3 − 3xy + 2y3 + 1
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Lokálńı extrémy – p̌ŕıklady

Př́ıklad 5: Určete lokálńı extrémy funkce dvou proměnných.

a) f (x , y) = x2 + 2xy + 3y2 + 5x + 2y

b) f (x , y) = 2xy − 3x2 − 2y2 + x + y

c) f (x , y) = 2x3 + xy2 + 5x2 + y2

d) f (x , y) = x3 + xy2 − 2xy − 5x

e) f (x , y) = 2x3 − 3xy + 2y3 + 1

Výsledky:

a) lokálńı minimum v bodě
[

−13
4 ,

3
4

]

b) lokálńı minimum v bodě
[

3
10 ,

4
10

]

c) lokálńı minimum v bodě [0, 0] , lokálńı maximum v bodě
[

−5
3 , 0

]

,
stac. body, v nichž extrém nenastává: [−1, 2] ; [−1,−2]

d) lokálńı minimum v bodě
[√

2, 1
]

, lokálńı maximum v bodě
[

−
√
2, 1

]

,

stac. body, v nichž extrém nenastává:
[

0, 1 +
√
6
]

;
[

0, 1−
√
6
]

e) lokálńı minimum v bodě
[

1
2 ,

1
2

]

, stacionárńı bod, v němž extrém
nenastává: [0, 0]
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