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Totalni diferencial

Totalni diferencial

Definice: Rekneme, ¥e funkce f : R2 — R definovans v okoli bodu [x0; yo]
je v tomto bodé diferencovatelnd, jestlize existuji redlna &isla A, B takova,
Ze plati

im f(xo + h, yo + k) — f(x0, o) — (Ah + Bk)
(h,k)—(0,0) vV h? + k2

Linedrni funkce Ah + Bk promé&nnych h, k se nazyva diferencial funkce v
bod& [xo; yo] a znadi se df (xo, yo0)(h, k), p¥ip. df (xo, ¥0)-

=0.

Poznamka: Totalni diferencial Ize pouZit k p¥ibliznému vypo&tu hodnoty
funkce dvou proménnych v zadaném bod&. Funkci Ah 4+ Bk lze nahradit
takto:

df (xo0, o) = f (X0, y0) - h+ £, (x0, y0) - k
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Vyuziti totdlniho diferencialu

Je-li x =x9+ h, y = yo + k, pak Ize pomoci diferencidlu vypo¢itat
pfibliznou hodnotu funkce f v bod& [x, y]| vypotitat takto:

f(x,y) = f(xo, yo)+ df (xo,y0)
= f(x0, o)+ f (x0, Y0) - h+ £, (x0, o) -k
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Totdlni diferencial — priklady

P¥iklad 1: Spottéte totdlni diferencial funkce f v obecném bodé& [x, y].
a) f(x,y)=3x%—2y3

b) f(x,y) =y In2x

c) fxy)=x

d) f(x, y)—arctanxy
e) Flxy)=In/x2+y?
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Totdlni diferencial — priklady

P¥iklad 1: Spottéte totdlni diferencial funkce f v obecném bodé& [x, y].
2) F(x,y) =3¢ — 2

b) f(x,y) =y In2x

) flxy)=x

d) f(x,y) = arctanxy

e) f(x,y):ln\/>ﬁy2

a) df (x,y) =6x-dx—6y-dy

b) df (x,y) =% -dx+In2x-dy

c) df (x,y) =x"1-(y-dx+x-Iny-dy)
d) df (x,y) 1erﬁ‘(y-dx—l—x-dy)
e) df (x,y) X2J1ry “(x-dx+y-dy)
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P¥iklad 2: Vypot&téte totalni diferencial funkce f v bod& A pro dané
dx, dy.

Totdlni diferencial — priklady

a) fx,y) =%, A=[2 2], dx=0,03, dy =0,01

b) F(x,y)=x+y—/x2+y% A=[3,4], dx=0,1, dy =0,2

c) f(x,y)=eY, A= [1,2],dx— -0,1, dy =0,1

d) f(x,y) =arccotg?, A=[2, 1], dx =0,01, dy = 0,05
Ptiklad 3: Pomoci diferencidlu vypoctéte p¥iblizné hodnotu nasledujicich
vyrazd.

a) arctan é:gg

b) \/(1 02)* + (1,97)*

c) arcsin cl)gg

d) In (0,972 4 0,05?)

e) 005’002
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Vysledky prikladii 2, 3

2.2)0,02; b) & =0,08; c) & = —0,739, d) 25 = 0,018

3.a) § +0,035,b) 295, ¢) § — %2, d) —0,06, e) 1,13
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Te&na rovina

Tecna rovina

Definice: Rovina 7 o rovnici z = Ax+ By + C se nazyva te¢nou rovinou ke
grafu funkce f(x,y) v bod& My = [xo, Y0, 20], kde zy = f(xo, yo), jestlize
i) 7 prochazi bodem I\/Io,
(x.¥)— AX By—C

||) platflim(x7y)—>(X0,y0 \/(X XO y y0)2 —

Véta: Telna rovina 7 ke grafu funkce f v bodé My existuje pravé tehdy,
kdyZ je funkce f diferencovatelnd v bodé& [xp, yo]. Jeji rovnice je

7:z = f(x0,¥0) - (x = x0) + f,(x0, ¥0) - (¥ — y0) + (0, Y0)-

Poznamka: P¥imka n prochazejici dotykovym bodem My kolmo k roviné
je normdla ke grafu funkce f bodé T. Normalovy vektor roviny 7 je

(fc(x0, ¥0), f,(x0, ¥0), —1) a parametrické rovnice normdly jsou tudiZ:
(X,y,Z) = (XU +t- &(X07y0)ay0 +t- fy(X07y0)7ZO - t)? teR.
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Tecnd rovina a normala — ptiklady

P¥iklad 4: Urcete rovnici te¢né roviny 7 a normaly n ke grafu funkce v
zadaném bodé:

= V1= =12, bo.yo, 2l = |5 L &
b) (X y)—X +xy +2y2, [x0, Y0, 20] = [1;1; 4]
c) f(x,y)=arctgl, [x0, ¥, 20] =[1; —1;7]
d) f(x,y) =+ [x0,y0, 20] = [0;0;7]
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Tecnd rovina a normala — ptiklady

P¥iklad 4: Urcete rovnici te¢né roviny 7 a normaly n ke grafu funkce v
zadaném bodé:

= V1= =12, bo.yo, 2l = |5 L &
b) (X y)—X +xy +2y2, [x0, Y0, 20] = [1;1; 4]
c) f(x,y)=arctgl, [x0, ¥, 20] =[1; —1;7]
d) f(x,y) =+ [x0,y0, 20] = [0;0;7]

Vysledky:

a) Tix+y+z=13, n:(x,y,z):(%—t,%—t,%—t),tGR
b) 7:3x+5y—z=4, n:(x,y,z) =(1+3t,1+5t,4—1t), teR
) Tix+y—-2z=73, :(X,y,z):(1+%-t,71+%-t,%7t),tGR
d)7:z=1, n:(x,y,z)=(0,0,1—1¢t), teR
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Lokalni extrémy funkci dvou promé&nnych

Lokalni extrémy, staciondrni bod

Definice: Necht f(x, y) je funkce dvou prom&nnych a M[xg, yo] € D(f).
a) Rekneme, %e funkce f ma v bod& M lokdIni maximum, jestlize existuje
okoli O(M) takové, Ze pro kazdé [x,y] € O(M) plati f(x,y) < f(M).
b) Rekneme, %e funkce f ma v bod& M lokdlni minimum, jestlize existuje
okoli O(M) takové, ze pro kazdé [x,y] € O(M) plati f(x,y) > f(M).

JestliZe pro [x, y] # [x0, o] jsou pFedchozi nerovnosti ostré, mluvime o
ostrém lokalnim maximu, resp. minimu.

Definice: Rekneme, %e bod M([xo, yo] je staciondrnim bodem funkce f,
jestlize plati £, (M) =0 a f,(M) = 0.
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Lokalni extrémy — jak je vySetfit

Véta: Necht funkce f m3 v bod& T[xp, o] a n&jakém jeho okoli spojité
parcialni derivace druhého ¥adu a T je jeji stacionarni bod. Oznatme

fox(X,¥)  foy(x,y) ‘ 2
J(x, = ’ v = fix X, - A X, - f;< X, Y)-
(x,¥) ‘ fyx(X,}/) fyy(X,)/) (x,¥) yy( y) y( y)
Pak plati:

© Jestlize J(T) > 0, je v bod& T ostry lokdlni extrém.
@ Pro f(T) > 0 je T minimum,
o pro f(T) < 0 je T maximum.

Q Jestlize J(T) < 0, neni v bod& T lokalni extrém.

© Jestlize J(T) =0, neddvé véta odpov&d (extrém muze byt, ale
nemusi).
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Lokalni extrémy — priklady

Ptiklad 5: Urcete lokdlIni extrémy funkce dvou proménnych.
a) f(x,y)=x%+2xy +3y?+5x + 2y
) f(x,y) =2xy — 3x% — 2y? —|—X+y
c) fx,y)=2x3 —|—Xy +5x% 4 y?
) f(
) f(

oy

d x,y) = x3 4+ xy? — 2xy — bx
e x,y) =2x3—3xy +2y3 +1
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Lokalni extrémy — priklady

Ptiklad 5: Urcete lokdlIni extrémy funkce dvou proménnych.

a) f(x,y)=x%+2xy +3y*>+5x+2y
b) f(x,y)=2xy —3x* =2y +x+y
) f(x,y) =2x>+ xy? + 5x2 + y?
d) f(x,y) =x>+xy?—2xy — bx
e) f(x,y)=2x3=3xy+2y°+1
Vysledky:
4Inf mini «[_13 3
a) lokalni minimum v bod& [_771]
b) lokaIni minimum v bodg& [%, %]

c) lokéIni minimum v bodg [0, 0], lokalni maximum v bod& [—3, 0],
stac. body, v nichZ extrém nenastdva: [—1,2]; [-1, —2]

d) lokalni minimum v bodg& [\/5, 1] , lokalni maximum v bodé [—\@, 1],
stac. body, v nich extrém nenastava: [0,1+ /6] ;[0,1 — V6]

e) lokdIni minimum v bod& [%, %] stacionarni bod, v némZ extrém

nenastava: [0, 0]
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