Predmluva

Omnia sponte fluant, absit violentia rebus!
JAK.

Toto je privodce prednaskou z Konstrukéni geometrie. Prvni motivace, predpoklady a cile
tohoto kurzu jsou zformulovany v tivodni kapitole. Probirana latka je rozcélenéna do tii hlavnich
bloki: klasickd konstrukéni geometrie, piehled uzitecnych geometrickych zobrazeni a tvod do
zobrazovacich metod. Struéné shrnuti celého semestru najdete na str. 149-156.

Z dostupnych ufebnic nejc¢astéji pouzivame [A] a [Ha], a to zejména v prvni ¢asti. Jedna
se o moderni interpretace zasadniho dila [E], jehoz Cesky preklad s komentéii [Ey| 1ze najit ve
vSech knihovnéch a mnoha knihkupectvich. Dalsi dostupné zdroje, ze kterych ¢erpame, jsou knihy
[Ku, Kuy]. K avodu do zobrazovacich metod pouzivame [Me, U] a [R]. K samostatnému studiu
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KAPITOLA |

Uvod

1 Eukleidovski a neeukleidovskd geometrie

Eukleidovskou geometrii se tradi¢né mysli geometrie tak, jak je predstavena v Eukleidovych Za-
kladech [E] (cca 300 pt. K.), resp. v jejich geometrickych knihach. Jedna se o uceleny deduktivni
vyklad odvozeny z nékolika axiomu a postulatia. Axiémy se tykaji obecnych veli¢in. Postulaty
jsou ryze geometrického charakteru a vymezuji vztahy mezi primitivnimi pojmy (bod, pfimka)
a zékladnimi relacemi (incidence, shodnost a rovnobé&Znost). V Zakladech se v8ak pouziva
nékolik dalsich pfedpokladi, aniz by byly jakkoli formulovany (viz axiomy uspo¥adani a spo-
jitosti). Pfesny axiomaticky popis, zaloZzeny na tom Eukleidové, pochazi od D. Hilberta [Hi]
(kolem 1900), viz téz [Ha, L] nebo piilohu na str. 171.

Obrazek 1.1: [Ko] Miniatura Eukleida ze 6. stoleti.

Uz na prvni pohled je patrné, Ze jedny z klicovych roli v Eukleidové geometrii hraji relace
shodnosti a rovnobéznosti. Uvédomte si, ze v Eukleidové pojeti je shodnost docela abstraktni
koncept; zejména (z pochopitelnych duvodi) nepredstavuje zadné ¢iselné vyjadiovani délek dse-
¢ek, velikosti uhlu apod.! Rovnobé&znost tzce souvisi s postulatem, ktery je v naSem znaceni paty
a ktery je v rdmci Eukleidova systému ekvivalentni s tvrzenim, Ze ,kazdym bodem ke kazdé
pifimce prochéazi jedind rovnobé&zka“. Pravé diskuze nad puvodni Eukleidovou formulaci méla
dalekosahlé dusledky a vedla k vynalezu neeukleidovskijch geometrii.
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Velmi hrubé feceno, eukleidovska geometrie je zaloZena zejména na relacich shodnosti a rov-
nobéznosti. Uvazujeme-li geometrii s relaci rovnobéznosti, aniz bychom uzivali shodnosti, jsme
na stopé afinni geometrii, o které se nékolikrat zminujeme nize. Naopak, neuvazujeme-li rovno-
béznost, pouze shodnost, dospéjeme ke geometriim neeukleidovskym. Tyto jsou dvojiho typu:

o cliptickd — ,,7z4dné rovnobézky*,
e hyperbolickd — ,,vice rovnobézek“ (k jedné pfimce jdouci danym bodem).

NiZze naznacime, pro¢ elipticky pfipad neni kompatibilni s axiomy uspofadani (coz je také davod,
pro¢€ se nejdiiv pFislo na geometrii hyperbolickou). V tomto smyslu ma elipticka geometrie velmi
blizko ke geometrii projektivni, o niz si také néco fekneme. Pravé tyto objevy a iplné porozuméni
neeukleidovskym geometriim (kolem 1830) piedstavuji jedno z nejzajimavé&jSich dobrodruzstvi
v historii matematiky; dilezitd jména, kterd se v této souvislosti pripominaji, jsou zejména
J. Bolyai, N.I. Lobacevsky a C.F. Gauss. Pfestoze je tato latka zajimava také z konstrukéniho
hlediska, nebudeme se ji v tomto kurzu vabec zabyvat. Hezky uvod a dalsi odkazy lze najit napf.
v [Ha] nebo [D].

2 Riuzna pojeti geometrie

V této podkapitole se zminime o rizném pojeti geometrie podle pouzité metody (tedy nikoli podle
objektu naSich tvah nebo z&jmi). Z naznacenych moZnosti budeme v tomto kurzu prosazovat
zejména postoj synteticky a transformacni.

2.1 Stanovisko axiomatické

Tento postoj je predstaven jiz v Zakladech a netyka se samoziejmé pouze geometrie. Ukazkou axi-
omatického pfistupu ke geometrii v moderni a aplné podobé jsou Hilbertovy axiomy [Hi]. V této
souvislosti se rozli§uje mezi axiomatickou teorii a jejim modelem. Je sice pravda, ze v pii-
padé eukleidovské geometrie jsou v8echny modely ,,stejné*, nicméné formélné je tfeba rozliovat.
Napf. to, co bézné nazyvame standardni eukleidovskou rovinou, je jen standardnim modelem
axiomatické teorie popsané axiomy na str. 171.

V této souvislosti je vhodné se alespon zamyslet nad moznou axiomatizaci afinni a projektivni
geometrie, o nichz se zmiftujeme nize.

2.2 Stanovisko syntetické

Az do 17.-18. stoleti to byl v podstaté vyhradni piistup ke geometrii. Syntetickou geometrii se
mysli geometrie bez soufadnic nebo, ponékud uzeji, geometrie konstrukéni. Tato metoda ma
jista omezeni: Jednak existuji tlohy, které nejsou konstrukéné fesitelné, viz napt. dodatek 19.1
pojednavajici o proslulych geometrickych problémech starovéku. Jednak pii konstrukcich po-
zorujeme znalny rozdil mezi tlohami v rovingé a v prostoru, viz napi. konstrukce (praméti)
pravidelnych mnohosténi.

2.3 Stanovisko analytické

Mizeme struc¢né charakterizovat jako stanovisko pocetni, obvykle je minéno pociténi v souradni-
cich. Pocatky analytické geometrie jsou tradiéné spojovany se jménem R. Descarta (kolem 1637),
mélo by viak byt ziejmé, Ze se nemohlo jednat o analytickou geometrii, jak ji chdpeme dnes!!

1V té dobé& stale nebyla vynalezena redln &isla. ..
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Nicméné Descartovou inovaci byla aplikace algebry k feSeni geometrickych tloh. Ve starsi lite-
ratufe je Casto analytickd geometrie jmenovana jako algebraické, tento pfivlastek méa vsak dnes
ponékud posunuty vyznam.

2.4 Stanovisko transformadni

Vsechny shodnosti eukleidovské roviny tvofi grupu. Tato je podgrupou grupy (bijektivnich) afin-
nich transformaci, jez je zase podgrupou grupy (bijektivnich) projektivnich transformaci atd.
Stanovisko transformacni, neboli Kleinovo, je zaloZeno pravé na pojmu transformaéni grupy.
Tento postoj velmi poméhd pii organizaci geometrickych informaci a od své pfesné formulace
(1872) velmi ovlivnil dalsi vyvoj geometrie. Podle F. Kleina je ta ¢i ona geometrie zcela cha-
rakterizovana grupou odpovidajicich geometrickych transformaci. V tomto duchu je geometrie
studiem vztahu a vlastnosti, které jsou invariantni vzhledem k pusobeni néjaké transformadcni

grupy.

2.5 Stanovisko diferencialni

Toto pojeti je spojovano s B. Riemannem (okolo 1854) a dovoluje opravdu dalekosahla zobec-
néni. Zde je geometrie uréena infinitezimalné& tzv. Riemannovou metrikou. V tomto duchu jsou
eukleidovské prostory Riemannovymi prostory s ,,nulovou kfivosti“, zatimco eliptické a hyperbo-
lické prostory jsou Riemannovy prostory s nenulovou, ale , konstantni kiivosti*. Tento pfistup je
nezbytny napf. pfi studiu vlastnosti nékterych kartografickych zobrazeni.

3 Predpoklady a cile

Kromé obvyklého prehledu skolské geometrie nepredpokladame zddné specialni znalosti a doved-
nosti. Hlavnim pfedpokladem k uspokojivému absolvovani tohoto kurzu by méla byt schopnost
zorganizovat a potieba vysvétlovat vybrané geometrické poznatky, jejich navaznosti a konstrukéni
uplatnéni.

Cely kurz zaginame piehledem zakladnich a/nebo konstrukéng zajimavych témat z Euklei-
dovych Zakladu (podkap. 4). Ty jsou veskrze planimetrické; ze stereometrickych dloh se sou-
stfedime na konstrukce pravidelnych konvexnich mnohosténi, jimiz tato ¢ast vrcholi. Z klasické
konstrukéni geometrie, kterd neni zastoupena v Zakladech, se podrobnéji vénujeme Apolloniové
tloze o dotyku kruznic (podkap. 5). Pfi feSeni téchto uloh se s asp&chem pouziva geometrickych
transformaci, ke kterym se vracime v samostatné kapitole (kap. IIT). Nejobecngjsi studovanou
skupinou zobrazeni budou zobrazeni afinni a projektivni. S témito zévéry vstoupime do posledni
kapitoly (kap. IV), v niZz diskutujeme problémy spojené se zobrazovanim trojrozmérného pro-
storu do roviny. Pfedstavime nékolik zadkladnich metod tak, abychom byli schopni vérné zobrazit
jakykoli prostorovy objekt, zejména tedy objekt krasny (viz napi. obr. 3.2).

Typické tlohy, které bychom na konci semestru méli umét resit, zahrnuji napf.:

sestrojit zlaty fez dané tsecky,

sestrojit pravidelny pétithelnik a dalsi pravidelné mnohotuhelniky,

pro dany mnohotuhelnik sestrojit ¢tverec se stejnym obsahem,

sestrojit kruznici, ktera se dotyka tii danych kruznic, resp. piimek nebo bodi,

charakterizovat zakladni transformace v roviné a umét je konstrukéné pouzit,
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e sestrojit obecny prumét pravidelného mnohosténu ¢i jiného télesa,

e sestrojit prunik p¥imky s rovinou, prusecnici dvou rovin apod.,

e sestrojit fez roviny s télesem a zobrazit tento fez ve skute¢né velikosti,
e urcit vzdalenost bodu od piimKky, resp. roviny,

e apod.

Pii konstrukcich rozlisujeme mezi rysovaci a myslenkovou pfesnosti — ta prvni zistane naSim
nesplnénym snem, na té druhé trvame! S vySe uvedenymi tilohami a jejich feSenim si samoziejme
osvojime zna¢né mnoZstvi poznatkil, které bychom méli umét (aspon ramcové) zdivodihovat.
Soucasné by nam meélo zélezet na jejich spravné logické posloupnosti, tj. uvédomovat si (aspon
ramcové) na Cem to ¢ ono tvrzeni zavisi a co z n&j dale vyplyva. ..

Obrazek 3.2: [A] Pramét pravidelného dvacetisténu v Zakladech a ve volném rovnobéz-
ném promitani.
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Klasicka konstrukéni geometrie

Tuto kapitolu zac¢iname se skutecnou klasikou — s Eukleidovymi Zaklady. Tim si zopakujeme
mnoho dobfe i méné dobie znadmych poznatki, zejména si pfipomeneme nékteré pozapomenuté
souvislosti. Nasledné se budeme vénovat tzv. tlohdm Apolléniovym, coz je zajimavé skupina tloh
souvisejicich s dotykem kruZznic.

4 Zaklady

Velmi ramcovy piehled Zakladi je nasledujici:
e knihy I-IV a VI, planimetrie,
e knihy VII-IX, aritmetika,
e knihy XI-XIII, stereometrie.

Knihy V a X maji ponékud specifické postaveni, viz dale.

4.1 Axiémy a postulaty

V kazdé knize najdeme nékolik definic, z nichZ celou fadu znadme témér ve stejném znéni uz ze
gkoly. Nekteré pojmy /relace jsou nedefinované neboli primitivni (napi. shodnost asefek a thla),
jiné jsou sice n&jak definované, ale ve skute¢nosti jsou téZ primitivni (nap¥. definice bodu a piimky).

Na zacatku I. knihy je formulovano nékolik axiému a postulati. Axiémy se tykaji obecnych
veli¢in; na str. 165 jsou vyjmenovany jako Common notions a tady je nepifepisujeme. Postuléty
jsou ryze geometrického charakteru:!

(i) Kazdé dva rizné body spojuje primka.

(ii) KaZdou primku lze na kazdé strané libovolné prodlouZit.

LV rtiznych edicich jsou axiomy/postulaty organizovany riizn&, sr. nap¥. s [Ey]. My odkazujeme na vydéani
odvozena z piekladu T. Heatha, viz [HTD].
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(iii) Lze vytvorit kruznici s libovolngm danym stiedem prochdzejici libovolngm jingm bodem.
(iv) Vsechny pravé uhly jsou shodné.

(v) Kdyz piimka protinajici dvé jiné primky tvoii vniting ihly na jedné strané mensi nez dva
pravé, pak tyto dvé piimky (dostatecné prodlouZeny) setkaji se na té strané, kde jsou uhly
mensi dvou pravijch.

V (i) a (ii) je pfimkou zfejmé myslena usecka, a to jedina. Postulaty (i)—(iii) pfedstavuji jediné
konstrukéni néstroje, se kterymi si celé Zaklady vystaci — idealni nekoneéné dlouhé pravitko
a idealni nekone¢né rozkrocitelné kruzitko. Konstrukce, které 1ze realizovat s témito nastroji se
nazyvaji eukleidovské konstrukce, viz téz dodatek 19.

Postuléat (i) je typickym axiémem incidence, postulat (iv) nam k& néco o zakladni relaci
shodnosti. Postulét (v) je pfezdivan jako dodatecny, nebot je pivodné formulovin dodatecné

az pied tvrzenim 1.29.2 Casto byva nahrazovin tzv. postuldtem o rovnobé&Zkach, se kterym je
ekvivalentni, viz odst. 4.4.

Obrazek 4.1: [A] Eukleidav dodateény postulat: a« + 8 < 2R = g a h se protinaji.

V Zékladech se v8ak pouziva nékolik pfedpokladi, aniz by byly jakkoli formulovany. Piesny
axiomaticky popis, zalozeny na tom Eukleidové, pochazi od D. Hilberta [Hi] (kolem 1900), viz
piilohu na str. 171. Eukleidovy nevyslovené axiomy se tykaji hlavné usporaddani a spojitosti.
Typicky axiém usporadani je napi.:

e Pro t7i rizné body leZici na jedné primce plati, Ze pravé jeden z nich je mezi zbylymi dvéma.

Tento pozadavek nam myj. ¥ika, ze pfimka neni uzaviena kiivka, coZ ze samotného postulatu (ii)
nevyplyva. To v dasledku znamena, Ze body na piimce lze usporadat a toto usporadani je aplné.
Uvédomte si, 7e teprve po této piipravé je moZné uspokojivé definovat pojem usecky! Axiomy
spojitosti je mozné nahradit jedinym, tzv. Dedekindovym axiémem. Ten lze v fe¢i usporadani
a tzv. Dedekindovych fezt formulovat nasledovné:

e Body na piimce neobsahuji (vzhledem k vgse zminénému uspoidddni) Dedekindovy fezy
typu ,skok“ a ,,mezera*.

4.2 Prehled

Od str. 165 je pfilozen stru¢ny piehled nejcitovanéjsich tvrzeni ze viech geometrickych knih podle
[Ha]. Nyni shrnujeme nékolik podrobnosti k jednotlivym kniham, viz [A].

21.29 = 29. véta v 1. knize Zakladi
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1. Zaklady planimetrie

Zakladni a dobfe znamé tvrzeni a konstrukce véetné vSech vét o shodnostech trojuhelnika (I.1-
26); teorie rovnobézek (1.27-31); v&ta o soutu vnitinich thlia v trojihelniku (I.32); obsahy
rovnobézniki a trojuhelniki (I.33—45); Pythagorova véta (resp. Eukleidova véta o odvésné)
a véta opacna (1.47—48).

K vybranym tématim se vracime v odst. 4.4 a 4.6.

II. O pravouhelnicich

Vétsina tvrzeni se tyka tzv. geometrické algebry; konstrukce zlatého fezu (II.11); kosinova véta
(I1.12-13); kvadratura obecného mnohouhelniku (I1.14).
K vybranym tématium se vracime v odst. 4.6, 4.8, 4.9 a 4.11.

III. Geometrie kruZnic

Véty o kruznicich, jejich prinicich a dotyku, seénach, teénach a asociovanych thlech: napf.
konstrukce te¢ny (II1.16-17); véty o stfedovych a obvodovych dhlech (III1.20—21), Thaletova
véta (II1.31), véta o usekovych thlech (II1.32); mocnost bodu ke kruznici (I11.35-37).

K vybranym tématim se vracime v odst. 4.12.

IV. Pravidelné mnohothelniky

Konstrukce nékterych mnohotihelnika vepsanych/opsanych dané kruznici a konstrukce kruznice
opsané/vepsané danému mnohothelniku: jmenovité pro obecny trojuhelnik (IV.2-5), Etverec
(IV.6-9), pravidelny pé&tidhelnik (IV.10-14), pravidelny Sestighelnik (IV.15), pravidelny 15-
titthelnik (IV.16).

K vybranym tématim se vracime v odst. 4.14.

V. Obecna teorie proporci

Mnohem abstraktnéjsi kniha nez ostatni, nezavisla na predchozich, nutna pro nésledujici; pojed-
nava o pomérech a proporcich obecnych veli¢in (proporce je rovnost dvou poméril), pficem? se
mysli i na nesouméFitelné veliciny (tj. veli¢iny, jejichz pomér neni raciondlni ¢islo, viz Def.V.5);
typické tvrzeni pro piedstavu: a:b=c:d=a:c=b:d (V.16).

VI. Geometrie podobnych utvara

Zakladni tvrzeni (VI.1) mluvi o proporcich mezi obsahy trojuhelniki a velikostmi jejich zékla-
den za piedpokladu, Ze maji stejnou vysku; charakterizace podobnych trojuhelnika (VI.2,4,5)
konstrukce geometrického prumeéru (Eukleidova véta o vysce) (VI.13); vyjad¥eni poméru obsahu
podobnych mnohothelniki pomoci koeficientu podobnosti (VI.19-20); pokracovani geomet-
rické algebry — feSeni obecné kvadratické rovnice (VI.28-29); dalsi zobecnéni Pythagorovy véty
(VL31).

K vybranym tématim se vracime v odst. 4.16 a 4.18.

VII. Zakladni aritmetika

Eukleiduv algoritmus k nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele danych ¢isel (VII.1-3); poméry
a souliny ¢isel (VIL.17-19);
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VIII. a IX. Teorie &isel

Geometrické posloupnosti Gisel; ¢tvercova a kubicka ¢isla; véta o poctu prvocisel (IX.20); suda,
licha a dokonal4 ¢isla.

X. Nesouméritelné veli¢iny

Nejobsahlejsi kniha ze vSech: definice (Def.X.1) a charakterizace (X.5-6) souméFitelnych a ne-
soumé&fitelnych velifin; existence nesouméfitelnych veli¢in (X.10); vztahy mezi souméFitelnosti
a pomeéry, soucty a dalsimi operacemi s veli¢inami; klasifikace nesouméritelnych veli¢in; ......

XI. Zaklady stereometrie

Véty o rovnobéZnosti a kolmosti piimek a rovin (XI.1-19); prostorové ahly (XI.20-23); o rovno-
b&Znosténech a jejich objemech (X1.24-37); dvé véty s trojbokymi hranoly (XI.38-39).
K vybranym tématam se vracime v odst. 4.20.

XII. Obsahy a objemy

Mysleno obsahy a objemy pomoci Eudoxovy exhaustivni metody: obsah kruhu (XII.2); objem
jehlanu (XII.3-9); objem vélce a kuzele (XII.10-15); objem koule (XII.18).
K vybranym tématim se vracime v odst. 4.20.

XIII. Pravidelné mnohostény

Véty o zlatém fezu (XIIL.1-6); véty o p&tithelniku (XIII.7-15); konstrukce pravidelnych mno-
hostént (XIII.13—17), porovnani jejich stran a zdavodnéni, Ze jich neni vice (XIII.18).
K vybranym tématim se vracime v odst. 4.21.

4.3 Cviceni
(1) Na vybranych pojmech porovnejte definice v Zakladech [E] s t&mi, které znate ze Skoly.
(2) Najdste n&jaké tvrzeni v Zékladech, které neznate ze Skoly, a naopak.

(3) Utvofte si pfedstavu o struktuie Zaklada — nejlépe tak, Ze si zapamatujete fazeni nékterych
vyznaénych tvrzeni v jednotlivych knihéach.

(4) Utvolte si pfedstavu o rozdilech mezi axiomatickym systémem Eukleidovym [E] a Hilberto-
vym [Hi], pFip. jinym.

4.4 Postulat o rovnobézkach

Jak jsme zminili vySe, postulat (v) je oznacovan jako dodatecny, nebot je pivodné formulovén
az pred tvrzenim 1.29 a nikoli na zacatku s ostatnimi. Tento postulat se bezprostiedné tyka
rovnobéznosti a ¢asto byva nahrazovan tzv. postulatem o rovnobézkach, se kterym je ekvivalentni,
viz Véta (%) na str. 14. Pfitom rovnobéznost piimek je definovana nasledovné (Def.1.23):

Primky jsou rovnobézné, pokud lezi v téZze roviné a nemaji zidny spoleény bod.




4 Zaklady 13

Co je na postulatu (v) nezavislé

Prvnich 28 tvrzeni v I. knize je na postulatu (v) nezavislych — jsou to napf.:

I.4  Veéta SUS.

[.5-6 Rovnoramenné trojtuhelniky jsou charakterizovany rovnosti thla pii zakladné.
1.8 Véta SSS.

[.11-12 Konstrukce kolmice k dané p¥imce danym bodem.

.16 Véta o vnéjsim dhlu trojuhelniku.

[ Zde se poprvé silné pouZiva nevyslovenych predpokladii o usporadani bodii na piimce. |
[.17-20 Znamé nerovnosti v trojihelniku.*
1.23 Konstrukce daného ihlu na dané polopiimce.
.26 Veta USU.

.27 Shodné stiidavé uhly implikuji rovnobéznost piimek.

[ Zdavodnéno nepiimo pomoci 1.16. |
Kromé téchto tvrzeni je na (v) nezavislé také napf.:

.31 Konstrukce rovnobézky k dané piimce danym bodem.

[ Konstrukce podle 1.23, zdivodnéni podle 1.27.]

\“ r

¢

{ 3

Obrazek 4.2: [A] 1.27: a = v = hllg. 1.29: hljg = a=1.

Co na postulatu (v) zavisi

Naopak, fada dalgich tvrzeni je na patém postulatu zavisla, pirip. je s nim ekvivalentni. Prvni
takové tvrzeni je:

[.29 Véta o st¥idavych thlech, viz obr. 4.2 (nebo pfilohu na str. 172).

[ Dokdzano nepiimo: o # v = a+  # v+ 8 = 2R # v + f; odtud podle (v) plyne, ze
se pfimky h, g protinaji, tedy nejsou rovnobézné. |

Pravé z 1.29 piimo vyplyva jednoznacnost rovnobézky sestrojené podle 1.31:

3To je hlavni diivod, pro¢ Véta 1.16 a viechny jeji diisledky neplati v eliptické geometrii (je# je lokalng mode-
lované na sfére)!
4Napf. .17 je tvrzeni opagné k postulatu (v), 1.20 je trojihelnikova nerovnost.
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Véta. Kazdym bodem ke kazZdé primce prochdzi pravé jedna rovnobézka.

Toto tvrzeni je asi nejznaméjsi véta, kterd je s postulatem (v) ekvivalentni. Dalsi tvrzeni zavisla
na tomto postulatu jsou:
1.32 Véta o souCtu vnitinich dhla v trojuhelniku, viz obr. 4.3.
[ Dokézéano pfimo z 1.29: CE||AB = o/ = a a #/ = 3; odtud plyne, zZe ¢/ + 8’ = a+ 8
aa+f+v=2R]

cy o

Obrazek 4.3: [A] 1.32: Vnéjsi dhel v libovolném trojuhelniku je roven souctu protéjsich
vnitinich whli a soucet vSech vnitinich ihli je roven dvéma pravym.

1.33-45 Véty o rovnobéznicich a trojuhelnicich a jejich obsazich, viz odst. 4.6.

1.47 Pythagorova véta, jakozto dvakrat Eukleidova véta o odvésné, viz obr. 4.4.

Diikaz. FBAG je ¢tverec a ihel BAC je pravy, tudiz body G, A, C lezi na jedné piimce,
a ta je rovnobézna s FB (1.27). Odtud obsah FBA = obsah FBC (1.37) = obsah ABD
(I.4) = obsah PBD (1.37). Proto méa ¢tverec FFBAG stejny obsah jako obdélnik PBDL.

Stejnym zpusobem se zdivodni, Ze ¢tverec KCAH mé stejny obsah jako obdélnik PCEL.
Dohromady tedy plati, Ze ¢tverec nad BC' ma stejny obsah jako soucet ¢tvercii nad BA
a AC. O

Obrézek 4.4: [A] 1.47: V pravodhlém trojihelniku BAC ozn. P patu vysky z vrcholu A.
Potom plati BP - BC = BA? a CP-CB = CA?, tudiz BC? = BA? + AC?.

Kromé téchto ukéazek z I. knihy zavisi na postulatu o rovnobézkich vétsSina geometrickych
tvrzeni z ostatnich knih Zakladua. . .
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4.5 Cvideni

(1) Pomoci ideélnich eukleidovskych néstroji sestrojte: kolmici k dané pfimce danym bodem,
rovnobézku k dané pifimce danym bodem apod.

(2) Pomoci omezenych eukleidovskych nastroju (kratké pravitko, malé nebo dokonce zaseknuté
kruzitko) sestrojte: spojnici dvou bodt, rovnostranny trojuhelnik, znovu (1) apod.

(3) Dokazte, Ze si umite predstavit sféricky trojuhelnik, ve kterém neplati I.16.

4.6 Kvadratura mnohouhelniku

Kvadraturovat ngjaky plosny utvar znamené sestrojit ¢tverec, ktery mé stejny obsah (pficemz
sestrojit jako obvykle znamend sestrojit eukleidovsky). Posloupnost tvrzeni v [E] (potinaje 1.34
a vrcholice I1.14) fesi tento problém pro libovolné mnohothelniky. Pojem obsahu neni v Zakladech
nijak vymezen, avSak naklada se s nim jako s kazdou jinou veli¢inou podle vyslovenych axiémii
(viz Common notions na str. 165). Zejména plati, ze shodné utvary maji stejny obsah.

Konstrukce

1.35-38 Rovnobézniky, resp. trojihelniky, se stejnou zédkladnou a vyskou maji stejny obsah.

[ Uvodni tyvrzeni 7 této série je na obr. 4.5: zdivodnén{ je zalozeno na shodnosti trojuhelnikii
ABE a DCF.]

A ED F D £
B c 8 c

Obrazek 4.5: [E ;] 1.35: Rovnobézniky se stejnou zdkladnou a vyskou maji stejng obsah.

1.42 Konstrukce rovnobézniku, jenz ma stejny obsah jako dany trojihelnik.

[ Pomoci prodlouzené stiedni p¥icky, viz nap¥. ¢ast obr. 4.9... |

1.43-45 Konstrukce rovnobézniku, jenz ma stejny obsah jako dany mnohothelnik.

Podrobnosti. Klicovy krok je v 1.44, viz obr. 4.6: Podle 1.42 se sestroji rovnobéznik FEBG,
jehoZ obsah je stejny jako obsah daného trojuhelniku; rovnobéznik FEAH se doplni tak,
aby AB byla dana usecka; spoji se HB, odtud K, dile M a L jako na obrazku. Kazdy
rovnobéznik je thlop#itkou rozdélen na dva stejné trojuhelniky (1.34), proto méa doplitkovy
rovnobéznik ABM L stejny obsah jako FEBG (1.43).
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E K
8- ¢ M
A £ ...L

Obrazek 4.6: [A] 1.44: Konstrukce rovnobéZniku, ktery ma danu jednu stranu a stejny
obsah jako dany trojahelnik.

Ostatni je ziejmé: Obecny mnohouhelnik lze vzdy rozdélit na trojihelniky; tyto trojihel-
niky lze podle .44 pFfeménit na rovnobézniky, které se shoduji v jedné strané (a vnit¥nich
uhlech); z téchto rovnobéznika lze slozit jeden rovnobé&Znik, a ten ma stejny obsah jako
dany mnohothelnik. O

11.14 Konstrukce ¢tverce, jenz ma stejny obsah jako dany mnohouhelnik.

Podrobnosti. Shrnuti pfedchoziho + vlastni kvadratura: Podle 1.45 se sestroji pravothelnik
BCDE, ktery mé stejny obsah jako dany mnohothelnik; doplni se F' tak, aby EF = ED,
dale G = stfed BF, kruznice GF' a bod H na této kruznici a na kolmici k BE. Potom,
podle IL.5 (viz obr. 4.10) a 1.47, plati

BE -EF + EG? = GF? = GH? = EG? + EH?,

tzn. BE - EF = EH?, tudiz EH je stranou hledaného &tverce. O

H

B G
. e
¢ D

Obréazek 4.7: [A] II1.14: Konstrukce strany ¢tverce, ktery ma stejny obsah jako dany
mnohotuhelnik.

Vsimnéte si, Ze se znalosti Thaletovy véty (ktera je v8ak formulovana az v I11.31) lze usecku
FEH interpretovat jako vy$ku v pravoihlém trojihelniku BHF'. V dikaze 11.14 se tedy vlastné
zduvodiuje tzv. Eukleidova véta o vysce.® Ke kvadratufe pravothelniku lze viak stejné dobte
pouzit Eukleidovu vétu o odvésné (viz 1.47), ktera pii rysovani vzdycky zabird o néco méné mista.

5Jiné zdiivodnéni Eukleidovy v&ty o vyice zaloZené na podobnosti trojuhelnikii plyne z VI1.8; konstrukce je
samoziejmé tataz, viz VI.13.
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Spousta piedchozich argumenti byla zalozena na shodnostech ¢asti, z nichz se skladaji dané
utvary se stejnym obsahem (viz napt. 1.35, 1.42). To znamend, Ze stejnoplochost 1ze v téchto
pripadech nazorné demonstrovat tak, ze se jeden utvar rozstitha a ze vzniklych ¢ésti se slozi ten
druhy.

Ve vyse diskutované kvadratuie mnohothelniku nemusi byt na prvni pohled zfejmé, jak by se
mély stithat stejnoploché pravouhelniky tak, aby z jednoho el slozit druhy. To si nyni vysvétlime
nad obr. 4.8:

Véta. Dva pravouhelniky maji stejng obsah pravé tehdy, kdyz jeden lze rozstiihat na ¢dsti, z nichZ
Ize slozit ten druhg.

Obrazek 4.8: Stithani stejnoplochych pravoiuhelnika.

Diikaz. Implikace zprava doleva je trividlni, dokazujeme pouze opac¢né tvrzeni:

Pravotuhelniky ADEF a ALM B polozime pies sebe a doplnime K jakozto pruse¢ik FFE a LM.
Podle 1.43 vime, ze ADEF a ALM B maji stejny obsah, pravé kdyz prusecik R = BM N DFE lezi
na thlopii¢ce AK doplnéného pravotuhelniku. Tato podminka je splnéna, pravé kdyz trojuhelniky
FBX aYDL jsou shodné, coz je ekvivalentni s tim, Ze jsou shodné trojiuhelniky FFEY a XM L.

Pokud uhlopticka F'L protind spoletnou ¢ast ADRB jako na obrézku, pak lze pravotuhelnik
ADEF rozstiihat podle usecek FY a BX, trojuhelnik F'BX pfesunout na Y DL, trojihelnik
FFEY pfesunout na XM L, ¢imZ dostaneme pravouhelnik ALM B. Pokud uhlopfi¢ka F'L nepro-
tiné spole¢nou ¢ast ADRB, pak je mozné napad se stfihanim a piesouvanim zopakovat nékolikrat
nebo vymyslet néjaké alternativni feSeni, viz cviceni. O

Odtud vidime, ze libovolny mnohotihelnik je mozné nejen kvadraturovat, ale dokonce rozstii-
hat tak, aby ze vzniklych ¢asti bylo mozné slozit ¢tverec. Tato pozorovani vedou k nasledujicimu
obecngjsimu zavéru, viz napi. [Ha, podkap. 24]:

Véta (Wallaceova—Bolyaiova—Gerwienova). Dva mnohothelniky maji stejng obsah prdvé tehdy,
kdyz jeden lze rozstiihat na éasti, z nichZ lze sloZit ten druhyj.

Kvadratura obecného trojihelniku spole¢né se stithanim, jez je odvozeno z predchoziho roz-
boru, je naznacena na obr. 4.9.

&
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Obrazek 4.9: [K. Nedvédova, 2009] Kvadratura obecného trojuhelniku se stithanim.

4.7 Cvideni

(1) Pravoihelniky K FBM a K EDF na obr. 4.8 maji stejny obsah. DokaZte, Ze umite rozstiihat
jeden tak, aby ze vzniklych ¢asti Sel slozit druhy.

(2) DokaZte, ze umite kvadraturovat obecny mnohothelnik.

(3) Uvédomte si, Ze kvadraturu specifického mnohouhelniku lze ¢asto provést specifickym a zpra-
vidla efektivnéjsim zpusobem. ..

(4) Uvédomte si, ze kvadraturovat jiné utvary nez mnohothelniky muZe byt docela problém (viz
19.1).

(5) Sestrojte svij vlastni dikaz Pythagorovy véty pomoci rozstithani dvou mensich ¢tverci.

4.8 Geometricka algebra

Tvrzeni, kterd se fadi do této skupiny, néjak souvisi (nebo mohou souviset) s algebrou a v Za-
kladech jsou koncentrovany zejména ve I1. knize. Pat¥{ sem také nap¥. tvrzeni 1.44 (viz obr. 4.6),
které lze chépat jako geometrické feSeni linedrni rovnice S = az, kde S je obsah daného troju-
helniku a a, resp. x je velikost dané, resp. hledané strany pravothelniku se stejnym obsahem.

Uvodnich nékolik tvrzeni ze II. knihy lze povazovat za znamé algebraické rovnosti v geomet-
rickém prevleku; na néasledujicich obrazcich jsou dvé takova tvrzeni na ukazku.

Obrézek 4.10: [A] I1.5: Pokud je C stFedem tsecky AB a D je libovolng bod mezi C a B,
potom plati AD - BD + CD? = CB2.
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Obrazek 4.11: [A] I1.6: Pokud je C stiedem tusecky AB a D je libovolny bod na téze
piimce vpravo od B, potom plati AD - BD + CB? = CD?2.

Poznamky

Jedna 7 moznych algebraickych interpretaci uvedenych tvrzeni je nasledujici. P¥i znaceni |AB| =:
ba |DB|=: x lze tvrzeni I1.5 psat jako

b\ _ (b o, b
(b—x);v+(2—x) —<2) neboli =z —bx—|—<2> =

Pii stejném znaceni lze tvrzeni I1.6 psat jako

b 2 b 2 . N b 2 b 2
(b+:r)z+(2> (2+x) neboli +bx+<2) <2+x> )

Uvedené upravy zname jako tzv. doplnéni do ¢tverce, jez je ve vétach I1.5-6 predstaveno maxi-
malné ndzornym zpusobem. Tyto Gpravy jsou také prvnim krokem k vyjadieni kofent obecné
kvadratické rovnice, k ¢emuz se jesté vratime v odst. 4.18. Specidlnim piipadem je konstrukce
zlatého fezu, viz nasledujici odstavec.

|
7N
NSNS
|
8
~~_
[V}

4.9 Zlaty fez

Zakladni konstrukce, kterou jesté nékolikrat zuzitkujeme, je konstrukce zlatého fezu. Zlaty fez
je specifické (a podle mnohych nejhez¢i mozné) rozdéleni usecky na dvé ¢asti (Def.VL.3):

Usecka je rozdélena ve zlatém fezu, pokud je pomér celé tsecky k vétsi ¢asti fezu stejny jako
pomér vétsi ¢asti fezu k mensi.

Jinymi slovy: bod H na tse¢ce AB lezi ve zlatém Fezu, pokud plati

BA:AH = AH : HB nebo AB:BH = BH : HA. (4.1)

Konstrukce

Klasicka konstrukce zlatého fezu je predstavena na obr. 4.12:

Véta (I1.11). Body A,C, E| F lezi na kolmici k AB, pricemz AC = AB, E = stied AC a EF =
EB; bod H je sestrojen tak, e AH = AF. Potom bod H je ve zlatém fezu isecky AB.
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F TG
LR
B (N
3 LY
% \\
A DL 1
E /1
¢! wl._ iy

Obrazek 4.12: [A] I1.11: Konstrukce zlatého fezu tsecky AB.

Diikaz. Zdivodnéni uvedené konstrukece plyne z I1.6 a z Pythagorovy véty:
CF-FA+ AE? = EF? = EB?> = AE? + AB?,

tj. CF-FA = AB?, coz znamend, ze obdélnik CFGK a ¢tverec ABDC maji stejny obsah. Tyto
pravouhelniky v8ak maji spoletnou ¢ast CAH K, takze pravouhelniky zvyraznéné na obrizku
maji také stejny obsah. Tzn. AH? = AB - BH neboli AH : BH = AB : AH. O

Poznamky

Konstrukce I1.11 v Zakladech ve skutecnosti nepojednava o zlatém fezu — o tom je fec¢ poprvé az
v V1.30. Zlatému fezu se dale vénuji tvrzeni XIII.1-6 v souvislosti s pétithelnikem a naslednymi
konstrukcemi pravidelnych mnohosténti, viz odst. 4.14 a 4.21. Uvadime jedno typické a uzite¢né
tvrzeni, viz obr. 4.13:

Véta. Pro étyii body A, H, B, L na jedné piimce takové, e AH = BL, plati: isecka AH je vétsi
casti zlatého Tezu tisecky AB pravé tehdy, kdyz tisecka BL je mensi ¢dsti zlatého Fezu isecky AL.
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Obrazek 4.13: Pokud AH = BL, potom H je ve zlatém fezu AB <= B je ve zlatém
fezu AL.

6Klasicka terminologie je v8ak jina: misto o zlatém Fezu se mluvi o poméru krajnim a stFednim.
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Diikaz. Podle 11.11 vime, ze AH je vétsi c¢asti zlatého fezu usecky AB, pravé kdyz obdélnik
CFGK ma stejny obsah jako ¢tverec ABDC'. Podle téhoz tvrzeni je BL mensi ¢asti zlatého
fezu AL, pravé kdyz BM N L m4 stejny obsah jako ABDC), pti¢emz NL = AL. Z ptfedpokladu
véty plyne, ze obdélniky CFGK a BMNL jsou shodné, tudiz uvedené vyroky jsou skutecné
ekvivalentni. O

Podéitani

Na zavér jesté naznacime, jak je mozné konstrukei I1.11 zdivodnit po¢etné. Smysl tohoto pocinani
bude oziejmen v odst. 4.18 — konkrétni vyjadieni sestrojované velic¢iny vzdy nabizi jisty navod
k jeji konstrukei.

Pocetni zdivodneéni II.11. Oznacime danou veli¢inu |AB| =: b, hledanou veli¢inu |AH| =: x.
Postupné vyjadiime viechny veli¢iny sestrojené na obr. 4.12:

|AE| = |EC| = %b, |EB| = ?b, |AF| = |AH| =z = \/52’ L
Definice zlatého fezu v naSem znaceni zni:
b:x=x:(b—2x),
coz je ekvivalentni s b(b — z) = 22 neboli
22 +bxr —b* = 0. (4.2)

Staci tedy ovérit, ze pfed chvili sestrojend veli¢ina z = @b je kofenem této kvadratické rovnice
— coz skutecné je. O

4.10 Cvideni

(1) Pripomente si klasickou konstrukei zlatého Fezu a vymyslete né&jakou svoji vlastni konstrukei

(navod: sestrojte postupné v/5, v/5 — 1, ‘/52_1).

(2) Rovnice (4.2) méa dva kofeny; vypocitejte také druhy kofen a zkuste jej n&jak geometricky
interpretovat.

(3) Pro danou usec¢ku DF sestrojte bod A tak, aby F' byl zlatym fezem usecky D A.
(4) Dokaite, ze plati (XIIL.4): Usecka AH je vétsi cisti zlatého Fezu tisecky AB pravé tehdy,
kdyz
AB? + BH? = 3AH".
4.11 Kosinova véta

Asi nejznaméjsim zobecnénim Pythagorovy véty je tzv. kosinova véta. V Zakladech samoziejmé
neni o funkci kosinus ani zminka, nicméné geometrické ¢ast kosinové véty je zde celd, viz obr. 4.14:

Véta (I11.12-13). V obecném trojuhelniku ABC ozna¢me D patu vysky z vrcholu B.

a) Je-li vnitrng whel w vrcholu A tupy, potom plati = + +2 . .
Je-1 hel holu A lati BC? = BA? + AC? DA - AC
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(b) Je-li vnitini iihel u vrcholu A ostryj, potom plati BC? = BA% + AC? — 2DA - AC.

Diikaz. DokaZzeme, Ze plati (a), druhy pfipad lze zdavodnit analogicky. V nasledujicim vypoctu
postupné pouzivame Pythagorovu vétu pro trojuhelnik BDC, tpravu étverce (DA + AC)? =
DA? + AC? +2DA - AC (jejiz geometrickou interpretaci lze najit v I1.4) a znovu Pythagorovu
vétu pro trojihelnik BDA:

BC? = BD? 4 DC? = BD* + (DA + AC)? =
= (BD? + DA?) + AC? +2DA - AC = BA* + AC? +2DA-AC. O

2]

Obrazek 4.14: [E;] IL12-13: V obecném trojuhelniku BAC ozn. D patu vysky z vr-
cholu B. Potom plati BC? = BA? + AC? £ 2DA - AC podle toho, zda je vnitini tihel
uw vrcholu A tupij nebo ostryj.

Poznamky

Pii obvyklém znaleni a := |BC|, b := |AC|, ¢ := |AB| a o := <BAC plati, ze velikost usecky
DA je rovna absolutni hodnoté ¢ - cos . Pfitom znaménko tohoto ¢isla je kladné, pravé kdyz
a < 90°. Odtud plyne, ze obé ¢asti pfedchozi véty muzeme psat soucasné jako

a® = b* 4+ ¢ — 2bccos a. (4.3)

Vgimnéte si, ze dosazenim specifickych hodnot za o dostavame diive dokdzana tvrzeni, ktera
byla pouzita v dilkkazu véty:

e a=90 a®>=0b2+c?+0 (Pythagorova véta),
e a=180 a?=(b+c)?=0>+c?+2bc (114),

e a=0% a’?=(b—c)??>=b*+c*—2bc (IL7).

4.12 O kruZnicich
Uvod

Obvykla definice kruZnice je nésledujici (Def.1.15):

Kruznice je rovinny Utvar tvoreny koncovymi body vSech usecek, které jsou navzajem shodné
a jejichz opac¢né koncové body splyvaji (ve stfedu kruznice).
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Na tvod zmihujeme nékolik tvrzeni (a jednu konstrukci) ze III. knihy Zaklada, jez se tykaji
dotyku.” Jejich zdavodnéni je veskrze elementérni s odkazy na zndmé nerovnosti v trojihelniku,
vétu SUS apod. Tyto postiehy budeme uzivat zejména v podkap. 5.

IT1.11-12 Spojnice stredi dotgkajicich se kruznic prochdzi dotykoviym bodem.

111.16,18,19 Piimka jdouci bodem na kruzZnici je tecnou, privé kdyz je kolmda k priméru prochd-
zejicim timto bodem.

II1.17 Konstrukce te¢ny z bodu ke kruznici (bez Thaletovy kruznice).

Kvali souvislostem piipomindme nékolik dalsich dobie znadmych tvrzeni. Tato skupina po-
znatki mifi k obzvlast uzitenému pojmu mocnosti bodu ke kruZnici, o némz se rozpovidame
v samostatném odstavci.

I11.20-21 Véty o stiedovych a obvodovych dhlech, viz obr. 4.15.

[ Trojahelnik ABE je rovnoramenny, proto jsou uhly u zakladny stejné, ozn. 8 (1.5); pro

Obrazek 4.15: [A] II1.20-21: Stiredovy uhel k dané iseci je dvakrdt vétsi nez obvodovy
(1 = 2a); proto obvodové ihly na téZe useci jsou viechny stejné.

II1.22 Véta o tétivovém Ctyruhelniku.

[Plyne piimo z II1.20 a 1.32.]

II1.31 Thaletova véta, viz obr. 4.16.
[ MoZno chapat jako spec. piipad IT1.20 nebo dokazat piimo z 1.32.]

Obrézek 4.16: [A] II1.31: Obvodovy ihel nad primérem kruznice je pravy (o + 5 = R).

"Dvé& kruznice, resp. pfimka a kruznice se dotgkaji, kdyz maji spole¢ny pravé jeden bod.
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I11.32 Véta o usekovych thlech, viz obr. 4.17.

[Podle II1.21 je uhel u A stejny jako thel u A’, ozn. a. Podle II1.31 je thel u C pravy.
Podle 1.32 je « + 8 = R a podle IIL.18 je ¢ + 8 = R; odtud plyne, Ze o = .|

Obrazek 4.17: [A| II1.32: Usekouvy 1ihel je stejnyj jako odpovidagici sihel obvodovy (p = ).

Mocnost bodu ke kruZnici

Mocnost bodu ke kruznici je velice uzite¢ny invariant, ke kterému dospéjeme na konci nasledujici
posloupnosti tvah.

Véta (II1.35-36). Pro seénu kruznice jdouci bodem D ozn. A a C odpovidagjici priseciky. Potom
plati, Ze soucin DC - DA nezdvisi na zvolené secné. V piipadé, Ze D lezi vné kruznice a B znaci
dotykovy bod tecny jdouci bodem D, plati

DC-DA = DB (4.4)

Obrézek 4.18: [A] I11.36: Pro libovolnou seénu jdouci bodem D plati: DC-DA = DB? =
konst.

Diikaz. V piipads, 7e bod D lezi vné kruznice jako na obr. 4.18, lze rovnost (4.4) dokézat né-
kolikerym uZitim Pythagorovy véty (pro trojihelniky DBE, DFE, CFFE) a pomoci IL.6 (pro
¢tvefici boda D, C, F, A):
DB? = DE? - EB? = DE? — EC? = (DF? + FE?) — (EF? + FC?) =
= DF? — FC? = (DF 4+ FC) - (DF — FC) = DA - DC.

To zejména znamend, 7ze soucin DC - DA je konstantni.
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V piipadé, Ze bod D lezi uvniti kruznice samoziejmeé redlna te¢na neexistuje, takze je nutné
uvazovat dvé razné secny prochéazejici timto bodem. Nékolikerym uzitim Pythagorovy véty a véty
IL.5 1ze podobné jako vyse zdavodnit, Ze souc¢in DC - DA je i v tomto p¥ipadé konstantni...® [0

Sou¢in DC' - DA je tedy zcela urfen danou kruznici a bodem D (a nikoli zvolenou se¢nou).
V ptipadsé, ze D lezi vné kruZnice, muZeme rovnost (4.4) pomoci stiedu E a polomé&ru r kruZnice
vyjadfit jako
|DE|? —r? (4.5)
(podle Pythagorovy véty pro trojuhelnik DBE). V p¥ipadé, ze D je uvnit¥ kruZznice, je tento
rozdil sice zaporny, ale jeho absolutni hodnota je rovna souc¢inu DC - DA. ..

Mocnost bodu D ke kruznici se stfedem E a polomérem r je redlné ¢islo definované rov-
nosti (4.5).

Mocnost je tedy kladné pro body vné kruznice, zaporna pro body uvniti kruznice a nulova pro
body na kruznici.

Dalsi pojmy

Uvazme dvé kruZnice, které se protinaji. Pak piimka urcen jejich spole¢nymi body mé tu vlast-
nost, ze kazdy bod na ni lezici ma stejnou mocnost k obéma kruznicim. V piipadé, ze se dvé
kruZnice dotykaji, ma jejich spole¢na tecna (jdouci spole¢nym bodem) zrovna takovou vlastnost.
Obecné:

Mnozina vSech boda v roviné, které maji stejnou mocnost ke dvéma danym kruznicim, se
nazyva chorddla.

00 00 C@ ) '6)

Obrazek 4.19: Chordéala dvou kruZnic.

Na prvni pohled nemusi byt ziejmé, jak vypada chordila v piipadé, Ze se dané kruznice ne-
protinaji. Pokud kruZnice maji spole¢ny stied, potom zadny (vlastni) bod nemtiZe mit stejnou
mocnost k obéma kruZnicim, tzn. chordéla neexistuje. V opatném piipadé je odpovéd v nasle-
dujici vété:

Véta. Chorddla libovolnigch dvou nesoustiedngch kruznic je piimka, kterd je kolmd ma spojnici
jejich stredi.

8 Alternativné (a snad i piehledn&ji) lze tuto vétu zdiivodnit pomoci podobnosti trojuhelnikii: Trojihelniky
DCB a DBA maji thel u vrcholu D spole¢ny a podle 111.32 je thel CAB shodny s thlem DBC. Tyto trojuhelniky
jsou tedy podobné (viz odst. 4.16). Odtud mj. vyplyva, e DC : DB = DB : DA neboli DC - DA = DB2.
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Obrazek 4.20: Chordéla je ptimka kolma na spojnici stieda.

Diikaz. Pii zdivodnéni pouzivame definici chordaly a Pythagorovu vétu, viz obr. 4.20:
Uvazme libovolny bod X na chordale; patu kolmice z bodu X na spojnici stfedd oznacime
P. Protoze X ma stejnou mocnost k obéma kruznicim, plati

|XSl‘2 - 7’% = |XSQ‘2 - 7’%,
(IXP|* +|PSi*) = ri = (IXP|* +|PSa|?) - 13,
|PS1|? — 7% = |PSy|* —r3.
Tzn., 7ze bod P taky lezi na chordéle. Protoze chordédla méa se spojnici stiedu spoleény praveé

jeden bod, je to zrovna P. Pata kolmice z kazdého bodu na chordale tedy bude splyvat s P, coz
znamend, ze chordala je pravé kolmice ke spojnici stedii jdouci timto bodem. O

Jesté jeden pojem souvisejici s mocnosti bodu ke kruznici:

Mnozina bodii, kterd mé stejnou mocnost ke tftem danym kruznicim se nazyvé potencéni stied
tii kruznic.

V generickém piipadé je potencni stfed urcen jednoznacné, ve specidlnich piipadech v8ak
viibec nemusi existovat (pfip. je nevlastni) nebo naopak nemusi byt uréen jednoznacné. ..

4.13 Cvideni

(1) Sestrojte (eukleidovsky!) te¢nu k dané kruznici z daného bodu; svoji konstrukei zdavodnéte
a porovnejte s konstrukei I11.17.

(2) DokaZte n&které vyse zmifiované a nedokazované tvrzeni, napi. I111.22.
(3) Sestrojte chordalu dvou kruZnic, které se neprotinaji.
(4) Udejte priklad tii kruZnic, které maji vice potenc¢nich stiedi.

&> (5) Sestrojte kruznici, kterd prochazi dvéma danymi body a dotyké se dané p¥imky.
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4.14 Pravidelny pétithelnik

Pravidelng mnohotihelnik je takovy mnohouhelnik, ktery mé v8echny strany a v8echny vnitini
thly shodné. Pravidelny (rovnostranny) trojihelnik je konstruovan v 1.1, pravidelny ¢tyiuhelnik
(Gtverec) je konstruovan v 1.46, dalsi pravidelné mnohothelniky najdeme v IV. knize a dodatky
k pravidelnému pétithelniku jesté ve XIII. knize. V tomto odstavci dikladné rozebereme pravi-
delny pétithelnik.

Postrehy

Piedpokladejme néjaky hotovy pentagram, ktery trochu prozkoumame. Tento ma jak strany, tak

I

Obrazek 4.21: [A] Analyza pravidelného pétithelniku.

vnitini thly shodné, méa pét os symetrii atp. Odtud podle obr. 4.21 vyvozujeme nékolik postiehu:
(1) AD||BC a BE||CD, takze BCDF je rovnobéznik.

(2) Obvodové uhly BAC, CAD, DAF atd. jsou vSechny shodné, takze trojuhelnik ABD ma tu
vlastnost, Ze je rovnoramenny a thly u zékladny jsou dvojnasobky thlu u vrcholu D.?

(3) Trojuhelniky ADE a EAF jsou oba rovnoramenné a maji spoleény uhel, takZze jsou po-
dobné. 10

Dausledky
Predpokladejme, ze médme dénu stranu AB a chceme sestrojit ostatni vrcholy.

(1) Z (1) plyne FD = BC = CD = BF. Pokud si jesté viimneme, 7e D lezi na ose usecky
AB, pak se nabizi rychla — nikoli v§ak eukleidovska — konstrukce bodu D a odtud celého
pétithelniku, viz obr. 19.6 na str. 137.

(2’) Z (2) plyne, Ze pokud se naucime sestrojit n&jaky zlaty trojthelnik, pak jiz snadno sestro-
jime zbylé vrcholy pétithelniku. Toto je pravé cesta, kterou najdeme v IV.10 a kterou zde
pro svoji nezpochybnitelnou pusobivost predstavime. Soucasné si tak pFipomeneme nékolik
vyznamnych tvrzeni z prvnich knih Zaklada hezky pohromadé:

Véta (IV.10). Necht usecka AK je delsi cisti zlatého Tezu isecky AB a bod L je takovy,
e AL = AB a BL = AK. Potom trojihelnik ABL je zlaty, tj. rovnoramenny a hly
u zdkladny jsou dvojndsobky uhlu zbyvajictho (B = 2a).

9Trojahelniku s témito vlastnostmi se ¥ika zlaty trojihelnik.
10Viz odst. 4.16.
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Obrazek 4.22: [Ha] IV.10: Konstrukee zlatého trojuhelniku.

Diikaz. V nésledujicim pouzivame znaceni jako na obr. 4.22:

e 7 konstrukee trojuhelniku AKL plyne, 7e AB : BL = BL : BK neboli BA-BK = BL?
(I1.11).

e Doplnime-li pro lepsi predstavu kruznici AK L, pak predchozi veli¢inu miZeme inter-
pretovat jako mocnost bodu B ke kruZnici; zejména BL je jeji te¢nou (II1.36-37).

e Usekovy tthel BLK je shodny s obvodovym thlem LAB (II1.32), tudiz thel ALB je
roven « + 4.

e Piitom trojuhelnik ABL je rovnoramenny, takze (1.5)
8 =a+?d.

e Uhel LK B je vn&j$im tthlem v trojihelniku AK L, proto je také roven a + ¢ (1.32).
e Odtud plyne, Ze trojahelnik BLK je rovnoramenny (1.6), tudiz KL = BL = AK.

e Proto také trojuhelnik AKL je rovnoramenny, tzn. (znovu 1.5)

a=294.

e Celkem tedy dostavame [ = 2, coz jsme méli ukazat. O
7 uvedeného zejména vyplyva nésledujici poznatek, ktery si jednou pro vidy vryjeme do
paméti:

Dusledek. Uhlopiicky v pravidelném pétivhelniku se navzdjem déli v pomérech zlatého
Tezu, jejichZ delsi ¢dsti jsou shodné se stranami pétivhelniku.

Z podobnosti trojahelniki v (3) lze pfedchozi tvrzeni vyvodit nasledovné:

Jing dikaz disledku. Odpovidajici si strany v podobnych trojihelnicich ADE a EAF jsou
umérné, tedy napi. AD : DE = EA: AF. Soucasné vSak plati DE = EA = DF, tudiz
AD: DF =DF : FA.

To znamené, Ze bod F lezi ve zlatém tezu tsecky AD. O
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Poznamky

Pomoci zlatého fezu, resp. zlatého trojuhelniku jsme se naudili sestrojit nékolik specifickych uhli,
které se zrovna hodi ke konstrukci pravidelného pétitihelniku. Z vlastnosti zlatého trojuhelniku
a z véty o sou¢tu vnitinich thlia obecného trojahelniku (1.32) plyne, Ze « + 238 = 5a = 180°,
tzn. o = 36°. VSechny mozné thly, které mizeme v pravidelném pétitahelniku pozorovat, jsou
celociselnymi nasobky pravé tohoto thlu.

Sestrojeni spravného uhlu je kli¢ové k tomu, abychom sestrojili pravidelny pétithelnik at uz
je zadan jakkoli — stranou, uhlopfickou, kruznici opsanou apod. (viz cvifeni).

Na obr. 4.23 je pfipomenuta konstrukce zlatého fezu K tsecky AB véetné trojihelniku ABL,
o kterém byla Fe¢ pied chvili. Velice uziteény poznatek je zformulovan v nasledujici vété: prvni
Gast véty nabizi jistou zkratku pii konstruovani pravidelného pétitthelniku vepsaného do kruznice,
na druhou ¢ast se budeme opakované odkazovat napf. pii rozboru pravidelného dvacetisténu (viz
odst. 4.21).

Ao 5
C

\ NG
>

Obrazek 4.23: [Ha] Ke konstrukei pravidelného pétiahelniku.

Véta. Usecky AB, AJ, resp. BJ na obr. 4.23 jsou shodné se stranami pravidelného Sestivhelniku,
desetiithelniku, resp. pétiihelniku vepsaného do naznacené kruznice.

Zegmeéna plati, Ze strana pravidelného pétivhelniku vepsaného do dané kruZnice je preponou
v pravouhlém trojihelniku, jehoZ odvésnami jsou strana pravidelného Sestiihelniku, resp. deseti-
whelniku vepsaného do téZe kruznice.

Diikaz. Druhou c¢ast tvrzeni lze najit v XIII.10 s ryze geometrickym zduvodnénim. V naSem
provedeni tato ¢ast piimo plyne z konstrukce, takze dokdZeme jenom ¢ast prvni, a to pocetné.
Délku strany pravidelného n-thelniku vepsaného do kruznice s polomérem r = |AB| oznacime
ap. Cheeme ukézat, ze ag = |AB|, a1o = |AJ| a a5 = |BJ|:

(a) Rovnost ag = |AB| je zfejma (pravidelny Sestithelnik je sloZen ze Sesti rovnostrannych
trojthelniki).

(b) Stfedovy thel odpovidajici strané vepsaného desetithelniku je 36°, coz je pravé thel u vrcholu
A ve zlatém trojuhelniku ABL. Plati tedy a19 = |BL|. Z konstrukce v8ak vime, ze |BL| =
|AK| = |AJ|, plati tedy a9 = |AJ]|.
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Usecka AK je delsi ¢asti zlatého fezu tsecky AB, jeji velikost umime (na zakladé pocitani
v odst. 4.9) vyjadiit takto:

r
ajp = 5(\/5 - 1)
(c) St¥edovy uhel odpovidajici strané vepsaného pétithelniku je 72°. Odtud pomoci kosinové

véty milzeme vyjadfit
as =1rv2— 2cos72°.

Uhel 72° je také vnitinim thlem u vrcholu B ve zlatém trojuhelniku ABL, jehoz viechny
strany zname. Pomoci kosinové véty v tomto trojihelniku umime vyjadfit

1
cos72° = 1(\/5— 1).

Dosazenim do pfedchoziho vyjadieni a po drobné tpravé dostavame

as = g\/m— 25.

Z Pythagorovy véty v trojihelniku ABJ (a z pfedchoziho vyjadieni |AJ| = ajg) vyjadiime
velikost pfepony BJ a zjistujeme, Ze skutetné plati a5 = |BJ|. O

Uvedené pocitani opét neni samotcelné — chceme Ctenafe pripravit na fenomén sestroji-
telnosti geometrickych veli¢in, ke kterému se vracime v odst. 4.18. Teprve s témito postiehy
je mozné dokézat, ze ne vSechny pravidelné mnohoihelniky jsou sestrojitelné eukleidovskym
pravitkem a kruzitkem, viz vétu 19.1 na str. 136.

4.15 Cvideni

(1) Sestrojte pravidelny pétitithelnik, je-li dana jeho strana, p¥ip. uhlopficka, kruznice opsané, ¢i
vepsana.

(2) Uvédomte si, Ze kazdou z piedchozich konstrukei umite zrealizovat nékolika riiznymi zpusoby.
(3) Dokazte tvrzeni XIII.10 bez pocitéani.

(4) Sestrojte pravidelny patnactitihelnik a pokuste se o jiny pravidelny mnohothelnik.

4.16 Teorie podobnosti

Nékolikrat jsme v pfedchozim vykladu naznadili, jak elegantné vyuzit podobnosti jistych troj-
ihelnik.!! ProtoZe podobné obraty jsou velice hojné a uZiteéné, pfipomeneme si zde nékolik
zékladnich véci.

Zakladni definice

V Zakladech je podobnostem vénovana VI. kniha, jez zaina touto zakladni definici (Def.VI.1):

11Viz nap¥. poznamku k ditkazu véty T111.35-36 na str. 24 nebo rozbor pravidelného pétitthelniku v odst. 4.14.
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Trojuhelniky (obecnéji, mnohothelniky) jsou podobné, pokud maji po dvou shodné vnitini
ihly a strany u shodnych thld maji amérné.

Této definici samoziejmé predchdzi vymezeni dmeérnosti, tedy rovnosti poméru veli¢in. To-
muto tématu se zevrubng vénuje celd (pozoruhodné, i kdyZ dnes pomérné tézko srozumitelna)
V. kniha. Odtud citujeme jednu ze zakladnich definici (Def.V.5):

Veli¢iny a, b jsou ve stejném poméru jako veliiny c, d,
a:b=c:d,
pokud pro kazda ¢isla m, n plati

> >
nazmb@}nczmd.

Cisly se samoziejmé mysli ¢isla celd, veli¢iny jsou pro moderniho ¢tenéfe ¢isla readlna. Predchozi
definici lze tedy interpretovat takto:
Realna cisla r (= §) a s (= §) jsou si rovna, pokud pro kazdé racionélni ¢islo ¢ (= 2*) plati

7’2 <:)>sZ
= ¢

Nejpozdéji nyni by se ndm méla vybavovat konstrukce redlnych ¢isel z racionalnich pomoci tzv.
Dedekindovych fezi. . . 2

Zakladni véty

Prvni a snad i nejcastéji citované tvrzeni je VI.1. Dale uvaddime charakterizaci imérnosti tsecek na
ramenech ahlu (VI.2) a odtud plynouci ekvivalenci mezi ur¢ujicimi vztahy v definici podobnych
trojuhelnika (VI.4-5). Mezi zékladni tvrzeni Fadime jestd VI.19-20 vyjadiujici pomér obsahi
podobnych dtvaria pomoci koeficientu podobnosti a odtud plynouci zobecnéni Pythagorovy véty
(VL31)...

VL1 Pomér obsahii trojuhelniki (resp. rovnobézniki) se stejnou vyskou je stejny jako pomér
délek jejich zdkladen.
[ Tvrzeni piimo vyplyva z vty o rovnosti obsahi trojuhelnika (I.38) a z vySe uvedené
definice rovnosti poméru. | &

V1.2 Primka je rovnobéznd s jednou stranou trojuhelniku prdvé tehdy, kdyz proting zbylé dvé
strany umeérne.

Diikaz. Podle véty VI.1 (se znafenim jako na obr. 4.25) vime, Ze

SD': SD = obsah SD’E : obsah SDE,
SE': SE = obsah SE'D : obsah SED.

12Realné &islo r jakozto Dedekindtv fez je uréeno mnoZinou viech racionalnich &isel, které jsou < r (p¥ip. > r).
Rovnost redlnych ¢isel je tak definovana jako rovnost odpovidajicich mnoZzin &isel racionalnich.
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Obrazek 4.24: [E;| VI.1: obsah ACB : obsah ACD = CB : CD.

Pfitom jmenovatelé na pravé strané jsou titiz a trojuhelniky SD’'E a SE’'D maji spole¢ny
prunik SDE. Tyto trojuhelniky tedy maji stejny obsah, pravé kdyz maji stejny obsah troj-
thelniky DED’ a DEE'’. Trojthelniky DED’ a DEE’ vSak maji spole¢nou stranu, tudiZ
(podle 1.38-39) maji stejny obsah, pravé kdyz maji stejnou vysku. Celkem tak dostavame,
7e SD': SD =SFE': SE < D'F'|DE. O

V1.4-5 Trojuhelniky maji po dvou shodné vnitini uhly, pravé kdyzZ strany u shodngch whli jsou
Umerné.
[ Implikace zleva doprava je dusledkem VI.2. Pro opa¢né tvrzeni uvazme pomocny trojihel-
nik ABD, ktery méa shodné vnitini uhly s trojuhelnikem A’ B’C’. Pomoci pravé dokazaného
tvrzeni se snadno ukézZe, Ze trojuhelniky ABD a ABC jsou shodné... |

S a

Obrazek 4.25: |A] (a) VI.2: SD': SD = SE': SE < D'E’|DE.
(b) VI4-5:a=cd"af=0Fay=+ <<b:c=b:a c:a=c:d a a:b=d:V.

Ekvivalence VI.4-5 se sugestivnéji zapisuje jako

a=d ap=pay=7<=d:a=V:b=c:c

Pro podobné trojuhelniky je tedy pomér ¢’ : a =¥ : b = ¢’ : ¢ konstantni. Tento pomér, jakozto
(kladné) reélné cislo, se zove koeficient podobnosti.

VI.19-20 Pomér obsahi podobnijch trojihelniki (mnohotihelniki) je stejny jako pomér druhgch
mocnin odpovidajicich stran.'®

13 Jinak feeno: Je-li koeficient podobnosti podobnych mnohothelnikii roven k, potom pomér jejich obsahi je
roven k2. Pokud je nahodou koeficient roven 1, potom jsou trojahelniky shodné, zejména maji stejny obsah.
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Dikaz. Pomocny bod G na obr. 4.26 je takovy, 7e EF : BG = BC : EF. Podle predpokladu
je AB : DE = BC : EF (= koeficient podobnosti, ktery oznac¢ime k). To znamena,
7¢ AB : DE = EF : BG, odkud lze velmi podobnym zpusobem jako v dikaze véty VI.2
vyvodit, Ze obsah ABG = obsah DEF. Pomoci této rovnosti, véty VI.1 a jedné dalsi apravy
tak dostévame:

obsah ABC : obsah DEF = obsah ABC : obsah ABG =

=BC:BG = (BC: EF)-(EF : BG) = k*.

Rozgifeni véty na podobné mnohotihelniky se udéla standardné pomoci triangulace... [

A

B G C E

Obrazek 4.26: [E ;] VI.19: Pro podobné trojuhelniky ABC a DEF plati, Ze obsah ABC :
obsah DEF = AB?: DE? = ...

VI1.31 Zobecnéni Pythagorovy véty, viz obr. 4.27.
[Plyne z Pythagorovy véty a VI.20. ]

A

Obrazek 4.27: [E;] VI.31: Pokud jsou mnohothelniky nad stranami pravouhlého troji-
helniku podobné, potom obsah mnohothelniku nad pireponou je roven souctu obsahi téch
nad odvésnami.

Poznamky

Dusledkem véty VI.1 (nikoli naopak!) je vSeobecné znamy vzorecek pro vypocet obsahu troji-
helniku:



34 II Klasickd konstrukéni geometrie

kde S = obsah trojihelniku, a = velikost jedné strany a v = velikost vysky na tuto stranu.
Cela teorie podobnosti je od zatatku do konce zavisla na postulatu (v) o rovnobé&zkich
(odst. 4.4). To je patrné z predchozich odkazi na véty o obsazich trojuhelnika (I1.38-39), jejichz
zdavodneéni se neobejde bez véty o stiidavych ahlech (I1.29)!
Pomoci podobnosti trojihelnikt je mozné dokazat fadu dfive zminovanych tvrzeni tspor-
néjsim, i kdyz ve své podstaté méné elementarnim zpisobem. Typickymi piiklady jsou napi.
Eukleidovy véty o odvésné a o vysce (sr. s vétou VIL.8).

4.17 Cviceni
(1) Dokazte vétu VI.3, viz obr. 4.28.

Obrazek 4.28: [E | VI.3: AD je osou whlu BAC <= DB : DC = AB : AC.

(2) Pomoci podobnosti trojuhelniki dokaZzte Eukleidovu vétu o odvésné, resp. o vysce.

(3) Najdste v textu dalsi tvrzeni, k jejichz zdavodnéni je — nebo miZze byt — uZito podobnosti.

4.18 Sestrojitelné veliCiny

V predchozim textu jsme se nékolikrat dotkli problému sestrojitelnosti redlnych veli¢in. Kon-
strukci té ¢i oné veli¢iny chapeme jako konstrukci redlného ¢isla, které onu veli¢inu zastupuje.
Vzhledem k tomu, ze v eukleidovské geometrii neexistuje zddnad kanonicki jednotka, musi byt
tato né&jak specifikovana predem. Zakladni uloha, které chceme v tomto odstavci porozumét, zni:

e Rozhodnéte, zda je dané realné ¢islo sestrojitelné. Pokud ano, tak jej — vzhledem k dané
jednotce — sestrojte.

Jako obvykle médme na mysli vyhradné konstrukce pomoci eukleidovského pravitka a kruzitka.

Realna ¢isla reprezentujeme tseckami, jejichz velikosti jsou vzdy nezaporné. Pokud tedy po-
tfebujeme operovat se zadpornymi veli¢inami, musime u odpovidajicim tsecek jejich zapornou
hodnotu néjak oznagit. . .

Opakovani

Algebraické operace, které umime s pravitkem a kruzitkem reprodukovat, jsou nasledujici:

e Sc¢itani a odé&itani redlnych Cisel je z konstrukéniho hlediska trividlni — odpovida prikla-
déani a odebirani usefek na piimce (viz napi. diskuzi nad obr. 4.10 a 4.11).

e Konstrukci souéinu dvou realnych ¢isel umime zduvodnit nejméné dvojim zptusobem —
na obr. 4.6 oznatme |AB| =1, |HA| =a, |LK|=ba |HL| = z:
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(a) za piedpokladu, Ze na obrazku jsou samé pravothelniky, miZeme disledek véty 1.43
formulovat jako
a-b=x-1 neboli z=ua-b.

(b) bez ohledu na to, zda jsou na obrazku pravouhelniky nebo pouhé rovnobézniky, z po-
dobnosti trojuhelnikt HAB a HLK podle véty V1.4 plyne

a:1=z:b neboli z=ua-b.

Podil dvou redlnych &isel 1ze sestrojit obdobné, akorat by se v konstrukcich prohodil vy-
znam nékterych veli¢in, napt. b a x. Je zfejmé, Ze v obou piipadech muzeme pocet Car ve
vlastni konstrukci podstatné eliminovat.

e Eukleidova véta o odvésné, resp. o vysce (ve specifickych pfipadech také véta Pythagorova)
poskytuje navod ke konstrukci druhé odmocniny z libovolného realného ¢isla — viz napf.
obr. 4.7: pokud je |[BE| =1, |[EF| =a a |EH| = z, potom

1-a=2% neboli z=+/a.
Zaveér
Z uvedeného opakovani plyne, ze jsou-li a a b sestrojitelné redlna ¢isla, pak také
a+b, a—b, a-b, a:b Va

jsou sestrojitelna ¢isla. Opakovanim téchto operaci muzeme sestrojovat dalsi a dalsi ¢isla — ve
skutecnosti plati, ze takto lze vycerpat vSechny eukleidovsky sestrojitelné veli¢iny:

Véta. Redlné cislo je sestrojitelné eukleidovskym pravitkem a kruZitkem pravé tehdy, kdyz jej lze
vyjadiit pomoci konecéného poctu 1 a operaci +, —, -, :, NE prip. zdvorek.

Idea dikazu. Jeden smér této ekvivalence mame rozmysleny, zdivodnéni opacného sméru je
veskrze algebraické a vypada zhruba takto:'*

Zacneme s tseckou piedstavujici jednotku a pomoci pravitka a kruzitka sestrojujeme dalsi
body, resp. tusecky. Jakykoli eukleidovsky sestrojitelny bod v roviné vznikd z jiz sestrojenych
bodu jako prinik dvou piimek, prinik piimky s kruznici nebo prunik dvou kruznic. Algebraicka
interpretace kazdé takové konstrukce vede k feSeni soustavy dvou rovnic stupné nejvyse dva ve
dvou proménnych. Eliminaci jedné proménné dostaneme kvadratickou rovnici, jejiz koeficienty
jsou sestrojitelnd cisla! Kofeny libovolné kvadratické rovnice vSak lze vyjadfit pomoci jejich
koeficienti a vySe zmifiovanych algebraickych operaci, viz (4.6). Odtud plyne, Ze soufadnicové
vyjadieni kazdého nového bodu, a tedy i velikosti vSech sestrojenych tsecek, jsou uvedeného
tvaru. .. O

Poznamky

Vzhledem k dané jednotce lze pomoci operaci + a — sestrojit libovolné celé ¢islo, pomoci operaci
- a : 1ze sestrojit libovolné racionélni ¢islo. Spolu s operaci va lze sestrojit mnoho iracionalnich
¢isel, nikoli v8ak vSechna iracionalni, natoz pak transcendentni ¢isla. At délame, co d&lame, drtiva
vét8ina realnych ¢isel eukleidovsky sestrojit nelze! Nejznaméjsi a nejzajimavéjsi dasledky této
skutec¢nosti komentujeme v dodatku 19.1 na str. 134.

14Presndjsi formulace 1ze najit napt. v [Ha, Mars] nebo [L].
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Vyse uvedenou charakterizaci sestrojitelnych veli¢in samoziejmé v Zakladech nenajdeme.
Souvisejici tlohou, kterd v Zakladech vyfeSend je, je urceni kofent obecné kvadratické rovnice
(viz V1.28-29). Algebraické odvozeni za¢ina doplnénim do ¢tverce:

2?24+ br+c=0,
b\> /b))’
i (3) = (5) -
b\  /b\°
(“2) :(2> o

coz po odmocnéni a tpravé vede k dobfe znamému vyjadieni

b b\ 2 , —bE Vb2 —dc
—¢ neboi r=—"—"——.

=24
x 2 2

- (4.6)

Pokud by vedouci koeficient nebyl 1, mazeme jim hned na zac¢atku celou rovnici délit a potom
jen predchozi dpravy zreprodukovat. . .

4.19 Cviceni

(1) Vzhledem k dané jednotce sestrojte %, 7”02_2‘/5 apod.

(2) Sestrojte kotfeny obecné kvadratické rovnice.

(3) Zkuste svoje feSeni piedchozi ilohy né&jak optimalizovat — viz nap¥. rovnici (4.2) a jeji FeSeni
na obr. 4.12.

4.20 Trocha stereometrie, objemy téles a obsah kruhu

Stereometrie zacing v Zakladech XI. knihou, v jejimz vodu jsou definice zdkladnich prostorovych
atvari, jejich vztahi a vzajemnych poloh. Nasi pozornosti by nemély uniknout definice rovno-
béznosti a kolmosti pfimek a rovin, prip. jejich pozdéjsi charakterizace. Zde je nékolik ukézek,
na které se budeme pfilezitostné odkazovat (prvni dvé definice zname jiz z I. knihy):

e Piimky jsou rovnobézné, pokud lezi v téze roviné a nemaji zadny spole¢ny bod.

e Pokud jsou vedlejsi tthly vymezené dvéma protinajicimi se pfimkami shodné, pak kazdy
z téchto hli se nazyva pravy a piimky se nazyvaji kolmé.

e Neprotinajici se piimky jsou kolmé, pokud rovnobézka k jedné pfimce protinajici primku
druhou je k ni kolma.

e Piimka je kolmd k roviné, pokud je kolma ke vSem pifimkam, které v ni lezi.

e Dvé roviny jsou kolmé, pokud piimky, které lezi v jedné z téchto rovin a jsou kolmé k pri-
se¢nici rovin, jsou také kolmé ke druhé roving (ekvivalentné: pokud jedna z rovin obsahuje
piimku, ktera je kolméa ke druhé roving).

e Roviny jsou rovnobézné, pokud se neprotinaji.
e Apod.

Kromé toho, jsou zde standardni definice zékladnich téles, které neni nutné opakovat. Ve
zbytku tohoto odstavce se stru¢né zminime o jejich objemech. . .
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Objemy jednoduse

Podstatna ¢ast XI. knihy se vénuje rovnobé&Znosténim a jejich objemum. Cela teorie je velmi
podobna tomu, co zname z 1., resp. VL. knihy pro rovnobé&zniky.'?

X1.29-30 Rowvnobéznostény se stejnou zdkladnou a stejnou vijskou maji stejny objem.

[ Zduvodnéni pomoci pfesouvani shodnych ¢asti (sr. s vétou 1.35 na str. 15). ]

g K

A

Obrazek 4.29: [E;] X1.29: objem AH = objem AK. XI.30: objem AK = objem AR =
objem AH.

X1.32 Pomér objemi rovnobéznosténi se stejnou vyskou je stejny jako pomeér obsahi jejich zd-
kladen.

[ Dikaz je naprosto analogicky tomu, co zndme z VI.1 (viz str. 31)... |

P
ARANRAY
IS =B

Obrazek 4.30: [E ;] XI1.32: objem AU : objem ED = obsah AF : obsah EC

XI1.33 Pomeér objemii podobnijch rovnobéinosténi je stejny jako pomér tretich mocnin odpovida-
jicich stran.

[Plyne z ptedchoziho a z véty VI.1 (sr. s VI.19-20 na str. 32).]

15V nasledujicim zkracujeme takto: napf. AH zna¢i podle kontextu rovnobé&znik nebo rovnobé&znostén s thlo-
pfickou AH.
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Poznamky. Z dikazu véty X1.30 vyplyva nasledujici poznatek (sr. s vétou 4.6 na str. 17):

e Dva rovnobézZnostény maji stejny objem pravé tehdy, kdyz jeden lze rozdélit na éasti, z nichZ
lze sloZit ten druhy.

Jako disledek véty XI.32 dostavame znadmy vzorecek pro vypocet objemu rovnobéznosténu
(obecné&ji hranolu):
V=5 w,

kde S = obsah podstavy a v = velikost odpovidajici vysky...

Objemy pomoci Eudoxovy metody

Mize to vypadat prekvapivé, ale diskuze je mnohem komplikovanéjsi, uz kdyz se za¢nou studovat
jehlany. Zakladni tvrzeni, které se tykd objemu jehlant, je obsazeno v XII.5-6. Jedna se o troj-
rozmérnou verzi té ¢asti véty VI.1, kterd pojednava o trojuhelnicich. Tato véta je vSak dokézana
pomoci Eudoxovy exhaustivni metody, coz je starovéka predchidkyné infinitezimélnich uvah, jak
je zndme z matematické analyzy.

XII.5-6 Pomér objemii jehlani se stejnou vyskou je stejny jako pomér obsahii jejich zakladen.

[Dukaz je zalozen na déleni jehlanu na dva trojboké hranoly se stejnym objemem a dva
shodné jehlany jako na obr. 4.31... ]

£

Obréazek 4.31: [E;] XIL5: Pro jehlany se stejnou vyskou plati, Ze objem ABCG :
objem DEFH = obsah ABC : obsah DEF'.

XII.7 Objem trojbokého jehlanu je roven tietiné objemu hranolu se stejnou zdkladnou a stejnou
vyskou.
[Dusledek XIL5. |

XII.8 Pomér objemi podobnych jehlani (mnohosténi) je stejny jako pomér tfetich mocnin od-
povidagicich stran.

[ Trojrozmérné verze VI.19-20 (str. 32); plyne z pfedchoziho a z véty XI1.33.]

Odtud jsou opét pomoci Eudoxovy metody odvozena obdobna tvrzeni pro kuzely a valce,
ktera preskakujeme (viz XII.10-16). O koulich se zminime za chvili. ..
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Obrazek 4.32: [E;] XIL7: objem ABCD = objem BCDE = objemCDEF =
3 objem ABCDEF.

Poznamky. Nad diukazem véty XII.5 se objevuje piirozend otazka, zda toto tvrzeni nelze zda-
vodnit elementarnéji pomoci stithani a skladani jako vySe. Z této otézky se postupné stal velice
zajimavy problém, ktery byl Gplné vyieSen az v roce 1900 M. Dehnem:'¢

Véta (Dehnova). Pro dva mnohostény se stejnym objemem plati, Ze jeden lze rozdélit na cdsti,
z nichZ lze sloZit ten druhy, pravé kdyZ tyto mnohostény maji stejnyj tzv. Dehniv invariant.

To zejména znamend, Ze trojrozmérné analogie Wallaceovy—Bolyaiovy—Gerwienovy véty (str. 17)
obecné neplati!

Disledkem XII.5-6 je, Ze jehlany se stejnou zdkladnou a stejnou vyskou maji stejny objem.
7 XI1.7 poté vyplyva, ze objem obecného jehlanu je tfetinovy vzhledem k objemu hranolu se
stejnou zakladnou a stejnou vyskou:

1
VZES"U,

kde V = objem jehlanu, S = obsah podstavy a v = velikost odpovidajici vysky. Obdobné vztahy
plati také pro kuzely a valce.

O kruhu a kouli

XII. kniha za¢ind, resp. konéi studiem obsahu kruhu, resp. objemu koule:

XIL.2 Pomeér obsahi kruhi je stejny jako pomér druhgch mocnin jejich primeéri.
XII.18 Pomeér objemi kouli je stejny jako pomér tietich mocnin jejich priméri.

Obé tato tvrzeni jsou taktéz dokdzana Eudoxovou metodou:

Kruhy (resp. koule) jsou vyCerpavany mnohothelniky (mnohostény), u nichz p¥islusné pro-
porce zname. ProtoZe kazdé dva kruhy (koule) jsou podobné a tyto se vycerpavaji analogicky, jsou
odpovidajici mnohothelniky (mnohostény) také podobné. Zakladnim tvrzenim v celé anabazi je
proto véta VI.20, kterou jsme citovali na str. 32 (resp. jeji trojrozmérna verze XII.8, kterou jsme
citovali pied chvili). ..

Poznamky. Pii obvyklém znac¢eni muzeme obsah tvrzeni XII.2 psat jako

Sy :Sy=r?:rZ neboli S;:7%=S:73 = konst. (4.7)

16podrobnosti 1ze najit napi. v [Ha, podkap. 27].
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]
&

£

Obrazek 4.33: [E;] XIL1.2: Obsah kruhu BD : obsah kruhu FH = BD? : FH?.

a tvrzeni XII1.18 jako
Vi:Vo= r‘f : TS neboli Vj : ri’ =V5: rg = konst.
Obé tato tvrzeni podstatnym zpisobem doplnil Archimédés:
Véta (Archimédova).

o Obsah kruhu je roven obsahu pravouhlého trojihelniku, jehoZ jedna odvésna je shodnd s po-
lomérem, druhd s obvodem kruhu.

e Objem koule je roven dvéma tietindm objemu opsaného vdlce.

Prvni ¢ast véty tika, ze S = %r -0, kde 7 = polomér kruznice a o = jeji obvod. To spolu s rovnosti
(4.7) dava
1

S:§r-o:konst-r2.

To znamen4, Ze stejna konstanta vystupuje ve vyjadieni jak obsahu, tak obvodu kruhu v zavislosti
na jeho poloméru. Tradi¢né se tato konstanta znaci 7, tudiz

S=7n-12 a o=2r-71.

Z druhé ¢asti véty plyne, ze tataz konstanta m figuruje také (mozna prekvapive) ve vyjadient
objemu koule v zévislosti na jeho poloméru:

2 2 4
V= §(S - 2r) = §(7T7“2 -2r) = §7T’I“3.

4.21 Platonska télesa

Celé Zaklady vrcholi popisem konstrukci pravidelnych konvexnich mnohosténi, jejich klasifikaci
a diskuzi pomért jejich stran vzhledem k poloméru opsané sféry (XII1.13-18).

Pravidelnyg konvexni mnohostén je konvexni mnohostén, ktery mé stejny pocet stén kolem
kazdého vrcholu a jehoZ stény jsou navzdjem shodné pravidelné mnohothelniky.

Pravidelné konvexni mnohostény maji fadu dalgich vlastnosti, které v definici uvedeny nejsou,
ale které z ni plynou — maji vSechny sténové uhly shodné, lze je vepsat do koule atd., viz
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[Ha, podkap. 44]. Pravidelné konvexni mnohostény jsou znamy také jako Platénskd télesa,'” viz
obr. 4.34.

i Clrstén #krychle osmistén
Vel fmb, Seh vl helZ s=6 y=b, h=l2, =8
(43) (6,) (53)
dvandelistén dvacetistén
y=20, fr=30, s=/2 yml2, frmdl s=20
(1%5) (203)

Obrazek 4.34: [Ko| Pravidelné konvexni mnohostény.

Rozbor ¢tyisténu, krychle a osmisténu je velmi snadny, pro¢ez je ponechan jako cvifeni
(viz XIII.13-15). Ve zbytku tohoto odstavce si rozebereme konstrukeci pravidelného dvacetis-
ténu (XIII.16) a dvanactisténu (XIII.17). Opakované se budeme odkazovat na pomocné tvrzeni
XIIT.4 (viz cvifeni 4.10(4)) a XIII.10, které jsme parafrazovali jako ¢ast véty 4.14 na str. 29:

XIIT.10 Ze stran pravidelného pétiihelniku, Sestivhelniku a desetiihelniku, jenZ jsou vepsdny do
téze kruznice, lze vytvorit pravoiuhly trojuhelnik, jehoZ preponou je strana pétiihelniku.

Tento seznam Platonskych téles je kompletni:

XII1.18 Ezistuje prdve pét viyse uvedengch druhid pravidelnijch konvexnich mnohosténi.

Dikaz. Aby Sel z rozvinuté sité slozit konvexni mnohostén, musi byt soucet thla kolem
kazdého vrcholu ostie mensi nez plny thel. Pravidelné konvexni mnohostény jsou slozeny
z pravidelnych mnohothelnika, jejichz vnitini thly umime snadno vypocitat. Odtud vidime,
ze Platonski télesa mohou byt sloZzena jediné z trojihelnika, ¢tverct nebo pétithelniki.
Rozborem jednotlivych moznosti vyCerpame pravé uvedend télesa. . . O

Pravidelny dvacetistén

Pravidelny dvacetistén muzeme sestrojit tak, Zze k bubinkovému zakladu pfidame dvé Cepicky,
viz nésledujici obrazky. Bubinkovy zaklad je slozen z 10 trojuhelniki, jejichZ vrcholy tvoii dva
pootocené pravidelné pétinhelniky, kazda z Cepicek sestava z 5 trojihelniki. Aby bylo jasné,
jak tyto Casti spravné sestrojit, musime znét jejich vysky, resp. poméry téchto vysek vzhledem
k né&jaké urcujici veli¢iné.

17polopravidelné konvexni mnohostény jsou znamy jako Archimédovska té&lesa, pravidelné nekonvexni mno-
hostény jako Keplerova télesa, viz ptilohy.
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Zatnéme s kruznici se stiedem V', na niz sestrojime body L, F, M,G, N, ... jakozto vrcholy
pravidelného desetitthelniku — vrcholy L, M, N, O, P jsou vrcholy dolniho pétithelniku, vrcholy
E F,G,... pfedstavuji kolmé praméty horniho pétithelniku QRSTU. K sestrojeni dvacetisténu
potiebujeme zjistit vysku bubinku EQ = VW a vysku ¢epicky WZ. Tvrdime, ze plati

EQ =VE (= polomér kruZnice),
WZ =LE (= delsi ¢ast zlatého Fezu usetky VE).

Zdivodnéni je nésledujici:

(1) Vsechny vyznacené trojuhelniky jsou podle pfedpokladu rovnostranné, zejména Q)L = strana
pravidelného pétithelniku vepsaného do dané kruZnice. Navic LE = strana pravidelného
desetithelniku vepsaného do téze kruznice a trojihelnik LEQ je pravouhly. Z tvrzeni XIII.10
plyne, ze E(Q = strana pravidelného Sestitithelniku vepsaného do stejné kruznice, tj. prave
jeji polomér.

Obrézek 4.35: [A] Pravidelny dvacetistén poprvé: EVIWQ je Gtverec.

(2) Trojuhelnik QW Z je pravouhly, QZ = strana pravidelného pétithelniku a QW = strana
pravidelného Sestithelniku vepsaného do stejné kruznice. Znovu podle XIII.10 zjistujeme, ze
W Z = strana vepsaného desetituhelniku, a tu jiZ mame sestrojenou.

Obrazek 4.36: [A] Pravidelny dvacetistén podruhé: WZ = zlaty fez usecky WQ.
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(3) Pro kontrolu ukazeme, Ze takto sestrojeny dvacetistén je vepsén do koule:

Na obr. 4.23 na str. 29 je naznaceno, jak jsou sestrojeny strany pravidelného pétithelniku
a desetithelniku vepsaného do stejné kruznice. Tato konstrukce byla odvozena z konstrukce
zlatého tezu podle I1.11. Porovnanim s fezem dvacetisténu vidime, ze body Z,Q, E, X lezi
na kruznici. Rotaci této kruznice kolem osy ZX dostaneme sféru prochézejici viemi vrcholy
dvacetisténu.

~
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Obrazek 4.37: [A] Pravidelny dvacetistén potieti: fez dvacetisténem a fez zlaty.

Pravidelny dvanactistén

Pravidelny dvanactistén miize byt sestrojen tak, ze se nad krychli vhodné postavi pétithelnikové
stfechy, viz obr. 4.38. Strana krychle je ihlopf#ic¢kou pravidelného pétithelniku, ktery tvori stény
dvanéctisténu. To znamend, 7e stranu dvanictisténu snadno sestrojime jako delsi ¢ast zlatého
fezu strany krychle. Jediné, co potifebujeme jesté znat ke konstrukci dvanactisténu, je vyska
hiebene stiechy nad sténou krychle. V nésledujicim ukizeme, Ze tato vyska je pravé polovinou
strany dvanéctisténu.

Zacneme s krychli, jejiz sténu BC'F'E rozpilime tseckou NO. Bod P je stiedem NO a bod R
je sestrojen jako zlaty fez tsecky PN. Hieben UV je kolmo nad tseckou RS. Tvrdime, ze pokud
sestrojime U a V tak, aby

SV = RU = RP (= delsi ¢ast zlatého Fezu usecky PN),

a ze pokud zopakujeme stejnou konstrukci nad kazdou sténou krychle, dostaneme pravidelny
dvanéctistén.



44

II Klasickd konstrukéni geometrie

Obrazek 4.38: [A] Pravidelny dvanactistén: RU = RP = zlaty fez PN.

Zdivodnéni je nésledujici:

(1)

Ukazeme, 7ze body UBCWYV le7i v jedné roviné:

Protoze tsecky UV a BC jsou rovnobézné, staci, kdyz ukazeme, ze stied X tsecky UV, stied
H tusecky BC a bod W lezi na jedné pfimce. Z tohoto divodu nyni zaostiime nasi pozornost
na trojuhelniky HPX a WT H. Z konstrukce plyne, Ze oba trojihelniky jsou pravouhlé a plati

PH:PX=PN:PR=PR:RN=TW:TH

(prvni a tfeti rovnost odkazuje na rovnost usefek, druhd rovnost je z definice zlatého fezu).
To znamend, ze tyto trojuhelniky jsou podobné. Protoze strany PX a T H jsou rovnobézné,
jsou také ostatni dvojice odpovidajicich si stran rovnobézné, a protoze strany XH a HW
maji spoleény bod, lezi body X, H, W na jedné piimce.

Ukéazeme, ze pétithelnik UBCWYV je pravidelny:

Nejprve ukizeme, ze plati rovnost BU = UV'. Z konstrukce vime, ze RP = RU je delsi ¢asti
zlatého fezu tsetky PN = BN. V nésledujici posloupnosti iprav se postupné odkazujeme
na Pythagorovu vétu v trojihelniku BRU, Pythagorovu vétu v trojihelniku BN R, rovnost
BN = PN, vétu XII1.4 a rovnost RU = RP:

BU? = BR?> + RU? = BN? + NR?> + RU? =
= (PN? + NR?) + RU* = 3PR? + RU? = 4PR.

Odtud plyne, ze BU = 2PR = UV. Stejnym zpusobem se zduvodni, Ze ostatni strany
pétithelniku jsou stejné.

Podobnymi dpravami jako pied chvili lze zduvodnit, ze BV = BC. Odtud podle véty SSS
plyne, Ze trojihelniky BUV a BW (' jsou shodné, tudiz vnitini thly u vrchola U a W jsou
shodné. Stejnym zpiisobem lze zdivodnit, Ze ostatni vnitini ihly pétithelniku jsou stejné —
pétithelnik je tedy pravidelny.

Pro kontrolu, ze sestrojeny dvanactistén je vepsan do koule, sta¢i ukazat, ze vzdalenost stiedu
krychle je stejnd od v8ech vrchola dvanactisténu. Opétovnym uzitim Pythagorovy véty a véty
XIII.4 1ze skutecné ukazat, ze

ZB%* = ZU? = 3BN?. (4.8)
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4.22 Cviceni
(1) Dokaite, 7e plati (4.8).

2) Odvod'te vztah mezi stranou pravidelného dvacetisténu a polomérem opsané sféry.

)
(2)
(3) Reste tutéz tlohu pro ostatni Platénska télesa a porovnejte s vyjadienim v XIII.18.
(4) Popiste mozné konstrukce ostatnich Platonskych téles.

5 TUloha Apolléniova a tlohy piibuzné

Ukolem obecné Apolléniovy tilohy je sestrojit kruznici, ktera se dotyka tii danych kruznic. Se-
strojit jako obvykle znamené sestrojit eukleidovskym pravitkem a kruzitkem. To znamena, Ze se
pidime hlavné po dotykovych bodech, teprve poté kreslime vyslednou kruznici. Jako limitni p#i-
pady uvazujeme misto danych kruznic také body a pfimky v raznych kombinacich. V zavislosti na
vzajemnych polohach tfi danych objektd, muze mit tloha rizné pocty feSeni — v nejobecnéjsim
piipadé osm.

Ptvodni Apolléniovo (kolem 250 pi.K.) FeSeni se nezachovalo, nékolik poznamek je znamo
diky Pappovi z Alexandrie (kolem 400). Nasledujici vyklad ¢astecné sleduje rekonstrukei podle
F. Vieta (kolem 1600), kde se zejména uziva dilatace k redukci sloZitosti obecngjsich p¥ipadi.
V tomto duchu se propracujeme od nejjednodussich tloh tohoto typu az k (téméf) obecné Apollo-
niové uloze. Kromé dilatace budeme jesté odkazovat na stejnolehlost, rizné soumérnosti a moc-
nost bodu ke kruznici. V odst. 7.6 se nau¢ime néco o kruhové inverzi, kterd nabizi alternativni
a Casto velmi elegantni konstrukce. Tento pfistup je spojovan se jménem J. Petersena (1879).
Metod Feseni Apolloniovy tlohy existuje vskutku mnoho, o nékterych dalgich se zminujeme jeste
v dodatku 20.

5.1 Pomocné konstrukce a postiehy

U dotykovych — tedy i Apolléniovych — tloh je velmi ¢asto vyhodné uvazovat misto obycej-
ného dotyku dotyk orientovany. Tim se zpravidla zpiehledni feSeni tlohy, pficemZ vSechna (ne-
oriantovand) feSeni lze vidy vyterpat kombinovanim vSech moZnych orientaci danych objektu.
V takovych pfipadech budeme misto o kruznicich a pifimkach mluvit o cyklech a paprscich:

Cyklus = orientovand kruznice, paprsek = orientovand piimka.

Zakladni pomocné ulohy, které v souvislosti s Apolléniovymi tlohami budeme potiebovat, se
tykaji konstrukei te¢en ke kruznicim (pfip. paprsku k cyklam).
Teéna z bodu ke kruZnici

V zéavislosti na vzdjemné poloze bodu a kruznice muze mit tloha 0, 1, resp. 2 feSeni, a to pravé
kdyz dany bod lezi uvnit¥, na, resp. vné kruznice. Jedinym netriviadlnim piipadem je ten posledné
jmenovany, jehoz konstrukéni feSeni jsme zmifiovali jiz ve cviceni 4.13. Tuto tlohu umime Fesit
dvojim zpisobem, viz obr. 5.39:

(a) pomoci Thaletovy kruznice (I11.31),

(b) pomoci jisté soumeérnosti (I11.17).
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Obrazek 5.39: Te¢na z bodu B ke kruznici k: (a) pomoci Thaletovy kruznice; (b) pomoci
soumeérnosti.

Spole¢né teény dvou kruZnic

Konstrukci spoleénych tecen ke dvéma danym kruznicim lze redukovat na pfedchozi konstrukei,
a to nékolikerym zptisobem:

(a) pomoci stejnolehlosti,

(b) pomoci dilatace.

Obé tyto transformace budou hrat vyznamnou roli p¥i feSeni Apolloniovych tloh. Kazdé z nich
se sice vénujeme az v odstavcich 7.4 a 7.1, ale uz nyni je budeme volné pouzivat. V souvislosti se
stejnolehlosti odkazujeme pouze na fakt, Ze kazdé dvé kruZnice jsou stejnolehlé (dvojim zptiso-
bem) a Ze obrazem kazdé piimky je p¥imka s ni rovnobé&zna (nebo splyvajici). U dilataci musime
diisledné uvazovat orientované kruznice neboli cykly. Dilataci cyklu o néjakou hodnotu p vznikne
cyklus, ktery je s danym cyklem soustfedny a jehoZ polomér je o p vétsi, pFip. mensi v zavislosti
na znaménku p a orientaci.

V zéavislosti na vzajemné poloze kruznic miuize mit tloha od 0 do 4 feSeni. Pokud hledname
tecné paprsky ke dvéma cyklim, mé tloha nejvysSe 2 feSeni; feSeni jedné takové tlohy je na
obr. 5.40.

Obrézek 5.40: Spoletné orientované tecny ke dvéma cyklam k,[: (a) pomoci stejnoleh-
losti; (b) pomoci dilatace.

5.2 Nejjednodussi piipady
V prvnich &tyFech tlohédch jsou v zadani pouze body (B) nebo p¥imky (P).
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BBB

KruZnice prochézejici tfemi danymi body (v obecné poloze) je pravé kruZnice opsand trojiuhel-
niku, viz obr. 5.41. Sestrojit stfed hledané kruZnice znamena sestrojit 2—-3 osy tuseéek. Pro razné
nekolinearni body mé tloha jediné feSeni.

Obrazek 5.41: [E ;]| IV.5: KruZnice opsana trojuhelniku.

PPP

Jedna z kruznic, ktera se dotyka t¥i danych piimek (v obecné poloze), je kruZnice vepsana
trojthelniku, viz obr. 5.42. Sestrojit feSeni znamené sestrojit nékolik os dhl. Uloha mé nejvyse
4 YeSeni.

Obrazek 5.42: [E;] IV.4: KruZnice vepsana mezi tii pfimky.

BBP

Tato tloha méa nejvyse 2 feseni. Obecny pFipad jsme Fesili jako cviceni 4.13(6) pomoci postieh
zaloZenych na mocnosti bodu ke kruZnici:
KaZzdy bod na piimce AB ma stejnou mocnost ke vSem kruZnicim prochézejicim body A, B.

Regeni k se navic dotyka piimky ¢, pro bod P = AB N ¢ tedy plati
PA-PB = PC.

Staci sestrojit velikost usecky PC, kterou naneseme na piimku c.
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Obrézek 5.43: Reseni BBP (A, B, ¢) pomoci mocnosti:

(1) P je prisecik pfimek AB a c,

(2) C je sestrojen na p¥imce c tak, aby platilo |PC| = +/|PA| - |PB|,
(8) kruZnice k je urc¢ena body A, B, C.

BPP

Tady nas napadaji hned dva elementéarni zptsoby feseni. Uloha ma nejvyse 2 feSeni.

(a) Kazdé feseni je samo k sobé symetrické podle naznacené osy thlu. K danému bodu A
staéi sestrojit symetricky bod A’, zapomenout na jednu piimku a fe$it tlohu BBP, kterou
jiz umime.

Obrazek 5.44: Reseni BPP (A, b, ¢) pomoci osové soumérnosti:

(1) A’ je symetricky k A podle osy,

(2) k je kruznice, ktera prochazi body A, A" a dotyka se b (tiloha BBP),
(3) pozn.: body dotyku k s pfimkami b a ¢ jsou symetrické podle osy.

(b) Dvé kruZnice feeni jsou stejnolehlé se stfedem stejnolehlosti v priseciku danych p¥imek.
Obecnsji, k je stejnolehla (s tymz stiedem) s libovolnou kruznici &/, ktera se dotyka b a ¢
(a lezi ve spravném kvadrantu). Stfedy téchto dvou kruznic a dotykové body s pfimkami b
a c si odpovidaji v oné stejnolehlosti, odpovidajici si piimky jsou tudiZ rovnobézné. . .
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Obrazek 5.45: Reseni BPP (A, b, c) pomoci stejnolehlosti:

(1) ¥’ je libovolna kruZnice, ktera se dotyka b a c,

(2) A’ je priise¢ik poloptimky SA s kruznici &',

(3) stfed O a dotykové body B a C jsou vymezeny pomoci rovnobézek.

5.3 Mirna zobecnéni

Uvadime prvni dvé tlohy, u kterych se v zadani objevuje kruznice (K).

BBK

Tato tloha ma nejvyse 2 fefeni, kterd miizeme najit podobné jako u BBP:

Kazdy bod na pfimce AB m4 stejnou mocnost ke v§em kruznicim prochézejicim body A, B.
Regeni k se navic dotyké kruznice ¢, na piimce AB tedy existuje bod (P), ktery ma tutéz mocnost
také ke kruznici c. Zejména tedy spolecna te¢na ke kruznicim c a k ve spoleéném dotykovém bodé
prochazi bodem P. Stagi tedy sestrojit bod P (pomoci libovolné pomocné kruznice prochazejici
body A, B) a odtud teénu ke kruZznici c. ..



50 II Klasickd konstrukéni geometrie

Obrazek 5.46: Reseni BBK (A, b, ¢) pomoci mocnosti:
(1) 1 je libovolna kruZznice prochézejici A, B,

(2) ch je chordala kruznic [ a c,

(3) P je prisecikem chordaly a p¥imky AB,

(4) C je dotykovy bod te¢ny z bodu P ke kruZmici c,

(5) kruZnice k je ur¢ena body A, B, C.

T — o —

3
4
5

PPK

Tento typ tlohy ma nejvyse 8 feSeni. S dosavadnimi dovednostmi ji umime fesit alespoii dvéma
Zpusoby.

(a) Zobecnéni feseni BPP(b):

Kazdé dvé kruznice jsou stejnolehlé. Nyni se divime na danou kruznici a a kruznici feSeni k
— jejich dotykovy bod je jednim ze stfedi stejnolehlosti. P¥i této stejnolehlosti se piimky b a ¢
zobrazi do rovnobézek b'||b a ¢'||c, které se dotykaji kruznice a. Prisec¢ik téchto piimek P/ =
b’ Nc je obrazem priseciku P = bN ¢, piimka PP’ tudiZ prochézi stfedem stejnolehlosti. . .



5 TUloha Apolléniova a tilohy piibuzné

51

Obrazek 5.47: Reseni PPK (b, ¢, a) pomoci stejnolehlosti:

(1) ' a ¢’ jsou p¥imky rovnobéZné s b a c dotykaji se kruZnice a,

(2) P’ je prisetikem b’ a ¢/,

(3) (stfed stejnolehlosti) A = A’ je prisetikem piimky PP’ s kruZnici a,

(4) stfed O a dotykové body B a C jsou vymezeny pomoci rovnobé&zek, resp. stiedu stejnolehlsti.

Pomoci vhodné dilatace lze tento typ tlohy redukovat na vySe diskutovany piipad BPP:

Pro zvolené orientace dilatujeme tak, aby kruznice a degenerovala do bodu. Piimky b a ¢ se
pii této dilataci posunou o polomér kruznice a (na spravnou stranu v zavislosti na orientaci).
Tim je problém redukovan na ptipad BPP, ktery jiz umime. ..

Obrazek 5.48: Reseni PPK (b, ¢, a) pomoci dilatace:

(1) ' a ¢’ jsou p¥imky rovnobéZné s b a c, které jsou posunuté o polomér kruznice a,
(2) k' je kruznice, ktera prochazi bodem a’ = A’ a dotyka se piimek b', ¢’ (iloha BPP),
(3) dotykové body kruZznice k leZi na spojnicich se stfedem O.
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5.4 Dalsi zobecnéni a vyhled

Pomoci napadi, které jsme zminovali v této podkapitole, lze fesit fadu dalsich piipadi, viz
cviceni. Navic ve specifickych piipadech byva feSeni podstatné jednodussi. Mezi takové piripady
patii napf. zadani, v némz se nékteré z danych objektu dotykaji, pfip. je v zadani bod, ktery
lezi na nékterém ze zbylych objektd.'® Jinym specifickym piipadem muZe byt situace, kdy dvé
z danych kruznic maji stejny polomér — pii shodné orientaci muzeme obé kruZnice soucasné
dilatovat do bodu a dofeSeni takové tlohy je vzdy snadné viz napi. obr. 6.54 na str. 56.

Obecnou Apolléniovu tlohu muzeme vzdy pomoci dilatace redukovat na p¥ipad, kdy aspon
jedna z danych kruznic je nahrazena bodem. Pomoci kruhové inverze lze déle problém transformo-
vat tak, ze hleddme nanejvys spoleéné tecny ke dvéma kruznicim, viz dodatek 20.1 na str. 138.
Kruhova inverze miize byt velmi uziteén& a soucasné elegantni i jinak, viz napf. obr. 9.28 na
str. 89.

Kromé kruhové inverze vsak existuji elementarnéjsi (coz nemusi nutné znamenat konstrukéné
jednodussi) feseni. Jednou takovou ukézkou toto téma prozatim uzavieme.

BKK

Tento typ ulohy ma nejvyse 4 teSeni. Ukdzeme, jak lze tento piipad redukovat na jednodussi
piipad BBK.

Uvazujme bod A, kruZnice b, ¢ a jedno feSeni k s dotykovymi body B a C jako na obr. 5.49.
Bod S je (vngjsim) stiedem stejnolehlosti kruznic b a ¢. Bod R, resp. B’ je dalsi prisecik
piimky BC' s kruznici b, resp. c¢. Velmi snadno lze zduvodnit, ze pifimky RO, a CO,, resp. BOy
a B’O. jsou rovnobézné, tudiz dvojice bodu R,C, resp. B, B’ si odpovidaji vzhledem k oné
stejnolehlosti. Zejména tedy piimka BC prochazi bodem S. Dalsi dvé dvojice odpovidajicich si
bodii jsou oznafeny P, P’ a Q,Q’. Z uvedeného vyplyva, ze

SC:SR=SB' :SB=SP':SP=5Q" :5Q (= koeficient stejnolehlosti).

Odtud lze vyvodit rizné duasledky, napt. SB-SC = SP - SQ'.

Tento soucin je vSak pravé mocnost bodu S ke kruZnici k, coz je totéz jako SK - SA, kde K
je prusecik pfimky SC' s kruznici k. Celkem tedy vidime, Ze plati

SK-SA=SP-5Q.

Staci tedy sestrojit velikost usecky SK, kterou naneseme na piimku SA — hledanou kruznici k
pak muZzeme sestrojit jako kruznici, ktera prochazi body A, K a dotyka se b (pfip. c).

18Ulohy tohoto typu se ob&as nazyvaji Pappouvy tlohy.
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Obrézek 5.49: Reseni BKK (A, b, ¢) pomoci stejnolehlosti a mocnosti:

1) S je st¥ed stejnolehlosti kruznic b, c,

2) P,Q, P’,Q’ jsou priiseciky téchto kruznic s libovolnou piimkou jdouci bodem S,
3) K je sestrojen na pifmce SC tak, aby platilo |SK| = |SP|-|SQ’| : |SA]

4) k je kruZznice, ktera prochazi body A, K a dotyka se b (iloha BBK),

5) pozn.: dotykové body B a C jsou kolinearni s S.

(
(
(
(
(

5.5 Cviceni

(1) Reste pifpad BPK v takové poloze, ze dany bod lezi na dané pifmee.

(2) Reste pifpad KKK za predpokladu, ze dvé z danych kruznic maji stejny primér.
(3) Reste podobné tlohy v podobné specifickych pripadech.

(4) Reste obecnou Apolléniovu tlohu se tfemi kruznicemi.

6 Typické tlohy

6.1 Kvadratura mnohotihelniku

V odst. 4.6 jsme se naudili, jak pro obecny mnohothelnik sestrojit ¢tverec se stejnym obsahem.
Predstavili jsme jeden z mo’nych zpisobu podle [E]. Navic jsme si uvédomili, Ze tato stejnoplo-
chost lze vzdy realizovat nejnazornéjsim moznym zpusobem, a to rozstfthanim a preskladanim da-
ného utvaru. Pro kazdé konkrétni zadani je vidy vhodné zamyglet se nad alternativami. Zejména
pro specifické mnohouhelniky lze vymyslet specificka feSeni, viz napi. nasledujici obrazek:

/

Obrazek 6.50: [Kus] Kvadratura dvou &tverca.
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Protoze se zde sestrojuje ¢tverec, ktery mé stejny obsah jako dva dané ¢tverce, 1ze tuto kon-
strukei interpretovat jako dikaz Pythagorovy véty (sr. s 1.47 na str. 14). Pokud byste kvadraturu
takového mnohothelniku provedli néjakym jinym zpusobem, vytvofite svij vlastni dukaz této
zékladni geometrické véty. ..

6.2 Sestrojitelné veli¢iny

V odst. 4.18 jsme charakterizovali eukleidovsky sestrojitelné veli¢iny a uvédomili jsme si vztah
mezi jejich poetnim vyjadienim a konstrukei. Soucasné jsme si na piikladu uvédomili, ze do-
slovné konstrukce odvozena ze zépisu obvykle nebyva ta optimalni. Jinou ukdzku tohoto feno-
ménu lze najit v nasledujicim ptikladu (viz cviceni 4.22):

Pokud s znagi velikost strany pravidelného konvexniho mnohosténu a d prumér jemu opsané
stéry, potom

e pro Ctyistén plati d? : s> =3 : 2,

e pro osmistén plati d? : s% = 2,

e pro krychli plati d? : s? = 3,

e pro dvanéctistén plati d? : s2 = (3 —/5) : 6,
e pro dvacetistén plati d? : s2 = 2v/5 : (v/5 — 1).

Pro dané d je odpovidajici s jednoznacné urceno a z uvedenych vyjadieni bychom méli tuto

@=> veli¢inu umét sestrojit. Vymyslete néjakou svoji konstrukci, poté najdéte sestrojenou veli¢inu na

nasledujicim obrazku (kde d = |AB|, C je v poloving, K, L jsou ve ¢tvrtinach a D je ve tietiné
usecky AB).

A K C DL B
Obrazek 6.51: [E ;]| Strany pravidelnych mnohosténi vepsanych do sféry. ..

6.3 Podobnosti

Zékladni véty teorie podobnosti jsme piedstavili v odst. 4.16. Aplikaci téchto tvrzeni je cela fada,
oblibené jsou napi. ulohy s méFenim vzdalenosti, resp. velikosti rozli¢nych (¢asto nedostupnych)
@=> objektu. Na nésledujicim obrazku je zadani jedné takové ulohy:
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Obrazek 6.52: [G9] Obraz predmétu se nachazi 14 cm od ¢ocky a je vysoky 3,2 cm, ¢ocka
mé ohniskovou vzdélenost 10 cm. Urcete skutecnou vysku predmétu a jeho vzdélenost
od ¢ocky.

V nésledujicich dlohach se na podobnost utvaria odkazujeme jeS§té pii feSeni problému na
obr. 6.54 a 6.56.

6.4 O kruZnicich

Stfedové a obvodové dhly

Kdyz se kruznice kutali po pfimce nebo jiné kruznici, opisuje kazdy jeji bod kiivku — v obecném

pripadé cykloidu. Ve specifickych piipadech se muze stat, ze tato kiivka je podstatné jednodussi.
Pokud napf. uvazujeme kruznici, ktera se odvaluje uvniti kruznice s dvojnasobnym polomé-

rem, potom lze s odkazem na vétu o stFfedovych a obvodovych thlech (viz odst. 4.12) jednoduse

zduvodnit, ze kazdy jeji bod se pohybuje po tsecce, kterd je prumérem velké kruznice. Na nd- <=0

sledujicim obrazku je nacrtek k ditkazu a soucasné jedna z mnoha praktickych aplikaci tohoto

tvrzeni.

Obrézek 6.53: [Pe] Kotouleni kruZnice uvniti kruznice s dvojnasobnym polomérem.

Specificka aloha Apolléniova

V podkap. 5 jsme se seznamili s nékolika metodami feSeni nékolika tloh Apolloniova typu. Obec-
nou ulohu se tfemi kruZnicemi zatim FeSit neumime, ale specifické zadani na obr. 6.54 zajisté
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ano.

Obrézek 6.54: [Kus] Kruznice k,m,n se navzijem dotykaji, pficemz stiedy vSech tii
kruznic jsou kolinearni a kruznice m,n maji stejny pramér. Sestrojte kruznici, ktera se
téchto tii kruznic dotyka.
Tuto dlohu umime fegit nékolika riznymi zplusoby, a to pomoci
(a) pojmu mocnosti bodu ke kruznici,
(b) vhodné stejnolehlosti,
(c) dilatace.
Kromé toho 1ze pouzit
(d) jistou soumérnost (trik),
piip. muzeme polohu stifedu hledané kruznice
(e) vypocitat a nasledné tento bod sestrojit.
Po precteni odst. 7.6 miizeme jesté doplnit feSeni pomoci
(f) kruhové inverze.
Dopliite néjaké dalsi feSeni a rozhodnéte, ktery z uvedenych postupi lze aplikovat v obecnéj-

@&> sim piipade, kdy kruznice m,n maji rizné praméry. (Viz téZ podobnou tlohu na obr. 6.56.)

Dvé dlohy Archimédovy

Nésledujici uloha se vraci k obsahu plochy omezené kruznicemi:

Usecka AB je pramérem velké kruznice, bod N je libovolny bod na AB, bod P lezi na
pulkruznici tak, ze PN L AB, a tusecky AN, NB jsou prumeéry dvou menS$ich kruznic. Dokazte,
7ze — nezavisle na poloze bodu N — je obsah oblasti omezené tfemi ptlkruZnicemi stejny jako

@=> obsah kruhu s primérem PN.'?

19Napovéda: véta o obsahu kruhu a Eukleidova véta o vysce.
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Obrazek 6.55: [HTD] Obsah oblasti omezené pualkruznicemi AB, AN a NB je stejny
jako obsah kruhu PN.

Na nésledujicim obrazku jsou opét tfi navzajem se dotykajici pilkruznice AB, AC, C B, kol-
mice z jejich spoleéného bodu C a dvé dalsi kruznice, z nichz kazda se dotyka dvou pulkruznic
a kolmice C'D. Sestrojit tyto dvé kruznice nejspis jesté neumime, avSak pomoci zdkladni teorie
podobnosti lze dokazat, Ze obé tyto kruznice jsou shodné — a to nezavisle na poloze bodu C.2°

Obrazek 6.56: [HTD| Kruznice dotykajici se kolmice C'D a puilkruznic AB, AC, je shodna
s kruZnici dotykajici se kolmice C'D a pulkruznic AB,CB.

20N4apovéda: HE||AB, CH||BD a dvakrat véta V1.2 => AC - CB = AB - HE.
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KAPITOLA |11

Geometrickd zobrazeni

vvvvv

nékolik dalgich pfikladi doplnime, hlavné vSak popiSeme jejich obecné vlastnosti a zaradime
do sir§iho kontextu. Hlavni patef tvoiri shodnd—podobnié—afinni—projektivni zobrazeni, jimz
bychom méli rozumét nejlépe. Kromé toho se zminime o kruhové inverzi (jakozto zékladnim
konformnim zobrazeni) a dilataci (jakozto zastupci ¢eledi kontaktnich zobrazeni).

Ve vykladu zpravidla za¢indme se zobrazenimi eukleidovské roviny do sebe, nékteré véty a de-
finice jsou vSak formuloviny obecné. V téchto formulacich mluvime o eukleidovskych prostorech,
¢imZ myslime pifmku (dim = 1), rovinu (dim = 2) a prostor (dim = 3).! Nejpozdéji pred definici
projektivnich zobrazeni budeme donuceni eukleidovsky prostor rozsitit o body v nekone¢nu —
to je tzv. projektivni rozsifeni eukleidovského prostoru.?

Postiehy a zavéry z podkapitoly 7 jesté shrneme a zorganizujeme v podkapitole 8. Zejména
si davame zélezet, abychom v kazdé skupiné zobrazeni rozuméli tzv. zdkladnim zobrazenim.

7 Panoptikum geometrickych zobrazeni

V predchozim vykladu jsme narazili na nékolik geometrickych zobrazeni v podkap. 5. VSechny
zmihované piiklady jsou pfipomenuty a doplnény v prvnich ¢tyfech odstavcich. Na konci odst. 7.6
se proto muZeme znova ohlédnout za obecnou Apolléniovou tlohou a zamyslet se nad alterna-
tivnimi feSenimi.

Zbylé dva odstavce budou naopak zésadni v kapitole IV, tzn. pii studiu zobrazovacich metod
trojrozmérného prostoru do roviny.

7.1 Dilatace a kontaktni zobrazeni

O dilataci jsme nékolikrat mluvili v podkap. 5, kde jsme vSak uvazovali vyhradné dilatace cykla
a paprskd, tj. orientovanych kruznic a ptimek. V tomto odstavci chceme porozumét dilataci jako

ITrivialnim p¥ipadem je také bod (dim = 0), ktery zpravidla z naSich Gvah vyluéujeme.
2Kruhov4 inverze ma jako defini¢ni obor eukleidovskou rovinu bez jednoho bodu, u dilatace je viechno tplné
jinak. ..
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takové.

Na rozdil od vSech ostatnich zobrazeni v tomto textu — dilatace neni bodové zobrazeni!
To znamené, ze nemé smysl mluvit o obrazu bodu X, protoze ten miize byt pfi jedné a téze
dilataci zobrazen do ruznych bodi, a to v zavislosti na tom, na kterém cyklu, resp. paprsku
tento bod chapeme. Pokud je vSak X bodem dotyku dvou cykli, resp. cyklu a paprsku, potom
se pii dilataci tento dotyk zachovava.® Dilatace tedy neni zobrazeni na mnoziné bodi, je to
v8ak zobrazeni na mnoziné tzv. orientovanych dotykovych (kontaktnich, pfip. te¢nych) elementu:
orientovany dotykovy element je uréen bodem a smérem (ekvivalentné jej miiZzeme reprezentovat
polopiimkou, vektorem vazanym v bodé apod.).

Obecnéji, kazdé zobrazeni definované na mnoziné orientovanych dotykovych elementt se na-
zyvé kontaktni zobrazeni. Kazdé bodové zobrazeni je kontaktni (pFesnéji: urc¢uje jednozna¢né
kontaktni zobrazeni), aviak opa¢né tvrzeni neplati. Pravé dilatace je vyzna¢nym a v tomto kurzu
jedinym pfedstavitelem této skupiny geometrickych zobrazeni.

Dilatace je kontaktni zobrazeni urcené redlnym éislem p # 0 tak, Ze obraz orientovaného
kontaktntho elementu zastoupeného vektorem XY je reprezentovan vektorem X'Y”| ktery
je posunut o vzdalenost p kolmo k XY, a to na spravnou stranu v zavislosti na orientaci:

. — -
Konvence je takova, aby smérovy vektor XY a vektor posunuti X X' (v tomto potadi)
tvorily kladnou bézi, kdyz p je kladné, a zdpornou bazi, kdyz p je zdporné.

Obrézek 7.1: Vlevo je naznacen obraz dotykového elementu (XY') v zavislosti na zna-
ménku p. Daldi dva obrazky ilustruji obraz paprsku, resp. cyklu jakozto obéalky jejich
dotykovych elementt pro p > 0.

Poznamky

Pokud fikame, zZe ,,dilatujeme kiivku“ o néjakou hodnotu p, rozhodné musi byt tato kiivka né&jak
orientovana! Presndji ,dilatace orientované kiivky“ probihé tak, Ze si v kazdém jejim bodé
predstavime odpovidajici te¢ny paprsek, ten posuneme o danou vzdélenost p ve spravném sméru
a vysledna kfivka je obélkou téchto posunutych paprski.

Pozor, klidné se miiZe stat, ze spojitd k¥ivka dilatuje na k¥ivku nespojitou! To se muze stat
napf. v bodech vratu, viz obr. 7.2. Jako uzite¢né cvi¢eni doporucujeme dilatovat nékolik dalgich
pismen malé psaci abecedy (orientovanych podle toho, jak byla napsana), a to jak v kladném,
tak zaporném smyslu. . .

3Pokud je X bodem dotyku dvou kruZnic s opa¢nymi orientacemi, potom se pii dilataci tento dotyk nezacho-
vaval!
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Obrazek 7.2: Dilatace spojité kiivky orientované podle toho, jak byla nakreslena (pro
p <0).

7.2 Osova soumérnost a shodna zobrazeni

Dva trojuhelniky jsou shodné, kdyz maji po dvou shodné strany a vnitini ihly. Charakterizace
shodnosti trojuhelnika poskytuji véty SUS, SSS apod.

Dva shodné obecné trojuhelniky jednozna¢né urcuji shodné zobrazeni roviny do sebe takové,
7e jeden trojihelnik je obrazem toho druhého.* To znamend, Ze pro libovolny dalsi bod v roviné
jsme schopni sestrojit jeho obraz, a to dokonce nékolikerym zpiisobem, viz cvi¢eni. Pti téchto kon-
strukcich si uvédomujeme vlastnosti obecnych shodnych zobrazeni, které pripomindme v zavéru
tohoto odstavce.

Shodnosti v roviné

Shodnosti v roviné je pouze nékolik mélo druht, z nichz vétSinu zname od nejatlejsiho véku —
mély by to byt shodnosti (a)-(d) z niZe uvedeného seznamu. U kaZdé z téchto shodnosti presné
vime, jak je definovéana, co jsou jeji urcujici prvky a jak sestrojit obraz obecného bodu. Zakladni
shodnosti v roviné je osovd soumeérnost, a to z nasledujiciho divodu:

Véta (o skladani osovych soumérnosti). KaZdou shodnost v roviné lze realizovat jako sloZeni
nejvyse t7i osovych soumérnosti.

Diikaz. Zdivodnéni véty v nejobecnéjsim mozném piipadé je naznaceno na obr. 7.3 — shodnost
je urcena obrazem A’B’C’ obecného trojthelniku ABC:

e Oznacme o7 osu tsecky AA’ a sestrojme osové soumérny obraz A; B;C; trojuhelniku ABC
podle této osy; z volby o1 plyne, ze A1B1C; = A'B1C}.

e Ozna¢me o9 osu tsecky B1B’ a sestrojme osové soumérny obraz AsByCy trojuhelniku
A’'B1C: podle této osy; ze shodnosti AB = A;B; = A’B’ plyne, 7e 0y prochazi bodem
Al = Al, tudiz AQBQCQ = A/B/OQ.

e Ozna¢me o3 osu tsecky CyC’ a sestrojme osové soumérny obraz AsB3C3 trojuhelniku
A’ B'C5 podle této osy; z predchoziho a ze shodnosti viech trojuhelnikt plyne, 7e o3 = A’B’,
tudiz Angcg = A/B/C/. ]

Pokud by v zadani nebo v kterémkoli kroku pfedchozi konstrukce splyvalo vice bodii nejednou
se zadanymi obrazy, konstrukce by byla kratsi a vysledna shodnost specifi¢téjsi. Takto jsme
schopni klasifikovat vSechny druhy shodnosti, které v roviné mazeme potkat:

4 Uvédomte si, ze napf. dva shodné rovnostranné trojuhelniky neurcuji shodné zobrazeni jednozna¢ng, a to
diky symetriim trojihelnika jako takového.



62 IIT Geometrickd zobrazeni

Obréazek 7.3: [Sek] KaZdd shodnost v roviné je sloZenim nejvyse ti osovijch soumérnosti.

(a) identita = slozeni dvou osovych soumérnosti takovych, ze 01 = o0g,
(b) posunuti = slozeni dvou osovych soumérnosti takovych, ze 01] o2,
(c) otdceni = slozeni dvou osovych soumérnosti takovych, ze 01 a 02 jsou raznobézné,

(¢’) stFedovd soumérnost = sloZeni dvou osovych soumérnosti takovych, ze o; a o0y jsou
kolmé,

(d) osovd soumérnost = osova soumeérnost,
(e) posunutd soumérnost = slozeni t¥i obecnych osovych soumérnosti jako vyse.

Stredova soumérnost je otdceni o piimy thel, proto ji podfazujeme obecnému otaceni. Prvni t¥i
transformace jsou primé (zachovavaji orientaci), posledni dvé nepiimé (méni orientaci). Pojme-
novéani posledniho (generického) druhu je odvozeno z toho, Ze kazdou posunutou soumérnost lze
realizovat jako slozeni osové soumérnosti a posunuti. Na obr. 7.3 tento rozklad nemusi byt na
prvni pohled patrny, na obr. 7.4 v8ak ur¢ité ano!

Obrazek 7.4: [Mar] Posunuta soumérnost.

Shodnosti obecné

Zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory je shodné, kdyz zachovava vzdélenosti bodi, tj. pro
libovolné body A, B a jejich obrazy A’, B’ plati:

|A'B'| = |AB|. (7.1)

Shodné zobrazeni maji samoziejmé dalsi vlastnosti, které v definici neuvidime — uvédomte si,
&> Ze z definice vyplyva, Ze shodna zobrazeni (mezi prostory dimenze aspon dva)
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e zobrazuji piimky na piimky,?
e zachovavaji odchylky piimek,
e zachovavaji obsahy, resp. objemy.

Piimo z definice také plyne, 7e kazdé shodné zobrazeni je prosté. Kazda shodné transformace,
tedy shodné zobrazeni eukleidovského prostoru do sebe, je proto nutné bijektivni. Bijektivni
shodné zobrazeni se stru¢né nazyva shodnost.

Na piimce mame pouze dvé shodnosti: posunuti (pfimé) a stfedovou soumérnost (nepiima).
Klasifikace shodnosti v prostoru je o néco bohatéjsi nez v roving, vét§inu druha v8ak zase zna
kazdy. Na rozdil od transformaci v roviné je stfedova soumérnost v prostoru nepiiméa a osova
soumé&rnost (otafeni kolem piimky o p¥imy thel) je pfima. Zakladni shodnosti v prostoru je
soumeérnost podle roviny (zrcadleni). Zajemci mohou pfemyslet nad zobecnénim véty na str. 61. ..

Shodnosti se s uspéchem uziva pii feSeni mnoha konstrukénich tloh, viz napi. piiklad na
obr. 5.44.

7.3 Cviceni

(1) Pfipomeite si definice vSech vySe jmenovanych shodnosti, zejména popiste jejich urcujici
prvky.

(2) Pro dva dané shodné trojuhelniky rozhodnéte, zda jsou osové soumérné (zformulujte n&jaké
pfirozené kritérium).

(3) Pokud je odpovéd v piedchozi tiloze zéporna, pak:

e pojmenujte odpovidajici shodnost a popiste jeji urcujici prvky,
e vyjadiete tuto shodnost jako sloZeni osovych soumérnosti,

e alespon dvojim zpiisobem sestrojte obraz libovolného dalsiho bodu.

7.4 Stejnolehlost a podobna zobrazeni

Dva trojtihelniky jsou podobné, kdyz maji po dvou shodné vnitini Ghly a strany u shodnych uhli
maji tmérné. Uvod do teorie podobnosti spolu s charakterizaci podobnych trojuhelniki mame
v odst. 4.16.

Dva podobné (obecné) trojuhelniky jednozna¢né ur¢uji podobné zobrazeni roviny do sebe
takové, ze jeden trojihelnik je obrazem toho druhého. To znamena, Ze pro libovolny dalsi bod
v roviné jsme schopni sestrojit jeho obraz, a to dokonce nékolikerym zpiisobem, viz cvicéeni. Pfi
téchto konstrukcich si uvédomujeme vlastnosti obecnych podobnych zobrazeni, které pripomi-
name v zavéru tohoto odstavce.

Stejnolehlost (3kalovani, homotetie)

Stejnolehlost je zdkladni podobnost, ktera je obecné definovéna takto:

5Napovéda: charakterizujte body na pfimce AB pomoci vzdalenost! od A a od B.



64 IIT Geometrickd zobrazeni

Stejnolehlost je transformace eukleidovského prostoru (libovolné dimenze), kterd je urcena
stiedem S a koeficientem k € R, a to tak, ze obraz X’ libovolného bodu X lezi na piimce
SX a plati:

-
SX'=k-SX meboli X'=5+k-SX. (7.2)
Speciélni, resp. degenerované piipady — které zpravidla za stejnolehlosti nevydavame —

odpovidaji hodnotdm k£ = 1,—1, resp. 0 a jsou to identita, stfedovad soumérnost, resp. nulové
zobrazeni (v8echno se zobrazuje do jediného bodu).

Nezavisle na znaménku koeficientu % je stejnolehlost v roviné vzdy pfimym zobrazenim.
V trojrozmérném prostoru (a taky na p¥imce) je tomu jinak — v takovém piipadé je stejno-
lehlost p¥imé, praveé kdyz k > 0.

Obrazek 7.5: [Be] Stejnolehlost v roving je vzdy piima.

Stted stejnolehlosti je jejim jedinym samodruznym (pevnym) bodem a vSechny piimky pro-
chazejici timto bodem se zobrazuji samy do sebe. S odkazem na vétu VI.2 (str. 31) si uvédo-
mujeme, Ze libovolna p¥imka se zobrazuje na piimku, ktera je s ni rovnobé&zné. Odtud zejména
vyplyva mozny névod ke konstrukci obrazu obecného bodu vzhledem k dané stejnolehlosti.

Tuto vlastnost (kazdé pfimka se zobrazuje na pifmku s ni rovnobé&znou) mé pouze nékolik dal-
§ich transformaci, jmenovité identita a posunuti. Odtud plyne, ze skladanim stejnolehlosti nelze
obdrzet nic jiného nez identitu, posunuti nebo obecnou stejnolehlost. Upfesnéni je v nasledujici
véteé, jejiz zdivodnéni plyne opét hlavné z véty VI.2:

Véta (o skladani stejnolehlosti). SloZeni dvou stejnolehlosti se stiedy S1, Sa a koeficienty k1, ko je:
(a) identita, privé kdyz k1ks =1 a S; = 5o,

(b) posunuti, prive kdyz k1ks =1 a S; # So,

(c) obecnd stejnolehlost, pravé kdyz kiks # 1.

—
Navic plati, Ze v pFipadé (b) je vektor posunuti ndsobkem vektoru S1S2 a v pFipadé (c) leZi stred
vysledné stejnolehlosti na piimce S1Ss (pokud Sy # Ss).
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Stejnolehly obraz kruZnice a Mongeova véta

V souvislosti s vy3e diskutovanymi tlohami o kruznicich dopliiujeme néasledujici jednoduché tvr-
zeni:

Véta. Stejnolehlijm obrazem kruznice je kruznice.
Navic, kaZdé dvé neshodné kruznice v roviné jsou stejnolehlé, a to dvojim zpisobem.

Diikaz. Zduvodnéni plyne z vlastnosti stejnolehlosti, Thaletovy véty, resp. véty opacné, viz
obr. 7.6:

Pro libovolny bod X € k podle Thaletovy véty plati, Ze thel AX B je pravy. Pro obrazy bodu
A, X, B vzhledem k libovolné stejnolehlosti plati, 7e A’X'||AX a B’X’'||BX, tudiz ahel A’X'B’
je také pravy. To znamend, Ze bod X’ lezi na kruZnici s priumérem A’B’.

Konstrukce stiedii stejnolehlosti dvou danych kruznic pomoci rovnobéznych priméria je na
obr. 7.7 (viz téz obr. 5.40). To, Ze si v téchto stejnolehlostech odpovidaji také vSechny ostatni
body kruznic, plyne z pravé dokdzaného tvrzeni. O

Obréazek 7.6: Stejnolehlym obrazem kruznice je kruznice.

Pro dvé dané neshodné kruznice se koeficienty odpovidajicich stejnolehlosti lisi pouze zna-
ménkem (absolutni hodnota je rovna poméru poloméra danych kruZznic). St¥ed, ktery odpovida
stejnolehlosti s kladnym znaménkem, nazyvame vnéjsi, ten druhy nazyvame vnitini. Tyto dva
stiedy splyvaji, pravé kdyZ dané kruznice jsou soustiedné. Pokud se kruZnice dotykaji zvenku,
resp. zevnit¥, potom vnéj§i, resp. vnitini stied stejnolehlosti splyva s bodem dotyku. Dvé shodné

kruZnice maji pouze vnitini sted stejnolehlosti (p¥ip. miZeme Fict, Ze ten vnéjsi je v nekonecnu).

Obrazek 7.7: [Ku] Kazdé dvé kruznice jsou stejnolehlé; a to dvojim zptisobem.

Bezprostiednim duasledkem piedchozich dvou tvrzeni je nasledujici véta:
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Véta (Mongeova). Pro tii krunice v roviné plati, Ze vnéjsi stiedy stejnolehlosti jsou kolinedrni,
stejné tak kazZdé dva vnitini stiedy stejnolehlosti a jeden vnéjsi jsou kolinedrni.

Diikaz. Uvazme obecnou situaci jako na obr. 7.8 (ve specidlnich pfipadech mohou nékteré stiedy
stejnolehlosti splyvat nebo se objevit v nekone¢nu). UkdZeme, Ze trojice stiedi N, R, Q lezi na
piimce; ostatni tii pfipady jsou analogické:

Bod N je vnéjsim stfedem stejnolehlosti kruznic a, b, bod R je vnitinim stfedem stejnolehlosti
kruznic b,c¢ a bod @ je vnitinim stfedem stejnolehlosti kruznic a,c. Slozenim prvnich dvou
stejnolehlosti dostavame stejnolehlost, kterd zobrazuje kruznici a na kruznici ¢, a to tak, ze bodu
X € a odpovida bod X" € ¢. To znamen4, Ze stfedem této stejnolehlosti je pravé bod Q. Z tieti
¢asti véty o skladani stejnolehlosti plyne, Ze bod @ lezi na piimce NR. O

Obrézek 7.8: Mongeova véta: Sest stiedi stegnolehlosti t7i kruZnic tvoii vrcholy tzv.
uplného ctyirohu.

Stejnolehlost byla nékolikrat pouzita pii feSeni nékolika specidlnich Apolloniovych tloh v pod-
kap. 5. Mongeova véta tvoii jednu ze tii komponent, z nichz se sklada zdivodnéni Gergonnova

feSeni obecné Apolléniovy tulohy, viz dodatek 20.2.

Obecna podobnost

Zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory je podobné, kdyz pro libovolné body A, B a jejich
obrazy A’, B’ plati:
|A'B'| =k - |AB], (7.3)

kde k je kladna realna konstanta, tzv. koeficient podobnosti.

Podobna zobrazeni s koeficientem k£ = 1 jsou shodna. Podobné zobrazeni maji dalsi — odvozené
— vlastnosti, které v definici nemusime uvadét. Z definice plyne, Ze podobné zobrazeni (mezi
prostory dimenze aspon dva)

e zobrazuji pfimky na piimky,
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e zachovavaji odchylky piimek,
e obsahy, resp. objemy s méni k2-, resp. k3-krat.

Zduvodnéni je obsazeno v (nebo plyne z) odst. 4.16. Z definice také piimo plyne, Ze kazdé
podobné zobrazeni je prosté. Kazda podobna transformace, tedy podobné zobrazeni eukleidov-
ského prostoru do sebe, je proto nutné bijektivni. Bijektivni podobné zobrazeni se stru¢né zove
podobnost.

Pokud obecnou podobnost s koeficientem k slozime s néjakou stejnolehlosti s koeficientem
pak vysledné zobrazeni je shodnost. Odtud mizeme vydedukovat nasledujici tvrzeni:

1
)

Véta. Kazdou podobnost lze realizovat jako sloZeni shodnosti a stejnolehlosti (a to mnoha riz-
nymi zpisoby).

Spolu s vétou na str. 61 mizeme piedchozi tvrzeni formulovat také tak, ze kazdou podobnost
v roviné lze realizovat jako sloZeni stejnolehlosti a nejvyse ti1 osovych soumérnosti. . .

7.5 Cvideni

1) Dopliite podrobnosti ve vété o skladani stejnolehlosti; dokazte, ze vektor posunuti v pfipadé
—— ——
(b) je v.= (1 — k2)S152 a stfed stejnolehlosti v piipadé (c) je S =51 + 11—_klf22 S155.

(2) Pro dva dané podobné trojuhelniky rozhodnéte, zda jsou stejnolehlé (zformulujte n&jaké
pfirozené kritérium).

(3) Pokud je odpoveéd v piedchozi tiloze zédporné, pak:

e vyjadiete odpovidajici podobnost jako slozeni stejnolehlosti a shodnosti,
e alespon dvojim zpusobem sestrojte obraz libovolného dal§itho bodu,

e pokuste se urcit samodruzny bod této podobnosti.

(4) Sestrojte p¥imku spojujici dany bod s priseéikem dvou ruznobéZnych piimek, ktery je mimo
rysovaci plochu.

7.6 Kruhova inverze a konformni zobrazeni

V této podkapitole predstavime zékladni konformni zobrazeni v roviné — kruhovou inverzi.

Definice a zFejmé vlastnosti

Kruhovd inverze je transformace eukleidovské roviny bez jednoho bodu O, ktera je urcena
kruznici se stfedem O a polomérem r, a to tak, ze obraz X’ libovolného bodu X # O lezi
na polopiimce OX a plati:

|0X]|-|0X'| = r2.

Urcujici kruznici budeme zpravidla nazyvat 7idici a znacit I'. P¥imo z definice a Eukleidovy véty
0 odvésné plyne mozny navod ke konstrukci obrazu daného bodu, viz obr. 7.9:

PA’ je te¢na ke kruznici I, trojithelnik OP A’ je tedy pravothly; A je pata vysky z vrcholu P;
podle Eukleidovy véty o odvésné tedy plati OA - OA’ = OP? = r2. Odtud je konstrukce ziejma,
bez ohledu na to, zda bod A je uvnitf nebo vné fidici kruznice. . .
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Obrazek 7.9: [Ha] Obraz bodu pii kruhové inverzi ur¢ené kruznici T'.

Z definice déle plynou néasledujici zfejma tvrzeni:

Véta. (a) Kruhovd inverze je involutivni transformace, tzn. sloZeni dvou kruhovych inverzi
s toutéZ Fidici kruznict je identita.

(b) Viechny body na Fidici kruznici jsou samodruzné, tzn. zobrazuji se samy na sebe.

(¢) Viechno, co je vné Fidici kruznice, se zobrazuje dovnitt, a naopak.

(d) Kazdd primka prochdzejici stfedem inverze se zobrazuje sama do sebe; piitom jediné samod-

ruzné body jsou priseciky s Fidici kruznici @ lim X' = O.

X —o0

Z posledné& jmenované vlastnosti je patrné, pro¢ v definici vyluéujeme piipad X = O: Vsechny
body v nekone&nu se zobrazuji do stfedu O a naopak, obrazem stfedu O by mohl byt libovolny
bod v nekone¢nu. I kdybychom eukleidovskou rovinu o tyto body rozsifili (coz tak jako tak
za chvili udélame), obraz stiedu O by nebyl urcen jednozna¢ng. Prévé tuto vlastnost budeme
v dal§im s oblibou vyuZzivat!

Dalsi vlastnosti

Kruhova inverze ma mnoho dalsich nesamoziejmych, ale velmi uziteénych vlastnosti, které si
nyni postupné predstavime.

Véta. Pri kruhové inverzi s vidici kruznici T a stiedem O plati:
(e) Piimka neprochdzejici stredem O se zobrazuje na kruznici prochdzejici stiedem O, a naopak.

(f) Kruznice kolmd ke T' se zobrazuje sama do sebe. Naopak, kazdd kruZnice prochdzejici dvojici
tnverznich bodi je kolmd ke T'.

(9) Obecnd kruznice neprochdzejici stredem O se zobrazuje do jiné kruznice neprochdzejici O.

Diikazy. (e) Na obr. 7.10 uvazujeme piimku [, patu A kolmice ze stfedu O na piimku [, obraz
A’ bodu vzhledem ke kruhové inverzi uréené kruznici T’ a kruznici v s primérem OA’. UkéZeme,
ze kruznice 7 je obrazem piimky [, a naopak.

Pro libovolny bod B € [ ozn. B’ prisec¢ik OB N~. Podle Thaletovy véty je thel OB’ A’ pravy.
Trojuhelniky OAB a OA’B’ jsou oba pravouhlé a maji spole¢ny thel u vrcholu O. To znamené,
7e se shoduji ve vSech vnitinich thlech a jsou tudiz podobné. Odtud plyne, Ze

OB': OA=0A":0B neboli OB -OB=0A"-0A.

Body A, A’ si vak odpovidaji vzhledem ke kruhové inverzi I', tudiz OB’ - OB = OA’ - OA = r2.
Odtud plyne, Ze libovolny bod na pfimce [ se zobrazuje do bodu na kruZnici v, a naopak.
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Obrazek 7.10: [Ha] Obrazem p¥imky p#i kruhové inverzi je kruznice prochazejici stfedem,
a naopak.

(f) Pfedpokladejme, Ze kruznice « protina fidici kruznici I" kolmo, tzn., Ze te¢ny ve spolecném
bodé P jsou kolmé, viz obr. 7.11 vlevo. Odtud plyne, ze polomér OP je te¢nou ke kruznici . Pro
libovolnou seénu jdouci bodem O ozn. A, A" pruseciky s kruznici v. Podle véty I11.36 (str. 24)
vime, Ze

OA-OA' = OP? = 2,

coz znamena, ze body A, A’ si odpovidaji vzhledem ke kruhové inverzi I.
Opacné tvrzeni vyplyva z predchoziho a z véty I11.37, coz je véta opacna k II1.36. ..

Obrazek 7.11: [Ha] Obrazem kruZnice neprochézejici stfedem je opét kruznice; kruznice
se zobrazuje sama do sebe pravé tehdy, kdyZz protiné fidici kruznici kolmo.

(g) Misto toho, abychom toto tvrzeni dokazovali pfimo (coZ je sice mozné, ale ponékud
pracné), pouZijeme néasledujiciho triku, viz obr. 7.11 vpravo:

Uvazme kruznici I, ktera je soustfednd s I' a protina kruznici v kolmo. Ukazeme, Ze slozeni
kruhovych inverzi T' a T je stejnolehlost. Obrazem kruznice v vzhledem k této stejnolehlosti je
opét kruznice, kterou oznacime +/. Vzhledem k tomu, Ze pii kruhové inverzi I' se kruznice v
zobrazi sama do sebe (f), musi byt obrazem kruznice v vzhledem ke kruhové inverzi I" pravé
kruznice ~+'.

Pro libovolny bod A € v oznacime A € v jeho obraz v kruhové inverzi ' a obraz A v kruhové
inverzi I' ozna¢ime A’. Z definice kruhové inverze plyne, Ze

OA-OA=7* a OA-OA =r?
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(kde 7, resp. 7 zna&i polomér kruznice I, resp. I'). Upravou téchto dvou rovnic dostavame

OA' = k- OA,

kde k = ;—Z (konstanta!). Odtud plyne, 7e body A a A’ si odpovidaji jako vzor a obraz vzhledem
ke stejnolehlosti se stfedem O a koeficientem k. O

Pozor, uvazujeme-li kruznici neprochézejici stfedem kruhové inverze a jeji obraz, potom
stfedy téchto kruZznic si neodpovidaji jakoZto vzor a obraz v kruhové inverzi! Toho si lze v§im-
nout napf. u libovolné kruznice, kterd protiné fidici kruznici kolmo. Obecnéji, kruhova inverze
rozhodné nezachovavé vzdalenosti bodii, ani jejich poméry.

Kruhova inverze v8ak zachovava odchylky jakychkoli protinajicich se k¥ivek (nemizeme ¥ict
odchylky piimek, protoze piimky se v&ts§inou zobrazuji na kruZnice):

Véta. (h) Kruhovd inverze je konformni zobrazeni, tzn. zachovdvd odchylky protinajicich se
krivek.

Dikaz. Odkazujeme na obr. 7.12: Odchylku jakychkoli dvou kifivek v jejich spole¢ném bodé P
reprezentujeme pomoci jejich te¢en m a l. Tutéz odchylku vSak mutzeme stejné dobie reprezento-
vat pomoci dvojice kruznic, které prochézi bodem P a maji pifimky m a [ jako tecny. Takovych
dvojic je samoziejmé nekonec¢né mnoho — my si vybirdme préavé kruznice -; a 7o, které jsou
kolmé k ¥idici kruznici I'! Tyto kruZnice se zobrazuji samy do sebe (f), obrazem bodu P je druhy
spole¢ny bod P’ kruznic a odchylka m a [ se transformuje na odchylku kruznic v bod& P’.
Nicméné tato odchylka je taz jako v bodé P, coz jsme chtéli dokazat. O

Obrazek 7.12: [Ha] Kruhova inverze je konformni zobrazeni.

Poznamky

Na zéavér si jesté uvédomte, ze kruhova inverze je nepfimé transformace a ze meznim p¥ipadem
kruhové inverze (pro r — o0) je osova soumeérnost.

Kruhovou inverzi zmihujeme zejména v souvislosti s Apolléniovymi tlohami — diky vyse
odvozenym vlastnostem kruhové inverze muzeme slozitost téchto tloh celkem zajimavé redukovat,
viz nasledujici cviceni a dodatek 20.1.

V8echny konformni transformace v roviné lze vycerpat skladanim podobnych zobrazeni a kru-
hovych inverzi.

6Pozor, teny na obr. 7.12 v bod& P’ jsou nakresleny kviili vyznageni odchylky, nikoli jako obrazy teten m a [
vzhledem ke T".
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Na zavér uvadime jeden dalsi dobfe znamy piiklad konformniho zobrazeni — stereografickou
projekci, viz obr. 7.13. Kruhovou inverzi v roviné lze definovat pomoci stereografické projekce
a naopak — zajemci mohou premyslet jak?”

Obrazek 7.13: [Kut] Steregraficka projekce je konformni bijektivni zobrazeni ze sféry bez
jednoho bodu (P) do roviny (ktera je kolméa k pruméru PO).

7.7 Cvideni

(1) Vyjadrete stejnolehlost s danym stfedem a koeficientem jako slozeni kruhovych inverzi.
(2) Pomoci kruhové inverze feste znovu vSechny ulohy zmifiované v podkap. 5.

(3) Dokazte, Ze pomoci dilatace a kruhové inverze umite vyfesit obecnou Apolléniovu tlohu. =)

7.8 Osova afinita a afinni zobrazeni

Nez se propracujeme k pojmu obecného afinniho zobrazeni, uvddime nékolik dobie znamych
piikladu, které maji néco spole¢ného. . .

Casto sklonovanym slovnim spojenim v této podkapitole je délici pomér trojice bodu na
piimce, proto s nim kvuli lepsi piehlednosti za¢neme.

Délici pomér

O pomérech vzdalenosti t¥i bodi na piimce jsme mluvili mnohokrat. Pro pozdé&jsi uicely se vyplati
tento pojem néjak zafixovat:

Délici pomér trojice kolinearnich bodi (A, B, C) je realné ¢islo d takove, ze plati ﬁ = d-B?;
znatime a symbolicky zapisujeme takto:

d=(ABC) = %. (7.4)

"Napovéda: uvazte obraz ,,rovniku“ jako#to ¥idici kruZnici.
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Bez vektoru lze délici pomér definovat takto:

_%7 pokud C le#i mezi body A, B,

%, pokud C' nelezi mezi body A, B.

(ABC) =

V meznich piipadech vychéazi délici pomér nasledovné:

lim (ABC) =0, lim (ABC)=+o0, lim (ABC)=1.

C—A C—B C—o0o
Pro dva ruzné body je poloha tietiho bodu na odpovidajici pfimce jednozna¢né urcena délicim
pomérem, viz obr. 7.14. Definice samoziejmé zavisi na potradi bodu ve trojici — napt. bod C je
stiedem usecky AB pravé tehdy, kdyz

(ABC) = (BAC) = —1 «= (ACB) = (BC A) = 2 «—= (CAB) = (CB A) = %

4 e 5% %% %0 %5 e v 1Y 2 3
PR ; et et + + e
A a
v -1 3l w3 2 —
t For b f
A

Obrézek 7.14: K délicimu poméru trojice kolinedrnich bodi: u nékolika bodi X na
pfimce je vyznalena hodnota (AB X).

Rovnobézné promitani

Rovnobézné promiténi je zobrazeni z prostoru do roviny, mezi dvéma rovinami, z roviny do
piimky apod. takové, Ze v8echny promitaci paprsky jsou rovnobézné. Pramét libovolného bodu
je urcen jako prusecik promitaciho paprsku s cilovym objektem. Primétem pirimky miize byt
bud pfimka, nebo bod.

Rovnobézné promitani obecné nezachovava velikosti tsecek, avSak zachovava délici pomér ti{
bodua na piimce:

Véta. Pokud se pFi rovnobézném promitani zobrazi rizné kolinedrni body na rizné body, potom
se jejich délici poméry zachovdvayi.

Diikaz. Predpokladejme, Ze obrazem piimky neni bod. Smér promitani s, dand piimka p a jeji
obraz p’ lezi v jedné roving. Pokud by ndhodou byly pfimky p a p’ rovnob&zné, potom se zachova-
vaji dokonce vzdalenosti, tudiz i délici poméry. Piedpokladejme tedy, Ze p a p’ jsou raznobézné.
Tvrzeni véty zdivodnime nejprve ve specidlnim piipadé, poté obecné, viz obr. 7.15:

(a) V tomto piipadé (C’ = C) je tvrzeni obsahem véty V1.2, kterou jsem dokézali na str. 31. P¥i
znaceni z predchoziho pododstavce muzeme leda psat

(ABC) = (A'B'C).

(b) Uvazujme dvé obecné pifmky s rovnob&Znymi praméty libovolnych tii bodu. Vedeme po-
mocnou rovnobézku s p jdouci bodem C’: Pro rovnobézné pruméty A;, By, C’ bodi A, B,C
plati, ze maji stejné vzdalenosti, tudiz (A;B; C’') = (ABC). Navic podle (a) plati, Ze
(A1B1 C") = (A'B' "), takze celkem dostavame

(ABC) = (A'B'C"). O
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Obrazek 7.15: Délici pomér je pii rovnob&Zném promitani invariantni!

Elace (naklonéni, zkoseni)

Rovnobé&znik BCFE na obrazku muzeme chapat jako obraz rovnobézniku BC DA pii néjaké
transformaci eukleidovské roviny — tuto transformaci budeme odborné nazyvat elaci.

o £
A F

C

Obrazek 7.16: [E ;| Elace neboli naklonéni.

Elace ma piimku samodruZznych bodua (v tomto p¥ikladu BC), kterou nazyvame osou. Elace
je zcela urfena osou o a dvojici boda A — A’ (v tomto piikladu A’ = E) takovou, ze

AAo.

To znamen4, Ze obraz libovolného bodu v roviné je timto zadanim jednozna¢né vymezen a navic
je snadné jej sestrojit — pokud prozatim neni jasné jak, ¢téte dal!

Elace je pfiméa transformace, neni to vSak shodnost ani podobnost. Elace je navic zajimava
tim, ze (podle véty 1.35) zachovava obsahy.

Osova afinita (8kalovani v jednom sméru)

Elace je meznim piipadem transformace, které se fika osovd afinita. Typickym piikladem osové
afinity je transformace na obr. 7.17. Tato osova afinita mé& vodorovnou osu (= piimku samodruz-
nych bodil) a v tomto sméru se ,nic nedéje”. Ve svislém sméru se viechno zkracuje a podstatné
je, ze ,v8ude stejné“! Odborné&ji mizeme fict, Ze ve svislém sméru je pro kazdou trojici bodu X,
X' a Xy, které si odpovidaji jako na obr. 7.17, jejich délici pomér konstantni.

Definice obecné osové afinity je nésledujici:
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Obrézek 7.17: [Ku] Typicka osova afinita: skdlovani v jednom sméru.

Osovd afinita je transformace eukleidovské roviny, kterd je urCend osou o a dvojici bodua
A — A’, a to nasledujicim zptsobem: body na ose o jsou samodruzné a pro obraz X'
libovolného bodu X # o plati

XX'||JAA" a (X'X Xo) = (A"AAp) = konst., (7.5)

kde Xy, resp Ag, znaci prasecik piimky X X', resp. AA’, s osou o.

Sméru pifmky AA’ se ¥ikd smér osové afinity, konstant& (A’A Ag) se iikd modul (nebo taky
charakteristika). Pofadi boda v definici modulu neni ndhodné, ale je voleno tak, aby toto &islo
mélo dobry geometricky vyznam:

e modul je pravé skalovaci pomér v daném sméru,

e absolutni hodnota modulu nam #iké, jak se méni obsahy,

e osova afinita je pfima/nepfima transformace, pravé kdyz modul je kladny/zaporny.
Specidlnimi, resp. meznimi piipady osové afinity jsou:

e osovd soumérnost, pokud modul = —1 a smér | o,

o Sikmd soumérnost, pokud modul = —1 a smér [ o,

e clace, pokud smér|o (= modul = 1),

e rovnobéziné promitini do primky o, pokud modul = 0.

Pro kontrolu: V piipadé elace neni bod Ay vibec definovan, resp. lezi v nekoneénu; z definici
vSak plyne, Ze modul = Alim (A’A Ay) = 1. V piipadé promitani do piimky je A’ = Ay, coz
0—>00
skutetné znamena, ze modul = (A’A A") = 0.
Uvédomte si, Ze pfimo z definice osové afinity (a vét o podobnych trojuhelnicich) plyne navod

ke konstrukei obrazu libovolného bodu X, viz obr. 7.18. Z definice dale plyne, Zze osova afinita
@&> zachovava délici pomér bodu na jakékoli pFimce (tedy ne jen na ose nebo ve sméru AA")!



7 Panoptikum geometrickych zobrazeni 75
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Obrazek 7.18: Obraz bodu X v osové afinité uréené osou a dvojici bodi A — A’:
(1) obraz X' lezi na rovnob&zce s AA" jdouci bodem X,

(2) prisecik pfimky AX s osou je samodruZny,

(3) obraz X’ lezi na p¥imce spojujici A’ s pomocnym bodem (2).

Obecné afinni zobrazeni

Osové afinita a rovnobézné promitini do p¥imky jsou zékladni afinni zobrazeni v eukleidovské
roviné. Definice obecného afinniho zobrazeni (mezi prostory libovolné dimenze) je nasledujici:

Zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory je afinni, kdyz
(a) zobrazuje kolinearni body na kolinearni body,
(b) zachovava délici poméry boda (*),

(c) zachovava rovnobéznost piimek (*).

(*) Kolinearni body jsou body, které leZi na jedné piimce, tedy také body splyvajici. Podminka
(b), resp. (c) tedy mé smysl pouze v piipadé, kdy se rizné kolinearni body zobrazi na rizné
kolinearni body (tedy nikoli do jednoho bodu).

Z (a) a (b) plyne, ze prosté afinni zobrazeni zobrazuje pfimky na p¥imky, pfip. tsecky na
usecky (tedy nikoli na n&jaké divné Casti p¥imek).

Bijektivni afinni zobrazeni se nazyva afinita. Vyse zmiiiované rovnobézné promitani do piimky
neni prosté (injektivni), takZe to neni afinita. Misto prosté/neprosté se Casto uzivaji privlastky
requldrni/singuldrnd.

Definice afinniho zobrazeni je motivovana nékolika zobrazenimi v roviné, avsak je vyslovena
obecng, tzn. pro eukleidovské prostory libovolné dimenze: P¥i zobrazeni piimky jsou podminky (a)
a (c) splnény trivialng, takZe (prosté) afinni zobrazeni je v takovém piipadé zcela charakterizovano
podminkou (b). P¥i zobrazeni prostoru dimenze alespoii dva si muZzeme v§imnout, %e definujici
podminky nejsou aplné nezéavislé — za predpokladu (a) jsou vlastnosti (b) a (c) ekvivalentni, viz
obr. 7.19:

Zdivodnéni (b) <= (c). Piedpokladejme, Ze plati (a) a (b). UvaZme libovolny rovnobéZnik
ABCD a jeho obraz A'B’C’D’; prusecik uhlopficek S se zobrazuje na prusecik uhlopficek S'.
Protoze ABCD je rovnobéznik, je bod S stfedem obou thlopiicek. Protoze plati (b), je S’ stie-
dem obou uhlopficek ¢tyrahelniku A’B’C’D’. To vsak znamené, ze A'B’'C'D’ je rovnobé&znik,
a tedy plati (c).
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Al

Obrazek 7.19: Ctyfﬁhelnik je rovnobéznik, pravé kdyz prusec¢ik uhlopticek je jejich stie-
dem

Dukaz opa¢né implikace neni tak samoziejmy, da se v8ak snadno zdivodnit algebraicky (viz
pristi semestr). Uvédomte si aspoii, Ze za piredpokladu (a) a (c) z pfedchoziho rozvazovani plyne,
7e stied libovolné tsecky se zobrazi na stied obrazu této usecky, ... O

Afinni zobrazeni mezi pfimkami je zcela uréeno podminkou (b) za pfedpokladu, Ze se razné
body zobrazuji do raznych bodi. To jinymi slovy znamend, Ze prosté afinni zobrazeni pfimky
(kamkoli) je zcela urc¢eno obrazy dvou riznych bodi. Tyto body muZeme chépat jako ,,po¢atek”
a ,jednotku‘; pro obecny bod na piimce pak odpovidajici délici pomér interpretujeme jako jeho
,soufadnici“ vzhledem k této pomocné souradné soustavé. Obdobné mizeme uvazovat o afinnich
zobrazenich v roviné, pfip. z roviny kamkoli:

(i) Uvazme t¥i body v obecné poloze, které chapeme jako pocétek a jednotky pomocné souradné
soustavy, a jejich obrazy.

(ii) Kazdy bod v roviné je jednoznatné urfen dvéma ,soufadnicemi® vzhledem této soustavé
— tyto jsou urceny rovnobézkami se soufadnymi osami.

(iii) Dvojim pfenesenim déliciho poméru (b) umime uréit ,soufadnice* obrazu daného bodu.

(iv) Pokud obraz poc¢atku a pravé sestrojené ,soufadnice” jsou v obecné poloze, potom doplné-
nim do rovnobézniku (¢) umime ur¢it obraz daného bodu.

Odtud vidime, Ze prosté afinni zobrazeni roviny (kamkoli) je zcela uréeno obrazy tii bodu v obecné
poloze. Zobecnéni téchto tvah pro afinni zobrazeni prostoru (kamkoli) je z¥ejmé. Celkem muZzeme
tato pozorovani shrnout nésledovné:

Véta (o urcenosti afinniho zobrazeni). Prosté afinni zobrazeni prostoru dimenze n (n =1,2,3)
je jednoznacéné uréeno obrazy n + 1 bodi v obecné poloze.

Poznamky a vyhlidky

VSechny vySe zminované piiklady afinnich transformaci byly v jistém smyslu zakladni: zakladni
regularni afinni transformaci je osova afinita, zédkladni singularni afinni transformaci je rovno-
bézné promitani do piimky. Spole¢nym rysem vSech zékladnich transformaci v roviné je, ze maji
pfimku samodruznych bodu. Zobecnéni nékterych zakladnich tvrzeni z odstavci o shodnostech
a podobnostech je néasledujici:

Véta (o skladani ...). KaZdou afinni transformaci v roviné lze realizovat jako sloZeni nejuyse
tri zdkladnich afinnich transformaci.
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Toto tvrzeni 1ze zdavodnit velmi podobnym zpusobem jako vétu 7.2 o skladani osovych soumér-
nosti. Jediny rozdil je v tom, Ze nyni mame daleko vice volnosti!

Zakladni afinni transformace v prostoru jsou transformace, které maji rovinu samodruznych
bodi. Zajemci mohou premyslet nad zobecnénim piedchozi véty pro afinni transformace v pro-
storu. ..

V nésledujici kapitole budeme dikladné studovat rovnobézna promitani prostoru do roviny,
tedy zakladni singularni afinni zobrazeni v prostoru. Velice pfirozenou a soucasné dulezitou
otazkou je:

e Jaké je zobecnéni véty o urcenosti afinnich zobrazeni pro singularni piipady?

V néasledujicim semestru budeme umét (algebraicky) ukéazat, Ze tato véta plati pro jakakoli afinni
zobrazeni (a jakékoli dimenze). Z konstrukéniho rozboru, ktery oné vété predchézel, zatim umime
vyvodit jenom to, Ze pfedpoklad injektivnosti mize byt zeslaben, ale ne p¥ilis: Pokud by (pron =

2,3) v obrazu ,,0sového kiize“ nékteré dvé osy splyvaly, mame problém s doplnénim rovnobézniku

v kroku (iv). Zavér proto formulujeme pongkud opatrné takto:

L
]

o  Ne piilis singuldrni“ afinni zobrazeni jsou urcena stejné jako ve vété na str. 76.

K tomuto tématu se znovu vracime v podkapitole 11 a nésledujicich. Prozatim jenom opaku-
jeme, Ze v konstrukénim zdivodnéni tohoto tvrzeni odkazujeme vyhradné na vlastnosti (a)—(c)
z definice afinniho zobrazeni. To znamené, ze zdkladnimi konstrukénimi néstroji jsou pouze

e pienaSeni délicich poméru,

e konstrukce rovnobézek.

7.9 Cvideni

(1) Pro dané t¥i kolinearni body A, B,C a dva dalsi body K, L sestrojte bod M tak, aby byl
zachovan délici pomér: (KL M) = (AB C). Uvazujte také jiné permutace bodu ve trojici.

(2) Dokazte, Ze osova afinita je involutivni pravé tehdy, kdyz modul = —1.

(3) Pro dva dané trojuhelniky rozhodnéte, zda je jeden obrazem druhého vzhledem k né&jaké
osové afinité (zformulujte néjaké piirozené kritérium).

(4) Pokud je odpovéd v piedchozi tiloze zéporna, pak:

e vyjadiete odpovidajici afinitu jako sloZeni osovych afinit,

e sestrojte obraz libovolného dalsiho bodu v roviné.
(5) Vyjadrete stejnolehlost s danym stiedem a koeficientem jako slozeni osovych afinit.

(6) Predpokladejme, Ze t¥i dané body jsou obrazy sousednich vrcholi pravidelného n-thelniku
(n=4,5,6,8,10,...); sestrojte obrazy ostatnich vrcholi.

(7) Sestrojte afinni obraz pravidelného n-bokého hranolu (n =4,5,6,8,10,...).
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7.10 Osova kolineace a projektivni zobrazeni

Nez se propracujeme k pojmu obecného projektivniho zobrazeni, zobecnime zakladni afinni zob-
razeni — od rovnobé&zného promitani ke stfedovému, od osové afinity k osové kolineaci. V této
souvislosti si zdhy uvédomime, Ze je nutné zacit brat vazné také body v nekonec¢nu. Odtud pojem
projektivniho rozsifeni eukleidovské piimky, roviny atd.

Casto skloiovanym pojmem v této podkapitole je dvojpomér ¢tvefice boda na pfimce, proto
s nim rovnou zacneme.

Dvojpomér

Duvogpomer &tverice kolinearnich boda (A, B,C, D) je realné ¢islo definované jako pomér
dslicich poméri (AB C) : (AB D); vzhledem k (7.4) piseme nésledovné:

(ABCD) = % : %. (7.6)

Vzhledem k tomu, ze Dlim (AB D) =1, plati Dlim (ABCD) = (ABC(), coZ zapisujeme jako
— 00 — 00

(ABCDy,) = (ABCQC).
V nékterych dalsich meznich piipadech vychazi dvojpomér nasledovné:

lim (ABCD) =0, lim (ABCD)= 400, lim (ABCD)=1
C—A C—B C—D

apod. Pokud je ndhodou
(ABCD) = —1,

fikdme o ¢tverici bodi, Ze je v tzv. harmonickém poméru. Takovou ¢tvefici tvoii napt. (AB C D),
kde C je stfedem tsecky AB. Obecnéji, v harmonickém poméru je mnoho ruznych ¢tvefic boda
v Gplném &tyfrohu (viz cviceni 7.11(4)).

Pro dané t¥i ruzné kolinearni body je poloha ¢tvrtého bodu na téze piimce jednoznacéné urcena
dvojpomérem. Definice dvojpoméru samoziejmé zavisi na poradi bodu ve ¢tverici. Podobné jako
u délictho poméru vSak mizeme pozorovat jisté symetrie — obecné napft. plati

(ABCD) = (BADC) = (CD AB) = (DC BA).

Projektivni rozsifeni

Nékolikrat jsme si mohli v8imnout, Ze obcas je vyhodné pracovat s mevlastni body, tj. body
v nekoneénu. Pokud napf. uvazujeme stiedové promitani mezi dvéma (raznobéznymi) pfimkami
p a p/, potom na p existuje bod U, ktery se zobrazuje do nevlastniho bodu piimky p’, a na p’
méame bod V', jehoZ vzor je nevlastni bod piimky p. Takovym bodum fikame ibézniky a Gasem
zjistime, jak jsou pii konstrukcich uzitecné.

Pokud se chceme vyjadiovat piesné, potom nemuzeme fikat, Ze se pii stfedovém promitani
piimka p zobrazuje na piimku p’. Spravné by bylo: pfimka p bez bodu U se zobrazuje na pfimku
p’ bez bodu V’. Témto nesikovnostem se lze jednoduse vyhnout tim, Ze vSechny zakladni objekty
rozsifime o jejich nevlastni body:
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Obrazek 7.20: Stfedové promitani nezobrazuje eukleidovskou piimku na eukleidovskou
primku, avSak zobrazuje projektivni pfimku na projektivni primku.

Projektivni rozsireni piimky, roviny, resp. prostoru je eukleidovskd piimka, rovina, resp.
prostor roz§ifend, resp. -ny o jejich body v nekonec¢nu.
Body v nekoneénu jmenujeme nevlastni, ostatni pak vlastni.

Tato definice je dost neformélni — kriticky ¢tenaf by se mél ptat, co jsou ty body v nekonecnu
a kolik jich vlastné je, pfip. jak je reprezentovat pomoci vlastnich objektu?! Nejprve si uvédo-
mime, 7e kazd4 pifmka v eukleidovské roviné méa jenom jeden nevlastni bod (a nikoli dva).®
Tento fakt vyplyva z jednoho ze zékladnich postulati eukleidovské geometrie, totiz z postulétu
o rovnobé&zkach (viz odst. 4.4):

Véta. Projektivni rozsiFeni primky md prdvé jeden nevlastni bod.

Obrézek 7.21: Eukleidovska pfimka ma jen jeden nevlastni bod.

Diikaz. Zékladni ,,projektivni trik“ je, Ze se na dany objekt podivame zvnéjsku, v tomto pripadé
z néjakého bodu S, ktery na dané piimce p nelezi:

Body na piimce A; € p jsou ve vzajemné jednoznacné korespondenci s promitacimi paprsky
a; = SA;. Kdyz se bod A; vzdaluje do nekone¢na, piimka a; konverguje k piimce, kterd lezi
v roviné urcené p a S a pifimku p neprotiné, tedy k piimce, kterd je s p rovnobézné. Protoze
rovnobézka k dané pifimce danym bodem je jedina, mé kazda piimka v eukleidovské roviné jediny
nevlastni bod. O

Toto pozorovani mé nékolik zajimavych dusledkii:

8Projektivnf rozsifeni pfimky je tedy néco jiného, ne# rozsifena reilns osa, jak ji znadme z analyzy: oznaleni
+oo milzeme interpretovat jeding tak, ze se k nevlastnimu bodu bliZime zprava/zleva.
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Projektivni pfimka je uzaviené.

e Nemd4 smysl uvazovat uspoiradani bodi na projektivni piimce.

Projektivni piimka nerozdéluje projektivni rovinu na dvé nesouvislé ¢asti.
o Kazdé dvé projektivni piimky v projektivni roviné se protinaji.

RovnobéZnost primek v roz§irené eukleidovské roviné tedy chapeme jako specidlni pfipad razno-
béznosti, kdy prusecikem je nevlastni bod.

A
—
i S—— b
[ D X
E

Obrézek 7.22: Na eukleidovské piimce je bod E mezi body C' a D. Na projektivni pfimce
nemé relace ,,mezi* valného smyslu.

Jiny zékladni axiom eukleidovské geometrie iika, Ze dva body jednozna¢né uréuji p¥imku.’
Pokud uvazujeme dva rtizné nevlastni body, pak jimi uréena piimka musi byt celd nevlastni,
@ jinak bychom byli ve sporu s pfedchozim tvrzenim. Odtud plyne, zZe:

Véta. Projektivni rozsireni roviny, resp. prostoru md projektivni primku, resp. rovinu nevlastnich
bodii.

Pted chvili jsme mluvili o vzajemnych polohich piimek v rozsifené roviné. Obdobna diskuze
v projektivnim rozsifeni prostoru vypadé nésledovné — dvé projektivni pfimky mohou byt:

e mimobézné, pokud nemaji spole¢ny bod,

e riznobézné, pokud maji spole¢ny pravé jeden vlastni bod,

e rovnobézné, pokud maji spole¢ny pravé jeden nevlastni bod,
e totozné, pokud maji spolecné aspon dva body.

@=> Doplitte si diskuzi vzdjemnych poloh pfimky a roviny, piip. dvou rovin. ..

Stfedové promitani

Stiedové promitani je jedno ze zakladnich projektivnich zobrazeni, které dokonce dalo celé této
skupiné zobrazeni jméno. Mame na mysli promiténi z prostoru do roviny, mezi dvéma rovinami,
z roviny do primky apod. Primét libovolného bodu je uréen jako prisecik promitaciho paprsku
s cilovym objektem. Pramétem piimky miZe byt bud pfimka, nebo bod.

Stfedové promiténi obecné nezachovava vzdalenosti ani délici poméry trojic bodi, avSak
zachovava dvojpoméry ¢tvefic bodi na piimce:

9Tento axiém patif v Hilbertové systému do skupiny axiémi incidence, které jsou platné v obecném projek-
tivnim prostoru.
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Vé&ta (Pappova). Pokud se pii stiedovém promitdni zobrazi rizné kolinedrni body na rizné body,
potom se jejich dvojpomeéry zachovdvayji.

Diikaz. Predpokladejme, ze obrazem piimky neni bod. Stifed promitani S, dané piimka p a jeji
obraz p’ lezi v jedné roving. Pokud by ndhodou byly pfimky p a p’ rovnob&zné, potom se zacho-
vavaji dokonce délici poméry, tudiz i dvojpoméry.

Predpokladejme tedy, Zze p a p’ jsou raznob&zné. Tvrzeni véty zdivodnime nejprve ve speci-
alnim piipadé (C’ = C a D v nekone¢nu), poté obecné, viz obr. 7.23. Odkazujeme vyhradné na
zékladni tvrzeni o podobnych trojihelnicich:

Obrazek 7.23: Dvojpomér je pii stfedovém promitani invariantni!

T
(a) Trojuhelniky A’ AC” a A’SD’ jsou podobné a C’ = O, tudiz % = ;%i Trojthelniky B’ BC'
BC

Py
a B’SD’ jsou taky podobné, tudiz % =<5 Odtud délenim obou rovnic dostavime

AC _ACT BC ACT AD
% A/D/ ’ B/D/ B/C/ ’ B/D/.

Vyraz nalevo je pravé (ABC) = (AB CD.,), napravo je (A’B’ C'D’), takze v tomto speci-
fickém piipadé skutecné plati

(ABCDy) = (A'B'C'D).

(b) Uvazujme dvé obecné piimky se stiedovymi praméty libovolné &tvefice bodi. Vedeme po-
mocné rovnob&zky jdouci body C a C’: Podle (a) plati, ze (A1B; C) = (ABCD) a sou-
Casné (A2BC') = (A’B'C’'D’). Navic ale z podobnosti pomocnych trojuhelnika plyne
(A1B1 C) = (A3By "), takZe i v tomto obecném piipadé plati

(ABCD) = (AB'C'D)). O

Osova kolineace

Diky projektivnimu rozgifeni eukleidovské roviny (prostoru) lze vSechny vySe zmifiované afinni
zobrazeni chapat jako specidlni pfipady tzv. projektivnich zobrazeni, k jejichZ obecné definici
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nezadrzitelné sméfujeme. Jednim piikladem, jemuZ rozumime uz nyni, je rovnob&zné promitani,
které chapeme jako stiedové promiténi z nevlastniho stfedu. Podobné lze chapat osovou afinitu
jako specialni piipad obecnéj§i — a tudiz zdkladnéjsi — transformace, jejiz jméno zni osova
kolineace:1?

Osovd kolineace je transformace v projektivni roviné uréené osou o, stiedem S a dvojici
bodi A — A’, a to nasledujicim zpusobem: stfed S a body na ose o jsou samodruzné a pro
obraz X' libovolného dalsiho bodu X plati

XX'NAA' =S a (X'X XoS)=(A"AAyS) = konst., (7.7)

kde Xy, resp Ag, znaci prusecik pfimky X X', resp. AA’, s osou o.

Konstanté (A’A AgS) se ¥ikd modul (nebo taky charakteristika) osové kolineace. Na rozdil od
modulu osové afinity, je interpretace modulu osové kolineace ponékud problemati¢téjsi — v pro-
jektivni roviné zejména nema smysl mluvit o orientaci (tzn. nema smysl rozliSovat pfimé/nepi¥imé
transformace).

Zdurazihujeme, Ze osové kolineace je dobfe definovana pouze jako transformace v projektivni
(tedy nikoli eukleidovské) roving, tzn. Ze nevlastni body se mohou zobrazit do vlastnich, a naopak.
Specidlnimi, resp. meznimi piipady osové kolineace jsou:

e o0sovd afinita, pokud je stfed nevlastni,

e stejnolehlost, pokud je osa nevlastni,

e posunuti, pokud jsou stied i osa nevlastni,

o stiredové promitani do piimky o, pokud je osa vlastni a modul = 0.

Pro doplnéni: V pfipadé osové afinity je modul = (A’A ApSw) = (A’A Ap). V piipadé stejnoleh-
losti je bod Ap nevlastni a modul = (A’A Ap_S) = (A’AS) = koeficient stejnolehlosti. V pfipadé
posunuti je nutné S = Ag a modul = (4’A SS) = 1. V pfipadé promitani do pfimky je A" = A,
coz skutefné znamena, ze modul = (A’A A’S) = 0.

V souvislosti s analogickou diskuzi v odst. 7.8 nis mize jeSté napadnout uvazovat osové
kolineace s modulem +1:

e projektivni elace, pokud S € o (= modul = 1),
e harmonickd soumérnost, pokud modul = —1.

V pfipadé projektivni elace je S = Ag, coZ skuteéné znamend, Ze modul = (A’A SS) = 1. Elace
(resp. posunuti) je tedy specidlnim piipadem projektivni elace, kdy st¥ed (resp. st¥ed i osa) je
nevlastni. Specidlnim pfipadem harmonické soumérnosti je §ikma soumérnost, a to kdyz osa je
nevlastni.

Uvédomte si, Ze p¥imo z definice osové kolineace (a Pappovy véty) plyne navod ke konstrukei
obrazu libovolného bodu X, viz obr. 7.24. Odtud déle plyne, Ze osova kolineace zachovava dvoj-
@&> poméry bodi na jakékoli piimce (tedy ne jen na ose nebo piimce prochézejici stiedem)!

10 literatui'e se ¢asto misto pivlastku osova uzivé stfedova.
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Obrazek 7.24: Obraz bodu X v osové kolineaci urcené stfedem, osou a dvojici bodua
A Al

(1) obraz X’ lezi na p¥imce SX,

(2) prisecik pfimky AX s osou je samodruZny,

(3) obraz X’ lezi na pfimce spojujici A’ s pomocnym bodem (2).

Obecné projektivni zobrazeni

Osovi kolineace a stfedové promitani jsou zakladni projektivni zobrazeni v roviné. Definice obec-
ného projektivniho zobrazeni (mezi prostory libovolné dimenze) je nasledujici:

Zobrazeni mezi projektivnimi prostory je projektivni, kdyz
(a) zobrazuje kolinearni body na kolinearni body,

(b) zachovava dvojpoméry (*).

(*) Kolinearni body jsou body, které lezi na jedné piimce, tedy také body splyvajici. Podminka
(b) tedy ma smysl pouze v pi¥ipadé, kdy se riazné kolinearni body zobrazi na razné kolinearni
body.

Definujici podminky neznamenaji nic jiného, nez Ze se (projektivni) pfimky zobrazuji na
piimky, resp. na body (tedy nikoli napf. na usecky nebo jiné ¢asti p¥imek).

Bijektivni projektivni zobrazeni se nazyva projektivita nebo téz kolineace. VySe zminované
stfedové promitani jisté neni prosté (injektivni), takZe to neni kolineace. Misto prosté/neprosté
se stejné jako v afinnim pripadé uzivaji p¥ivlastky reguldrni/singuldrni.

Pii zobrazeni piimky je podminka (a) splnéna trividlng, takZe (prosté) projektivni zobrazent
je v takovém piipadé zcela charakterizovdno podminkou (b). Pfi zobrazeni prostoru dimenze
alespoil 2 nejsou podminky (a) a (b) uplné nezavislé:

Disledkem tzv. zdkladni véty projektivni geometrie je, ze prosté zobrazeni, které zobrazuje
projektivni pfimky na projektivni primky nutné zachovava dvojpoméry. Toto tvrzeni miizeme
chépat jako velice silné zobecnéni Pappovy véty, jehoZ zdivodnéni neni viibec jednoduché. (Také
k tomuto problému se vratime v pfi§tim semestru. . .)

Prosté projektivni zobrazeni p¥imky je uplné charakterizovano podminkou (b), tzn. takové
zobrazeni je zcela uréeno obrazy libovolnych tii navzajem rtznych bodi. Pokud jeden z téchto
bodtu zvolime jako nevlastni, muzeme zbylé dva chapat jako ,pocatek” a ,jednotku“ pomocné
soufadné soustavy. Pro obecny bod na piimce pak odpovidajici dvojpomér chidpeme jako jeho
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»soufadnici“ vzhledem k této soutadné soustavé. Obdobné muzeme uvazovat o projektivnich
zobrazenich roviny:

(i) UvaZme t¥i body v obecné poloze, které chapeme jako pocétek a jednotky pomocné souradné
soustavy, jejich obrazy a obrazy nevlastnich bodi pomocnych soufadnych os, tj. ibézniky.

(ii) Kazdy bod v roviné je jednoznatné urfen dvéma ,soufadnicemi® vzhledem této soustavé
— tyto jsou urceny rovnobézkami se souradnymi osami.

(iii) Dvojim pfenesenim dvojpoméru (b) umime uréit ,soufadnice* obrazu daného bodu.

(iv) Pokud obraz pocéatku a pravé sestrojené ,soufadnice* jsou v obecné poloze, potom pomoci
ubéznikt umime doplnit obraz daného bodu.

Odtud vidime, Ze prosté projektivni zobrazeni roviny (kamkoli) je zcela urceno obrazy tii bodiu
v obecné poloze a dvou odpovidajicich nevlastnich bodu. Zobecnéni téchto uvah pro projektivni
@&> zobrazeni prostoru (kamkoli) je zfejmé. Celkem miZeme tato pozorovani shrnout nasledovné:

Véta (o urenosti projektivniho zobrazeni). Prosté projektivni zobrazeni prostoru dimenze n

(n =1,2,3) je jednoznacéné urceno obrazy n+ 1 bodi v obecné poloze a ibézniky n odpovidajicich
primek vychdzejicich z jednoho bodu.

Ptipominame, ze ibézniky jsou obrazy nevlastnich bodu. Z pfedchoziho vime, Ze nevlastni body
projektivni roviny tvoii projektivni pfimku. Obrazem této pFimky vzhledem k jakémukoli pro-
jektivnimu zobrazeni je opét projektivni pfimka, kterou nazyvame uwbéznici.

Misto s ubézniky lze samoziejmé pracovat s obrazy vlastnich bodi. V takovém piipadé plati,
Ze prosté projektivni zobrazeni roviny (resp. prostoru) je uréeno obrazy ¢tyf bodi, z nichz zadné

@&> t¥i nejsou kolinearni, (resp. péti bodd, z nichz zadné ¢tyfi nelezi v jedné roving).

Poznamky a vyhlidky

Vyse zminované piiklady projektivnich transformaci byly tzv. zadkladni: zédkladni regularni pro-
jektivni transformaci je osova kolineace, zékladni singularni projektivni transformaci je stfedové
promitani do piimky. Stejné jako v afinnim piipadé, zakladni transformace v roviné maji pfimku
samodruznych bodi. Zobecnéni nékterych zakladnich tvrzeni z predchozich odstavci je nasledu-
jici:

Véta (o skladani ...). KaZdou projektivni transformaci v roviné lze realizovat jako sloZeni nej-
viySe ¢tyi zdkladnich projektivnich transformaci.

Toto je zobecnéni véty 7.8 na str. 76; opét pozorujeme ohromné mnozstvi moznosti v moznych
@=> rozkladech.
Zakladni projektivni transformace v prostoru jsou transformace, které maji rovinu samod-
ruznych bodu. Zajemci mohou premyslet nad zobecnénim piedchozi véty pro projektivni trans-
formace v prostoru. ..

V nasledujici kapitole budeme kromé rovnobéznych promitani prostoru do roviny studovat
také promitani stfedova. V kazdém piipadé se jedna o zékladni singularni zobrazeni v prostoru.
Podobné jako v afinnim piipadé se ptame:

e Jaké je zobecnéni véty o urcenosti projektivnich zobrazeni pro singularni pt¥ipady?
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Se singuldrnimi piipady je vzdycky trochu problém. Z konstrukéniho rozboru, ktery oné vété
predchazel, mazeme snadno vyvodit, Ze predpoklad injektivnosti muze byt zeslaben, ale ne piilis:
Pokud by (pro n = 2,3) v obrazu ,osového kiize* nékteré dvé osy splyvaly, méame problém
s doplnénim obrazu bodu z jeho ,soufadnic” v kroku (iv). Zavér formulujeme alibisticky takto:

o , Ne piilis singularni projektivni zobrazeni jsou urcena stejné jako ve vété na str. 84.

K tomuto tématu se znovu vracime v podkapitolach 11 a 15. Prozatim jenom opakujeme, Ze
v konstrukénim zdavodnéni tohoto tvrzeni odkazujeme vyhradné na vlastnosti (a)—(b) z definice
projektivniho zobrazeni. To znamen4, Ze zdkladnimi konstrukénimi néstroji je

e pienaSeni dvojpomeéra,
e spoluprace s ubé&zniky.
Casto se vyplati také spoluprace s vybranymi ubéZnicemi (pii stiedovych promitanich prostoru
do roviny se ubéZnici zékladni roviny piezdiva horizont). ..
7.11 Cviceni
(1) Sestrojte projektivni obraz ¢tvercového dlazdéni roviny.

(2) Rozhodnéte, kterd ze Gtvefic bodi na obr. 7.25 je projektivnim obrazem ctvefice stejné
vzdalenych bodu.

N — T —

Obrazek 7.25: [St] Ktera cGtvefice je projektivnim obrazem ¢&tvefice ekvidistantnich
bodu?

(3) Pro dané ¢tyfi kolinearni body A, B, C, D a tii kolinearni body K, L, M sestrojte bod N tak,
aby byl zachovan dvojpomér: (KL M N) = (AB CD). UvaZujte také jiné permutace bodu ve
¢tverici.

(4) Dokazte, Ze napf. tvefice bodi (BC MR) v tplném ¢Etyirohu na obr. 7.8 na str. 66 je
v harmonickém poméru.

(5) Dokazte, Ze osova kolineace je involutivni pravé tehdy, kdyz modul = —1.

(6) Pro dva dané ¢tyftahelniky rozhodnéte, zda je jeden obrazem druhého vzhledem k né&jaké
osové kolineaci (zformulujte n&jaké p¥irozené kritérium).

(7) Pokud je odpovéd v piedchozi tloze zédporné, pak:

e vyjadrete odpovidajici projektivni transformaci jako slozeni osovych kolineaci,

e sestrojte obraz libovolného dalstho bodu v roviné.

(8) Predp., ze ¢tyfi dané body jsou obrazy sousednich vrcholi pravidelného n-thelniku (n =
5,6,8,10,...); sestrojte obrazy ostatnich vrcholi.

(9) Sestrojte projektivni obraz pravidelného n-bokého hranolu (n =4,5,6,8,10,...).

&=



86 IIT Geometrickd zobrazeni

8 Priehledy a poznamky

8.1 Zakladni transformace v roviné

V tomto odstavci si pfehledné pfipomeneme zakladni transformace v (projektivni) roviné a jako
obvykle néco malo doplnime. Nejpozdéji na tomto misté bychom si méli v§imnout, Ze vSechny
dosud jmenované zakladni transformace maji néco spole¢ného:

e osu = piimku samodruznych bodu,

e stired = samodruzny bod takovy, ze kazda primka jdouci timto bodem se zobrazuje sama
do sebe.

Osa a stfed mohou byt jak vlastni, tak nevlastni, a podle toho taky muZzeme jednotlivé typy
zékladnich transformaci rozlisovat. Obecnou definici tedy muzeme vyslovit nasledovné:

Projektivni transformace v roviné, kterd méa osu a stied, ze nazyva zdkladnd.

Z Desarguesovy véty (viz odst. 8.2) plyne, ze (regularni) projektivni transformace v roviné
m4 osu pravé tehdy, kdyz mé stied. Celkem jednoduse lze také zduvodnit, Ze Zadna neidenticka
projektivni transformace nemize mit vic nez jednu osu a jeden stied. ..

Uplné nejzakladné&jsi transformace je osova kolineace — vsechny ostatni zakladni trans-
formace chapeme jako specialni, resp. mezni pfipady, viz tab. 8.1. Uvédomte si, Ze podminky
v jednotlivych sloupcich nejsou uplné nezéavislé! Nap¥. z definice modulu plyne, Ze pokud S € o,
potom je modul nutné roven 1. Taky se jisté nemize stat, aby S i o byly nevlastni a soucasné
S & o, apod.

’ stted S ‘ 0sa o ‘ Seo ‘ modul H druh ‘
vlastni vlastni ne 0 || (stfedové promitani do pfimky)
ano 1 || projektivni elace
ne —1 || harmonicka soumérnost

ne | jinak || osova kolineace

nevlastni vlastni ne 0 || (rovnobé&zné promitani do piimky)
ano 1 || elace
ne —1 || sikma, resp. osova soumérnost

ne | jinak || osova afinita

vlastni | nevlastni ne 0 || (promitani do bodu)
ne 1 || (identita)
ne —1 || stfedovi soumérnost

ne | jinak || stejnolehlost

nevlastni | nevlastni ano 1 || posunuti

Tabulka 8.1: Klasifikace zakladnich transformaci v projektivni roviné
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Nékteré polozky uvadime v zavorkach, protoze se jedné o trividlni, resp. degenerované piipady,
které do tohoto piehledu sice patii, ale nejednda se o zakladni transformace ve vy$e vymezeném
smyslu.

V piipadé harmonické soumeérnosti je modul roven —1, coz znamend, ze kazda ctvefice
(X', X, Xp,S) je v harmonickém poméru. Sikméa soumérnost je harmonicki soumeérnost s ne-
vlastnim stfedem a osovd soumérnost je navic charakterizovana tim, Ze smér soumérnosti je
kolmy k ose. Pfipomindme, Ze pravé tyto zékladni transformace jsou involutivni.

8.2 Desarguesova véta

Ve cvicenich 7.3, 7.5, 7.9, resp. 7.11 jsme piemysleli, jak charakterizovat zakladni shodné, po-
dobné, afinni, resp. projektivni transformace v (projektivni) roving. Jako nejzakladnéjsi trans-
formace jsme rozpoznali osové kolineace. V souvislosti s jejich charakterizacemi musime zminit
nasledujici klasické tvrzeni:

Véta (Desarguesova). Pro libovolné dva trojuhelniky XY Z a X'Y'Z' v projektivni roviné plati:
primky X X', YY', ZZ' prochdzi jednim bodem prdvé tehdy, kdyz priseciky primek XY a X'Y’,
YZ aY'Z', XZ a X'Z' leZi na jedné pFimce.

Obrézek 8.26: [Ku] Desarguesova véta a jeji trojrozmérné interpretace.

Diikaz. Planimetricky diikaz tohoto tvrzeni je zna¢né netrivialni, véta je vSak velmi srozumitelna
s vhodnou trojrozmérnou interpretaci, viz obr. 8.26:

Pii zduvodiovani prvni implikace se odkaZzeme na poznatek, ze kazdé dvé roviny — v tomto
piipadé roviny p a o obsahujici dané trojahelniky — se protinaji v pfimce (vlastni ¢i nevlastni).
Pfi zdivodnovani druhé implikace se odkazeme na poznatek, ze kazdé tii roviny, které neobsahuji
spole¢nou primku — v tomto pfipadé roviny urcené tfemi dvojicemi odpovidajicich si stran —
mayji spole¢ny préavé jeden bod (vlastni ¢ nevlastni). O

Chapeme-li trojuhelnik X'Y'Z’ jako obraz trojuhelniku XY Z vzhledem k né&jaké projektivni
transformaci, potom Desarguesovu vétu muzeme tlumocit nasledovné:

o Requldrni projektivni transformace v roviné md osu prdvé tehdy, kdyz md stied.

V takovém piipadé se jedna o osovou kolineaci nebo néjaky jeji derivat.

Korespondence mezi rovinami p a o na obr. 8.26 je obyc¢ejné stfedové promitani mezi dvéma
rovinami v prostoru; odborné se takové korespondenci ¥ika perspektivni kolineace. Osovou koli-
neaci v roviné tedy miZeme chapat jako primét perspektivni kolineace mezi dvéma rovinami
v prostoru do jiné roviny.
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Nad obr. 8.26 asi nikoho nep¥ekvapi, Ze prvni aplikace osové kolineace (resp. afinity) potkame
pii sestrojovani fezt jehlanovitych (resp. hranolovitych) téles, viz cviceni 11.3.

8.3 Hierarchie geometrickych zobrazeni

Vgechny diskutované typy zobrazeni si na zavér zorganizujeme. V nasledujici tabulce uvadime,
které vlastnosti se pfi tom ¢ onom zobrazeni zachovavaji, pficemz podstatné invarianty jsou
zvyraznény symbolem + (misto oby&ejného +). V nésledujicim piehledu samoziejmé nevystupuje
dilatace (viz odst. 7.1).

’ H kolin. ‘ vzdal. ‘ dél. pom. ‘ dvojpom. ‘ rovnob. ‘ obs. ‘ odch. ‘

projektivni + — — + — — —
afinni + — + + + — —
ekviafinni + — + + + + —
podobnd + - + + + - +
shodna + + + + + + +

’ konformni H — ‘ — ‘ — — ‘ — ‘ — ‘ + ‘

Tabulka 8.2: Piehled geometrickych zobrazeni a jejich vlastnosti.

Ekviafinni zobrazeni jsou takova afinni zobrazeni, jeZ zachovavaji obsahy plosnych atvara
(v prostoru samoziejmé objemy). Ptiklady ekviafinnich zobrazeni jsou vSechna shodna zobra-
zeni, elace a §ikma symetrie. Konformni zobrazeni jsou zobrazeni, ktera zachovéavaji odchylky
protinajicich se kiivek. Kromé vSech podobnych zobrazeni je to napf. kruhova inverze.

Piimo z definici a odvozenych vlastnosti umime zorganizovat viechny diskutované typy zob-
razeni jako na obr. 8.27 (Sipka naznacuje podfizenost ve smyslu kazdé shodné je podobné apod.)
7 uvedeného také plynou nésledujici jednoduché dusledky:

Dasledky.

(1) Projektivni zobrazeni, které zobrazuje viechny vlastni body na vlastni (ekvivalentné, nevlastni
body na nevlastni), je afinni.

(2) Afinni zobrazeni, které zachovdvd poméry vzddlenosti jakgchkoli (tedy i nekolinedrnich) trojic
bodi, je podobné.

(3) Konformni zobrazeni, které je projektivni, je podobné.

(4) Podobné zobrazeni, které je ekviafinni, je shodné.

Poznamky

Vsechna zobrazeni od shodnych po afinni jsou definovana mezi eukleidovskymi prostory (riznych
dimenzi). Projektivni zobrazeni musime uvazovat mezi projektivnimi rozsifenimi eukleidovskych
prostorii. Z vlastnosti zakladniho konformniho zobrazeni — kruhové inverze — vime, Ze tuto nelze
globalné definovat v eukleidovské roving, ale ani v jejim projektivnim rozgiteni. Tim spravnym
prostorem je tzv. Mobiovo rozsifeni eukleidovské roviny, coz je rozsifeni o jeden jediny nevlastni
bod. Mo6biovu rovinu 1ze identifikovat se sférou, a to pomoci stereografické projekce, viz obr. 7.13.
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Obréazek 8.27: Hierarchie geometrickych zobrazeni (v zévorce uveden typicky predstavi-
tel z kazdé t¥idy).

Vzhledem k tomu, Ze shodné, podobnd a také ekviafinni zobrazeni jsou nutné prosté, neni
mozné timto zptusobem zobrazit trojrozmérny prostor do roviny. Zobrazeni prostoru do roviny,
ktera zobrazuji pimky na pfimky, jsou tedy projektivni nebo afinni — s timto poznatkem bychom
méli otvirat nasledujici kapitolu.

9 Typické dlohy

9.1 Opét aloha Apolléniova

Na obr. 6.56 (str. 57) jsme si uvédomovali, 7e s tehdejsimi dovednostmi jsme neuméli sestrojit
kruznice, které by se dotykaly danych pilkruznic a pfimky. ReSeni pomoci chytie zvolené kruhové
inverze je na néasledujicim obrazku:

>
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5

Obrazek 9.28: Kruznice dotykajici se kolmice k a pilkruznic AB a AC pomoci kruhové
inverze.

Stied kruhové inverze byl zvolen v bodé A — tato volba zarucuje, Ze pulkruZnice [, m, které
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se dotykaji v bodé S, se transformuji na poloptimky I’,m’, které jsou rovnob&zné. Polomér #idici
kruZnice byl zvolen AC' — tato volba zarucuje, ze pulkruznice m a kolmice k, které se v bodé
C' dotykaji, se transformuji do kolmice k a pulkruznice m. To v dusledku znamené, ze hledana
kruZnice se pfi této kruhové inverzi transformuje sama do sebe! Konstrukce kruznice, ktera se
dotyka dvou rovnobézek I’,m’ a jedné kruznice k' je obzvlast jednoduchaA. ..

9.2 Obraz pravidelného mnohotihelniku

Na konci odst. 7.8 (resp. 7.10) jsme si uvédomili, Ze kazdé afinni (projektivni) zobrazeni roviny

je jednozna¢né urceno obrazem t¥i (¢ty¥) bodi v obecné poloze. V obou p¥ipadech se pro kon-

strukce libovolného bodu v roviné uziva pouze vlastnosti, které jsou pii tom ¢i onom zobrazeni
@=> invariantni. Na obr. 9.29 je sestrojen afinni a projektivni obraz pravidelného Sestitthelniku:

e V afinnim pfipadé je zobrazeni urceno obrazy vrcholu A, B, C — p¥i konstrukcich se vyuziva
toho, Ze obrazem rovnobézek jsou zase rovnobdzky'! a délici poméry trojic kolinearnich
bodu se zachovévaji.

e V projektivnim pfipadé je zobrazeni urceno obrazy vrcholu A, B, C, D — p¥i konstrukcich
se vyuziva ubéznikii'? a toho, Ze dvojpoméry &étvefic kolinearnich bodii jsou invariantni.

Obrazek 9.29: Pravidelny Sestithelnik a jeho afinni, resp. projektivni obraz.

Piipomenuti zakladni konstrukce pienaseni déliciho poméru, resp. dvojpoméru z jedné piimky
na druhou je na obr. 9.30:

11Na obréazcich znadime jako pi¥imky s nevlastnimi priiseciky.
12Vgechny tibézniky le#f na tib&Znici, tj. piimce, ktera je obrazem nevlastni p¥imky roviny.
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Obréazek 9.30: Prenéseni déliciho poméru, resp. dvojpoméru.

9.3 Obraz hranolu a hranatych téles

Pfi afinnim, resp. projektivnim zobrazeni prostoru do roviny potiebujeme navic néjakou informaci
o zobrazeni jednoho dalsiho bodu, ktery nelezi v diive zobrazené roviné. Tuto dovednost si
vyzkouSime na konstrukci obrazu pravidelného hranolu.

e V afinnim piipadé je obraz hranolu urcen obrazy tii vrcholi spodni podstavy a obrazem
jednoho vrcholu horni podstavy.

e V projektivnim p¥ipadé obraz jednoho dal§itho bodu samoziejmé nestac¢i! Tuto nejedno-
znacnost lze eliminovat rizné — na obr. 9.31 je sestrojen projektivni obraz pravidelného
Sestibokého hranolu, ktery je ur¢en obrazy vrcholu A, B,C, D spodni podstavy, obrazem
vrcholu A horni podstavy a ubéznikem Z’ hrany AA.

o
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Obréazek 9.31: Projektivni obraz pravidelného Sestibokého hranolu.

Obé podstavy hranolu jsou ve skute¢nosti rovnobézné, a proto maji tutéz ubéznici (na obrazku
pfejmenovana na horizont). Diky tomu si miZeme v§imnout, Ze korespondence mezi Sestithelni-
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kem spodni podstavy a Sestitthelnikem horni podstavy je nase oblibens osova kolineace,'? jejiz

osa je praveé tato ubéznice a stied je ub&znik Z’. Tento postieh je samozfejmé mozné (a vhodné!)
konstrukéné vyuzit. . .

Poznamky

Kazdy hranol mizeme chapat jako jehlan, jehoZ vrchol je nevlastni. Pokud méme sestrojit obraz
obecného jehlanu, zjistujeme, ze v piedchozim rozboru se témeéf nic neméni. Pfi zobrazovani
jinych hranatych téles mize byt situace komplikovanéjsi, ale pouze z technického hlediska —
teoretické principy jsou pofad stejné. K témto otdzkam se vracime v néasledujici kapitole, takze
je prozatim opouStime.

9.4 Rez hranolu a jehlanu

Konstrukci fezu obecného hranolu obecnou rovinou zatim neumime, ale jednoduché tulohy tohoto
typu muZeme fefit uz nyni s odkazem na osovou kolineaci (resp. afinitu) a Desarguesovu vétu,
viz obr. 8.26.

Na nasledujicim obrazku je afinni pramét hranolu a body K, L, M, které vSechny lezi na
svislych hranach. V tomto piipadé je korespondence mezi primétem Sestithelniku podstavy
a prumétem Sestithelniku fezu osova afinita, jejiz osou je prise¢nice roviny podstavy a roviny
fezu a smérem je smér svislych hran. Pomoci této afinity snadno sestrojime vSechny ostatni body
fezu.

Obrazek 9.32: Afinni obraz pravidelného Sestibokého hranolu a jeho ez rovinou K LM.

Prave konstrukce prusecnice rovin (tj. osy afinity) miZe obecné délat problém, jinak jsou
vS8echny tlohy tohoto typu pro nas stejné. Pokud bychom pracovali s projektivnim obrazem
hranolu (nebo s jakymkoli obrazem jehlanu), pak bychom se misto na osovou afinitu odkazovali
na osovou kolineaci.

13pokud by byl nahodou ub&#nik Z’ nevlastnim bodem, potom by se jednalo o osovou afinitu.
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K fezim obecné se je§té vracime v odst. 17.2.
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KAPITOLA |V

Zobrazovaci metody

V této kapitole zmihujeme nékolik metod zobrazovani trojrozmérného prostoru do roviny. Po
stru¢ném piehledu se podivame na vybrané metody podrobnéji.

10 Uvod

Kromé nékolika exotickych zobrazeni uvazujeme vyhradné rtizné typy promitani prostoru do
roviny. Promitani rozliSujeme na

e stredovd (z vlastniho stiedu),

e rouvnobéind (z nevlastniho st¥edu).

U rovnobézného promitani dale podle polohy sméru promitani k prumétné rozliSujeme na
e kolmd,
o Sikmd.

P1i jakémkoli promitani je za kazdym bodem v primétné schovana celd piimka v prostoru.
Chceme-li tedy jednoznac¢né specifikovat skuteénou polohu bodu v prostoru, potiebujeme bud
néjakou dodatecnou informaci nebo tzv. sdruzeng primét na néjakou jinou prumétnu: na mapéch
se k prumétim vyznatnych bodu pfidavaji koty (viz podkap. 13), v technické praxi se poloha
bodu v prostoru nejcast&ji specifikuje jeho ndrysem a pidorysem (tj. kolmymi priméty na dvé
navzijem kolmé pramétny, viz podkap. 12).

Stfedova, resp. rovnobézné promitani jsou zadkladni projektivni, resp. afinni zobrazeni,
o nichz uz ledacos vime z predchoziho textu — kazdé takové zobrazeni je jednoznacné urceno
obrazy nékolika bodu v obecné poloze. Promitani zadana timto zpuisobem nazyvame volnd (viz
podkap. 11), v ostatnich p¥ipadech mluvime o promitanich vdzangch.
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10.1 Zakladni tlohy

Velice typickym problémem, se kterym se budeme potykat pfedevsim, je sestrojeni ndzorného
prumétu télesa zadaného narysem a pudorysem, piip. naopak. PfibliZznym feSenim takovych tloh
se mohou bavit déti od nejutlejstho véku, viz obr. 10.1; my bychom méli umét kli¢ové postiehy
pojmenovat a zrealizovat presné! Pripomeiime, Ze zadkladni dovednosti, bez které se v téchto
piipadech neobejdeme, nadéle zistava

(1) pFenéseni dvojpomeéru, resp. délictho poméru kolinearnich bodua.

V dalsim budeme nékteré postupy zefektiviiovat a hlavné se nauc¢ime mérit usecky a uhly
(které se promitanim zkresluji) ve skutecnych velikostech.

@[] Aol
| . :Ej:hL ‘@@Ogjpl

Obrazek 10.1: [SMS] K danému prumétu pokoje nacrtnéte jeho pudorys.

Casto bude téleso déno svym narysem a pudorysem, vzhledem k témto primétnam bude
zadana n&jaka nova prumétna a stied (smér) promitani. Nasim tkolem bude sestrojeni prumétu
télesa do této nové prumétny z daného st¥edu (v daném sméru), coz znamend, Ze musime sestrojit
prunik nékolika promitacich paprski s touto prumétnou. (Jina tloha vedouci k tymZ konstrukeim
je sestrojeni stinu vrZzeného danym télesem do dané roviny pii daném typu osvétleni.) Pfi téchto
tlohich nardzime na problém, ve kterém se velice ¢asto chybuje  rozpoznat, zda dvé piimky
dané svymi priméty jsou ve skutecnosti rovnobézné, riznobézné nebo mimobézné. Zdkladni
polohové ilohy, které musime bezpecné ovladat, tedy jsou:

(2) rozpoznat vzajemnou polohu dvou piimek,
(3) sestrojit prunik pfimky s rovinou.

Podobné dloha k (2) je napi. uré¢it vzajemnou polohu bodu a roviny. Specidlnim piipadem tlohy
(3) je konstrukce stopniki, tzn. prusecikiu pfimky s pramétnami. Souvisejici tlohy jsou: prinik
dvou rovin (specialng, konstrukce stop, tj. prusecnic roviny s prameétnami), fez télesa rovinou,
prisek dvou téles apod.

Pii konstrukcich se dale neobejdeme bez uméni méfeni vzdalenosti, resp. nanaseni dané vzda-
lenosti na danou piimku, a podobné s odchylkami piimek. Pokud méfime vzdéalenost bodu od
roviny, neobejdeme se bez pomocné kolmice (a jeji paty...). Zdkladni metrické (méricské) wlohy,
které musime bezpecné ovladdat, tedy jsou:

(4) urcit vzdalenost dvou boda,
(5) ur€it odchylku dvou piimek,
(6) sestrojit kolmici.

Souvisejici ulohy jsou: urcit vzdalenost bodu od piimky, uréit vzdéalenost dvou piimek, urcit
odchylku piimky od roviny, sestrojit kolmou rovinu k dané pifimce apod.
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10.2 Vyhled

Jednou z motivaci k dalsimu studiu této kapitoly je touha po nédzorném a spravném zobrazovani
riznych téles, zejmeéna téch hezkych (viz odst. 17.3). Poté, co si uvédomime zakladni zakonitosti
a osvojime si nékolik zdkladnich konstrukei, zjistime, Ze umime zobrazit (pfip. zméfit) témér
cokoli (viz napf. obr. na str. 176).

Prvni zakonitosti véetné opakovani zakladnich poznatki a konstrukeci z odstavci o afinnich
a projektivnich zobrazenich jsou zformulovany v podkap. 11. Vétsinu dil¢ich problému, které
pii redlnych konstrukcich potfebujeme, predstavujeme v podkapitole 12. Tam také diskutujeme
par obecné platnych principt, které se tykaji vzajemnych poloh, vzdalenosti, kolmosti a odchylek
rovin/p¥imek /bodu. Nékolik komplexnéjsich tloh najdete v podkap. 17. Ostatni ¢asti jsou veskrze
informativni.

2 »

11 Volné promitani

Volné promitani rozlisujeme jak stfedové, tak rovnobézné, p¥icemz piivlastek volné znamena, ze
primeétna a stfed/smér promitani nejsou vzhledem k zobrazovanému objektu nijak pfedem spe-
cifikovany. V této podkapitole zopakujeme nékolik obecnych poznatk o urcenosti projektivnich
a afinnich zobrazeni a odtud odvozenych konstrukci pramétu obecného bodu v prostoru. Dale
predstavime feSeni zakladni polohové tlohy — prunik pfimky s rovinou — a s témito dovednostmi
zamifime do dalgich ¢asti ke slibovanym efektivnéj§im postuptm.

11.1 O urcenosti volného promitani

Volny prumét télesa byva zadén priméty nékolika mélo bodi. Tim je také urcen prumét libovol-
ného bodu v prostoru, tedy volné promitani jako takové. Podle toho, zda se jedna o promitani
stfedové nebo rovnobézné, se li§i zpusoby urceni: Stiedové promitani je projektivni zobrazeni
a zavéretna poznamka odst. 7.10 na str. 85 nam ik, kolik boda vlastné potiebujeme, aby byl
prumét urcen jednoznacné. Podobné, rovnobézné promitani je afinni, o uréenosti takovych zob-
razeni se vénuje zavér odst. 7.8 na str. 77.

Promitanim prostoru do roviny samoziejmé nikdy nevycerpame vSechna mozn4 projektivni,
resp. afinni zobrazeni, proto pruméty urcujicich bodii nemohou byt uplné libovolné. Urcité se
napi. nemuze stat, ze by se t¥i body v obecné poloze promitly do jednoho bodu. Nasledujici véta
je jednou z moznych formulaci tohoto principu v pfipadé rovnobézného promitani:

Véta (Pohlkeova—Schwarzova). RovnobéZngm primétem t7i navzdjem kolmijch a stejné dlouhyjch
usecek se spolecngm krajnim bodem mize bijt jakdkoli trojice usecek v roviné se spolec¢nym krajnim
bodem, pFicemz nejvyse jedna z téchto usecek nebo nejvyse jedna dvojice téchto usecek mize mit
nulovou délku, resp. odchylku.

Za stejné dlouhymi navzdjem kolmymi tseCkami si samoziejmé predstavujeme néjakou kar-
tézskou soutfadnou soustavu. Kazdy bod v prostoru je jednoznacné urcen svymi soufadnicemi
vzhledem k této soustavé. Soufadnice geometricky reprezentujeme body, které jsou sestrojeny
pomoci rovnobézek se soufadnymi osami. Pomocny bod v roviné uréené osami x,y, resp. x, z
budeme nazyvat jeho puidorysem, resp. ndrysem.

Pocatek pomocné soufadné soustavy a referen¢ni body na jednotlivych osach (napi. jednotky)
budeme obvykle znacit O a X, Y, Z. Z uvedeného je patrné, jak mize byt volné promitani urceno,
viz nasledujici tii obrazky:
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T

yv
Obréazek 11.2: Narys a pudorys télesa.

e Volné rovnobézné promitani je urceno obrazy O', X')Y’, Z’. Pomocné body na oséch se-
strojime tak, aby byly zachoviny délici poméry; k sestrojeni prumétu bodu staci nékolik
rovnobézek se soufadnymi osami.

Obréazek 11.3: Volny rovnobézny primét télesa z obr. 11.2.

e Volné st¥fedové promitani je uréeno obrazy O, X', Y’ Z" a b&zniky souradnych os U’, V', W',
Pomocné body na oséach sestrojime tak, aby byly zachoviany dvojpomeéry; k sestrojeni pri-
métu bodu stac¢i nékolik pfimek prochéazejicich abéZniky.

Naopak, je-li dan volny pramét bodu, miZeme pomoci rovnobézek (resp. spojnic s ubézniky)
sestrojit pomocné body na osach a pienesenim délicich poméri (resp. dvojpoméri) urcit sdruzené
priméty, tzn. soufadnice tohoto bodu.!

KdyZz umime zachéazet s priméty jednoho bodu, lze opakovanim uvedenych konstrukei sestrojit
prakticky cokoli, akorat to asi nebude piili§ efektivni. V dalsich odstavcich se zejména naucime,
jak si praci zpfijemnit a zjednodusit.

DalezZita poznamka

Piipominame hlavni slabinu této zobrazovaci metody: Uvedené navody nefunguji v piipadé, ze
pruméty nékterych soutadnych os splyvaji. V takovém piipadé je nutné hledat alternativy, které
mohou byt zejména v piipadé obecného stiedového zobrazeni pomérné krkolomné. Podobné
nepiijemnosti zcela odpadaji u tzv. vazanych zobrazovacich metod, kdy je predem specifikovana
prumétna a stfed/smér promitani vzhledem k osovému kiizi. Také tato poznamka by nas méla
motivovat k ¢etbé dalich odstavci. ..

IP¥enageni délictho poméru, resp. dvojpoméru bodt z jedné pfimky na druhou je naznageno na obr. 9.30.
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Obrézek 11.4: Volny stiedovy priamét télesa z obr. 11.2.

11.2 Prinik pfimky a roviny

V tomto odstavci pfedstavime obecné feSeni zdkladni polohové dlohy — pro danou piimku p
a rovinu p mame sestrojit jejich prunik, pfip. zjistit, Ze se neprotinaji.

Kazdy bod musi byt sestrojen jako pranik dvou p¥imek (pfip. prunik pfimky a kruznice nebo
prinik dvou kruZznic). Abychom mohli tvrdit, Ze se dvé zobrazené p¥imky v prostoru skute¢né
protinaji, musime mit jistotu, Ze lezi v jedné roviné! Odtud je odvozen nésledujici obecny navod
feSeni:

(1) nejd¥iv zvolime pomocnou (v podstaté libovolnou) rovinu obsahujici danou pfimku;
(2) sestrojime pruse¢nici r této roviny s rovinou p;

(3) hledany bod je prusecikem piimek p a r (pokud je p = r, potom celd p¥imka p lezi v roving
p; pokud je pl||r, potom taky p||p, a tudiZ se p a p neprotinaji).

Regeni konkrétnich tloh se samoziejmeé odviji od toho, jak jsou zadany. Obecné v8ak plati, ze
pomocna rovina v prvnim kroku nemuze byt volena uplné libovolné&, ale naopak hodné specificky,
abychom se neocitli v bludném kruhu!

Na obr. 11.5 je dan volny rovnobézny prumét krychle, vzhledem k niz je vymezena poloha
pifimky a roviny. Pomocna rovina je volena ve sméru hrany AFE a v8echny naznacené svislé primky
jsou s touto hranou rovnobé&zné.
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Obrazek 11.5: [M. Ingrstova, 2010] Priunik piimky p = PQ a roviny p = KLM (bod K
patii do stény ADHE):

(1) pomocnou rovinu obsahujici p volime ve sméru hrany AFE,

(2) priise¢nice r je urena pomocnymi body x a y, které odvozujeme z jejich ,pidoryst® z1 a y1,
(3) bod R =pNr je pravé hledanym prinikem p N p.

Typickymi ulohami, které se v této souvislosti fesi, jsou Fezy (hranatych) téles. Jedna se totiz
o nékolikeré opakovani této zakladni konstrukce, viz odstavce 9.4 a 17.2.

11.3 Cviceni

(1) V tloze na obrazku obr. 11.5:

e sestrojte pruniky piimek KL, LM a KM s rovinou podstavy ABCD,

e sestrojte fez roviny K LM s krychli.

(2) V pravidelném pétibokém hranolu s podstavami ABCDE a ABCDE jsou dany body K, L
aMtak,ze K € AA, L € BCC a M € DE. Sestrojte volny stfedovy prumét tohoto hranolu
a jeho fez rovinou p = KLM.

» ,

12 Mongeovo promitani

Mongeovo promitdini je kolmé (a tedy rovnobézné) promiténi na dvé navzajem kolmé pramétny.
Pramétim fikame pudorys a narys, proto se odpovidajici prumétny jmenuji ptidorysna a narysna.
Na rozdil od volné manipulace s narysem a pudorysem jako vySe jsou pruméty v Mongeové
promitani jaksi sdruzeny — sr. 11.3 a 12.8. Tento zdanlivy detail dé&la z této zobrazovaci metody
skutecné uc¢inny néastroj, ktery docenime zejmend pii feSeni metrickych tloh. V nésledujicich
odstavcich postupné piedstavime v8echny zakladni ulohy zminhované v odst. 10.1.
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Obrazek 12.6: [Ka] Ukazka z prvniho vydani Mongeovy Deskriptivni geometrie (1798).

12.1 Zobrazeni bodu, pfimky a roviny
Bod

Na obr. 12.7 je ukazano, jak jsou bodu v prostoru pfifazeny jeho sdruzené priméty vzhledem ke
dvéma navzajem kolmym primétnam (s prasecnici oznafenou x): Bod A se kolmo promitne do

Obrazek 12.7: [Me] Mongeovy sdruzené pruméty bodu.

prvni roviny (pudorys A1) a do druhé roviny (nérys As). Poté se priuméty sdruZi tak, ze se jedna
prumétna oto¢i do druhé kolem prisecnice x. Odtud plyne, ze body A, As v roviné piestavuji
sdruzené pruméty né&jakého bodu v prostoru, pravé kdyz piimka A; As je kolm4 na z. Kazdy bod
je svymi sdruzenymi praméty uréen naprosto jednoznacné.
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Obrazek 12.8: Mongeovy sdruzené pruméty télesa z obr. 11.2.

Primka

Sdruzené pruméty piimky jsou zpravidla pfimky, ale nemusi tomu tak byt pokazdé — je-li pfimka
kolmé k nékteré prumétné, pak odpovidajicim prumétem je bod. Piimka je svymi sdruzenymi
pruméty urcena jednozna¢né pravé tehdy, kdyz neni kolma k ose x, tzn. nelezi v roviné, které je
kolmé4 k obéma primétnam soucasné. V kazdém piipadé je piimka urcena jednoznacéné sdruze-
nymi pruméty dvou riiznych bodi, které na ni lezi. . .

Pro lepsi predstavu ¢asto pouzivime tzv. stopniky, coz jsou pruseciky piimky s prumétnami.
Pokud je pfimka s nékterou primétnou rovnobéznd, pak odpovidajici stopnik je nevlastni. ..

Riizné polohy piimek s jejich stopniky jsou na obr. 12.9. Uvédomte si, Ze konstrukce stopniki
je velmi specidlnim piipadem zakladni polohové tlohy — prunik piimky s rovinou.

Obrézek 12.9: SdruZené priuméty piimek a jejich stopniky; piimka e je jednoznacné
urcena teprve svymi stopniky (nebo néjakym jinym dodatkem).
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Rovina

Je-li rovina kolma k nékteré pramétné, pak odpovidajicim primétem této roviny je piimka;
v opa¢ném piipadeé je jejim primétem celd primétna. Rovina je jednozna¢né urcena sdruzenymi
pruméty t¥{ riznych (a nekolinearnich) boda, které v ni lezi.

Jiny a zpravidla nézorngjsi zpusob urceni roviny je pomoci tzv. stop, coz jsou prusecnice
s primétnami. Narys pudorysné stopy a ptdorys narysné stopy splyvaji s osou x, proto je na ob-
razcich nepopisujeme. Pokud rovina neobsahuje osu x, pak je svymi stopami jednozna¢né urcena.
V piipadé, Ze je rovina s nékterou primétnou rovnobézna, je odpovidajici stopa nevlastni. ..

n, @ n, @
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Obrézek 12.10: Rovina je (skoro vzdy) urcena svymi stopami.

12.2 Polohové tlohy
Prianik a vzijemna poloha pfimky a roviny

Doslovné piekresleni konstrukce priniku pfimky a roviny z obr. 11.5 v Mongeové promitani je
na obr. 12.11. Motivace a zdtivodnéni jsou v odst. 11.2. Priise¢nice r dané roviny s pomocnou
svislou rovinou se ob¢as nazyva kryci piimkou, protoze se jeji pudorys kryje s pudorysem p,

pz " r
Hz L /6

Rz M
W<
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Obrazek 12.11: [M. Ingrstova, 2010] Pranik pfimky p = PQ a roviny p = K LM:
(1) 7 je kryci pfimka pro smér kolmy k pidorysné (r1 = p1),

(2) jeji narys je urfen body z,v,

(3) bod R = pNr je pravé hledanym prinikem p N p.
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Pokud by se ndhodu stalo, ze vyse sestrojené piimka r se s p neprotina, pak to znamené, Ze
piimka p a rovina p jsou rovnobézné. Pokud by se stalo, ze r a p splyvaji, pak to znamena, ze p
lezi celd v p. Takto jsme vycerpali vSechny mozné vzajemné polohy pfimky a roviny v prostoru.
Vgechny tyto moznosti v pfipadé, Ze rovina je ddna svymi stopami, najdete na obr. 12.12.

ch: e

Obrézek 12.12: Vzéjemné polohy pifmky a roviny: riznobéznost (pNp = R), rovnob&z-
nost (¢||o), incidentnost (¢ C 7).

Prinik a vzajemna poloha dvou rovin

Specialnim p#ipadem priniku dvou rovin jsou stopy roviny, coz jsou prusecnice s prumétnami.
Konstrukce stop roviny dané tfemi body je na obr. 12.13. Podobné by se postupovalo v piipadé,
7e rovina je dana dvéma piimkami nebo bodem a piimkou apod.

P

Obrézek 12.13: Stopy roviny p = K LM jsou uréeny stopniky nékolika piimek lezicich
v op.

Jsou-li dvé roviny dany stopami, je konstrukce jejich priniku obzvlast ndzorné, viz obr. 12.14.
V jakémkoli jiném piipadé stacéi sestrojit prinik néjaké piimky z jedné roviny s rovinou druhou
a tuto konstrukci zopakovat aspon dvakrat. ..

Generickou polohou dvou rovin je ruznobéznost. Pokud jsou roviny ndhodou rovnobézné,
pak obé dvojice jejich stop musi byt taky rovnobézné. Pozor, opacné tvrzeni obecné neplati, viz
obr. 12.15. Pro uplnost: roviny splyvaji, pravé kdyz obé dvojice jejich stop splyvaji.
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Obrazek 12.15: Vzajemné polohy dvou rovin: raznobéznost, rovnobéznost a jesté jedna
raznobéznost.

Vzajemna poloha dvou pfimek
Vsechny mozné vzajemné polohy piedstavujeme na obr. 12.16; v mimobéZném piipadé naznacu-

jeme viditelnost kiizeni v kazdém pramétu. Pro uplnost: pfimky splyvaji, pravé kdyz obé dvojice
jejich sdruzenych pramétu splyvaji.

dl:.v-’__

ta a(‘l ¥y

Obrazek 12.16: Vzajemné polohy dvou piimek: riznobéznost, dvakriat mimobéznost
a rovnobéznost.
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Dalsi postiehy

Predchozi diskuzi jesté doplnime pozndmkou o vzajemné poloze bodu a pfimky, resp. bodu
a roviny. V obou pfipadech rozlisujeme pouze dvé moznosti: bod na daném objektu bud lezi
nebo nikoli. Rozpoznat vzajemnou polohu bodu a pfimky je samoziejmé trividlni; v piipadé
bodu a roviny si musime pomoci pravé néjakou (kryci) p¥imkou, viz obr. 12.17.

2
] et
T 1..//,’& nL(D
e

Obrézek 12.17: Vzajemna poloha bodu B a roviny p: [ je libovolna p¥imka v p takova,
7e l; 5 By; sestrojime narys lo a udélame zavér: B € p <= B € ls.

Z uvedeného by mélo byt ziejmé, jak by se fefila napf. tloha sestrojit narys bodu leziciho
@=> v dané roviné, je-li dan jeho piidorys apod.
Specifické pfimky [ na obr. 12.17 jsou tzv. hlavni primky roviny p, coz jsou piimky lezici
v této roviné rovnobézné s nékterou z pruméten. To v disledku znamenad, ze hlavni piimky jsou
rovnobézné s nékterou ze stop roviny p. Piimky lezici v p, které jsou kolmé k nékteré ze stop,
jsou tzv. spadové primky roviny p.

Piicky

Jiné typické polohové tilohy jsou konstrukce piicek mimobéZnych piimek (p¥icka je pfimka, ktera
protind dané mimobé&zky). Kazdé dvé mimobézky maji nekonetné hodné pricek, takze pricka je
jednozna¢né vymezena az néjakou dodateénou podminkou jako napf. aby prochézela danym
bodem, aby méla dany smér, aby byla nejkratsi apod. Pomoci pricek lze vytvaret zajimaveé
piimkové plochy, které se hojné objevuji v technické praxi. Napf. spolecné pricky tii navzajem
mimobé&znych piimek tvoii plochu tzv. eliptického hyperboloidu (chladici véze). Jiny ptiklad je
na obr. 12.18.

Ackoli toto téma podrobnéji nediskutujeme, mélo by byt jasné, Ze aspoil z teoretického hle-
diska je vSechno jasné. Pro pfedstavu rozebereme piipad konstrukce pficky k mimobé&zkam a,b
z n&jakého bodu K: v8echny pfimky jdouci bodem K a protinajici pfimku b tvoii rovinu, kterou
si oznacime tieba (; hledané pricka je pravé takova piimka, kterd lezi v této roviné a soucasné
protind piimku a. Proto staci:

(1) uvazit rovinu 8 = K + b;
(2) sestrojit prunik A =an f;
(3) spojit body K a A;

(4) vyznacit prase¢ik s piimkou b.
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Obrazek 12.18: [Mach] Krov hradni véze ve Stramberku: krokve jsou pricky k mimobe-
kam a a b z nékolika bodu na kruhové podezdivce k.

12.3 Cviceni

(1) U v8ech vyse uvedenych Mongeovych obrazkiu si utvoite prostorovou pfedstavu o skute¢né
poloze zobrazenych objekti vzhledem k primétnam. Tuto pfedstavu pak volné nacrtnéte
podobné jako na obr. 12.6 nebo 12.9.

(2) Pro zadéni jako na obr. 12.11 sestrojte stopniky p¥imky p a stopy roviny p a znovu urcete
prusecik R =pnNp.

(3) Rovina o je déna stopami a p¥imka ¢ je ddna sdruZenymi pruméty svych stopniki. Dokazte,
ze umite urcit prinik R = g N o ve vSemoznych specidlnich piipadech jako napt. ¢ L x nebo
ol

(4) Urcete prusecnici dvou rovin uréenych stopami v piipadé, Ze prusecik nekteré dvojice stop
neni vibec dostupny.

(5) Pro zadani ve cvifeni 11.3(2) si vhodné zvolte Mongeovy pomocné prumétny (a jednotky)
a sestrojte sdruzené pruméty hranolu véetné fezu rovinou p.

(6) Na obr. 12.19 jsou sdruzené pruméty néjakého télesa, stopy roviny 7 a sdruzené praméty
bodu S. Sestrojte stiedovy priumét tohoto télesa z bodu S do roviny m. (P#i konstrukci
nepiehlédnéte uzite¢nost pomocnych ubé&zniki.)

(7) U predchozi tlohy sestrojte prumét z bodu S do pudorysny a narysny. Nahrad'te stfed S
néjakym smérem a feSte podobné tlohy. ..
12.4 Metrické tilohy

Vzdalenost dvou bodua

Pokud je pfimka uréend danymi body rovnobézna s nékterou prumétnou, pak v odpovidaji-
cim prumétu vidime vzdalenost bodi ve skutecné velikosti. Ve vSech ostatnich pfipadech jsou
vzdéalenosti zkreslené (a protoZe promitame kolmo, tak zkracené).
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Obrazek 12.19: Sestrojte stiedovy prumét daného objektu z daného stfedu do dané
roviny.

Jedna z moznych konstrukei skute¢né vzdélenosti dvou bodu je motivovina pravé zminénym
postiehem: pootocime tsecku urcenou témito body do polohy rovnobézné s nékterou prumétnou,
viz obr. 12.20.

Obrézek 12.20: [Me] Narysny pramét usecky je ve skutecné velikosti pravé tehdy, kdyz
je tato tsecka s narysnou rovnob&zna — proto |AB| = |43 BY)|.

V piedchozim ota¢ime rovinu uréenou body A, B a jejich pudorysy A;, By kolem pfimky AA;.
Jina konstrukce skutené velikosti usec¢ky AB je na obr. 12.21; v tomto piipadé otac¢ime/sklapime
stejnou rovinu kolem p¥imky A; By do pudorysny (pfip. do roviny rovnobézné z ptidorysnou).
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Obrazek 12.21: [Me] Usecka AB je pieponou v pravothlém trojihelniku s odvésnami
ABjq, resp. BB, jejichz velikosti vidime nezkreslené v piudoryse, resp. néaryse.

Otoceni roviny

Rovina, kterou jsme otaceli v pfedchozich dvou konstrukcich, byla kolmé k ptdorysné, tedy
ponékud specifickd. Nyni se nau¢ime otacet obecnou rovinu do prumétny (piip. do polohy rov-
nobézné s prumétnou). Nazorné zpracovani je na obr. 12.22, kde je naznafeno otaceni roviny
kolem hlavni p¥imky do roviny rovnobéZné s ptidorysnou (nenechte se plést znafenim — misto
sdruZeného pramétu jsou pouzity koty). Podstatné je, Ze korespondence mezi priuméty bodi do
této roviny a jejich oto¢enymi obrazy, je stara znamé a oblibena osova afinita.

[1

R3{5) = osafinity

3

Obrazek 12.22: [Me] Otoceni roviny kolem hlavni pfimky do polohy rovnobé&zné s pido-
rysnou: vzdalenost bodu Ag od osy je rovna velikosti pfepony v naznafeném pravouhlém
trojihelniku.

Osovou afinitu mezi praméty bodu a jejich oto¢enymi obrazy docenime zejména u uloh, kde
vystupuje vice bodi, nebo kdyz potifebujeme otocit rovinu zpatky do puvodni polohy. Konkrétni
realizace jedné takové tdlohy je na obr. 17.46. Dalsi typické tlohy, kde je vhodné si na tyto
postiehy vzpomenout, jsou konstrukce primétu télesa do obecné roviny, urceni skutecné velikosti
fezu néjakého hranolu apod.

Kolmost

Odchylku dvou riznobézek vidime v pramétu nezkreslené, pokud je rovina témito piimkami
uréend rovnobézna s odpovidajici prumétnou. V piipadé, Ze piimky jsou kolmé, plati o néco
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obecnéjsi a celkem uZzite¢né tvrzeni:

Véta. Kolmgm primétem dvou kolmigch piimek jsou kolmé piimky, pokud aspoti jedna z téchto
primek je rovnobéind s primétnou.

Zduvodnéni plyne pfimo z definici kolmosti pfimek a rovin (viz odst. 4.20). Abychom se mohli
svobodnéji vyjadfovat, oznac¢ime kolmice a, b a jejich kolmé priméty aq, b;. Budeme pfedpokla-
dat, 7e t¥eba a je rovnob&zné s primétnou, coz mj. znamena, 7e alla;. ProtoZe a L b a promitame
kolmo, je pfimka a kolma k roviné uréené b, b;. Protoze alla1, je také piimka a; kolmé k této
roviné. To znamend, Ze a; je kolmé ke viem piimkam, které v této roviné lezi, zejména tedy
k b;. O

Obrézek 12.23: Kolmym prumétem kolmych piimek jsou kolmé piimky, pokud je aspon
jedna z nich rovnobéZzné s prumétnou.

Tento postieh mé velice uzitecny dusledek pro konstrukci kolmice k roving, resp. kolmé roviny
k pfimce: kolmy priumét kolmice k roviné je kolmy ke stopé (obecnéji, k prumétu libovolné hlavni
piimky)! Jiné zduvodnéni téhoz zavéru (pomoci spadové piimky) je ¢itelné z obr. 12.24.

Obrazek 12.24: [Me| Kolmym prumétem kolmice k roviné je piimka kolma k jeji stopé.

Vzdalenosti a odchylky obecné

Kazdy obecnéjsi pripad urcovani vzdalenosti, resp. odchylky lze vzdy néjak konstrukéné reduko-
vat na urceni vzdalenosti dvou bodii, resp. odchylky dvou piimek. Tato redukce je navic vzdycky
piirozené a odviji se od definice/charakterizace pojmu vzdalenosti, resp. odchylky.

Vzdélenost bodu od piimky nebo od roviny je uréena vzdalenosti tohoto bodu od paty kol-
mice. Vzdalenost dvou piimek je nenulova, pouze kdyz se pfimky neprotinaji, tedy kdyz jsou
rovnobéZzné nebo mimobé&zné. V prvnim piipadé staci spustit kolmici z libovolného bodu, druhy
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pripad je ponékud subtilngjsi — hledame nejkratsi picku, coz je pravé piicka kolmé. Vzdalenost
pifimky od roviny, resp. vzdalenost dvou rovin je nenulova, pouze kdyZ jsou tyto rovnobézné. ..

Z uvedenych piiklada bychom si zejména méli v§imnout, ze dvojice bod, jejichz vzdélenost
nakonec méfime, je vidy né&jak charakterizovina pomoci pojmu kolmosti. Jak kolmost, tak
vzdalenost dvou bodi jsme se naucili konstrukéné zrealizovat, takze teoreticky umime urcovat
vzdalenosti kdeceho od ledas¢eho. Praktické uplatnéni uvedenych postiehii si lze vyzkouset ve
cviceni 12.5.

Obrazek 12.25: Vzdélenost bodu M od roviny « je rovna vzdéalenosti tohoto bodu od
paty kolmice A: vlevo je rovina « kolma k narysné, proto v(M, «) = | M3 As|; vpravo je
obecny pFipad — vzdalenost méfime po sklopeni: v(M, ) = |(M)(A)|.

Podobné to je s odchylkami; nejdiiv v8ak trochu rozsifime pojem odchylky dvou pifimek.
Bé&zné totiz myslime (a vyse jsme se naucili méfit) odchylku dvou riznobéznych piimek, nicméné
i v ostatnich piipadech mé pojem odchylky dobry vyznam:

e odchylka splyvajicich nebo rovnobéznych piimek je nulova;

e odchylku mimobéznych piimek definujeme jako odchylku libovolnych dvou raznobézek,
z nichz jedna je rovnobézna s prvni mimobézkou a druhé s druhou.

Odchylka pfimky od roviny je rovna odchylce dané piimky od jejiho kolmého priamétu do
dané roviny (viz obr. 12.26). Pokud je pfimka s rovinou rovnob&’na nebo je v ni obsaZen4, pak
podle pfedchozi rozsitené definice dostaneme 0. Pokud je piimka k roviné kolma, takze se promita
do bodu, pak samoziejmé nemuzeme nic méfit a jednoduse fekneme, ze odchylka je 90°.

Odchylka dvou rovin je rovna odchylce prusecnic téchto rovin s libovolnou rovinou, které je
k ob&ma kolma (viz obr. 12.27). V pfipadé, Ze jsou roviny rovnobé&zné nebo splyvajici, dostaneme
0; v pripadé ruznobéznych rovin je pomocnd rovina prévé rovina kolma k jejich spole¢né piimce.
Uvédomte si, ze také tento ndpad umime konstrukéné zrealizovat, ackoli to pfedstavuje celkem
hodné préce. Technicky jednodussi je rovnou ur¢it odchylku normal: odchylka dvou pfimek v ro-
ving je totiZz stejnd jako odchylka jakychkoli k nim kolmych p¥imek (v téze roving). Odchylku
dvou rovin tedy muZeme ur¢it tak, Ze (1) nejdiiv sestrojime libovolné k nim kolmé piimky a (2)
uré¢ime odchylku téchto kolmic.
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Obréazek 12.26: Odchylka p¥imky p od roviny « je rovna odchylce piimek p a p’ (=
prusecnice « s rovinou k ni kolmou a obsahujici p).

Obrézek 12.27: Odchylka rovin «, 8 je rovna odchylce piimek a,b (= prusecnice «,
s rovinou kolmou ke spole¢né piimce a N j3), coz je totéz jako odchylka normalovych
piimek ng,ng.

12.5 Cviceni

(1) Sestrojte stopy roviny, které je kolmé k dané pfimce a prochézi danym bodem.
(2) Urcete vzdalenost daného bodu od dané p¥imky, resp. roviny.
(3) Urcete odchylku dvou rovin danych stopami.

(
(

4) Pro zadani ze cvi€eni 12.3(5) sestrojte mnohothelnik fezu ve skutecné velikosti.

)
)
)
) Na obr. 12.28 jsou sdruZené pruméty n&jakého télesa, stopy roviny p a sdruZené praméty
bodu S. Sestrojte stiedovy priumét tohoto télesa z bodu S do roviny u. (P¥i konstrukci

nepiehlédnéte uzite¢nost pomocnych ubé&zniki.)

5

(6) U predchozi tlohy nahradte stied S néjakym smérem a sestrojte rovnobézny prumét do
roviny pu.
13 Koétované promitani

Kotované promitand je kolmé promitani na jednu primétnu s tim, Ze vzdélenost (nékterych) boda
od prumétny je naznacena jako jejich kota. Koty tedy nahrazuji sdruzeny primét u Mongeova
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// 2L +5,

Obrazek 12.28: Sestrojte stfedovy prumét daného objektu z daného stiedu do dané
roviny.

promitani. S timto typem zobrazeni se muZeme setkat napf. na turistickych (a jinych) mapéch.

Bod v prostoru je uréen svym primétem a kotou. Piimka je uréena kétovanymi praméty
dvou bodu, pfip. stopnikem a jednim dal§im kétovanym bodem. Rovina je urcena kétovanymi
pruméty t¥i bodu, piip. stopou a jednim dal§im kétovanym bodem. . .

Obréazek 13.29: Zobrazeni bodu, pfimky a roviny, konstrukce stopniki a stop. ..

Metody teSeni zékladnich iloh v kétovaném promitani a v Mongeové promitani si jsou v mno-
hém podobné, takze zminime jenom nékolik piiklada na ukizku. V kazdém piipadeé si vzdy ma-
zeme zvolit pomocnou (kolmou) pramétnu, podle két sestrojit druhé priméty vybranych boda
a tegit ulohu tak, jak jsme zvykli. Ne vzdy je vSak takovy postup nutny a ¢asto lze postupovat
piimo, viz napf. obr. 13.29. Typicki konstrukce, kterd vypadé stejné v kétovaném i Mongeové
promitani, je na obr. 12.22. Dvoji feSeni jedné polohové tlohy je na obr. 13.30.

Obrazek 13.30: Prunik rovin 7 = a N p sestrojeny pomoci (a) hlavnich p¥imek, (b) po-
mocného primétu.

14 Axonometrie a kosotihlé promitani

Uvazme néjakou kartézskou soufadnou soustavu v prostoru s pocatkem O a osami z,y, z. Bod
v prostoru je jednozna¢né urcen souifadnicemi vzhledem ke zvolené soufadné soustavé a naopak.
Bod a jeho souradnice geometricky (tj. bez &iselného vyjadfovani) zadavame pomoci kolmych
praméta do rovin z,y (pudorys) a z,z (narys). Pokud zvolime n&jakou daldi rovinu, ktera je
v obecné poloze vzhledem k soufadnym osam, pak rovnobézné promitani do takové roviny je tzv.
azonometrie, a tu podle sméru promitani rozlisujeme na kolmou a gikmou.

Axonometrie je tedy obycejné rovnobézné promitédni na jednu priamétnu, nicméné z tvodu
(a nazvu) se da odtusit, Zze pii této zobrazovaci metodé se budeme soustfedit na otédzku méfeni
(-metrie), zejména podél os (azono-). Vzpomeite, Ze problém méfeni ve volném rovnobé&zném
promitani, jak jsme je predstavili v podkapitole 11, je teoreticky celkem jasny, ale prakticky
ponékud otravny (opakované prenaSeni délicich pomérit). Zakladnim axonometrickym tkolem je
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najit néjakou rychlou a technicky pohodlnou korespondenci mezi Mongeovy sdruzenymi pri-
méty bodu a jeho axonometrickym prumétem. Tato korespondence, pojmenované jako zéiezova
metoda, je odvozena v odst. 14.1 a posléze zobecnéna v odst. 14.2.

Meznim piipadem (8ikmé) axonometrie je tzv. kosotwhlé promitini, kdy promitame sikmo do
roviny z, z (Mongeova narysna). O tomto promitani se letmo zminime v odst. 14.3.

14.1 Kolma axonometrie

Kolméa axonometrie je iplné urena rovinou axonometrické pramétny. Vzhledem k pomocnym
Mongeovym priumétndm tuto prumétnu zadavame stopami nebo pomoci priusec¢ika se soufadnymi
osami. Trojuhelnik uréeny témito pruseciky je tzv. azonometricky trojihelnik. Kolmé axonometrie
byva zpravidla zadéna pravé axonometrickym trojuhelnikem.

Axonometricky trojahelnik a dileZité postiehy

Na obr. 14.31 je predstaveno, jak lze sestrojit axonometricky trojihelnik a praméty souiradnych
0s, a to vyhradné s dovednostmi, které jsme se naucili v podkapitole 12:

(1) axonometricky prumét pocatku je sestrojen jako prinik promitaciho paprsku jdouciho timto
bodem s danou rovinou,

(2) poté se rovina otoci kolem pudorysné stopy do pudorysny.

Ptitom si uvédomujeme, ze Mongeovy priméty promitaciho paprsku jsou kolmé ke stopam roviny.
Podobné by se dal sestrojit prumét jakéhokoli bodu v prostoru, viz cviceni 12.5(6).

fsmer . ¢
prom€nni }

Obrazek 14.31: Kolma axonometrie je dana stopami axonometrické primétny; sestrojen
axonometricky trojuhelnik a pruméty osového kiize. ..

Zazime-li se pouze na body v Mongeové piidorysné, dostavame korespondenci, které je ziejmeé
afinnim zobrazenim (slozeni dvou afinnich zobrazeni) a mé stopu p jako pfimku samodruznych
bodu. To je samoziejmé nasSe oblibend osova afinita, jejiz osou je stopa p, smér je kolmy na p
a obraz libovolného bodu je dédn obrazem pocatku O.
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Podobny vztah samoziejmé plati také mezi Mongeovym a axonometrickym narysem, piip.
bokorysem. Odtud plyne, Ze prumét pocitku je pravé priseéikem vySek axonometrického
trojahelniku.?

Zafezova metoda

Typicky je kolmé axonometrie zadana axonometrickym trojihelnikem a nikoli stopami jako na
obr. 14.31. Z predchoziho vime, Ze primét pocatku je priseCikem vySek tohoto trojuhelniku
a vztah mezi Mongeovym a axonometrickym plidorysem (resp. narysem) je osova afinita. K jed-
nozna¢nému urceni této osové afinity staci sestrojit bod odpovidajici po¢atku. Ten lezi na kolmici
ke stopé a sou¢asné na pomocné Thaletové kruznici (aby Mongeovy pruméty os byly kolmé), viz
obr. 14.32.

e
0

Obréazek 14.32: [Me] Kolma axonometrie je dana axonometrickym trojihelnikem; se-
strojen osovy kiiz, jednotky na oséch a pramét bodu A...

Na tomto obrazku si muZeme v§imnout, ze body Ai,, A1, A, leZi na jedné piimce, kterd je
kolm4 na p (tj. ve sméru z,); bod Ay, je Mongetuv pudorys, A; je axonometricky pudorys a A,
je axonometricky prumét bodu A. Podobné je to s trojici Ag,, Aa, A,... Odtud plyne slibovana
bleskurychla konstrukce axonometrického prumétu libovolného bodu A:

(1) umistime Mongetuv pudorys, resp. narys bodu A vzhledem k otofenym osam x,,y,, resp.
Loy 2o,

(2) vedeme kolmice z téchto bodi k odpovidajicim stopam axonometrického trojuhelniku (tj. ve
sméru axonometrickych prauméta piislugnych os),

(3) axonometricky priamét bodu A je prusecikem téchto kolmic.

Uvédomte si, ze pfi této konstrukei je celkem jedno, na kterou stranu ota¢ime pomocné priamétny.
Stejné tak si muzeme pomocné Mongeovy priméty posunout v uvedeném sméru libovolné da-
leko, aby se ndm nepiekryvaly pomocné Gary s témi podstatnymi. Tomuto zptisobu konstrukce
axonometrického primétu se ¥ika zdfezovd metoda. Typickou aplikaci této metody najdete na
obr. 14.33, pfip. v pfiloze na str. 175.

2Umime zdiivodnit i pffimo s odkazem na v&étu na str. 110: promitame kolmo a osa z je kolmd k roviné z,y,
tedy i k pfimce p, ...
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Obrézek 14.33: Kolmy axonometricky primét télesa z obr. 11.2 pomoci zafezové metody.

Poznamky

Dosud jsme diskutovali nékolik moznosti konstrukce axonometrického primétu bodu daného
Mongeovymi sdruzenymi pruméty, resp. soufadnicemi. Uvédomte si, ze tento proces je vzdy
¢itelny v obou smérech: poloha kazdého bodu v prostoru je ddna jeho axonometrickym pri-
métem spolu s jeho axonometrickym pudorysem; odtud Ize vZdy doplnit axonometricky narys,
piip. bokorys bodu; pomoci vySe popsané korespondence (osova afinita, viz obr. 14.32) umime
sestrojit Mongeuv pudorys, nérys, piip. bokorys tohoto bodu, tj. jeho soufadnice.

Hlavni vyhodou feSeni uloh v kolmé axonometrii je, Ze pracujeme s hodné nazornymi obrizky
(aspoii pro mala mé¥itka) a soucasné jsme schopni velice hospodarné realizovat celkem jakékoli
méfeni. VSechny zékladni dlohy, které jsme zminovali v podkapitole 12, je nyni mozné prevypraveét
v této zobrazovaci metodé. My jsme slibovali, Ze to délat nebudeme, avSak na ukazku uvadime
aspon jednu zékladni dlohu, viz obr. 14.34 (aZ na znaceni a vzajemnou polohu zadavajicich
objektu se jedné préavé o tlohu FeSenou na obr. 12.11, resp. obr. 11.5).
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Obrazek 14.34: [Me] Prinik piimky & a roviny p = ABC:
(1) I je kryci pifmka pro smér kolmy k pidorysné (I1 = k1),
(2) jeji axonometricky priimét je urcéen body L, L’,

(3) bod R = kN1 je pravé hledanym prinikem k N p.

14.2 Sikméa axonometrie

Rozdil mezi kolmou a §ikmou axonometrif je jenom ve sméru promitani vzhledem k axonometrické
prumétné. Nebudeme tedy opakovat vSechno, co jsme fikali v predchozich odstavcich, pouze
zformulujeme nékolik poznamek.

Sikma axonometrie je zcela urcena axonometrickym trojihelnikem a obrazem pocatku. Kore-
spondence mezi axonometrickym ptadorysem a oto¢enym (Mongeovym) ptidorysem je opét osova
afinita, jejiz osou je pudorysné stopa p, akorat smér této afinity nemusi byt kolmy ke stopé
p. Podobné je to s narysy a bokorysy. Odtud lze rovnéz odvodit zdfezovou metodu konstrukce
axonometrického prumétu z Mongeovych (vhodné umisténych) sdruZzenych praméta. ..

Pro rychlé a nézorné zobrazeni n&jakého objektu daného svymi sdruzenymi praméty se uziva
praveé tohoto postupu s tim, ze Mongeovy priméty umistujeme do nékresny uplné libovolné podle
vlastniho uvazeni. V tomto pfipadé nejsou prumétna ani smér promitani pfedem specifikovany,
jedné se tedy o jakési volné rovnobézné promitani, oviem zadané ponékud neobvyklym zpusobem.
Priiklad takové konstrukce je na obr. 14.35.

Z uvedeného je patrné, ze tato metoda je vhodné zejména pro zobrazovani hranatych téles;
o zobrazovani oblych téles se zminime zahy, viz odst. 17.4.

14.3 Kosouhlé promitani

Specidlnim, resp. meznim piipadem Sikmé axonometrie je tzv. kosowhlé promitini, kdy hlavni
prumétna splyvad s Mongeovou narysnou. To znamend, ze osy x a z v prumeétu osového kiize
sviraji pravy thel. Kosothlé promitani je zcela uréeno smérem promitani, ktery vSak tentokrat
— na rozdil od obecné axonometrie — neni zadan obrazem pocatku, protoze ten lezi piimo
v prumétné.

Na obr. 14.36 je naznacena konstrukce kosothlého pramétu obecného bodu v prostoru pro
zadany smér promitani. Priimétem je pravé narysny stopnik piimky urcené timto bodem a smé-
rem promitani! Zuzime-li naSe promitani pouze na body v pudorysné, pozorujeme opét afinitu,
jez ma osu z jako pfimku samodruznych bodu. Korespondence mezi Mongeovym a kosotthlym
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Obrazek 14.35: [Me] Volny rovnobézny pramét n&jaké soudastky pomoci zéfezové me-
tody.

pudorysem je tedy osova afinita, jez je zcela urcena osou x a libovolnou dvojici odpovidajicich
si bodit (A; a A¥). Podobny vztah plati také mezi Mongeovym a kosotihlym bokorysem; vztah
mezi Mongeovym a kosotthlym néarysem je samoziejmé identita.
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Obrézek 14.36: Kosouhlé promitani je dano smérem s; sestrojen kosotuhly pramét bodu
A jakozto stopnik promitaciho paprsku.

Mo

Na obr. 14.37 je zobrazen prumét osového kiize s jednotkami na osach, coz jednoznac¢né urcuje
néjaké rovnobézné promitani. Protoze priiméty os z a z jsou kolmé a jednotky na téchto oséch
jsou stejné, je timto zpusobem zadano pravé kosouhlé promitani. Kosouhly pudorys bodu A je
sestrojen pomoci vySe popsané osové afinity, kosoihly prumét je doplnén z narysu. . .

Komplexnéjsi tlohy feSené v kosoithlém promitani hledejte ve cvi¢enich nebo v podkapitole
17. Jeden nazorny piiklad je na obr. 14.38.
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Obrazek 14.37: Kosouhlé promiténi je dano obrazem bodu Y na ose y; sestrojen kosothly
primét bodu A pomoci osové afinity mezi Mongeovym a kosothlym pudorysem.

zf%’

vy

Obrazek 14.38: Kosouhly prumét télesa z obr. 11.2.

14.4 Cviceni

(1) Pro zadani jako na obrazku obr. 12.11 sestrojte axonometricky a kosouhly pramét (a) stop
roviny p = KLM, (b) pfimky p = PQ a kryci pfimky r, (c) priseéiku R =pn p.

(2) Pro zadani ze cviceni 12.5(6) urcete axonometricky trojihelnik a sestrojte primét daného <&
télesa pomoci zafezové metody.

(3) Sestrojte kosouhly prumét télesa z pfedchoziho cviceni.

15 Perspektiva

Perspektivou (bez piivlastkil) myslime obyCejné stiedové promitani na jednu pramétnu. Z pied-
choziho vime, Ze pfi obecném stiedovém promitani se vlastni body mohou zobrazovat do nevlast-
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nich a naopak, coZ mé za nésledek, 7e nékteré objekty se docela kruté deformuji; napf. stiedovym
prumétem kruZnice miZze byt klidné hyperbola (coZ pfi rovnob&ném promitani samoziejmé neni
mozné). Pokud chceme zobrazovat realitu co nejblize naSemu vnimani, uvazuji se jistd omezeni:
predpoklada se dostateéné vzdalenost stfedu promitdni od primétny a zobrazuji se jenom ob-
jekty uvniti zorného kuzele, jehoz vrcholovy thel je zhruba 40-50°. V takovém piipadé se mluvi
o perspektivé linedrni. ..

Privlastkem linearni se ¢asto jenom zduraziuje, ze se promita do roviny a ne tieba na valcovou
plochu. Linearni perspektiva je tedy specifické projektivni zobrazeni prostoru do roviny; néco
malo si dofekneme v dal$im odstavci. Nelinedrnim perspektivam vénujeme par poznamek v odst.
15.3.

15.1 Linearni perspektiva

Linearni perspektiva muze byt zadana volné, tj. praimétem dostate¢né mnoha boda/abéznika.
V odst. 11.1 jsme diskutovali, jak v takovém piipadé sestrojit obraz libovolného dalsiho bodu
v prostoru. Konstrukéné to znamenalo hlavné opakované (a nezajimavé) pienaSeni dvojpoméri.

Perspektiva miize byt taky dana vdzané, tj. explicitni polohou primétny a stfedu promitani
vzhledem k soufadnym osam, resp. Mongeovym pomocnym prumétndm. V takovém piipadé
vime, jak postupovat ze cviceni 12.3(6) a 12.5(5). Konstruk¢né to znamend opakované sestrojovani
pruniki promitacich paprski s rovinou primétny a dodateéné otoceni prumétny. Dva konrétni
piiklady, kdy je perspektivni primétna zvolena kolmo k Mongeové ptidorysné, jsou na obrazcich
15.39 a 15.40.
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Obréazek 15.39: Perspektivni primét télesa z obr. 11.2.

Na obr. 15.40 je patrno nékolik technickych detailii, které rychle okomentujeme: V levé horni
Gasti obrazku se nejdiiv hleda vhodné poloha stfedu promitéani tak, aby se cely objekt vlezl
do zorného kuzele. Primétna je zvolena kolmo k pudorysné, vzdalenost od stfedu je celkem
libovolna. Na obrazku je dale patrna konstrukce primétu bodu A — horizontalni vzdélenosti
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méfime v pidoryse od referen¢niho bodu H, vertikalni méfime v naryse od horizontu h. Vysledny
prumét je vzhledem k Mongeovym pomocnym prumétim dvakrat zvét§en — ubéznik pro sméry
kolmé k narysné by se nevlezl do nakresny, proto je uZito stejnolehlosti (se stifedem v bodé H
a koeficientem 2).

Obrazek 15.40: [Me| Perspektivni pramét budovy.

Stejné jako pro jakoukoli jinou zobrazovaci metodu je i v pfipadé linedrni perspektivy vyvinuto
nékolik postupt, které mohou praci zjednodusit. Pii téchto postupech se velice ¢asto uziva osové
kolineace. To by nemélo nikoho piekvapovat, protoZe specidlnim piipadem osové kolineace je
osovéa afinita, a tu jsme nékolikrat zaznamenali v pfedchozim povidani o axonometrii a kosoihlém
promitani. Zajemce o podrobnosti odkazujeme na [KKK, Me, U] a dalsi klasickou literaturu.

15.2 Stereoskopie a anaglyfy

Stereoskopie je zobrazovaci metoda, kterou se snazime vzbudit iluzi trojrozmérnosti nad dvojroz-
mérnou piedlohou tim, Ze kazdému oku dodévame jiny prumét téhoz objektu. Toho lze dosdhnout
tak, Ze se zobrazovany objekt perspektivné promitne, a to ze dvou stiedu, které jsou od sebe
vzdaleny stejné jako zornicky lidskych odi. . .

Jednou ze stereoskopickych technik jsou tzv. anaglyfy: dva perspektivni priméty jsou zob-
razeny v téze primétné riznymi barvami, které jsou pak odstinény dvojbarevnymi brylemi, viz
obr. 15.41.



122 IV Zobrazovaci metody

Obrazek 15.41: [Pr] Dvanactistén (s vepsanou krychli) jako anaglyf: Cerveny prumét je
urcen levému oku, azurovy pravému, tzn. bryle nasazujeme Cervenym sklem na pravé
oko a azurovym na levé.

15.3 Nelinearni perspektiva

Typickym piikladem nelinearni perspektivy je vdlcovd neb cylindrickd perspektiva, kdy se prostor
promitd z daného stfedu na valcovou plochu (jejiz osa zpravidla prochézi stfedem promitani).
Takové zobrazeni se uziva pii panoramatickém fotografovani, viz obr. na str. 177. Protoze pro-
mitadme na jinou plochu nez rovinu méa za néasledek, Ze prfimky se obecné nemusi zobrazovat na
pfimky. To znamena, Ze takové zobrazeni rozhodné neni projektivni.

Obrazek 15.42: [DV] Ur¢ujici prvky vélcové perspektivy. ..

Na obr. 15.42 jsou naznaceny urcujici prvky valcové perspektivy — prumét libovolného bodu
v prostoru je pak urCen stfedovym prumétem ze stiedu S na valcovou plochu ¢ a naslednym
rozvinutim této plochy do roviny 7. Uvédomte si, Ze sestrojit obraz obecného bodu nelze realizovat
eukleidovskym pravitkem a kruzitkem, viz problém rektifikace kruznice v odst. 19.1. ..

Jinym ptikladem nelinedrni perspektivy je geometrie objektivu zvaného rybi oko, jiz je mozno
interpretovat jako slozeni stfedového promitani na kulovou plochu a jesté jednoho promitani z této
plochy do roviny (kulovou plochu neni mo7né rozvinout, proto se musi promitat). . .
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16 Cyklografie

Cyklografie je trochu exotické zobrazovaci metoda, kterd viak mé zajimavé aplikace. Cyklografie
mé nejbliz ke kdtovanému promitani — bod A v prostoru je zastoupen svym kolmym pramétem
Ay, akorat misto koty (za) kreslime cyklus se stiedem v A;, s polomérem |z4] a s orientaci
odpovidajici znaménku z 4. Naopak, kazdy cyklus v primétné urcuje jednozna¢né bod v prostoru.

Obrazek 16.43: [Kut] Cyklograficky pramét bodu a p¥imky.

Z uvedeného se da tusit, ze zmihované aplikace se budou tykat pravé aloh s cykly /kruznicemi:

Napft. cyklografickd interpretace konstrukce stopy roviny dané t¥emi body na obr. 16.44 nam
musi pfipominat Mongeovu vétu (viz obr. 7.8 na str. 66).

Obrézek 16.44: Cyklograficka konstrukce stopy roviny ABC.

Pomoci cyklografie se taky celkem hezky interpretuji nékterd geometrickd zobrazeni, jako
napi. trochu problematicka dilatace, viz obr. 16.45.
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Obrazek 16.45: [Br] Cyklograficka interpretace dilatace dotykajicich se cykli. ..

Dalsimi typickymi aplikacemi mohou byt vy8e diskutované Apolléniovy tlohy — jejich cyk-
lograficka interpretace vede sice k prostorovym, ale celkem jednoduchym konstrukcim jako napft.
urceni pruniku piimky s rovinou nebo kuzelem!

Podrobnosti a dalsi zajimavosti je mozné najit napi. v [Sei] nebo [Br].

17 Typické tlohy

Chceme-li sestrojit nazorny obrazek néjakého télesa, muzeme sestrojovat volny nebo vizany
prumét, stifedovy nebo rovnob&Zny (v tomto p¥ipadé navic rozliujeme §ikmy nebo kolmy). Volné
pruméty jsme uméli sestrojovat hned na zacatku této kapitoly, u vazaného zobrazovini jsme
se naucili nékolika technicky vyhodnym zkratkdm. Nékteré typické konstrukce si tady chceme
pripomenout. Za¢neme typickou metrickou tlohou o otéceni roviny.

17.1 OtAceni roviny

O otéaceni roviny a zobrazeni néjakého rovinného obrazce ve skuteéné velikosti jsme mluvili
v odst. 12.4 (viz téZ obr. 17.49). Uvedenou konstrukci lze v8ak pouzit i v opatném sméru:

Na obr. 17.46 je dana rovina p svymi stopami a déle pidorysy bodi S a A. Méame za kol
sestrojit sdruzené pruméty Ctverce, ktery lezi v roviné p, mé stied S a vrchol A. Mozné feSeni je
nésledujici:

(1) sestrojime narys bodu S a oto¢ime S kolem pudorysné stopy do pudorysny (Sp);
(2) pomoci osové afinity doplnime oto¢eny bod Ag;

(3) sestrojime skute¢ny ctverec (AgBoCoDy);

(4) pomoci osové afinity oto¢ime zpatky (A; B1C1D1);

(5) doplnime néarysny prameét.
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Obrazek 17.46: [f{] Konstrukce primétu ¢tverce ABC D lezictho v roviné p, se stfedem
v bodé S a vrcholem A.

17.2 Rezy hranatych t&les

O fezech jsme poprvé mluvili v odst. 9.4 (specifické zadani), podruhé ve cviceni 11.3 (obecné
zadani ve volném promitani), potieti ve cviceni 12.3 (obecné zadani v Mongeové promitani)
a poctvrté ve cviceni 12.5 (velikost fezu ve skutecné velikosti).

V feSeni obecnych tloh tohoto typu odkazujeme na zékladni konstrukce priniku piimky
a roviny a otaceni roviny; v obou pfipadech s vyhodou pouZivime osovou kolineaci, piip.
afinitu. .. ...



126 IV Zobrazovaci metody

Obrézek 17.47: Volny rovnobé&zny priumét pravidelného Sestibokého hranolu a jeho fezu
rovinou K LM.

Obrézek 17.48: Mongeovy sdruzené priuméty pravidelného Sestibokého hranolu a jeho
fezu rovinou K LM.



17 Typické tlohy 127

Obrazek 17.49: Zobrazeni fezu ve skute¢né velikosti.

17.3 Zobrazeni Platonskych téles

Volné

Na obr. 17.50 je volny rovnobé&zny prumét pravidelného ¢tyfsténu a osmisténu. V prvnim piipadé
neni co fe§it, protoze rovnobézny primét je uréen obrazy ¢ty vrcholi a étyfstén jich ani vic nema.
Tyto pruméty vrcholid mohou byt zvoleny celkem libovolné (véta 11.1 na str. 97 nam akorat fika,
Ze splyvat mohou nejvyse dva z nich).

Pravidelny osmistén mé Sest vrcholi — jsou-li ddny pruméty ¢tyi vrcholi v obecné poloze,
zbylé dva se snadno doplni pomoci rovnobézniki.

O pramétech pravidelného Sestisténu (krychle) jsme se bavili tolikrat, Ze jej tady klidng
prreskocime.

Volny primét dvacetisténu, resp. dvanactisténu spolu s kompletnim rozborem a odtud ply-
noucim moznym navodem ke konstrukci jsme piedstavili v odst. 4.21.
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Vazané

Obrazek 17.50: [U] Volny rovnob&zny prumét pravidelného ¢tyf- a osmisténu.

Pii konstrukcich vazanych pruméta za¢indme s Mongeovymi sdruzenymi priméty télesa, které
je ve specilni poloze viéi prumétnam. To znamend, ze konstrukce pruméti je jednodussi. Je-
dina dvé konstrukéné netrividlni Platonska télesa zobrazend ve velmi specidlnich polohach viéi
prumétnadm jsou na obr. 17.51 (pokud se nékomu nepozdava podeziele mnoho pomocnych car,
miZe je samoziejmé ignorovat a sestrojit si viechno po svém na zakladé rozboru z odst. 4.21.)
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Obrézek 17.51: [KV] Mongeovy sdruzené praméty pravidelného dvanacti- a dvacetisténu.
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Odtud lze rychle sestrojit napf. (a) axonometricky primét pomoci zafezové metody, kterou
jsme vysvétlovali v odst. 14.1, nebo (b) kosothly primét podle navodu z odst. 14.3. MiZzeme
také sestrojit (c) perspektivni prumét podle navodu v odst. 15.1 (ktery je odvozen ze cvifeni
12.3(6)).

Alternativné

Komu piedchozi moznosti porad nestaci, muze vySe zminované metody ruzné kombinovat jako
napf. na obr. 17.52: Zde je zobrazen kolmy axonometricky praumét krychle, do niz je vepisovan
dvanactistén. Pti této konstrukei se nejdiiv zduvodni, ze kdyz rozdélime stranu opsané krychle
zlatym Fezem, tak delsi dil odpovida strang vepsané krychle (tj. thlopficce pétithelniku) a kratsi
dil odpovida strané dvanactisténu (tj. strané pétinhelniku). Takto se celkem volné (pfenasenim
délicich poméri) sestroji 12 vrchola ve sténédch opsané krychle. Zbylych 8 vrcholi tvoii prave
vrcholy vepsané krychle a tady se vyuzije stejnolehlosti obou krychli. . .

Obrazek 17.52: [KKK] Kolmy axonometricky pramét pravidelného dvanéctisténu.

17.4 Zobrazeni oblych téles

Oblymi télesy tady myslime jenom kuZele, vilce a koule. P¥i sestrojovani jejich pruméta po-
tfebujeme umét z danych podminek sestrojit vidy prumét néjaké obrysové kruznice, u kuzeld
a valcu jesté obrysové piimky. Pii kazdém rovnobézném a vhodné zvoleném stiedovém promitani
je prumétem kruznice elipsa a tato je pro nas dokonale urc¢ena svymi hlavnimi priméry. Obrysové
piimky kuZeli a valct jsou pak tecnami k elipsam, které jsou priuméty podstav. Obé tyto dlohy
jsou tesitelné eukleidovskym pravitkem a kruzitkem, a to hned né&kolikerym zptisobem. V nasich
tlohéch pfichazi elipsa vzdycky jako obraz kruznice vzhledem k néjaké osové afinité (kolineaci),
kterou s oblibou radi uzivime a preferujeme, viz odst. 21.5.
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Na obr. 17.53 je prumét kuzele a koule v kosouihlém promitéani, av§ak bez zminiovanych pomoc-
nych konstrukei. Naopak viechny pomocné ¢ary (plus dodatecné osvétleni) lze najit na obr. 17.54.

Zy

S

~,

Obrazek 17.53: [U] Kosouhly prumét rota¢niho kuZele a koule. . .

Uvédomte si, Ze sestrojit kolmy axonometricky prumét kuzele, resp. vélce s podstavou v pu-
dorysné je mnohem jednodussi, protoze nemusime sestrojovat sméry hlavnich praméria — hlavni
osa je rovnobézna s pudorysnou stopou axonometrického trojihelniku a je zobrazena ve skutecné
velikosti, sta¢i pouze urcit zkraceni na vedlejsi ose. S kouli je to samoziejmé jesté lepsi.

17.5 Dalsi

Osvétleni

Casto se kviili zdiraznéni prostorové piedstavy zobrazuji télesa spolu s jejich stiny vzhledem
ke zvolenému zdroji osvétleni. Ulohy tohoto typu neskytaji z teoretického hlediska zadné nové
myslenky, tudiz se s nimi nemusime moc zaobirat. Jediné, co potfebujeme dostate¢né mnohokrét
opakovat, je opét zdkladni tloha o pruniku piimky s rovinou.

Na obr. 17.54 je dan rotacni kuzel s podstavou v pudorysné a smér osvétleni. Sestrojen je
kosothly priumét kuZele spolu s vlastnim stinem na kuZeli a stiny vrzenymi do prvni i druhé
prumétny. . .
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Obrézek 17.54: [KV] Osvétleni kuzele.

Na obréazku je samoziejmé vic ¢ar nez by se jednomu mohlo zamlouvat, proto je vzdy vhodné
premyslet na néjakym vlastnim feSenim. ..

Uplné na zavér uvadime jedno uzite¢né cviceni. Na obr. 17.55 jsou zobrazeny dvé skupiny téles,
u nichz se predpoklada, ze viechna télesa ze stejné skupiny stoji na téze roviné a jsou zobrazena
tymz zpiusobem. Pokud jsme se v tomto kurzu né¢emu naucili, mélo by ndm byt hned jasné, co
je na obrazku Spatné a proc¢. Navic bychom méli umét pfipadné chyby napravit, a to s pravitkem
a kruzitkem!
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Obrézek 17.55: [I] Jsou dany praméty dvou skupin téles. Najdste a opravte vSechny
pohors8ujici skutecnosti.



KAPITOLA V

Dodatky

18 K Pythagorové vété

Pythagorova véta je jedno z nejznaméjsich planimetrickych tvrzeni vibec. Kromé zduvodnéni,
které jsme citovali na str. 14, je znamo jesté nékolik desitek dalsich dikazii. Ty se daji rozdélit
do t¥i hlavnich skupin — diikazy zalozené na

e transformacich obsahii mnohothelnikii,
e pieskupovani ¢asti (st¥thani a skladani),
e podobnostech.

V zadném ptipadé nelze tuto vétu dokazat bez postulatu o rovnobézkach a né€kdy je zajimavym
cvicenim jej v jednotlivych zdivodnénich vystopovat. ..

Pythagorova véta ma fadu raznych zobecnéni podle toho, jak na toto tvrzeni nahlizime.
Jedno mozné zobecnéni mame v kosinové vété, viz 11.12-13 na str. 21, jiné napf. ve vété VI.31,
viz str. 33.

Spolu s vétou XII.2 o obsazich kruhi muzeme vétu VI.31 dale zobecnit: Pro pilkruhy sestro-
jené nad stranami pravoihlého trojihelniku plati, Ze obsah toho nad pfeponou je roven souctu
obsahtu pulkruht nad odvésnami.

Diky Thaletové vété (str. 23) vime, Zze kdyz pieklopime piulkruznici nad pfeponou do opac¢né
poloroviny, bude obsahovat protilehly vrchol trojihelniku. Odtud dohromady plyne, ze palmeé-
sice na obr. 18.1 maji stejny obsah jako dany pravouhly trojihelnik. Tyto utvary se nazyvaji
Hippokratovy pilmésice a jsou zajimavé proto, ze se jedna o kiivocaré utvary, které je mozné
geometricky kvadraturovat. ..

Dalsi zobecnéni Pythagorovy véty je zformulovano v nésledujici pozoruhodné véte.!

Véta (Ptolemaiova). Pro libovolny tétivovy ctyiihelnik ADBC plati, Ze soucin velikosti wihlo-
pricek je roven souctu soucini velikosti dvojic protilehlyjch stran:

AB-CD=AD-CB+ AC-BD.

I1Pokud je &tyfuhelnik v Ptolemaiové vété obdélnikem, dostavame pravé rovnost z Pythagorovy véty.
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Obrazek 18.1: [A] Vyznalené pulmésice maji stejny obsah jako odpovidajici pravothly
trojihelnik.

Pro vhodné zvolené ¢tyiuhelniky (viz obr. 18.2 vpravo) lze z této véty vydedukovat geome-
trické zduvodnéni tzv. souctovych vzorcu pro funkce sinus a kosinus. Na zakladé této véty se
ve starovéku sestrojovaly tabulky vyjadiujici vztahy mezi velikostmi tthla a odpovidajicich tétiv
apod. (tedy pravé tabulky goniometrickych funkci). ..

Obrazek 18.2: [A] K Ptolemaiové vété.

19 K eukleidovskym konstrukcim

Vgechny odstavce v této podkapitole odkazuji na problém sestrojitelnosti redlnych veli¢in. To-
muto tématu jsme se vénovali v odst. 4.18, kde jsme zformulovali charakterizaci eukleidovsky
sestrojitelnych veli¢in.

19.1 Slavné problémy starovéku

Existuje nékolik skute¢né slavnych a dlouhou dobu otevienych problémd, jez byly formulovany jiz
ve starovéku. Nékolik tloh, které se tykaji eukleidovské sestrojitelnosti, zminime nize. Zdivodnéni
jejich Tesitelnosti/nefesitelnosti je zalozeno na algebraickém popisu naznaceném v odst. 4.18.
Detaily samoziejmé ignorujeme, viz diive doporucené zdroje.

Zdvojeni krychle

Ukolem je sestrojit krychli, jejiz objem je dvojnasobkem objemu dané krychle. Je-li velikost hrany
dané krychle a, pak hledana krychle ma mit hranu délky = ¥/2a. Tfeti odmocnina ze 2 je sice
algebraické cislo, ale nikoli vySe uvedeného tvaru. Tato tiloha neni eukleidovsky feSitelné.
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Rektifikace kruZznice

Ukolem je sestrojit tsecku, jejiz délka je rovna velikosti obvodu dané kruznice. Je-li polomér dané
kruznice r, pak hledané tusecka méa mit velikost z = 27r. Od roku 1767 se vi, Ze ¢islo m neni
racionalni, a od roku 1882 se vi, ze ¢islo 7w neni algebraické, tudiz neni sestrojitelné. Tato tuloha
neni eukleidovsky fegitelné.

Kvadratura kruhu

Ukolem je sestrojit ¢tverec, jehoz obsah je roven obsahu daného kruhu. Je-li polomér daného
kruhu r, pak hledany ¢tverec ma mit hranu dlouhou x = /7r. Ze stejného ditvodu jako u rekti-
fikace kruZnice, neni tato tloha eukleidovsky reSitelna.

Odedavna bylo dobfe znamo, Ze Tesitelnost téchto dvou problému je ekvivalentni (viz Archi-
médovu vétu na str. 40) a odedavna se lidé domnivali, Ze se jedna o nefesitelnou tlohu. Nicméné
odedavna bylo také zndmo nékolik piikladu kvadratury kfivocarych atvara, viz Hippokratovy
ptlmesice (obr. 18.1) a Archimédovu kvadraturu paraboly (obr. 19.3).

Q

Obréazek 19.3: [HTD] Obsah parabolické tisece je roven 3 obsahu trojithelniku PQq (coz

jsou 2 obsahu opsaného rovnobézniku).

Trisekce thlu

Ukolem je roztietit dany thel na tii shodné uhly. Na rozdil od pfedchozich problémii je tato
tloha zaludna v tom, Ze nékteré thly sestrojit lze a nékteré nikoli. Regeni je opét ryze algebraické
a zajimavé a redukuje se na analyzu kofent polynomu tietiho stupné nad vhodnymi algebraickymi
rozsifenimi télesa racionalnich éisel.

Do seznamu sestrojitelnych thli samoziejmé patii 90°, 60°, jejich poloviny, ¢tvrtiny, osminy,
ale taky libovolné celé nasobky. Kromé toho z odst. 4.14 umime sestrojit ihel 36° apod. Na druhé
strané, mezi uhly, které eukleidovsky sestrojit nelze, patii napf. nevinné vyhlizejici 20° a spousta
(op&t drtiva vétsina) dalsich.

Konstrukce pravidelného n-ihelniku

Ukolem je sestrojit pravidelny n-thelnik, coz evidentn& tizce souvisi s predchozim problémem,
akorat jsme podstatné redukovali mnozinu thli do diskuze. V Zakladech najdeme konstrukce
pron = 3,4,5 a 15. Pro kazdy sestrojitelny pravidelny k-thelnik, neni problém sestrojit taky
pravidelny 2k-thelnik. Tzn. tloha je Fesitelna také pro n = 6,8,10,12, 16,20 a dalsi.

30. biezna 1796 C.F. Gauss sestrojil pravidelny 17-tthelnik (viz obr. 19.4) a posléze dokazal
jednu implikaci v nasledujici vété. Druhy smér o nékolik desitek let pozdéji dokazal P.L. Wantzel
stejné jako par dal§ich vySe zminovanych vysledki.
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Véta (Gaussova—Wantzelova). Pravidelny n-ihelnik lze sestrojit eukleidovskym pravitkem a kru-
Zitkem prdvé tehdy, kdyzZ n je soucinem libovolné mocniny 2 a navzdjem rizngch Fermatovijch
prvocisel.

Fermatovo prvocislo je prvocislo tvaru Fj, = 22" 1 1. K dne$nimu dni2 je zndmo pouze pét
Fermatovych prvocisel: Fy = 3, F; = 5, Fy, = 17, F3 = 257 a F, = 65537. Tato dloha tedy neni
fesitelnd pro n = 7,9,11,13,14,18,19,21,... Pro dalsi ¢teni doporucujeme napi. 13. kapitolu

v [A].

Kl-\lvfor.r! B E

Obrazek 19.4: [Ha] Konstrukce pravidelného 17-tiahelniku.

19.2 Mascheroniovské a steinerovské konstrukce

Mascheroniovské konstrukce jsou konstrukce, pfi kterych se pouziva pouze kruzitko. Steinerov-
ské konstrukce jsou konstrukce, pii kterych se pouziva pouze pravitko a jedna pomocné predem
narysovana kruznice. Plati, Ze veli¢ina je sestrojitelna eukleidovsky, pravé kdyz je sestrojitelna
mascheroniovsky, pravé kdyz je sestrojitelna steinerovsky. Toto tvrzeni se zdivodiuje v podob-
ném duchu, jak jsme naznacili v odst. 4.18, viz [Mars].

To v dusledku znamené, ze jakoukoli eukleidovskou konstrukci musi jit realizovat maschero-
niovsky, piip. steinerovsky. Nalezeni takové konstrukce muze byt samoziejmé ponékud kompli-
@=> kovanéjsi, nez zdivodnit, Ze to je mozné. Dva piiklady na ukazku jsou na obr. 19.5.

217. anora 2020
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Obrazek 19.5: [Ha] Mascheroniovskd a steinerovskd konstrukce inverzniho bodu A’
k bodu A pii kruhové inverzi se stiedem v O...

19.3 Konstrukce s oznacenym pravitkem

Konstrukce s oznacengm pravitkem jsou konstrukce, pfi kterych se pouziva jak kruzitko, tak
pravitko, a navic je dovoleno délat na pravitku znacky, které se dale pouzivaji. Takovému nastroji
se také 11ka neusis.

Timto zpisobem lze velmi rychle sestrojit pravidelny pétithelnik, viz obr. 19.6 (srovnejte
s konstrukcemi v 4.14). Neusis se také pouZiva pii tzv. prouzkové konstrukci bodi elipsy (zadané
hlavnimi praméry). ..

Obrazek 19.6: [A] Konstrukce pravidelného pétiahelniku s kruzitkem a oznacenym pra-
vitkem.

Zajimavéjsi je, ze s oznacenym pravitkem lze feSit mnohé eukleidovsky nefesSitelné problémy
jako napf. trisekci libovolného thlu! Na obr. 19.7 najdete Archimédovo feSeni tohoto problému,
jehoz zduvodnéni je velmi prosté. ..

Uplnou charakterizaci veli¢in, které lze s kruzitkem a oznacenym pravitkem sestrojit, lze najit
v [Ha] nebo [Mars]. ..
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Obrézek 19.7: [A] Trisekce thlu s oznacenym pravitkem: o = ZBMC je libovolny thel;
sestrojime lib. kruZznici se stfedem v M; pfiloZzime neusis s vyznacenymi body D a E
tak, ze DE = AM. .. Potom plati, Ze 5 = %a.

20 K tloham Apolléniovym

Prvni sezndmeni s Apolléniovymi tlohami je v podkapitole 5. Od samého za¢atku jsme si vimali,
ze vhodné geometrické transformace poméhaji pii feSeni tlohy. Ve cviceni 7.7 jsme si uvédomili,
7e pomoci dilatace a kruhové inverze lze jakoukoli Apolloniovu ulohu redukovat na podstatné
jednodussi problém z pomérné kratkého seznamu. Tady doplnime jesté nékolik postiehi a alter-
nativ.

20.1 ReSeni pomoci vhodnych transformaci

Toto je metoda, kterou jsme protézovali predeviim. Nebudeme se znovu opakovat, pouze pro
porovnani prikladdme miniseridl demonstrujici typickou redukci slozitosti pomoci dilatace a kru-
hové inverze, viz obr. 20.8.
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Obrazek 20.8: Reseni obecné Apolléniovy tlohy pomoci dilatace a kruhové inverze:
(1) zadani, (2) dilatace,

(3) kruhova inverze, (4) spoletné te¢ny ke dvéma cyklum (!),

(5) kruhové inverze, (6) dilatace.

20.2 Reseni Gergonnovo

Toto feSeni je pomérné elementarni, ¢imz myslime, ze pii konstrukci se nepracuje s zadnou
transformaci, viz obr. 20.9. Zdivodnéni konstrukce plyne z néasledujiciho rozboru:

(a) spojnice (I;) dvojic dotykovych bodt na kazdém cyklu prochazi spoleénym bodem (P), jeZ
je potencénim stifedem danych t¥i kruznic,

(b) poly (L;) téchto spojnic (= pruseciky tecen z dotykovych bodi) lezi na jedné p¥imce (ch),
jez je pravé chodrélou dvou kruznic feseni,

(c) tato pfimka je pravé osou podobnosti tif danych cykla (= spojnice t¥i st¥edu stejnolehlosti),

(d) protoze L; € ch a L; je pol I;, musi pol ch lezet na I;.
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Zdavodnéni tvrzeni, jeZ nejsou jasna, lze najit napf¥. v [Ho]. Princip zmifiovany v (d) je znam
jako tzv. poldrni reciprocita.

chap

A

.q -

Obrazek 20.9: Gergonnovo feSeni obecné Apolléniovy ulohy:

(1) chab, chie, chae jsou chordaly t¥i dvojic danych kruZnic, jez prochéazi jejich poten¢énim st¥e-
dem P,

(2) Oap, Ope, Oqc jsou st¥edy stejnolehlosti t¥i dvojic danych cykld, jez lezi na jejich ose podob-
nosti,

(3) Pa, Py, P. jsou poly této pfimky vzhledem k danym kruZnicim,

(4) dotykové body jsou na spojnicich PP,, PP,, PP..

20.3 ReSeni pomoci geometrickych mist

Tato metoda je zalozena na jednoduchém pozorovani, ze stfedy cykli, které se dotykaji dvou
danych cykla tvoii vzdy néjakou kuZelose€ku, kterou si oznac¢ime napft. k:

Véta. Pro cykly a,b se stiedy A, B a poloméry ro,r, plati:

e je-li |ro — rp| > |AB|, pak k je elipsa s ohnisky A, B a délkou hlavni osy |r, — 13/,

e je-li |ro — rp| < |AB|, pak k je hyperbola s ohnisky A, B a délkou hlavni osy |rq — rp].

V uvedeném popisu uvazujeme 74,7, jako orientované poloméry, tzn. znaménko r, odpo-
vida orientaci cyklu a. Ve specialnich, resp. meznich pfipadech je kuZelosecka k kruznice nebo
piimka. . .

Pro tfi dané cykly jsou stfedy hledanych dotykajicich se cykli spoleénymi body néjakych tii
kuzelosetek — sestrojit takové body zpravidla neumime eukleidovsky.



21 Kuzelosecky 141

Obrazek 20.10: Sttfedy cykla, které se dotykaji dvou danych cykli, tvofi kuzelosecku
(ktera se neméni pi¥i dilatacich).

20.4 ReSeni pomoci cyklografie

(Prozradim zajemcim, kteif znaji heslo.?)

21 Kuzelosecky

V této podkapitole uvedeme nékolik ekvivalentnich definic elipsy a stru¢né zminime nékolik
uzite¢nych dasledka. Podobné definice a vlastnosti l1ze zformulovat také pro parabolu a hyperbolu.

21.1 Elipsa

Elipsa je rovinna kiivka, kterd muaze byt definovina mnoha riuznymi zpusoby. Nékteré nejznaméjsi
stru¢né pripomeneme a hlavné naznacime, pro¢ jsou navzijem ekvivalentni. V odst. 21.4 jesté
pfidame jeden mozny pohled na elipsu.

Elipsa je rovinna kiivka definovana nékterym z nasledujicich ekvivalentnich zpusobii:

(a) uzaviena kuZelo-secka, tj. Fez kuZelové plochy takovou rovinou, kterd protina vsechny
jeji povrchové primky;

(b) mnoZina bodu v roving, jez maji konstantni soucet vzdalenosti od dvou bodua E a F":

|[EX| + | X F| = konst.;

(¢) mnoZina bodu v roving, jez maji konstantni pomér vzdalenosti od bodu F' a piimky d,
priemz
|XF|:|Xd| =konst. < 1;
(d) k¥ivka urfend kvadratickou rovnici (vzhledem k vhodné soufadné soustave)
2 2
2

L Y 2 p
— + 5 =1, resp. =2px — =x".
02 b2 p.- Y p 0

3Heslo je EIFARGOLKYC.
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Souvisejici pojmy a vztahy jsou nasledujici:

e body F a F jsou ohniska, pfimka d je #idici piimka (elipsa ma dvé ohniska a dvé ¥Fidici
pifmky),

e kvadratickd rovnice v (d) je tzv. stiedovd, resp. vrcholovd rovnice elipsy (pojmenovano
podle umisténi pocatku odpovidajici soufadné soustavy),

e a = délka hlavni poloosy, b = délka vedlejsi poloosy, p = ¥ parametr elipsy,

a
e konstanta v (b) je rovna 2a,
e konstanta v (c) je rovna £, kde e = va? — b? = vystiednost elipsy.

Diskuzi za¢neme ukézkou z klasického a velmi zevrubného pojednéni o kuZeloseckach od
Apollonia z Pergy. Zde je elipsa definovéna podle (a), ostatni charakterizace jsou odtud odvozené.

Véta (Apolloniova). Uvazme kuZel s kruhovou podstavou* a jeho eliptickyj ez jako na obr. 21.11.
Potom pro libovolng bod A na elipse plati
AM? =EM - ME, (21.1)

kde M je pata kolmice z A na AE a = je bod na thlopFicce pevného piiloZeného obdélniku se
stranami AE a EO, kde E© je urcend vztahem AE : E© = AK? : (BK - KT).

TR

TRK
Obrazek 21.11: [S] Ke 13. vété z L. knihy Apolloniovych Kuzelosetek. . .

Diikaz. Usecka EO je sestrojena ponékud uméle, za chvili viak bude jasné, ze odpovida pravée
parametru p elipsy.

4Kuzel nemusi byt nutné rotagni.
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Odvozeni (21.1) plyne prave z definujici rovnosti pro usetku EO a podobnosti nekolika troj-
thelnika:
AM AE AK AK EMAM
M=Z E© BKKI MIIMP’
Kdyz levou stranu rozsifime M FE, budou mit poméry na obou stranach stejny citatel, odkud
plyne rovnost jmenovateli:

M= -ME = MII- MP.

Navic rovina AIIP je rovnobé&Zzna s podstavou, tudiz fezem kuZelové plochy touto rovinou je
kruZnice a IIP je jeji prumér. Podle Thaletovy véty je uhel IIAP pravy a podle Eukleidovy véty
o vysce plati:

MTL- MP = MA?.

Dosazenim do pfedchozi rovnice tak dostavame (21.1). O
Dausledek. Definice (a) a (d) jsou ekvivalenini.

Diikaz. Oznatime si |[EO| =: 2p, dale |[EA| =: 2a, |[EM| := z a |[MA| =: y. Z podobnosti
trojihelnikit O EA a ©OZ umime pii tomto znaceni vyjadfit |ZM| = 2p — Zz. Rovnici (21.1)
pak miizeme piepsat jako
2 _ ( p )
v =2p— 2w,
a

coz je pravé vrcholova rovnice elipsy v (d). O
Zbylé ekvivalence plynou z nésledujici pozoruhodné véty.

Véta (Dandelinova—Queteletova). Predpokldidejme, Ze rovinngm Fezem rotacni kuZelové plochy
je elipsa. Pak ohniska této elipsy jsou prdvé body dotyku kulovijch ploch, které se dotykaji jak
kuZele, tak roviny Fezu.

Obrazek 21.12: [Kuz] K Dandelinové-Queteletové véte. ..
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Diikaz. Celé nésledujici zduvodhovani je odvozeno z jednoduchého poznatku, Ze vSechny tec¢ny
z daného bodu k dané kulové ploge jsou stejné dlouhé (myslime samoziejmé usecky od daného
bodu k bodum dotyku).

Na obr. 21.12 znaci F, F' dotykové body kulovych ploch s feznou rovinou, X je libovolny bod
na elipse, body H, D jsou pruseciky pfimky VX s dotykovymi kruZznicemi kuzele a vepsanych
kouli. Chceme ukazat, Ze plati |EX| + |X F| = konst., tj., Ze F a F jsou pravé ohniska elipsy:

Podle vyse uvedeného poznatku je |[EX| = |DX| a | XF| = |XH|, tudiz

|[EX|+|XF|=|DX|+|XH|=|DH|.

Protoze je kuzel rotac¢ni, je vzdélenost | D H| stale stejna pro vSechny povrchové pfimky, coz jsme
praveé méli dokézat. O

Disledek. Definice (a), (b) a (c¢) jsou navzdjem ekvivalentni, piicem? iidici pFimky elipsy jsou
prave prisecnice pNa a pN B na obr. 21.12.

Diikaz. Ekvivalnce (a) a (b) plyne p¥imo z pfedchozi véty. Ekvivalence s definici (¢) bude ziejma,
kdyz dokézeme charakterizovat fidici pfimky. Pro prisecnici p = pNa, ohnisko F a pro libovolny
bod X na elipse chceme ukazat, ze plati | X F| : | Xp| = konst. < 1, tj., Ze p je jeji Fidici piimka.

Vzdalenost | X p| méfime jako vzdalenost | X P|, kde P je pata kolmice z X na p; v pomocném
bo¢nim priamétu vidime tuto vzdalenost nezkreslené. Pfed chvili jsme si uvédomili, ze | X F| =
| X H|; tuto vzdalenost vidime v bo¢nim priamétu jako velikost pootocené usecky |XoHp| (pro
jistotu dodavame, 7e H Hy|| X Xy). Plati tedy:

| XF|:|Xp|=[XoHo| : | XP|.
Protoze trojuhelniky AHyP a AXoX (v bo¢nim pramétu!) jsou stejnolehlé, plati:
| XoHol : [XP| = [AHo| : [AP],

coz je konstanta (ur€end vyhradné vzajemnou polohou rovin p, a a kuzele). Navic je zFejmé, ze
tato konstanta je < 1, coz jsme méli dokazat. O

21.2 Dalsi vlastnosti a pojmy

Z ohniskovych vlastnosti elipsy lze vyvodit nékolik dalsich poznatki, které jsou uzitecné napft.
pii konstrukcich tecen, viz obr. 21.13.

Obrazek 21.13: [Kusz] Vlastnosti tecen elipsy. ..



21 Kuzelosecky 145

Tyto vlastnosti lze pouzit k elementéarnim konstrukcim pdlu pFimky, resp. poldry bodu vzhle-
dem k dané elipse. ..

Elipsu jako takovou samoziejmé nelze narysovat pravitkem a kruzitkem. Muzeme vSak se-
strojit libovolné mnozstvi na ni lezicich bodu. . .

Pro pfiblizné urceni elipsy v okoli jejich vrcholt se uziva tzv. (hyper-)oskulacnich kruznic. ..

21.3 Ostatni kuzelosecky

Vétsina vySe uvedenych poznatki, které jsme zformulovali o elipse, ma analogie pro ostatni
nedegenerované kuzelosecky, tj. parabolu a hyperbolu. Az bude nékdy cas, tak jich tady péar
vyjmenujeme. . .

*

Obrazek 21.14: [Kusy] Vlastnosti te¢en paraboly. ..

21.4 Projektivni obraz kruznice

Pozorovéani v pfedchozich odstavcich nam silné pfipominaji jinou podobnou situaci — , kruznice*
a elipsa na obr. 21.11 jsou v uplné stejném vztahu jako dva trojihelniky na obr. 8.26. Planime-
tricka interpretace této korespondence je samoziejmé opét osova kolineace.

V perspektivni kolineaci muze kruznici odpovidat libovolna kuzelosecka a pfi stfedovém pro-
mitani se kazdé kuzelosecka zobrazuje do kuzelosecky. To v disledku znamené, Ze obrazem kruz-
nice vzhledem k osové kolineaci miize byt libovolna nedegenerovana® kuzelosecka. Specidlnim
piipadem osové kolineace je osova afinita a — jako kazdé afinni zobrazeni — tato neumi zobrazit
zadny vlastni bod na nevlastni. To znamena, Ze obrazem kruznice vzhledem k osové afinité miize
byt jediné elipsa. Odtud plyne néasledujici tvrzeni, které ma velice uzitecné konstrukéni duasledky.

Véta. Obrazem kruznice v osové kolineaci (afinité) je nedegenerovand kuZelosecka (elipsa). Na-
opak, libovolnd nedegenerovand kuzelosecka (elipsa) je obrazem kruznice vzhledem k néjaké osové
kolineaci (afinité).

Vzhledem k tomu, Ze stfedova promitani a osové kolineace jsou zdkladni projektivni zobrazeni,

Véta. Projektivnim obrazem kruznice je kuZelosecka. Naopak, kazZdd kuZelosecka je projektivnim
obrazem kruzZnice.

5Pokud by byla degenerovana, nebyla by kolineace kolineaci, tj. nebyla by bijektivnim zobrazenim.
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21.5 Ulohy s kuZelosetkami

Tady zmihujeme nékolik tloh, na které odkazujeme pii zobrazovani oblych téles (odst. 17.4). Pro
nékteré z nasledujicich tloh samoziejmé existuji elementarni konstrukce odvozené z ohniskovych
vlastnosti kuZzelosetek (odst. 21.2). My budeme ve v8ech p¥ipadech zaméstnavat osovou koli-
neaci (afinitu) mezi kuZzelosetkou a kruznici. Tato je bud soucasti nebo ji lze podle potieby
vymyslet, a to dokonce nékolika zpiisoby. Ulohy formulujeme pro elipsu, aviak neni problém
zobecnit pro obecnou (nedegenerovanou) kuzelosecku. . .

Konstrukce hlavnich praméri

Predpokladejme, Ze elipsa je dana jako obraz kruZnice vzhledem k osové afinité urcené osou p
a obrazem S’ stfedu (S). Sestrojit onu elipsu pro nas znamena sestrojit jeji hlavni praméry, coz
jsou sdruzené prumeéry, které jsou soucasné navzajem kolmé.

Regenf na obr. 21.15 je odvozeno z toho, Ze sdruzené pruméry v kruznici jsou pravé navzijem
kolmé pruméry. Hleddme tudiz takovou dvojici kolmych praméra v kruznici, jejimz obrazem jsou
zase kolmé praméry. Odpovidajici pfimky se protinaji na ose (body 1 a 2) a pravy thel u vrcholu
(S), resp. S’ je charakterizovan tim, Ze lezi na Thaletové kruznici (ozn. ). Stied této kruznice
lezi na ose asecky (S)S’ a na ose afinity p. ..

Obrazek 21.15: [KV] Hlavni praméry elipsy pomoci osové afinity.

Prianik pfimky s kuZeloseCkou

Elipsa je dana svymi vrcholy A, B, C', mame sestrojit jeji prunik s pfimkou p.

K feSeni na obr. 21.16 uZivame (uméle vytvofenou) osovou afinitu mezi elipsou a kruznici
s prumérem AB — tato afinita ma osu AB a je zcela uréena dvojici bodu C' — C’. Prirozeny
postup je nasledujici: sestrojime obraz piimky p, uréime jeji priseéiky s kruznici (X', Y”) a vzory
t&chto dvou bodu (X,Y") jsou FeSenim tlohy.
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Obrazek 21.16: [Ku] Prinik pfimky s elipsou pomoci osové afinity.

Teéna ke kuZelosedce
Elipsa je ddna svym hlavnim prumérem AB a bodem T, méme sestrojit te¢nu k elipse z bodu

T.
Pomoci stejné osové afinity jako v pfedchozi tloze miZeme postupovat takto: sestrojime obraz

bodu T, sestrojime te¢nu z tohoto bodu ke kruZznici, vzor této pfimky je tecnou k elipse.

251

Obrazek 21.17: [Ku] Te¢na k elipse pomoci osové afinity.

Uvedené myslenky lze snadno modifikovat nap¥. k sestrojeni tefny k dané elipse z daného

bodu ¢ v daném sméru. ..
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Zavérecné shrnuti

Na zavér nabizime pokus o stru¢né shrnuti probrané latky. Za cely semestr jsme toho napovidali
celkem hodné, ty nejpodstatnéjsi véci se vSak poznaji podle toho, Ze jsou zpravidla obdafeny
privlastkem zakladni.

Klasick4 konstrukéni geometrie (kap. II)

Nejprve jsme si dali zélezet na organizaci zdkladnich geometrickych poznatkii, a to podle Euklei-
dovych Zakladu (podkap. 4). Geometrie (stejné jako jakakoli jind matematickd disciplina) neni
pouhym souborem definici a poucek, které je nutné se pied kazdou zkouskou nasprtat. Ptame-li
se u kazdého tvrzeni, jak je zdavodnéno (pfip. co z ngj dale vyplyvé), mizeme odhalit jasnou
logickou strukturu, a tu jiZ nelze zapomenout! Takto se postupné dostavame k n&kolika maélo
primitivnim (tj. nejzakladngjsim, a tedy nedefinovanym) pojmim a vtahtm /relacim. Primitivni
pojmy jsou

e bod, primka a rovina,
primitivni vztahy jsou
e incidence, uspordddni, shodnost, rovnobéznost a spojitost.

Tyto vztahy jsou vymezeny nékolika zakladnimi tvrzenimi (axiémy, resp. postulaty), viz odst. 4.1
a prilohu na str. 171.

Planimetrie

Na tvod jsme se vénovali ponékud problematickému patému Eukleidovu postulatu (odst. 4.4).
Ten je poprvé pouZit ve vété o stiidavych ahlech (1.29), odkud déle plyne napf. véta o souctu
vnitinich ahla v trojuhelniku (1.32) nebo zakladni véty o stejnoplochych trojahelnicich /rovnobéz-
nicich (1.35-38). Vyvrcholenim tohoto tématického okruhu byla Eukleidova véta o odvésné, resp.
véta Pythagorova (1.47).

Viceméné jenom s témito poznatky jsme byli schopni konstrukéné fesit problém tzv. kvad-
ratury obecného mnohothelniku (odst. 4.6). Rozborem zdiuvodnéni jednotlivych krokd jsme si
navic uvédomili zajimavy dodatek tykajici se stiihani (str. 17).

Jako ukéazku tzv. geometrické algebry jsme uvedli konstrukci zlatého Fezu tsecky, kterou jsme
interpretovali jako geometrické feseni velmi specialni kvadratické rovnice (odst. 4.9).
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V souvislosti s kruznicemi (odst. 4.12) jsme zminili n&kolik zékladnich tvrzeni tykajicich
se jejich vzajemného dotyku, p¥ip. tecen (II11.11-19). Dalsim milnikem byla véta o stfedovych
a obvodovych thlech (I11.20-21), jejimiz bezprostiednimi disledky jsou napf. véta o tétivovém
¢tyttahelniku, Thaletova véta nebo véta o tisekovém thlu. Vyvrcholenim tohoto odstavce byla
véta, kterd sice nemd zadné specialni pojmenovani (I11.35-36), ktera nas vsak dovedla k velice
uzite¢nému pojmu mocnosti bodu ke kruznici.

Hezkou syntézu vSech podstatnych a do té doby diskutovanych témat l1ze najit pfi dikladném
rozboru pravidelného pétithelniku (odst. 4.14). Odtud jsme vyvodili navod k jeho konstrukci
a soutasné jsme doplnili nékolik pocetnich vyjadieni (str. 29).

Velice uziteénou pomickou v mnoha konstrukcich, resp. v jejich zduvodnénich jsou podobné
atvary, nejcastéji trojuhelniky. Teorie podobnosti je povazovana za pokrocilejsi latku, mj. také
proto, Ze se porovnavaji poméry veli¢in rizného typu (odst. 4.16). Typickym a v jistém smyslu
nejzékladnéjsim tvrzenim je véta VI.1, kterd se sice pfimo netyka podobnosti, ale dopliiuje pied-
chozi diskuzi o rovnostech obsahi trojuhelniki/rovnobé&znika. Druhé nejzikladngjsi a v tomto
kurzu nejcastéji citované tvrzeni je ve vété V1.2, kterd charakterizuje rovnost poméra vzdalenosti
dvou trojic kolinearnich bodi. Odtud plyne znama charakterizace podobnosti dvou trojihelnika
(VI.4-5) a vyjadfeni poméru obsahti podobnych trojuhelniki /mnohouhelnika pomoci koeficientu
podobnosti (VI.19-20). Tento tématicky celek je zakoncen pfirozenym zobecnénim Pythagorovy
véty (VI.31).

Sestrojitelné veli¢iny

Na tomto misté jsme schopni uplné charakterizovat tzv. eukleidovsky sestrogitelné veliiny, tzn.
v8echny veli¢iny, které jsou — vzhledem k dané jednotce — sestrojitelné pomoci eukleidovského
pravitka a kruzitka (odst. 4.18). Ty jsou algebraicky vymezeny jako takové veli¢iny, které lze
vyjadrit pomoci konetného poctu operaci +, —, -, :a /" (str. 35). Odpovidajici geometrické
konstrukce jsou zalozeny na

e piikladani a odebirani tsecek na piimce,
e podobnych trojihelnicich,®
e Eukleidové vété o odvésné, resp. o vysce.

Tato diskuze tzce souvisi s obecnymi kvadratickymi rovnicemi a jejich geometrickym feSenim
(str. 36).

Eukleidovsky sestrojitelné veli¢iny jsou veli¢iny velmi specifického typu, jinymi slovy: na-
prosta vét§ina realnych veli¢in neni eukleidovsky sestrojitelna. Odtud plyne, pro¢ nékteré znamé
geometrické problémy, jako napf. kvadratura kruhu nebo konstrukce pravidelného mnohothel-
niku s obecnym poc¢tem vrchold, nejsou eukleidovsky Fesitelné (odst. 19.1).

Stereometrie

Na uvod jsme si zopakovali definice rovnobéZnosti a kolmosti piimek v roving, které jsme rozsitili
na piimky a roviny v prostoru (odst. 4.20). Poté jsme velice svizné probrali nékolik trojrozmér-
nych analogii k dfive diskutovanym planimetrickym témattm:

Pojednéani o kvadrech/rovnob&znosténech a jejich objemech v XI. knize je velmi podobné
tomu, co zname z I., resp. VI. knihy.

SResp. na navzajem vlozenych rovnobé&znicich jako na obr. 4.6 na, str. 16.
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Pojednani o jehlanech (piekvapivé) a valcich/kuZelich (pochopitelng) ve XII. knize je pod-
statné komplikovangjsi, nebot se nelze vyhnout jistym infinitezimalnim tuvaham. Ty jsou v Zéka-
dech zhmotnény v tzv. Eudoxové metodé, kterd je zalozena na vycerpavani daného télesa télesy
jednodussimi, o nichZ vSechno vime. Objem koule (a taktéz obsah kruhu) je zde diskutovan ve
stejném duchu.

Vyvrcholenim tohoto bloku — a soucasné celych Zakladi — je klasifikace a dikladny rozbor
pravidelnych konvexnich mnohostént, tzv. Platénskijch téles (odst. 4.21). Téch je celkem pét,
podrobnéji jsme se vénovali pouze dvéma nejkomplikovanéjsim télesim: pravidelnému dvanéc-
tisténu a dvacetisténu. Vztahy, které jsme v téchto télesech objevili (a ve kterych se opakované
objevoval zlaty fez), si potfebujeme zapamatovat pro konstrukce jejich riznych praméti. Tomu
se vénujeme v zavéru celého kurzu. ..

Dotykové ulohy

Dotykovymi tilohami myslime ulohy, v nichz se dotykaji kruznice, pfip. kruznice a pfimky (pod-
kap. 5). Rozgifujeme diskuzi z odst. 4.12 a na§im cilem je vy¥esit obecnou Apolléniovu tlohu.
Piitom vyfesit neznamend néjak vycarovat feSeni, ale pékné eukleidovsky sestrojit zejména do-
tykové body!

Nejzakladngjsi dotykové tlohy jsou dveé:

e konstrukce te¢ny z bodu ke kruznici,
e konstrukce spole¢nych tecen dvou kruznic,

pficemz kazdou z téchto uloh umime fesit (alespoil) dvojim zptisobem (odst. 5.1).

Poté jsme se vénovali dalsim dotykovym tloham, které postupné vygradovaly k moznému
feSeni obecné Apolloniovy tlohy (odst. 5.2-5.4). V uvedenych konstrukcich se opakované odka-
zujeme jenom na nékolik zakladnich principii:

e mocnost bodu ke kruznici,
e soumeérnosti,

e stejnolehlosti,

o dilatace.

U dilataci si uvédomujeme, Ze je nutné uvazovat dotyk v souhlase s orientacemi vystupujicich
objekti. V ostatnich p¥ipadech to nutné neni, ale poméhé to v organizaci feSeni (zejména u tloh
s vice FeSenimi).

Ke zmihovanym transformacim jako takovym se jeSté vracime v samostatnych odstavcich
(v kap. IIT) a pfiddme k nim jednu dalsi — kruhovou inverzi. Nékolik dodatka k Apolloniové
uloze lze najit také v podkap. 20.

Utzitek

Na konci tohoto bloku umime sestrojit ¢tverec, ktery mé stejny obsah jako libovolny dany mno-
hothelnik. Navic si uvédomujeme, Ze ve specialnich p¥ipadech je mozné naSe obecné konstrukéni
navyky zajimavé zjednodusit (str. 53).

Vime v8echno o zlatém fezu a z jeho algebraického vyjadieni si umime kdykoli odvodit svoji
vlastni konstrukci. Obecnéji, umime vymyslet konstrukci kofenii libovolné kvadratické rovnice.
Soucasné si uvédomujeme, Ze ne vSechny redlné veli¢iny jsou eukleidovsky sestrojitelné, a bez-
pefné umime rozpoznat pravé ty sestrojitelné od vSech ostatnich.



152 Shrnuti

Umime sestrojit pravidelny pétithelnik a nékolik dalsich pravidelnych mnohouhelnika.
Teoreticky umime fegit obecnou Apolléniovu tlohu, prakticky se prozatim soustfedime na
ulohy, které jsou v ur€itém smyslu specialni (str. 56).

Geometricka zobrazeni (kap. III)

V této kapitole jsme diskutovali nékolik skupin geometrickych zobrazeni. Hlavni vyklad se odvijel
podle osy

shodnd—podobnd—afinni—projektivni

(odst. 7.2—7.4—7.8—7.10). U kazdé skupiny jsme nejdfive zminili nékolik konkrétnich a vétSinou
dobfe znamych prikladi, poté nasledovala obecné definice, piip. dalsi obecné vlastnosti a aplikace.
Mezi shodné a afinni zobrazeni jsme jesté zatradili skupinu ekviafinnich zobrazeni (tj. takovych
afinnich zobrazeni, kterd zachovavaji obsahy /objemy).

Obecné projektivni zobrazeni jsou dobie definovana pouze mezi projektivnimi prostory, které
jsme pomérné volné vymezili jako eukleidovské prostory rozsifené o body ,,v nekonecnu“ (str. 78).
Toto rozsiteni s sebou prinasi nékolik typickych zaludnosti které souvisi s usporddanim bodu na
piimce (napf. projektivni pfimka nerozdéluje projektivni rovinu na dvé nesouvislé ¢asti).
nim konformnim zobrazeni v roviné (odst. 7.6) a jeden odstavec o dilataci jakozto predstaviteli
mnohem obecngjsi t¥idy kontaktnich zobrazeni (odst. 7.1). Smyslem téchto dvou odbocek bylo
doplnéni diskuze o vySe zminovanych dotykovych tlohach.

Celkova rekapitulace a hierarchie v8ech probiranych skupin zobrazeni je v odst. 8.3.

Vlastnosti

Zobrazeni v8eobecné rozdélujeme na
e reguldrni (injektivni, neboli prostd),
e singuldrni (neinjektivni).

Transformace néjakého prostoru je zobrazeni tohoto prostoru do sebe. Regularni transformace
eukleidovského prostoru rozliSujeme na

e piimé (zachovavaji orientaci),
e nepfimé (méni orientaci).

Jakékoli shodné, podobné, ¢i ekviafinni zobrazeni je nutné regularni. Afinni a projektivni zobra-
zeni mohou byt jak regulérni, tak singuldrni. Regularni afinni transformace je bud piimé, nebo
nepiima. Pro obecné projektivni transformace nemé toto déleni smysl.

Z obecnych vlastnosti projektivnich, resp. afinnich/podobnych/shodnych zobrazeni umime
vydedukovat nékolik dulezitych vét o jejich uréenosti (viz véty a poznamky na str. 84, resp. 76).
Tyto postiehy soucasné predstavuji vychozi poznatky pro nasledujici kapitolu o zobrazovacich
metodach! P¥ehled vSech pouZitelnych invarianti je uveden v tabulce na str. 88:

e pro obecné projektivni zobrazeni to je pouze kolinearita a dvojpoméry ¢tvefic kolinedrnich
bodt;

e pro afinni zobrazeni navic poméry vzdalenosti trojic kolinearnich boda a (ekvivalentng)
rovnobé&znost;
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e pro podobné zobrazeni navic poméry vzdalenosti jakychkoli trojic boda a (ekvivalentng)
odchylky piimek;

e pro shodné zobrazeni navic vzdalenosti jakychkoli dvojic bodi.

Zakladni konstrukéni dovednosti tedy jsou: spojovani dvojic bodu p¥imkami a pienaSeni dvoj-
poméri; piendseni délicich poméra a konstrukce rovnobézek; prenaseni uhlu; prendSeni tsecek.
Pifenaseni délicich poméri je odvozeno z véty VI.2 (str. 31), pfenaSeni dvojpomért z véty Pap-
povy (str. 81); vSechny ostatni konstrukce jsou elementérni, resp. trivialni.

Zakladni zobrazeni

Zakladni (regularni) projektivni transformace v roviné jsou takoveé, které maji osu a stied. Trans-
formace muZe mit nejvyse jednu osu a nejvyse jeden st¥ed; z Desarguesovy véty (str. 87) na-
vic plyne, Ze existence stfedu je ekvivalentni existenci osy. Nejzakladné&jsi projektivni trans-
formaci v roviné je osovd kolineace, ostatni diive jmenované piiklady (osova afinita, harmo-
nicka/sikmé/osova soumérnost, elace, stejnolehlost) chapeme jako jeji specidlni p¥ipady (str. 86).

Zakladnim singularnim projektivnim zobrazenim je stfedové promitdnd; specidlnim (afinnim)
piipadem je rovnobézné promitani (— stfedové promitani se stfedem v nekonecénu).

Uizitek

Na konci toho bloku si uvédomujeme, ze umime sestrojit obecny projektivni nebo afinni obraz
napf. pravidelného mnohothelniku, hranolu nebo jiného oblibeného utvaru (str. 91). Konstrukce
podobného ¢ shodného obrazu mnohotihelniku je jednoduché, hranolu nebo jiného trojrozmeér-
ného objektu nemozné (zobrazeni trojrozmérného prostoru do roviny je vzdy singularni).

Soucasné si uvédomujeme, 7e prumét rozlicnych prostorovych konfiguraci je mozné interpre-
tovat jako zakladni transformace v roving, coz vZdy podstatné zjednodusuje konstrukce (viz napt.
vztah mezi podstavou a fezem hranolu na str. 92)!

Pomoci kruhové inverze navic umime fesit mnohé predchozi dotykové tlohy alternativné
a souCasné velmi elegantné (str. 89). Pomoci kruhové inverze a dilatace umime fesit obecnou
Apolléniovu dlohu (str. 139).

Zobrazovaci metody (kap. I'V)

Cela tato kapitola je motivovana touhou umét sestrojit dostatecné obecné (tj. dostatecné na-
zorné) a korektni dvojrozmérné obrazy rozliénych trojrozmérnych objektti. Hlavnim tkolem je
porozuméni a konstrukéni ovladnuti korespondence mezi skuteénymi vztahy riznych objekti
v prostoru (vzéjemnd poloha, vzdalenost apod.) a jejich obrazy, které jsou vzdy n&jak deformo-
vané. Zobrazovacimi metodami se obvykle mysli metody ovladnuti této korespondence vzhledem
ke zvolenému typu zobrazeni.

Témér vyhradné uvazujeme zobrazeni, pfi kterych se piimky zobrazuji na piimky, resp. na
body. To znamen4, Ze se zabyvame singularnimi projektivnimi zobrazenimi, a to témi zakladnimi.
Podle zpiisobu promitani délime na:

e stredové promitani,

e {sﬁkmex

e rovnobézné promitdini, které dale délime na

kolmé.

Stifedové promitani je obecné projektivni zobrazeni, rovnobézné promitani je afinni. Jiné mozné
déleni je podle zpusobu zadéni:
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e volné promitdni,
e vdzané promitdani.

V prvnim pfipadé je promitani uréeno volné, tj. obrazy nékolika malo bodu — tady néas neceké nic
nového (pokud jsme pochopili hlavni poselstvi kap. III). Ve druhém piipadé je promiténi urc¢eno
pfesnym vymezenim prumétny a stfedu/sméru promitani vzhledem k zobrazovanému objektu,
pfip. k pomocné souiadné soustavé — tady jen predchozi konstrukce zefektivnime.

Priehled

Uvazme pomocnou kartézskou soufadnou soustavu s osami x,y, z, vzhledem k niZ budeme vse
vztahovat. Bod v prostoru je jednozna¢né urcen soufadnicemi, A = (24,94, 24). Kolmy pramét
bodu A do roviny urené osami x,y znacime A; a nazyvame pidorysem, A1 = (xa,ya); kolmy
prumét do roviny z, z zna¢ime A, a nazyvame ndrysem, As = (x4, z4). Misto analytického vyja-

Bod A je jednoznac¢né urcen
e pudorysem A; a kétou (= soufadnici z4),
e pidorysem A; a cyklem (= kruznici s polomérem |z 4| a orientaci podle znaménka z4),
e pudorysem A; a nérysem As.

Prvni zpisob vyjadfovani zndme z map; odvozena zobrazovaci metoda se nazyva kétované promi-
tani (podkap. 13). Druhy zptusob vyjadfovani je pomérné neobvykly, aviak m4 velmi sympatické
aplikace (zejména u uloh s cykly/kruznicemi a jejich dotykem); odvozena zobrazovaci metoda se
nazyva cyklografie (podkap. 16).

Tteti zptsob vyjadfovani je naopak velmi bézny a lze se s nim setkat od détskych knizek po
dospélackeé technické vykresy. Vzhledem k tomu, Ze pudorys A; a narys As maji spole¢nou prvni
soufadnici, je mozné oba priméty vzhledem k této soufadnici ,,sdruzit*; odvozena zobrazovaci
metoda se nazyva Mongeovo promitdini (podkap. 12). Tato zdanliva drobnost mé velice uZzitecné
konstrukéni dusledky, které jsme se ucili rozvijet. Zadani vétSiny tloh formulujeme pravé pomoci
Mongeovych sdruzenych pramétu.

Dosud uvedené metody uvazuji toliko kolmé priméty do rovin uréenych sourfadnymi osami.
Zobrazovaci metoda odvozené ze Sikmého promitani do roviny x, z se nazyvé kosothlé promitani
(odst. 14.3). Zobrazovaci metody, které pracuji s prumétnou v obecné poloze vzhledem k soutad-
nym osam, jsou azonometrie (a to kolma nebo §ikmé, podkap. 14) a linedrni perspektiva (tedy
stfedové promiténi, odst. 15.1).

Volné promitani

Z obecnych vlastnosti projektivnich, resp. afinnich zobrazenich jsme jiz v kap. III vydedukovali
nékolik tvrzeni o jejich urcenosti. St¥edové promitani je projektivni, takze:

e obecné stiedové promitani je urfeno obrazy ¢tyf bodit v obecné poloze (nap¥. pocatku
a jednotek na osadch pomocné soufadné soustavy) a ubézniky tii odpovidajicich p¥imek
(soufadnych os).

Rovnobézné promitani je afinni, ibé&zniky jsou proto automaticky v nekonecnu, takze:

e rovnobéZné promiténi je urceno obrazy ¢ty¥ bodi v obecné poloze (napf. ... ).
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Konstrukce obrazu libovolného bodu v prostoru je zaloZena na opakovaném — a tudiz otravném
— prendseni dvojpomérd, u rovnobézného promitani délicich poméra a rovnobézek.

Ne kazdé projektivni (resp. afinni) zobrazeni je stiedové (resp. rovnobézné) promitani, takze
obrazy zmifiovanych nékolika bodii nemohou byt tuplné libovolné.” I pies tato omezeni si lze
predstavit situaci, kdy jsou naSe konstrukéni névyky nedostatetné (odst. 11.1).8 V takovém
piipadé nezbyvé nez improvizovat, anebo se naucit néco nového, napt. néco o vazaném promitéani.

Vazané promitani

Typickd vychozi situace je takova, ze jsou dany Mongeovy sdruzené pruméty néjakého objektu,
stiedu (resp. sméru) promitani a rovina (nejéasté&ji pomoci stop). Ukolem je sestrojit priimét
daného objektu z daného stiedu (resp. v daném sméru) do dané roviny.

Ve specidlnich pfipadech umime primét sestrojit velice rychle, napt. kdyz promitdme do
nékteré z Mongeovych pomocnych praméten (str. 119) nebo do roviny kolmé k nékteré z téchto
rovin (str. 120). Obecné feSeni sestava z nékolikerého opakovani dvou kroku:

e urceni prumétu bodu, tzn. priniku promitaciho paprsku s danou rovinou,

e urceni skute¢nych vzdélenosti pramétu bodu od nékolika referen¢nich bodi/pfimek v dané
roviné.

Odtud je ziejmé, jaké jsou nejzakladnéjsi ulohy, které se v této kapitole mame nauéit!

Podle pfedchoziho pododstavce sta¢i k urceni primétu libovolného bodu v prostoru znat
pruméty pocatku, jednotek, ptip. ubéznikd soufadnych os. To fikdme proto, Ze je vhodné riizné
dvojpomeéri, resp. délicich poméra je nyni nahrazeno opakovanym pienésenim vzdalenosti.

Toto opakované urcovini a pienaSeni vzdalenosti lze navic realizovat nardz pomoci otoceni
dané roviny do nékteré z Mongeovych pomocnych pruméten (str. 109, 125): staci zméfit vzda-
lenost jednoho jediného bodu od stopy (= osy otaceni) a nasledné vyuZit osovou afinitu, ktera
mezi otoCenym obrazem a odpovidajicim Mongeovym prumétem vladne.

Tataz myslenka, akorat realizovana opac¢né, tzn. jako oto¢eni Mongeovy pomocné pramétny do
dané roviny, vede k tzv. zdiezové metodé (str. 116, 175). To je nejefektivngjsi metoda konstrukce
kolmého priumétu do obecné roviny, kterou jsme diskutovali.

Zakladni tlohy

Nejzakladnéjsi konstrukeni tlohy jsou dvé (az t¥i):
e prinik piimky a roviny,
e vzdalenost dvou bodi,
e kolmice z bodu k rovineé.

Obecné FeSeni prvni tlohy se neobejde bez myslenky pomocné roviny, ktera danou pfimku ob-
sahuje. Tuto tlohu umime bez podstatného rozdilu fesit jak ve volném primétu, tak pomoci
Mongeovych sdruzenych pruméta (str. 100, 103, 111, 117). Specidlnim p¥ipadem této ulohy je
konstrukce stopniki. P¥ibuzné (polohové) tlohy jsou: vzajemné poloha p¥imky a roviny, pranik
a vzajemna poloha dvou rovin, dvou pfimek apod. (odst. 12.2).

"Napf. neni mozné, aby se viechny tii jednotky na osach soufadné soustavy zobrazily do jednoho bodu.
8Napft. kdy# obrazy potatku a dvou jednotek na osach jsou kolinearni.
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Obecné feseni druhé ulohy umime pohodlné realizovat pomoci Mongeovych praméta a spo-
¢iva v konstrukci pfepony pravoihlého trojihelniku, jehoz dvé odvésny ¢teme z odpovidajicich
sdruZenych pruméta (str. 109). Obecné FeSeni t¥eti ilohy pomoci Mongeovych pruméta je trivi-
alni: sdruzené praméty kolmice k roviné jsou kolmé ke stopam (str. 110). P¥ibuzné (méficske)
tlohy jsou: otoceni roviny, vzdalenost bodu od pirimky nebo roviny, odchylka dvou pfimek apod.

(odst. 12.4).

Uzitek

Na konci toho bloku umime sestrojit obecny stfedovy nebo rovnobézny priumét napi. pravidel-
ného mnohothelniku, hranolu ¢ jiného oblibeného ttvaru, a to hned nékolika riznymi zptsoby
(odst. 17.3). Aby pramét télesa pusobil vic plasticky, umime jej vystinovat vzhledem ke zvole-
nému zdroji osvétleni. Pro dané téleso a danou rovinou umime sestrojit pramét odpovidajiciho
fezu (odst. 17.2).

Soucasné si uvédomujeme, Ze pomoci Mongeovych sdruzenych pruméti umime realizovat
jakakoli dodate¢nd — a diive problematicka méreni — velice jednoduSe. Nap¥. umime zobrazit
fez télesa ve skutecné velikosti, pfip. (abychom si pfipomnéli také néco ze zacatku semestru)
sestrojit ¢tverec, ktery ma stejny obsah jako mnohothelnik onoho fezu.

Ptestoze jsme se o zobrazovani oblych téles zminili jen velmi povrchné, velmi snadno umime
odhalit velmi ¢asté neduhy pii jejich zobrazovani (str. 132).
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~ Appendix:
~ Brief Euclid

For reference we include abbreviated statements of the most frequently quoted
results from Euclid's Elements.

Book 1. Definitions

1.
2.
4,
8.
10.
15.
20.
23.

A point is that which has no part.

A line is length without breadth.

A straight line lies evenly with its points.

A plane angle is the inclination of two lines.

When the two adjacent angles are equal it is a right angle.

A circle is a line all of whose points are equidistant from one point.

A triangle with two equal sides is isosceles.

Parallel straight lines are lines in the same plane that do not meet, no mat-
ter how far extended in either direction.

Postulates

1.

@k Lo

To draw a line through two points.

To extend a given line.

To draw a circle with given center through a given point.

All right angles are equal.

If'a line crossing two other lines makes the interior angles on the same side
less than two right angles, then these two lines will meet on that side when
extended far enough.

Common Notions

1.
2,

Things equal to the same thing are equal.
Equals added to equals are equal.

481
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3.
4.
5.

Appendix: Brief Euclid

Equals subtracted from equals are equal.
Things which coincide are equal.
The whole is greater than the part.

Propositions

1.

Sl o

No

10.
11.
12.
13.
15.
16.

17.
18.

19.

20.
22,

23.
24.

25.
26.

27.
28.

29.
30.
31.
32.

To construct an equilateral triangle on a given segment.

To draw a segment equal to a given segment at a given point.

To cut off a smaller segment from a larger segment.

Side-angle-side (SAS) congruence for triangles.

The base angles of an isosceles triangle are equal.

If the base angles are equal, the triangle is isosceles.

It is not possible to put two triangles with equal sides on the same side of a
segment.

Side-side-side (SSS) congruence for triangles.

. To bisect an angle.

To bisect a segment.

To construct a perpendicular to a line at a given point on the line.

To drop a perpendicular from a point to a line not containing the point.

A line standing on another line makes angles equal to two right angles.
Vertical angles are equal.

The exterior angle of a triangle is greater than either opposite interior
angle.

Any two angles of a triangle are less than two right angles.

It one side of a triangle is greater than another, then the angle opposite it is
greater than the other.

If one angle of a triangle is greater than another, then the side opposite it is
egreater than the other.

Any two sides of any triangle are greater than the third.

To construct a triangle, given three sides, provided any two are greater
than the third.

To reproduce a given angle at a given point and side.

Two sides equal but included angle greater of two triangles implies base
greater.

Two sides equal and greater base implies greater angle.

Angle-side-angle (ASA) and angle-angle-side (AAS) congruence for
triangles.

Alternate interior angles equal implies parallel lines.

Exterior angle equal to opposite interior, or two interior angles equal to two
right angles, implies parallel lines.

A line crossing two parallel lines makes alternate interior angles equal.
Lines parallel to the same line are parallel.

To draw a line parallel to a given line through a given point.

Sum of angles of a triangle is two right angles, and exterior angle equals the
sum of opposite interior angles.
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33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42,
43.

44,
45.
46.
47.

48.

Lines joining endpoints of equal parallel lines are equal and parallel.

The opposite sides and angles of a parallelogram are equal.

Parallelograms on the same base and in the same parallels are equal.
Parallelograms on equal bases in the same parallels are equal.

Triangles on the same base in the same parallels are equal.

Triangles on equal bases in the same parallels are equal.

Equal triangles on the same base on the same side are in the same parallels.
Equal triangles on equal bases on the same side are in the same parallels.
A parallelogram is twice the triangle on the same base in the same parallels.
To construct a parallelogram with a given angle equal to a given triangle.
Parallelograms on opposite sides of the diagonal of a parallelogram are
equal.

To construct a parallelogram with given side and angle equal to a given
triangle.

To construct a parallelogram with a given angle equal to a given figure.

To construct a square on a given segment.

(Theorem of Pythagoras) The square on the hypotenuse is equal to the sum
of the squares on the sides of a right triangle.

If the sum of the squares on two sides equals the square on the third side,
the triangle is right.

Book I1. Propositions

1.

4.

5.

11.

14.

The rectangle contained by two lines is the sum of the rectangles contained
by one and the segments of the other.

The square on the whole line is equal to the squares on its two segments
plus twice the rectangle on the two segments.

The square on half a line is equal to the rectangle on the unequal segments
plus the square of the difference.

. The rectangle on a line plus an added piece with the added piece, plus the

square of half the segment, is equal to the square of the half plus the added
piece.

To cut a line so that the rectangle on the whole and one segment is equal to
the square on the other segment (extreme and mean ratio).

To construct a square equal to a given figure.

Book I11. Propositions

1.
2.
5.
6.

10.
11,

16.

To find the center of a circle.

The segment joining two points of a circle lies inside the circle.

If two circles intersect, they do not have the same center.

If two circles are tangent, they do not have the same center.

Two circles can intersect in at most two points.

12. If two circles are tangent, their centers lie in a line with the point
of tangency.

The line perpendicular to a diameter at its end is tangent to the circle, and
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the angle between the tangent line and the circle is less than any rectilineal
angle.

17. To draw a tangent to a circle from a point outside the circle.

18. A tangent line to a circle is perpendicular to the radius at the point of
tangency.

19. The perpendicular to a tangent line at the point of tangency will pass
through the center of the circle.

20. The angle at the center is twice the angle at a point of the circumference
subtending a given arc of a circle.

21. Two angles from points of a circle subtending the same arc are equal.

22. The opposite angles of a quadrilateral in a circle are equal to two right
angles.

31. The angle in a semicircle is a right angle.

32. The angle between a tangent line and a chord of a circle is equal to the
angle on the arc cut off.

35. If two chords cut each other, the rectangle on the segments of one chord is
equal to the rectangle on the segments of the other chord.

36. From a point outside a circle, let a tangent and a secant line be drawn.
Then the sguare of the tangent line is equal to the rectangle formed by the
two segments from the point to the circle on the secant line.

37. From a point outside a circle, if two lines cut the circle, so that the square
of one is equal to the rectangle formed by the segments of the other, then
the first is a tangent line.

Book 1V. Propositions

To inscribe a given segment in a circle.

To inscribe a triangle, equiangular to a given triangle, in a circle.

To circumscribe a triangle, equiangular to a given triangle, around a circle.

To inscribe a circle in a triangle.

To circumscribe a circle around a triangle.

10. To construct an isosceles triangle whose base angles are twice the vertex
angle.

11. To inscribe a regular pentagon in a circle.

12. To circumscribe a regular pentagon around a circle.

15. To inscribe a regular hexagon in a circle.

16. To inscribe a regular 15-sided polygon in a circle.

g W=

o

Book V. Definitions
4. Magnitudes are said to have a ratio if either one, being multiplied, can
exceed the other.
5. Four magnitudes a, b; ¢, d are in the same ratio if for any whole numbers m,
n, we have ma > nb or ma =nbh or ma < nb if and only if mc > nd or
mc = nd or mc < nd respectively.
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Book VI. Propositions

1. Triangles of the same height are in the same ratio as their bases.

2. A line is parallel to the base of a triangle if and only if it cuts the sides pro-
portionately.

3. A line from a vertex of a triangle to the opposite side bisects the angle if
and only if it cuts the opposite side in proportion to the remaining sides of
the triangle.

4. The sides of equiangular triangles are proportional.

5. If the sides of two triangles are proportional, their angles are equal.

6. If two triangles have one angle equal and the sides containing the angle
proportional, the triangles will be similar.

8. The altitude from the right angle of a right triangle divides the triangle into
two triangles similar to each other and to the whole.

12. To find a fourth proportional to three given lines.

13. To find a mean proportional between two given lines.

16. Four lines are proportional if and only if the rectangle on the extremes is
equal to the rectangle on the means.

30. To cut a line in extreme and mean ratio.

31. Any figure on the hypotenuse of a right triangle is equal to the sum of
similar figures on the sides of the triangle.

Book X. Propositions
1. Given two unequal quantities, if one subtracts from the greater a quantity
greater than its half, and repeats this process enough times, there will
remain a quantity lesser than the smaller of the two original quantities.
117. (not in Heath, but in Commandino). The diagonal of a square is incom-
mensurable with its side.

Book XI. Definitions
25. A cube is a polvhedron made of six equal squares.
26. An octahedron is a polyhedron made of eight equal equilateral triangles.
27. An icosahedron is a polyhedron made by twenty equal equilateral triangles.
28. A dodecahedron is a polyhedron made by twelve equal regular pentagons.

Propositions
21. The plane angles in a solid angle make less than four right angles.
28. A parallelepiped is bisected by its diagonal plane.
29, 30. Parallelepipeds on the same base and of the same height are equal.
31. Parallelepipeds on equal bases, of the same height, are equal.

Book XII. Propositions
2. Circles are in the same ratio as the squares of their diameters.
3. A pyvramid is divided into two pyramids and two prisms.
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5. Pyramids of the same height on triangular bases are in the same ratio as
their bases.

7. A prism with a triangular base is divided into three equal triangular
pyvramids.

Book XIII. Propositions
7. It at least three angles of an equilateral pentagon are equal, the pentagon
will be regular.

10. In a circle, the square on the side of the inscribed pentagon is equal to the
square on the side of the inscribed hexagon plus the square on the side of
the inscribed decagon.

13. To inscribe a tetrahedron in a sphere.

14. To inscribe an octahedron in a sphere.

15. To inscribe a cube in a sphere.

16. To inscribe an icosahedron in a sphere.

17. To inscribe a dodecahedron in a sphere.

18. (Postscript). Besides these five figures there is no other contained by equal
regular polygons.
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30 BOOK I. PROP. XXIX. THEOR.

':S'I'l{ AIGHT /e
) falling on
| ! two parallel firaight
lines ( and

), makes the alternate

angles equal to one another ; and
alfa the external equal to the in-
ternal and oppofite angle on the
Jame fide ; and the two internal
angles on the fame fide together
equal to two right angles.

For if the alternate angles and ‘ be not equal,

draw , making = ‘ (pr-23).

Therefore ee—ssss= || (pr. 27.) and there-
fore two ftraight lines which interfect are parallel to the

fame ftraight line, which is impoffible (ax. 12).

Hence the alternate angles 7 and are not

unequal, that is, they are equal: ¥ = ‘ (pr. 15);

% ‘ —— ‘, the external angle equal to the inter-

nal and oppofite on the fame fide: if ' be added to

both, tht:n‘-]-'
(pr. 13}

That is to fay, the two internal angles at the fame fide of

the cutting line are equal to two right angles.
Q.E.D.
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y =24, h=dh s =1t y =2, h=B6, =26 y=48, h]2,5mZ6
(8,,63) (5.78,) (724,65, 85)
12;0,20,8 20,5 1255
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