FAKULTA ELEKTROTECHNIKY A KOMUNIKACNICH TECHNOLOGII
VYSOKE UCENI TE 'KE V BRNE

MATEMATIKA 3
(ZKRACENA CELOOBRAZOVKOVA VERZE UCEBNIHO TEXTU)

Autori textu:
Mgr. Irena Hlavickova, Ph.D.
RNDr. Michal Novak, Ph.D.

Kvéten 2014

Komplexni inovace studijnich programi a zvySovani kvality vyuky na FEKT VUT v Brné
OP VK CZ.1.07/2.2.00/28.0193

S - ¥
-
- -
evropsky

SDCI-éJI'Ii " I I ! K QP Vzdelavani
fond v GH EVROPSKA UNIE { ' pro konkurenceschopnost

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI




Matematika 3

(zkracena celoobrazovkova verze
ucebniho textu)

I. Hlavickova, M. Novak

Ustav matematiky FEKT VUT
hlavicka@feec.vutbr.cz novakm@feec.vutbr.cz

(2014)

I. Hlavickova, M. Novak Matematika 3



Ucebni text, ktery nyni zacinate studovat, slouzi pro prvotni seznameni s pfedmétem
Matematika 3. Po jeho prostudovani byste méli mit v hrubych rysech pfedstavu o tom,
jaka témata a problémy jsou v predmétu studovany, pro¢ se jimi zabyvame a jakym
zpusobem k jejich feSeni pfistupujeme. Tento text nenahrazuje doporucenou literaturu
k predmétu. Mnohé matematické pojmy studované v predmétu Matematika 3 jsou zde
jen naznaceny, mnohé nejsou ilustrovany priklady. Nékteré z pfikladd jsou uvedeny jen
ve formé zadani bez fe$eni. Nasi motivaci bylo poskytnout u¢ebni pomucku zejména
studentiim, ktefi nechtéji nebo nemohou navstévovat pfimou vyuku, resp. tém, ktefi v
plné verzi u€ebniho textu s obtizemi hledaji ,to podstatné“. Zde mohou ,to podstatné*“
nalézt ve zhusténé formé — ovSem pak se museji obratit k pIné verzi u¢ebniho textu,

protoZe tento text nemlze a ani nechce slouzit jako jediny zdroj informaci o pfedmétu.
Na to je pfili§ struCny a heslovity.
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Tento u€ebni text neni zkracenou verzi uéebniho textu B. Fajmon, I. Hlavickova, M.
Novak, Matematika 3 z roku 2013. Je jim inspirovan, pouzivéa jeho terminologii,
v zasadé dodrzuje jeho strukturu vykladu, ale vzhledem k omezenému prostoru a

jinému Gcelu je nutné jej chapat jako zcela odliSny text.

I. Hlavickova, M. Novak Matematika 3



Doplnkové elektronické zdroje

&
maple | =

Soucasti tohoto ucebniho textu jsou odkazy na tzv. maplety, tj. programy vytvorené v
prostfedi Maple. Tyto odkazy jsou v textu zvyraznény barvou, pfip. uvozeny slovem
maplet. Maplety ke svému béhu nevyzaduiji software Maple — je v§ak nutné mit na
klientském pocitaci nainstalovano prostfedi Java a nastavenou vhodnou uroven
zabezpeceni prohlizece i prostfedi Java. Po kliknuti na odkaz mapletu se v zavislosti
na softwarovém prostredi klientského poéitace zobrazi rlizna hlaseni o zabezpecéeni —
v§echny dialogy je tfeba povolit a spousténi pozadovanych prvki neblokovat.
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Doplnkové elektronické zdroje

MATLAB

Soucasti tohoto uéebniho textu jsou odkazy na spustitelné soubory pfipravené v
prostredi MATLAB. Pfed spusténim téchto soubor( je nutné nainstalovat MATLAB
Compiler Runtime ve verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace
o0 MATLAB Compiler Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks.
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http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html

Doplnkové elektronické zdroje

Soucasti tohoto uéebniho textu jsou animace, resp. prvky 3D grafiky. Pro korektni
zobrazeni téchto multimedialnich prvk( a praci s nimi je nutné spravné nastavit
zabezpeceni prohlize¢e PDF soubor, a to zejména na zalozkach typu 3D a
multimédia, Davéryhodnost multimedii (starsi), Multimédia (starsi). Vlastnosti
zobrazeni téchto prvkul Ize ovlivnit pomoci polozZek jejich kontextového menu, pfip.
pomoci prace s mysi nebo jinym polohovacim zafizenim.
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Uvod do numerickych metod

Matematika 3

Uvod do numerickych metod



@ Numericka matematika
@ Typy uloh v INM
@ Problémy
@ Pouzivani matematického softwaru
@ ,Logika“ numerickych metod
@ Zakladni terminologie

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM

Problémy

Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod
Zakladni terminologie

Numerickd matematika

Numericka matematika

Numericka matematika je prakticky nastroj pro feSeni probléma
inZenyrské praxe.

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numerickd matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod
Zakladni terminologie

Numericka matematika

2
Integrél [ cos xdx vypocteme pomoci primitivni funkce.
0
2.z H g z a b 2
Dostavame [ cos xdx = [sinx]¢ =1 —0 = 1. Integrdl [ e *"dx
0 a
pomoci primitivni funkce vypocitat nelze (zkuste si sami v

Maple).

5
Co budeme délat v situaci, kdy je pozadavkem uréit [ e **dx?
3

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numerickd matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod
Zakladni terminologie

Numericka matematika

Najdéte feSeni soustavy rovnic:

0,1xq +150x> — 25,4x3 + x4 = 125,7
23xy — 0,5x +22,5x3 = 45

1500x1 — 0,8x> +2,9x3 + 12x4 = 15141
9,2x;1 +12,3x — 5,3x3 — 0,2x4 = 16

Vime, Ze pouziti Gaussovy eliminace i Cramerova pravidla je v
tomto pFipadé narocné. Co budeme délat v situaci, kdy budeme
mit soustavu 100 x 100 s podobnymi koeficienty?

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numerickd matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod
Zakladni terminologie

Numericka matematika

Je dana funkce f(x), na niz lezi body
[2;4],[3,5;7],[4,9;8.2],[5,7;6,9]. Vice o této funkci nevime.
Uréete [, f(x)dx a zjistéte, zda v bodé x = 4,7 funkce f(x)
roste nebo klesa.

?77?

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numerickd matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod

Zakladni terminologie

Analytické vs. numerické reseni

Piesné feSeni ziskané pomoci postupu, které jste dosud
poznali (feSeni rovnic, derivovani, integrovani pomoci primitivni
funkce apod.) se nazyva analytické, resp. klasické.

Matematicke ulohy Ize Fesit i jinak — pomoci riznych
numerickych metod. Tak lIze vyresit i ,nefesitelné” dlohy.

Vysledek ziskany numericky neni pfesny ale pouze pfiblizny.

Uvod do numerickych metod



Typy Uloh v INM

Problémy

Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod

Numerickd matematika

Zakladni terminologie

@ Numericka matematika
@ Typy uloh v INM

od do numerickych metod



Typy Uloh v INM
Problémy

Numerickd matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod
Zakladni terminologie

Typy uloh v INM

V INM se budeme numericky fesit nasledujici typy uloh:
@ Naleznéte feSeni soustav linearnich rovnic.

@ Naleznéte feSeni nelinearnich rovnic (jedné rovnice i
soustav).

@ Najdéte priblizné vyjadreni funkce (bud’ danou funkci
nahrad’te jinou, jednodus$si, nebo danymi body prolozte
vhodnou funkci).

@ Zderivuijte funkci zadanou body, které na ni lezi (funkéni
predpis neni znamy).

@ Vypoctéte urcity integral z funkce (napf. viz y = exz).

@ Najdéte feSeni diferencialni rovnice (prozatim neznamy
pojem).

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM

Problémy

Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod

Numerickd matematika

Zakladni terminologie

@ Numericka matematika

@ Problémy

od do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numerickd matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod
Zakladni terminologie

Numerické resSeni Uloh

Je déan realny technicky problém.
@ Problém vyjadfime v fe¢i matematiky.

@ Rozhodneme, zda matematickou Glohu budeme fesit
analyticky nebo numericky (€asto si Ize vybrat).
© Zvolime vhodny zplsob fesenti, tj. numerickou metodu.
© ZapiSeme matematickou Ulohu do feci zvolené numerické
metody, tj. algoritmu.
@ Algoritmus probiha, ve vhodnou chvili jej ukon&ime.
© Se znalosti redlného problému vhodné interpretujeme
ziskané vysledky.
V INM budeme délat kroky 3, 4, 5 a ¢asteéné 6. Resit tlohu
numericky znamend vice nez jen provést krok 5!

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM

Problémy

Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod
Zakladni terminologie

Numerickd matematika

Problém

V kazdém z vySe uvedenych kroku se dopoustime nepresnosti.

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numerickd matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod

Zakladni terminologie

@ Problém nikdy nevyjadiime v fe¢i matematiky presné (plati
i pro interpretaci vysledku).

© Numericky zpusob feseni je lakavéjsi (protoze
algoritmizovatelny a méné pracny), ale nemusi byt
vhodnéjsi.

© | sebevhodnéjsi numericka metoda je nepfesnym zapisem
nepresné zapsaného realného problému.

O Nepresny zapis konstant a dal$ich udaj.

@ V algoritmu se nutné dopoustime celé fady
zaokrouhlovacich chyb, o okamziku ukonc¢eni algoritmu
rozhodujeme my.

© Problém stability tlohy a algoritmu.



Typy tloh v INM

Problémy

Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod
Zakladni terminologie

Numerickd matematika

Problém

Chyby se mohou kumulovat nebo vyrusit.

Pfi slepém dosazovani mizeme dostat naprosto libovolny
vysledek (a nemusime to poznat).

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numerickd matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod

Zakladni terminologie

Potrebné znalosti a dovednosti

@ Znat povahu reélného problému a védét, jaké vysledky
jsou mozné, pravdépodobné apod. Umét vyjadfit realny
problém matematicky a interpretovat ziskané vysledky.

© Znat vyhody a nevyhody jednotlivych numerickych metod a
omezeni jejich pouzitelnosti.

© Mit rozhled v matematice (védét, jak obtizné jsou Ukony,
které dana numerickd metoda vyzaduje) a ,vidét nékolik
krok( dopredu®.

© Byt si védom nedokonalosti numerickych metod a omezeni
pouzitého softwaru.

@ P¥iru¢nim pocitani pfesné pocitat na kalkulacce.

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM

Problémy

Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod

Numerickd matematika

Zakladni terminologie

@ Numericka matematika

@ Pouzivani matematického softwaru

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numericka matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod
Zakladni terminologie

Matematicky software

Matematicky software je pouze prostredek k usnadnéni vypoctu.
Uzivatel musi vzdy védét,

@ ktery software zvolit,
@ jak pripravit vstupni Udaje,

@ jak na zakladé zku$enosti nebo relevantnich dat odhadnout
parametry Ulohy, poCate¢ni aproximace apod.

@ jaky zvolit postup feSeni,

@ jaké zvolit pfikazy (zdlvodnit, proC prave tyto a ne jiné)

@ jaka jsou rizika a omezeni zvoleného postupu a zvolenych
ptikazl; znat jejich volitelné parametry

@ atd. atd.

@ jak interpretovat vystup matematického programu vcetné
riznych nestandardnich hlaseni a chyb

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numericka matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod
Zakladni terminologie

Matematicky software

Uréete soudet fad Z = Z x, Z 5.

n=1 n=1
Odpoveédi ziskané softwarem Maple jsou po rfadeé:

@ oo (soucet nekonecno nebo fadu nelze sedist?)
2

o7

Q (¢(3) (¢ je Riemannova zeta funkce)

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numericka matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod
Zakladni terminologie

Matematicky software — problémy s vykreslovanim

grafu

Example
Zkuste si sami pomoci svého ,oblibeného*” softwaru vykreslit
grafy nésledujicich funkci:
e f(x) = 2\/7 aihned poté g(x) = | — X_ex |, obé napf.
na intervalu (0, 2),
@ h(x) = In(tan+/1 — x) sin 2 na vhodném intervalu v situaci,
kdy hledate nejmensi kladné feSeni rovnice h(x) = 0.

Dal&i ukazky najdete v pIné verzi skript.

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM

Problémy

Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod

Numerickd matematika

Zakladni terminologie

@ Numericka matematika

@ ,Logika“ numerickych metod

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numerickd matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod

Zakladni terminologie

Co je ,za“ numerickymi metodami

Pfi numerickém feSeni typovych uloh (soustava linearnich
rovnic, nelinearni rovnice, urcity integral apod.) vyuzivame
vlastnosti danych matematickych objekta.

b
Napf. vime, Ze geometricky vyznam zapisu | f(x)dx je obsah

a
néjaké plochy. Pfi numerickém feSeni této Ulohy tedy hledame
priblizné vyjadreni obsahu plochy. Pfi tom muzeme vyuzit riizné
strategie.

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numerickd matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod

Zakladni terminologie

Co je ,za“ numerickymi metodami

Podobné fesit rovnici €* + sin(x) — 3 = 0 znamena najit
v8echny pruseciky grafu funkce f(x) = e + sin x — 3 s osou x.
Muze to také napt. znamenat najit vSechny praseciky grafl
funkci fi(x) = ¥ a f(x) = 3 — sin x. Tyto body Ize najit rGznymi
zpUsoby (postupnym zkracovanim intervalu, kde lezi,
zpresnovanim jednoho plavodniho odhadu podle néjakych
pravidel apod.)

Co strategie, to numericka metoda.

Ne kazda numericka metoda funguje za vSech okolnosti.

Uvod do numerickych metod



Typy tloh v INM

Problémy

Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod

Numerickd matematika

Zakladni terminologie

@ Numericka matematika

@ Zakladni terminologie

od do numerickych metod



Typy tloh v INM
Problémy

Numerickd matematika Pouzivani matematického softwaru
sLogika“ numerickych metod
Zakladni terminologie

Zakladni terminologie

@ O numerické metodé, ktera v dané situaci vede k nalezeni
feSeni, fikame, ze konverguje k presnému reseni.

@ O numerické metode, ktera v dané situaci nevede k
nalezeni feSeni, fikame, Ze diverguje.

@ Pred pouzitim dané numerické metody musime
rozhodnout, zda v dané situaci bude konvergovat k
presnému feSeni nebo ne. Ovéfime tzv. podminky
konvergence.

Uvod do numerickych metod



Numerické reSeni soustav linearnich rovnic

Matematika 3

Numerické reseni soustav linearnich rovnic



0 Formulace problému a oznaceni

© Numerické feseni

@ lteraéni metody

@ Jacobiho iteraéni metoda

@ Gauss — Seidelova iteracni metoda
e Problémy pfi praktické realizaci

@ Teoretické zdivodnéni iteraénich metod

Numerické reseni soustav linearnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Formulace problému

Najdéte feSeni soustavy n linearnich rovnic o n neznamych.

Numerické reseni soustav linearnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Zdlvodnéni a souvislosti

@ Zabyvame se pouze problémem, ktery muze mit prave
jedno feseni.

@ Nemame zaruceno, ze problém ma pravée jedno feseni.
(zopakujte si prislusné partie z predmétu Matematika 1)

@ Nemusime striktné ignorovat technicka zadani vedouci na
soustavy m x n— pokud je |ze upravit do tvaru n x n.

Numerickeé feseni soustav linearnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Pouzité oznaceni

@ ,Dlouhy* z4pis soustavy n linearnich rovnic o n
neznamych xi, Xo, ..., Xp:

a1 Xy + @2Xo + ...+ @1pXn = by
a1 Xy + x2Xo + ...+ 8opXn = b2

an1 Xy + @p2X2 + ... + @pnXn = b

@ Maticovy zapis Ax = b, kde A = (g;),i,j=1,...,n,
b = (by,bs,...,by)T ax je vektor neznamych.

Numerickeé feseni soustav linearnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Dosud znamé vs. novy pohled

Soustavy linearnich rovnic jiz umite fesit (Gaussova eliminace,
Cramerovo pravidlo). Tyto zplsoby jsou dobfe pouzitelné pro
.malé“ soustavy s ,rozumnymi* koeficienty.

Matematickym zapisem redalnych technickych problému v§ak
byvaji ,velké“ soustavy (tisice rovnic) s ,nerozumnymi*
koeficienty. Pomoci znamych metod sice ziskame pfesné
feSeni, avSak tyto metody jsou tézkopadné (Cramerovo
pravidlo — pocCitani determinantu) a obtizné algoritmizovatelné.
Navic pfi nich hrozi riziko zaokrouhlovacich chyb (ukazka).

Dosud jsme se nezabyvali otazkou plvodu koeficientl (méfeni,
vysledky vypocta, jejich presnost apod.)

Numerickeé feseni soustav linearnich rovnic



Iteraéni metody
Jacobiho iteraéni metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

e Numerické feseni
@ lteracni metody

merické feSeni soustav linearnich rovnic



Iteraéni metody
Jacobiho iteraéni metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Navrh reseni

@ Osamostatnénim Clenl s x; soustavu upravime do tvaru

1
Xq = 7([’)1 —812X2—...—a1an)
ai
1
Xo = ——(b2—ap1Xqy — axX3...— d2nXpn)
ag?
1
Xn = ——(bn—amxs —amXe... — amn-1Xn-1)
ann

@ Tim rovnice prevedeme do tzv. iteracni tvaru.

@ Z hodnot x;, i = 1,..., n, na pravé strané rovnic budeme
urdovat hodnoty vievo. Oznatovani: x(K) = (xk) ... x{¥).

@ Takto budeme postupovat do té doby, nez dosahneme
zvolené presnosti (musime nejprve definovat).

Numerickeé feseni soustav linearnich rovnic



Iteraéni metody
Jacobiho iteraéni metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Volba pocateéni aproximace

Abychom mohli zahdjit vypocet, potiebujeme znat tzv.
pocatecni aproximaci, tj. pocatecni hodnoty x;, i =1,...,n.

@ Pocatecni aproximaci vétsinou uréujeme ze znalosti Ulohy,
jejimz je soustava rovnic zapisem.

@ Metody, které si budeme ukazovat, pfipoustéji libovolnou
volbu pocatecni aproximace.

@ Vzhledem k chybam pfi vypoctu (a mechanismu jejich
Sifeni) volime pocatecni aproximaci tak, abychom
provadéli co nejméné krokl zvolené numerické metody.

Numerickeé feseni soustav linearnich rovnic



Iteraéni metody
Jacobiho iteraéni metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Rdzné numerické metody

P¥i dosazovani do rovnic

1
X1 = ——(by—anx2—...— ainXn)
ai1
]
Xo = ——(bo— ap1Xy — ax3X3... — anXp)
ago
’
Xn = ——(bn—amXy —an2Xa... — apn—1Xn—1)
ann

mame nékolik moznosti. Podle toho, kterou zvolime, budeme
mluvit bud’ o Jacobiho nebo Gauss-Seidelové metodé.

Numerick ni soustav linearnich rovnic



Iteraéni metody
Jacobiho iteraéni metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Rdzné numerické metody

Pokud bychom v k—tém kroku nejprve vypocitali hodnoty
vpravo (oznaéme x\“™") a poté fekli, ze
x(k+1) _ (1 o w)X(k) + wi(k+1),

kde w je vhodny parametr, mluvili bychom o tzv. relaxacnich
metodach. Témi se zabyvat nebudeme — v naSem pripadé
bude vzdy w = 1.

Numerickeé feseni soustav linearnich rovnic



Iteracni metody
Jacobiho iteraéni metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

© Numerické feseni

@ Jacobiho iteracni metoda

umerické feseni s av linearnich rovnic



Iteraéni metody
Jacobiho iteraéni metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Jacobiho iteracni metoda

@ Zvolime libovolnou poCéatecni aproximaci.

@ Pomoci r-té aproximace urCime r + 1 aproximaci.
Dosazujeme do vztahu:

1
X.l(r+1) = 7(b1 — 812X2(r) — .. a1,,x,(,r))
atq
1
X2(r+1) = 7(b2 — 321X1(r) — aggXér) A aan,gr))
a2
1
X = (b — amx\? = apxd” . = ap_x))
ann

@ Vypodet ukongime, jestlize |x{” — x| < ¢, pro

Vk € {1,...,n}, kde ¢ je poZzadovana pfesnost.
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Iteracni metody
Jacobiho iteraéni metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Jacobiho iteracni metoda

@ Ze sady ,starych hodnot“ vypoc¢teme sadu ,novych
hodnot*.

@ Vypocet ukon¢ime, pokud jsou pfirtstky hodnot ,pfilis
malé“.

Numerické reseni soustav linearnich rovnic



Iteraéni metody
Jacobiho iteraéni metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Podminky konvergence

Je-li matice A ostre fadkové nebo sloupcove diagonalné
dominantni, Jacobiho metoda konverguje pro libovolnou
pocatecni aproximaci.

Vysvétleni pojmu
o fadkové: |g;| > > |ajproi=1,...,n
J=Ti
@ sloupcove: |g;| > > l|gjlproj=1,...,n
i=1,i#]

Numerické feseni soustav linearnich rovnic



Iteracni metody
Jacobiho iteraéni metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

© Numerické feseni

@ Gauss — Seidelova iteracni metoda

arnich rovnic



Iteraéni metody
Jacobiho iterani metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Gauss — Seidelova iteracni metoda

@ Zvolime libovolnou poCéatecni aproximaci.
@ Pomoci r-té aproximace urCime r + 1 aproximaci.
Dosazujeme do vztahu:

1
X1(r+1) = —(by— a12Xér) e a1an(7r))
ars
1
Xér+1) = b 821X1(r+1) _ 323X3(,r) oot a1,,xr(7r))
ao2
1
x,(7r+1) = 7(bn — anq X1(r+1) - anZXér—H) st ann—1X/gr—t1))
ann
o so iz () (r—1)
@ Vypocet ukongime, jestlize |x,” — x| < ¢, pro

Vk € {1,...,n}, kde ¢ je poZzadovana pfesnost.

Numerickeé feseni soustav linearnich rovnic



Iteracni metody
Jacobiho iteraéni metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Gauss — Seidelova iteracni metoda

@ ,Nové hodnoty“ pouzivame hned, jakmile je mame k
dispozici.

@ Vypocet ukon¢ime, pokud jsou pfirtstky hodnot ,pfilis
malé*.

Numerické reseni soustav linearnich rovnic



Iteraéni metody
Jacobiho iterani metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Srovnani vzorcll obou metod

Jacobiho iteracni metoda
@ zname r—tou aproximaci
@ pomoci ni uréime r + 1 aproximace vSech neznamych,
pritom pouzivame vzdy r—té hodnoty
© zname r + 1 aproximaci
Gauss — Seidelova iteracni metoda

@ r + 1 hodnoty pouzivame ve vypoctu ihned poté, co je
ziskame

Numerickeé feseni soustav linearnich rovnic



Iteraéni metody
Jacobiho iterani metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Podminky konvergence

Je-li matice A ostre radkove nebo sloupcové diagonalne
dominantni, Gauss — Seidelova metoda konverguje pro
libovolnou pocatecni aproximaci.

@ Stejna podminka plati u Jacobiho metody.

Numerické reseni soustav linearnich rovnic



Iteraéni metody
Jacobiho iterani metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Jak postupovat v pfipadé, kdy konvergence zaruc¢ena
neni?

Pokud chceme mit zajiSténou konvergenci, Ize
u Gauss—Seidelovy metody soustavu vynasobit zleva
matici AT.
Ax = b
ATAx = A'b
P¥i pouziti Gauss—Seidelovy metody na tuto soustavu rovnic
bude konvergence zarucena pro libovolny pocatek (pfitom neni

podstatné, zda je matice AT A ostfe fadkové / sloupcové
diagonalné dominantni nebo ne).

Numerickeé feseni soustav linearnich rovnic



Iteraéni metody
Jacobiho iterani metoda
Gauss — Seidelova iteracni metoda

Numerické feseni

Jak postupovat v pfipadé, kdy konvergence zaruc¢ena
neni?

Podminka: Matice A musi byt regularni.

Problém: Velmi Casto se zvysi poCet krokl nutnych k dosazeni
zadané presnosti.

Numerickeé feseni soustav linearnich rovnic



Problémy pfi praktické realizaci

Problémy

P¥i praktické realizaci vypoctu Celime nékolika problémam.

Example

Vhodnou numerickou metodou naleznéte feSeni soustavy
rovnic

0,1x; +150x, — 25,4x3 + x4 = 125,7
23x1 — 0,5x +22,5x3 = 45

1500x; — 0,8x +2,9x3 + 12x, = 1514, 1
9,2x; +12,3x — 5,3x3 — 0,2x4 = 16

Pracujte s presnosti ¢ = 0,01.

Numerické feseni soustav linearnich rovnic



Problémy pfi praktické realizaci

Problémy

Soustava z prechoziho snimku je ,mala“. V realnych situacich
muZze byt jeji rozmér napf. 100 x 100 nebo 1000 x 1000.

@ Jak ovéfit, Ze ma soustava pravé jedno feseni?

@ Jak zvolit pocatecni aproximaci?

© Jak ovéfrit, Ze je soustava ostre radkové / sloupcové
diagonalné dominantni, resp. jak to zajistit?

Q Jak zajistit, abychom museli provadét co nejmensi pocet
krok(?

©@ Splnéni ukoncovaci podminky nemusi nutné znamenat, ze
jsme dosahli zadané presnosti.
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Teoretické zdUvodnéni iteracnich metod

Teoretické zdlUvodnéni

Jacobiho i Gauss—Seidelova metoda jsou prikladem aplikace
Banachovy véty o pevném bodu.

Numerické reseni soustav linearnich rovnic



Teoretické zdUvodnéni iteracnich metod

Kontraktivni zobrazeni

Definition

Necht X je metricky prostor. Rekneme, Ze zobrazeni
F : X — X je kontraktivni, jestlize existuje a € (0, 1) tak, ze pro
kazdé dva prvky x, y € X plati:

d(F(x), F(y)) < ad(x,y)

@ Mnozina X nemusi byt dp/ny metricky prostor.

@ Podminku Ize zjednodusit na ,vzdalenost obrazl je mensi
nez vzdalenost vzori“ — ale pozor jedna se ne o
vzdalenost ale o metriku.

Numerické reseni soustav linearnich rovnic



Teoretické zdUvodnéni iteracnich metod

Banachova véta o pevném bodu

Theorem

Bud’ X dplny metricky prostor a F : X — X kontraktivni
zobrazeni. Pak existuje pravé jeden pevny bod X zobrazeni F.
Pro tento bod plati

X = lim xp,
n—oo

kde {xp}> ; je tzv. posloupnost postupnych aproximaci
definovana takto:

@ X € X je libovolny
@ X1 =F(xxk)prok=1,2,...
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Teoretické zdUvodnéni iteracnich metod

Souvislost s vySe uvedenymi metodami

Jestlize napt. u Jacobiho metody vyuzivame vztahy

1
X1(r+1) = —(b1 - 812X£r) T a1an(7r))
an
1
xgﬂ) = —(bo— 321X1(r) - azsngr) s T aZan(vr))
a2
1
xr(;rH) = —(bn— an X1(r) - 3n2X§r) cee T ann—1Xr(7£)1)
ann

hledame pevny bod zobrazeni F(x) = C x + d.
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Teoretické zdUvodnéni iteracnich metod

Souvislost s vySe uvedenymi metodami

Mnozina vSech Ctvercovych matic s vhodné zvolenou ,normou*
je uplnym metrickym prostorem. Pfitom zobrazeni

F(x) = Cyx + d je kontraktivni za predpokladu, ze tato ,vhodna
norma*“ je mensi nez 1. To plati mj. v pfipadé, kdy je ptuvodni
matice A ostfe fadkové nebo sloupcové diagonalné dominantni.
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Ptiloha Procvi¢ovani latky

Pred tim, nez zacnete fesit jakékoli pfiklady, si proctéte plnou
verzi ucebniho textu!
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Ptiloha Procvi¢ovani latky

Moznosti opakovani

Pomoci nasledujicich mapletd si muzete usnadnit nékteré diléi vypocCty, zkontrolovat
jejich spravnost, pfipadné si pfipomenout teoretické poznatky potfebné pro aplikaci
numerickych metod probiranych v této kapitole.

@ Vypocet determinantu
@ Analytické feseni soustavy linearnich rovnic
© Nasobeni matic

feseni soustav linearnich rovnic


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/nasobeniMatic.html

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Ptiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce prikladil. Kromé nich
mUZete pro svou samostatnou praci pouzivat také nase doplikové elektronické zdroje.

Pred spusténim tohoto souboru je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, Ze tyto
aplikace nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout v§echny nuance probirané latky!

@ Numerické metody feseni soustav linearnich rovnic

feseni soustav linearnich rovnic


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Soustavy_linearnich_rovnic.exe

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Pri feSeni nasledujicich pfikladl zkuste aplikovat rizné
strategie feSeni. VSimejte si, jaka je jejich Casova narocnost.
Muzete vyuzivat vypocetni techniku. Sami zvazte, nakolik pfi
feSeni téchto zadani vyuzijete numerické metody, a jakou roli
pfi feSeni hraji teoretické poznatky ziskané v jinych
predmétech.
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Ptiloha Procvicovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example

Oznacme L pocet pismen Vaseho kfestniho jména, M pocet
pismen Vaseho pfijmeni a N ciferny soucet Vaseho ID a
vytvofme z téchto &isel vektory i = (L, M, N), v = (N, M, L),
w = (M, L, N). Chceme fesit rovnici

aill + bV + cw = k,

kde k = (1,1, 1). Pfi pouziti numerickych metod pracujte s
presnosti e = 0,01.

Numerickeé feseni soustav linearnich rovnic



Ptiloha Procvicovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example
Je dana soustava rovnic

X+2y+3z = 1
6x+5y+4z = 3
ax+4y+6z = 5.
Zvolte a = 2 nebo a = 5 tak, aby soustava méla prave jedno

feSeni (volbu zdivodnéte). Pfi pouziti numerickych metod
pracujte s presnosti ¢ = 0,01.
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Numerické feSeni jedné nelinearni rovnice

Matematika 3

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



0 Formulace problému, oznaCeni a motivace

@ Separace korent

© Nakteré numerické metody
@ Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reSeni
@ Newtonova metoda (metoda teCen)
@ Metoda prosté iterace

Numerické feSeni jedné nelinearni rovnice



Formulace problému, oznaéeni a motivace

Formulace problému

Je dana realna funkce f jedné realné proménné x jiného tvaru
nez f(x) = ax + b, kde a, b € R. Najdéte vSechny body ¢ € R,
pro které plati, ze f(¢) = 0.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Formulace problému, oznaéeni a motivace

Dosud znamé vs. novy pohled

Nekteré nelinearni rovnice umime fesit jiz ze stfedni Skoly
(kvadratické, kubické, ¢tvrtého stupné, reciproké do stupné 9,
resp. 10 vCetné, logaritmické, exponencialni, goniometrickeé).

Neumime v§ak fesit rovnice, kde se vyskytuji soucasnée funkce
riiznych typu, napf. e + sin(x) = 1 nebo x® + cos x = 3 nebo
In(x) + (x —1)? + 2 = 0 apod.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Formulace problému, oznaéeni a motivace

ProC zrovna tento problém?

Nelinearni rovnice se vyskytuji napt. v riiznych optimalizacnich
tlohach. Mame-li najit minimum / maximum néjaké funkce f(x)
(lokalni / absolutni), musime feSit tlohu f'(x) = 0. Tato rovnice
byva ¢asto ,komplikovaného* tvaru.

Q f(x) = sin(x? + 4x)
Q f(x) =sin(x® +4x) + x2

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Formulace problému, oznaéeni a motivace

Priklad

Najdéte lokalni extrémy funkce y(x) = sin (x2 + 4x).

Ziejmé y'(x) = (2x + 4) cos (x2 + 4x). Body, ve kterych mohou
nastavat extrémy, tedy mizeme v tomto pfipadé urCit na
zakladé stredoskolskych znalosti, protoze y'(x) = 0 pro x = -2
a dale pro body, kde cos (x? + 4x) = 0, tj. tam, kde
x2+4x =% + kr, kde k € Z.

Numerické feSeni jedné nelinearni rovnice



Formulace problému, oznaéeni a motivace

Priklad

Najdéte lokalni extrémy funkce y(x) = sin (x2 + 4x) + x2.

V tomto pfipadé je y'(x) = (2x + 4) cos (x? + 4x) + 2x a pi
feSeni rovnice y’(x) = 0 jiz analyticky postupovat nemizeme.
Musime tedy vyuZit aparatu numerickych metod.

Numerické feSeni jedné nelinearni rovnice



Formulace problému, oznaéeni a motivace

Postup reseni

Ulohu nelze fesit ,rovnou“. Musime postupovat ve dvou
krocich:

@ Zjistit kolik feSeni zadana rovnice ma a kde tato feSeni
lezi. tzv. (separace korent)

© Jakmile uré¢ime vhodny interval, na némz lezi néjaké
feSeni dané rovnice, zacit toto feSeni hledat.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Separace kofenu

Separace korenl

Nalezeni intervalu, kde lezi néjaké reSeni zadané rovnice,
muze byt velmi obtizné. Pouziti softwaru je omezené — jak
napr. zadat rozsah pro vykreslovani funkce?

Priklad 3.3, priklad 3.4 z pIné verze skript.

Dale uvedeme dva nejjednodussi postupy, které Ize pro
separaci kofen(. | kdyz je pouzivame Casto, jejich prakticka
pouzitelnost je omezena.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Separace kofenu

Separace korenu — |

Je-li funkce f spojita na intervalu {(a, b) a plati-li f(a) - f(b) < 0,
pak na intervalu (a, by leZi alespori jeden kofen rovnice
f(x) = 0.

y = f(x)

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Separace kofenu

Separace korenu — |

@ Jedna se o implikaci (jaky je zavér, pokud funkce spojita
neni nebo pokud f(a) - f(b) < 0 neplati?)

@ Predpoklad o spojitosti (jak ho ovéfime?)

@ Presny pocet kofent na daném intervalu takto neurcime.
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Separace kofenu

Separace korenu —

P¥i vhodném zadani Ize ulohu preformulovat:
10sin2x —x—1=0 10sin2x = x + 1
f(x)=0 fi(x) = f2(x)
prusecik grafu f(x) s osou x || priseCik grafu fi(x) a fo(x)

Grafy funkci f1(x) a f2(x) umime nacrtnout od ruky.
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Separace kofenu

Separace korenu —

y = fa(x)
10t

o X1 T2 I3 Ty Ty

\y = fi(x)

1-10
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Separace kofenu

Separace korenu — dalSi postupy

@ Znalost realného technického problému, zkuSenosti,
diskuse nad zadanim (matematik fesi obecny matematicky
problém — obtizné; inzenyr fesi konkrétni technické zadani
— jednodussi, protoZze proménné mohou nabyvat jen
nékterych pfedem odhadnutelnych hodnot).

@ Znalost matematiky (napf. e¥ + x® = 0 nebo
sinx — (x +1)2 + cos2x = 4).
@ Vypocetni technika, graficka kalkulaCka (s omezenimi).
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Separace kofenu

Separace korenu — problémy

Pfi separaci kofenu je nutna kombinace znalosti a postupu.
Zcela jisté vyuzijete poznatky o vlastnostech elementarnich
funkcich ze stredni Skoly a z 1. ro¢niku.

Example

UrCete pocet feSeni rovnice
.2
y =In(tanv1 — x) sin X

a poté najdéte to zaporné feseni, které je nejblize —75, a dale
nejmensi kladné feSeni.
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Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

© Nakteré numerické metody
@ Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reSeni




Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Teoretické zddvodnéni

Vychazime z véty f(a) - f(b) < 0. Vime, Ze na néjakém intervalu
lezi alespon jedno feSeni rovnice f(x) = 0. Tento interval podle
néjakych pravidel délime na mensi Casti a zkoumame, na které
Casti je splnéna podminka véty o opa¢nych znaméncich, tj. na
které Casti intervalu lezi alespon jedno feSeni.
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Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Metoda puleni intervall (bisekce)

Interval (a, b) délime na polovinu.

ax + by
X = ——r
« 2
Jestlize pro néjaké k € N plati by — ax < 2e,
je xx feseni ziskané s danou presnosti .

@ Metoda konverguje vzdy.
@ Metoda je jednoducha.
@ Konvergence je pomala.
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Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Metoda puleni intervalt (animace)

pracujeme s intenvalem <0;2>

2 [ 1 15 H

K]]S [ (=[] +]
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Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Metoda regula falsi

Interval (a, b) délime na dveé obecné rizné Casti. Spojime body
[a, f(a)] a [b, f(b)]; délicim bodem intervalu je prisedik této
UsecCky s osou x.

bk — ax
f(bk) — f(ax)
Vypocet zastavujeme, jestlize pro néjaké k € N plati
Xk — Xk_1] < e.

Xk = by — f(bx)

@ Metoda konverguje vZdy.
@ Je naroCnéjsi na vypocet nez metoda puleni interavalu.
@ VétSinou konverguje rychleji nez metoda puleni intervalu.
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Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Metoda regula falsi (animace)

Zvolime interval, na kterém budeme hledat fegeni

K<<l I> ] =]+
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Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

© Nakteré numerické metody

@ Newtonova metoda (metoda teCen)

né nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Teoretické zddvodnéni

Je dana rovnice f(x) = 0 a interval | = (a, b), na némz lezi
pravé jedno feSeni dané rovnice. Funkci f(x) v okoli bodu
Xo € I, rozvineme do Taylorovy fady
1

f(x) = f(x0) + f'(X0)(X — Xo) + éf”(xo)(x —x0)?+ ...
a zanedbame vSechny ¢leny s derivacemi vySSich rada (funkci
linearizujeme). Ziskame

f(x) = f(xo) + f'(X0)(X — Xo)
a urCime feSeni rovnice
f(x0) + f'(X0)(X — xo0) = 0,

které oznacime x1. V okoli bodu x; funkci f(x) opét rozvineme
do Taylorovy fady a cely postup opakujeme.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Geometricky vyznam

x=4
1 = 3.062233836

o 7 3

KI5 =]+
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Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

@ Najdeme interval | = (a, b), na kterém lezi prave jedno
feSeni rovnice f(x) = 0.

@ Zvolime pocatecni aproximaci xo € / a ovéfime podminky
konvergence.

— (%)
@ Xk1 = Xk — 7(Xi)

@ Vypocet ukonCime, jestlize pro néjaké k € N plati
‘Xk — Xk_1’ <E€.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Konvergence vs. divergence

Newtonova metoda mize konvergovat i divergovat. Tato
skute€nost zavisi na tom, jak se funkce f(x) chova na intervalu
(a, b), na némz hleddme feseni rovnice f(x) = 0.

né nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Newtonova metoda muze konvergovat. . .

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

... stejné jako divergovat

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Podminky konvergence

Theorem

Necht je dana rovnice f(x) = 0 a interval | = (a, b), na nemz
leZi pravé jedno feseni této rovnice. Necht jsou spinény
nasledujici podminky:
@ funkce f(x) ma na intervalu | spojitou prvni a druhou
derivaci f'(x) a f"(x),
@ naintervalu | je f'(x) # 0 a soucasné f"'(x) neméni
znameénko.
Pak zvolime-li pocatecni aproximaci xo € | tak, Ze plati
o f(Xo) . f”(Xo) > 0,
Newtonova metoda bude konvergovat.

Numerické feSeni jedné nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Podminky konvergence

Je tfeba ovérit v§echny predpoklady! Samotna platnost
podminky f(xp) - f'(Xg) > 0 konvergenci zarucit nemusi.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Vyhodnoceni metody

@ Metoda nemusi konvergovat. Konvergence / divergence
zavisi na chovani funkce f(x) na intervalu /.

&asto velmi komplikované. Casto se proto ovéfovani
podminek konvergence vypousti. (Pozor: Je nutné znat
dusledky a umét poznat, co je a co neni hledané fesenil)

@ Metoda vétSinou konverguije nejrychleji z uvedenych
metod.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda te¢en)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

© Nakteré numerické metody

@ Metoda prosté iterace

umerické feSeni jedné nelinedrni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Teoretické zddvodnéni

Rovnici f(x) = 0 upravime na tvar x = g(x), uvazime interval
I = (a, b) a na zobrazeni g : | — I aplikujeme Banachovu vétu
0 pevném bodu.

Problémy
@ Vyjadfeni x = g(x) nemusi byt jednoznacné.
@ Funkce g(x) a f(x) mohou mit odliSné defini¢ni obory.

© Pevny bod zobrazeni g nemusi na intervalu / existovat. Z
toho ale neplyne, Ze neexistuje feSeni puvodni rovnice
f(x) =0.

Q atd.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda te¢en)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

lteracni tvar x = g(x)

Metodou prosté iterace najdéte libovolné feSeni rovnice
e +3sinx —2=0.

Pfevedenim rovnice do tvaru x = g(x) mizeme ziskat napr.
Q@ x=In(2-3sinx)
_ PN (2 1.x
Q x =arcsin(5 — ze

né nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda te¢en)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Postup pfi aplikaci metody prosté iterace

@ Rovnici f(x) = 0 upravime na tvar x = g(x).

@ Ovéfime podminky konvergence.

@ Zvolime pocatecni aproximaci xo € (a, b), j. z intervalu, na
némz lezi alespon jedno feSeni rovnice f(x) = 0.

® Xki1 = g(Xk)

@ Vypocet ukoncime, jestlize pro néjaké k € N plati
Xk — Xk—1| < e.

né nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda te¢en)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Podminky konvergence

Jestlize definujeme metriku d predpisem d(x,y) = |x — y| pro
Vx,y € 1, je dvojice (/, d) Gplny metricky prostor. Abychom
mohli pouzit Banachovu vétu o pevném bodu, zobrazeni g na
intervalu / musi byt kontrakce. To se vSak Spatné ovérfuje.
Ovérime proto ekvivalentni podminku.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Podminky konvergence

Theorem

Necht je dana funkce g : | — I, kde | = (a, b). Necht ma funkce
g na intervalu | derivaci a necht existuje o € R tak, Ze plati

max |g'(x)| < a < 1.
xel

Pak na intervalu | existuje pravé jeden pevny bod X zobrazeni
g. Zvolime-li xg € | libovolné, pak X = nlim Xn, kde Xx11 = g(Xk)
— 00

prok=1,2,....

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda te¢en)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Metoda prosté iterace muze konvergovat. . .

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda te¢en)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

... stejné jako divergovat

Y
Go) e, oo 5
y=g(x)
y=x
/)5 SXRIITIIRS o
g(xo) e

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Déleni itervalu, na némz lezi néjaké reseni
Newtonova metoda (metoda tecen)
Nékteré numerické metody Metoda prosté iterace

Vyhodnoceni metody

@ Metoda nemusi konvergovat. Konvergence / divergence
zalezi na funkci g(x) ve vyjadreni x = g(x).

@ P¥i ovéfovani podminek konvergence musime ovéfit, ze
funkce g(x) mé derivaci na daném intervalu /, a najit
maximum této derivace na daném intervalu. To muze byt
pracne.

@ P¥i volbé pocatecni aproximace se musime pohybovat
uvnitf intervalu /.

@ Vlastni vypocet je snadny — hledame pouze funkéni
hodnoty funkce g(x).

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Pred tim, nez zacnete fesit jakékoli priklady, si proctéte plnou
verzi ucebniho textu!

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Ptiloha Procvi¢ovani latky

MozZnosti opakovani

Pomoci nasledujicich maplett si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, zkontrolovat
jejich spravnost, pripadné si pfipomenout teoretické poznatky potfebné pro aplikaci
numerickych metod probiranych v této kapitole.

@ Vypodet funkénich hodnot
e Grafy nékterych elementarnich funkci
© Grafy funkci



http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniElemFci.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniGrafu.html

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Pfiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce pfikladi. Kromé nich
mUZete pro svou samostatnou praci pouzivat také nase doplnikové elektronické zdroje.

Pred spusténim tohoto souboru je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, Ze tyto
aplikace nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout v§echny nuance probirané latky!

@ Numerické metody Ffegeni jedné nelinearni rovnice

é nelinearni rovnice



http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Nelinearni_rovnice.exe

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Pri feSeni nasledujicich pfikladi zkuste aplikovat rizné
strategie reSeni. VSimejte si, jaka je jejich Casova narocnost.
Muzete vyuzivat vypocetni techniku. Sami zvazte, nakolik pfi
fedeni téchto zadani vyuZzijete numerické metody, a jakou roli
pri feSeni hraji teoretické poznatky ziskané v jinych
predmétech.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Je dana rovnice 10sin(2x + 0.1) — x — 1 = 0. Sefad'me jeji
kladna feSeni podle velikosti od nejmensiho po nejvétsi a
oznaCme je Xp, Xy, X2, . . .. Libovolnou metodou s presnosti
e = 0,01 najdéte x4 této posloupnosti.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Jsou dany tyto dvé rovnice: x2 + 3sin2x — 4 = 0 a dale
In2x +4x3 — 2 = 0. Jedna z nich ma na intervalu (2, 3) fegeni.
Libovolnou metodou s pfesnosti ¢ = 0,01 ho najdéte.

Numerické fe$eni jedné nelinearni rovnice



Numerické reSeni soustav nelinearnich rovnic

Matematika 3

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



e Formulace problému a oznaceni

@ Nalezeni vhodné pocatecni aproximace
e Newtonova metoda

@ Metoda prosté iterace

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Formulace problému

Najdéte feSeni soustavy n nelinearnich rovnic o n neznamych.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Motivace — priklady

@ Hledani extrém funkce vice proménnych.
@ Funkéni hodnoty funkce komplexni proménné.
@ Pruaseciky rovinnych / prostorovych atvara.

Numerick ni soustav nelinearnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Motivace — priklady

Je dana funkce f(z) = & + Rz — |z|3z. Zjistéte, pro ktera z
plati, ze |f(z)| = aarg f(z) = %.

Ze zadani vyplyva, Zze mame najit feSeni rovnice
e + Rz —|z|Sz = 1 + j. Rozepsanim ziskame soustavu

efcosy +y\/x2+y2 = 1

e¥siny+x = 1

To je soustava dvou nelineérnich rovnic o dvou neznamych.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Motivace — priklady

Priklad soustavy tfi nelinearnich rovnic o tfech neznamych:

Najdéte priseciky ploch:
X2 2 2
Ztgtg 5 =0
X2 y2
Z+E+2Z = 0
X2 2 22
T 4tg > =0

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Motivace — priklady

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic




// arrays of specially-named sections of the model tree  
var PDObjsArray      = new Array();  
var PDPosArray       = new Array();  
var PDTransformArray = new Array();  
var PDCount = 0;  
var bbnodes = new Array(); // stores the billboard meshes 
var bbtrans = new Array(); // stores the billboard transforms 
var bbcount = 0;           // how many billboard meshes are there? 
  
var zero=new Vector3(0,0,0); 
 
var nodes=scene.nodes; 
var nodescount=nodes.count; 
for(var i=0; i < nodescount; i++) { 
  var node=nodes.getByIndex(i);  
  var name=node.name; 
  if ( name.indexOf("Billboard") > -1 ) {  
        var nodeMatrix = node.transform; 
        var c=nodeMatrix.translation; // position 
        var d=Math.pow(Math.abs(nodeMatrix.determinant),1.0/3.0); // scale 
        bbnodes.push(node); 
        bbtrans.push(Matrix4x4().scale(d,d,d).translate(c)); 
  } 
  if ( name.indexOf("LinePrettyDrawing") > -1 ) {  
    PDObjsArray[PDCount] = node;  
    PDPosArray[PDCount] = node.transform.translation.add(node.computeBoundingBox().center); 	// center position (vector3)  
    PDTransformArray[PDCount] = Matrix4x4(node.transform);  
    PDCount++;  
  }  
  
} 
bbcount=bbnodes.length; 
 
billboardHandler=new RenderEventHandler(); 
billboardHandler.onEvent=function(event) 
{ 
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);  
  var position=camera.position; 
  var direction=position.subtract(camera.targetPosition); 
  var up=camera.up.subtract(position); 
  var T=new Matrix4x4(); 
  T.setView(zero,direction,up); 
 
  for (var j = 0; j < bbcount; j++) { 
    bbnodes[j].transform.set(T.multiply(bbtrans[j])); 
  } 
 
  // Loop through all PDs shifting them slighly towards the camera position.  
  for (j = 0; j < PDCount; j++) {  
    PDObjsArray[j].transform.set(PDTransformArray[j].translate(position.subtract(PDPosArray[j]).scale(0.0001)));  
  }  
  runtime.refresh();  
} 
  
runtime.addEventHandler(billboardHandler);  
 



////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// (C) 2012, Alexander Grahn
//
// 3Dmenu.js
//
// version 20120912
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//
// 3D JavaScript used by media9.sty
//
// Extended functionality of the (right click) context menu of 3D annotations.
//
//  1.) Adds the following items to the 3D context menu:
//
//   * `Generate Default View'
//
//      Finds good default camera settings, returned as options for use with
//      the \includemedia command.
//
//   * `Get Current View'
//
//      Determines camera, cross section and part settings of the current view,
//      returned as `VIEW' section that can be copied into a views file of
//      additional views. The views file is inserted using the `3Dviews' option
//      of \includemedia.
//
//   * `Cross Section'
//
//      Toggle switch to add or remove a cross section into or from the current
//      view. The cross section can be moved in the x, y, z directions using x,
//      y, z and X, Y, Z keys on the keyboard and be tilted against and spun
//      around the upright Z axis using the Up/Down and Left/Right arrow keys.
//
//  2.) Enables manipulation of position and orientation of indiviual parts in
//      the 3D scene. Parts which have been selected with the mouse can be
//      moved around and rotated like the cross section as described above, as
//      well as scaled using the s and S keys.
//
// This work may be distributed and/or modified under the
// conditions of the LaTeX Project Public License, either version 1.3
// of this license or (at your option) any later version.
// The latest version of this license is in
//   http://www.latex-project.org/lppl.txt
// and version 1.3 or later is part of all distributions of LaTeX
// version 2005/12/01 or later.
//
// This work has the LPPL maintenance status `maintained'.
//
// The Current Maintainer of this work is A. Grahn.
//
// The code borrows heavily from Bernd Gaertners `Miniball' software,
// originally written in C++, for computing the smallest enclosing ball of a
// set of points; see: http://www.inf.ethz.ch/personal/gaertner/miniball.html
//
////////////////////////////////////////////////////////////////////////////////
//host.console.show();

//constructor for doubly linked list
function List(){
  this.first_node=null;
  this.last_node=new Node(undefined);
}
List.prototype.push_back=function(x){
  var new_node=new Node(x);
  if(this.first_node==null){
    this.first_node=new_node;
    new_node.prev=null;
  }else{
    new_node.prev=this.last_node.prev;
    new_node.prev.next=new_node;
  }
  new_node.next=this.last_node;
  this.last_node.prev=new_node;
};
List.prototype.move_to_front=function(it){
  var node=it.get();
  if(node.next!=null && node.prev!=null){
    node.next.prev=node.prev;
    node.prev.next=node.next;
    node.prev=null;
    node.next=this.first_node;
    this.first_node.prev=node;
    this.first_node=node;
  }
};
List.prototype.begin=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.first_node;
  return(i);
};
List.prototype.end=function(){
  var i=new Iterator();
  i.target=this.last_node;
  return(i);
};
function Iterator(it){
  if( it!=undefined ){
    this.target=it.target;
  }else {
    this.target=null;
  }
}
Iterator.prototype.set=function(it){this.target=it.target;};
Iterator.prototype.get=function(){return(this.target);};
Iterator.prototype.deref=function(){return(this.target.data);};
Iterator.prototype.incr=function(){
  if(this.target.next!=null) this.target=this.target.next;
};
//constructor for node objects that populate the linked list
function Node(x){
  this.prev=null;
  this.next=null;
  this.data=x;
}
function sqr(r){return(r*r);}//helper function

//Miniball algorithm by B. Gaertner
function Basis(){
  this.m=0;
  this.q0=new Array(3);
  this.z=new Array(4);
  this.f=new Array(4);
  this.v=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.a=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.c=new Array(new Array(3), new Array(3), new Array(3), new Array(3));
  this.sqr_r=new Array(4);
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=0;
  this.reset();
}
Basis.prototype.center=function(){return(this.current_c);};
Basis.prototype.size=function(){return(this.m);};
Basis.prototype.pop=function(){--this.m;};
Basis.prototype.excess=function(p){
  var e=-this.current_sqr_r;
  for(var k=0;k<3;++k){
    e+=sqr(p[k]-this.current_c[k]);
  }
  return(e);
};
Basis.prototype.reset=function(){
  this.m=0;
  for(var j=0;j<3;++j){
    this.c[0][j]=0;
  }
  this.current_c=this.c[0];
  this.current_sqr_r=-1;
};
Basis.prototype.push=function(p){
  var i, j;
  var eps=1e-32;
  if(this.m==0){
    for(i=0;i<3;++i){
      this.q0[i]=p[i];
    }
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[0][i]=this.q0[i];
    }
    this.sqr_r[0]=0;
  }else {
    for(i=0;i<3;++i){
      this.v[this.m][i]=p[i]-this.q0[i];
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      this.a[this.m][i]=0;
      for(j=0;j<3;++j){
        this.a[this.m][i]+=this.v[i][j]*this.v[this.m][j];
      }
      this.a[this.m][i]*=(2/this.z[i]);
    }
    for(i=1;i<this.m;++i){
      for(j=0;j<3;++j){
        this.v[this.m][j]-=this.a[this.m][i]*this.v[i][j];
      }
    }
    this.z[this.m]=0;
    for(j=0;j<3;++j){
      this.z[this.m]+=sqr(this.v[this.m][j]);
    }
    this.z[this.m]*=2;
    if(this.z[this.m]<eps*this.current_sqr_r) return(false);
    var e=-this.sqr_r[this.m-1];
    for(i=0;i<3;++i){
      e+=sqr(p[i]-this.c[this.m-1][i]);
    }
    this.f[this.m]=e/this.z[this.m];
    for(i=0;i<3;++i){
      this.c[this.m][i]=this.c[this.m-1][i]+this.f[this.m]*this.v[this.m][i];
    }
    this.sqr_r[this.m]=this.sqr_r[this.m-1]+e*this.f[this.m]/2;
  }
  this.current_c=this.c[this.m];
  this.current_sqr_r=this.sqr_r[this.m];
  ++this.m;
  return(true);
};
function Miniball(){
  this.L=new List();
  this.B=new Basis();
  this.support_end=new Iterator();
}
Miniball.prototype.mtf_mb=function(it){
  var i=new Iterator(it);
  this.support_end.set(this.L.begin());
  if((this.B.size())==4) return;
  for(var k=new Iterator(this.L.begin());k.get()!=i.get();){
    var j=new Iterator(k);
    k.incr();
    if(this.B.excess(j.deref()) > 0){
      if(this.B.push(j.deref())){
        this.mtf_mb(j);
        this.B.pop();
        if(this.support_end.get()==j.get())
          this.support_end.incr();
        this.L.move_to_front(j);
      }
    }
  }
};
Miniball.prototype.check_in=function(b){
  this.L.push_back(b);
};
Miniball.prototype.build=function(){
  this.B.reset();
  this.support_end.set(this.L.begin());
  this.mtf_mb(this.L.end());
};
Miniball.prototype.center=function(){
  return(this.B.center());
};
Miniball.prototype.radius=function(){
  return(Math.sqrt(this.B.current_sqr_r));
};

//functions called by menu items
function calc3Dopts () {
  //create Miniball object
  var mb=new Miniball();
  //auxiliary vector
  var corner=new Vector3();
  //iterate over all visible mesh nodes in the scene
  for(i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    if(!mesh.visible) continue;
    //local to parent transformation matrix
    var trans=mesh.transform;
    //build local to world transformation matrix by recursively
    //multiplying the parent's transf. matrix on the right
    var parent=mesh.parent;
    while(parent.transform){
      trans=trans.multiply(parent.transform);
      parent=parent.parent;
    }
    //get the bbox of the mesh (local coordinates)
    var bbox=mesh.computeBoundingBox();
    //transform the local bounding box corner coordinates to
    //world coordinates for bounding sphere determination
    //BBox.min
    corner.set(bbox.min);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //BBox.max
    corner.set(bbox.max);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    //remaining six BBox corners
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.min.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.min.y, bbox.max.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
    corner.set(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.min.z);
    corner.set(trans.transformPosition(corner));
    mb.check_in(new Array(corner.x, corner.y, corner.z));
  }
  //compute the smallest enclosing bounding sphere
  mb.build();
  //
  //current camera settings
  //
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var res=''; //initialize result string
  //aperture angle of the virtual camera (perspective projection) *or*
  //orthographic scale (orthographic projection)
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov*180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('\n3Daac=%s,', aac);
  }else{
      camera.viewPlaneSize=2.*mb.radius();
      res+=host.util.printf('\n3Dortho=%s,', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  //camera roll
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('\n3Droll=%s,',roll);
  //target to camera vector
  var c2c=new Vector3();
  c2c.set(camera.position);
  c2c.subtractInPlace(camera.targetPosition);
  c2c.normalize();
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('\n3Dc2c=%s %s %s,', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  //
  //new camera settings
  //
  //bounding sphere centre --> new camera target
  var coo=new Vector3();
  coo.set((mb.center())[0], (mb.center())[1], (mb.center())[2]);
  if(coo.length)
    res+=host.util.printf('\n3Dcoo=%s %s %s,', coo.x, coo.y, coo.z);
  //radius of orbit
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var roo=mb.radius()/ Math.sin(aac * Math.PI/ 360.);
  }else{
    //orthographic projection
    var roo=mb.radius();
  }
  res+=host.util.printf('\n3Droo=%s,', roo);
  //update camera settings in the viewer
  var currol=camera.roll;
  camera.targetPosition.set(coo);
  camera.position.set(coo.add(c2c.scale(roo)));
  camera.roll=currol;
  //determine background colour
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('\n3Dbg=%s %s %s,', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  //determine lighting scheme
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+=host.util.printf('\n3Dlights=%s,', curlights);
  //determine global render mode
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      currender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      currender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      currender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      currender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      currender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      currender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      currender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      currender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      currender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      currender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      currender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      currender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      currender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      currender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(currender!='Solid')
    res+=host.util.printf('\n3Drender=%s,', currender);
  //write result string to the console
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Copy and paste the following text to the\n'+
    '%% option list of \\includemedia!\n%%' + res + '\n');
}

function get3Dview () {
  var camera=scene.cameras.getByIndex(0);
  var coo=camera.targetPosition;
  var c2c=camera.position.subtract(coo);
  var roo=c2c.length;
  c2c.normalize();
  var res='VIEW%=insert optional name here\n';
  if(!(coo.x==0 && coo.y==0 && coo.z==0))
    res+=host.util.printf('  COO=%s %s %s\n', coo.x, coo.y, coo.z);
  if(!(c2c.x==0 && c2c.y==-1 && c2c.z==0))
    res+=host.util.printf('  C2C=%s %s %s\n', c2c.x, c2c.y, c2c.z);
  if(roo > 1e-9)
    res+=host.util.printf('  ROO=%s\n', roo);
  var roll = camera.roll*180/Math.PI;
  if(host.util.printf('%.4f', roll)!=0)
    res+=host.util.printf('  ROLL=%s\n', roll);
  if(camera.projectionType==camera.TYPE_PERSPECTIVE){
    var aac=camera.fov * 180/Math.PI;
    if(host.util.printf('%.4f', aac)!=30)
      res+=host.util.printf('  AAC=%s\n', aac);
  }else{
    if(host.util.printf('%.4f', camera.viewPlaneSize)!=1)
      res+=host.util.printf('  ORTHO=%s\n', 1./camera.viewPlaneSize);
  }
  rgb=scene.background.getColor();
  if(!(rgb.r==1 && rgb.g==1 && rgb.b==1))
    res+=host.util.printf('  BGCOLOR=%s %s %s\n', rgb.r, rgb.g, rgb.b);
  switch(scene.lightScheme){
    case scene.LIGHT_MODE_FILE:
      curlights='Artwork';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NONE:
      curlights='None';break;
    case scene.LIGHT_MODE_WHITE:
      curlights='White';break;
    case scene.LIGHT_MODE_DAY:
      curlights='Day';break;
    case scene.LIGHT_MODE_NIGHT:
      curlights='Night';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BRIGHT:
      curlights='Hard';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RGB:
      curlights='Primary';break;
    case scene.LIGHT_MODE_BLUE:
      curlights='Blue';break;
    case scene.LIGHT_MODE_RED:
      curlights='Red';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CUBE:
      curlights='Cube';break;
    case scene.LIGHT_MODE_CAD:
      curlights='CAD';break;
    case scene.LIGHT_MODE_HEADLAMP:
      curlights='Headlamp';break;
  }
  if(curlights!='Artwork')
    res+='  LIGHTS='+curlights+'\n';
  switch(scene.renderMode){
    case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='BoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
      defaultrender='TransparentBoundingBox';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
      defaultrender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
      defaultrender='Vertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
      defaultrender='ShadedVertices';break;
    case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
      defaultrender='Wireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
      defaultrender='ShadedWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID:
      defaultrender='Solid';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
      defaultrender='Transparent';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
      defaultrender='SolidWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
      defaultrender='TransparentWireframe';break;
    case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
      defaultrender='Illustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
      defaultrender='SolidOutline';break;
    case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
      defaultrender='ShadedIllustration';break;
    case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
      defaultrender='HiddenWireframe';break;
  }
  if(defaultrender!='Solid')
    res+='  RENDERMODE='+defaultrender+'\n';
  for(var i=0;i<scene.meshes.count;i++){
    var mesh=scene.meshes.getByIndex(i);
    var meshUTFName = '';
    for (var j=0; j<mesh.name.length; j++) {
      var theUnicode = mesh.name.charCodeAt(j).toString(16);
      while (theUnicode.length<4) theUnicode = '0' + theUnicode;
      meshUTFName += theUnicode;
    }
    var end=mesh.name.lastIndexOf('.');
    if(end>0) var meshUserName=mesh.name.substr(0,end);
    else var meshUserName=mesh.name;
    respart='  PART='+meshUserName+'\n';
    respart+='    UTF16NAME='+meshUTFName+'\n';
    defaultvals=true;
    if(!mesh.visible){
      respart+='    VISIBLE=false\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(mesh.opacity<1.0){
      respart+='    OPACITY='+mesh.opacity+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    currender=defaultrender;
    switch(mesh.renderMode){
      case scene.RENDER_MODE_BOUNDING_BOX:
        currender='BoundingBox';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX:
        currender='TransparentBoundingBox';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_BOUNDING_BOX_OUTLINE:
        currender='TransparentBoundingBoxOutline';break;
      case scene.RENDER_MODE_VERTICES:
        currender='Vertices';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_VERTICES:
        currender='ShadedVertices';break;
      case scene.RENDER_MODE_WIREFRAME:
        currender='Wireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_WIREFRAME:
        currender='ShadedWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID:
        currender='Solid';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT:
        currender='Transparent';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID_WIREFRAME:
        currender='SolidWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_TRANSPARENT_WIREFRAME:
        currender='TransparentWireframe';break;
      case scene.RENDER_MODE_ILLUSTRATION:
        currender='Illustration';break;
      case scene.RENDER_MODE_SOLID_OUTLINE:
        currender='SolidOutline';break;
      case scene.RENDER_MODE_SHADED_ILLUSTRATION:
        currender='ShadedIllustration';break;
      case scene.RENDER_MODE_HIDDEN_WIREFRAME:
        currender='HiddenWireframe';break;
      //case scene.RENDER_MODE_DEFAULT:
      //  currender='Default';break;
    }
    if(currender!=defaultrender){
      respart+='    RENDERMODE='+currender+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    if(!mesh.transform.isEqual(origtrans[mesh.name])){
      var lvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(1,0,0));
      var uvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
      var vvec=mesh.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
      respart+='    TRANSFORM='
               +lvec.x+' '+lvec.y+' '+lvec.z+' '
               +uvec.x+' '+uvec.y+' '+uvec.z+' '
               +vvec.x+' '+vvec.y+' '+vvec.z+' '
               +mesh.transform.translation.x+' '
               +mesh.transform.translation.y+' '
               +mesh.transform.translation.z+'\n';
      defaultvals=false;
    }
    respart+='  END\n';
    if(!defaultvals) res+=respart;
  }

  //detect existing Clipping Plane (3D Cross Section)
  var clip=null;
  for(i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    if(
       scene.nodes.getByIndex(i).name == '$$$$$$' ||
       scene.nodes.getByIndex(i).name == 'Clipping Plane'
    ) {
      clip=scene.nodes.getByIndex(i);
    }
  }
  if(clip){
    var centre=clip.transform.translation;
    var normal=clip.transform.transformDirection(new Vector3(0,0,1));
    res+='  CROSSSECT\n';
    if(!(centre.x==0 && centre.y==0 && centre.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    CENTER=%s %s %s\n', centre.x, centre.y, centre.z);
    if(!(normal.x==1 && normal.y==0 && normal.z==0))
      res+=host.util.printf(
        '    NORMAL=%s %s %s\n', normal.x, normal.y, normal.z);
    res+='  END\n';
  }
  res+='END\n';
  host.console.show();
//  host.console.clear();
  host.console.println('%%\n%% Add the following VIEW section to a file of\n'+
    '%% predefined views (See option "3Dviews"!).\n%%\n' +
    '%% The view may be given a name after VIEW=...\n' +
    '%% (Remove \'%\' in front of \'=\'.)\n%%');
  host.console.println(res + '\n');
}

//add items to 3D context menu
runtime.addCustomMenuItem("dfltview", "Generate Default View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("currview", "Get Current View", "default", 0);
runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);

//menu event handlers
menuEventHandler = new MenuEventHandler();
menuEventHandler.onEvent = function(e) {
  switch(e.menuItemName){
    case "dfltview": calc3Dopts(); break;
    case "currview": get3Dview(); break;
    case "csection":
      addremoveClipPlane(e.menuItemChecked);
      break;
  }
};
runtime.addEventHandler(menuEventHandler);

//global variable taking reference to currently selected mesh node;
var mshSelected=null;
selectionEventHandler=new SelectionEventHandler();
selectionEventHandler.onEvent=function(e){
  if(e.selected && e.node.constructor.name=="Mesh"){
    mshSelected=e.node;
  }else{
    mshSelected=null;
  }
}
runtime.addEventHandler(selectionEventHandler);

cameraEventHandler=new CameraEventHandler();
cameraEventHandler.onEvent=function(e){
  runtime.removeCustomMenuItem("csection");
  runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 0);
  for(i=0; i<scene.nodes.count; i++){
    if(
       scene.nodes.getByIndex(i).name == '$$$$$$' ||
       scene.nodes.getByIndex(i).name == 'Clipping Plane'
    ) {
      runtime.removeCustomMenuItem("csection");
      runtime.addCustomMenuItem("csection", "Cross Section", "checked", 1);
    }
  }
}
runtime.addEventHandler(cameraEventHandler);

//key event handler for moving, spinning and tilting objects
keyEventHandler=new KeyEventHandler();
keyEventHandler.onEvent=function(e){
  var target=null;
  var backtrans=new Matrix4x4();
  if(mshSelected){
    target=mshSelected;
    var trans=target.transform;
    var parent=target.parent;
    while(parent.transform){
      //build local to world transformation matrix
      trans.multiplyInPlace(parent.transform);
      //also build world to local back-transformation matrix
      backtrans.multiplyInPlace(parent.transform.inverse.transpose);
      parent=parent.parent;
    }
    backtrans.transposeInPlace();
  }else{
    try {
      target=scene.nodes.getByName("Clipping Plane");
    }catch(e){
      var ndcnt=scene.nodes.count;
      target=scene.createClippingPlane();
      if(ndcnt!=scene.nodes.count){
        target.remove();
        target=null;
      }
    }
  }
  if(!target) return;
  switch(e.characterCode){
    case 30://tilt up
      tiltTarget(target, -Math.PI/900);
      break;
    case 31://tilt down
      tiltTarget(target, Math.PI/900);
      break;
    case 28://spin right
      spinTarget(target, -Math.PI/900);
      break;
    case 29://spin left
      spinTarget(target, Math.PI/900);
      break;
    case 120: //x
      translateTarget(target, new Vector3(1,0,0), e);
      break;
    case 121: //y
      translateTarget(target, new Vector3(0,1,0), e);
      break;
    case 122: //z
      translateTarget(target, new Vector3(0,0,1), e);
      break;
    case 88: //shift + x
      translateTarget(target, new Vector3(-1,0,0), e);
      break;
    case 89: //shift + y
      translateTarget(target, new Vector3(0,-1,0), e);
      break;
    case 90: //shift + z
      translateTarget(target, new Vector3(0,0,-1), e);
      break;
    case 115: //s
      scaleTarget(target, 1, e);
      break;
    case 83: //shift + s
      scaleTarget(target, -1, e);
      break;
  }
  if(mshSelected)
    target.transform.multiplyInPlace(backtrans);
}
runtime.addEventHandler(keyEventHandler);

function tiltTarget(t,a){
  var centre=new Vector3();
  if(mshSelected) {
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
  }else{
    centre.set(t.transform.translation);
  }
  var rotVec=t.transform.transformDirection(new Vector3(0,1,0));
  rotVec.normalize();
  t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
  t.transform.rotateAboutVectorInPlace(a, rotVec);
  t.transform.translateInPlace(centre);
}

function spinTarget(t,a){
  var centre=new Vector3();
  var rotVec=new Vector3(0,0,1);
  if(mshSelected) {
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
    rotVec.set(t.transform.transformDirection(rotVec));
    rotVec.normalize();
  }else{
    centre.set(t.transform.translation);
  }
  t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
  t.transform.rotateAboutVectorInPlace(a, rotVec);
  t.transform.translateInPlace(centre);
}

//translates object by amount calculated based on Canvas size
function translateTarget(t, d, e){
  var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
  if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
    var scale=Math.tan(cam.fov/2)
              *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }else{
    var scale=cam.viewPlaneSize/2
              /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
  }
  t.transform.translateInPlace(d.scale(scale));
}

//scales object by amount calculated based on Canvas size
function scaleTarget(t, d, e){
  if(mshSelected) {
    var bbox=t.computeBoundingBox();
    var diag=new Vector3(bbox.max.x, bbox.max.y, bbox.max.z);
    diag.subtractInPlace(bbox.min);
    var dlen=diag.length;

    var cam=scene.cameras.getByIndex(0);
    if(cam.projectionType==cam.TYPE_PERSPECTIVE){
      var scale=Math.tan(cam.fov/2)
                *cam.targetPosition.subtract(cam.position).length
                /dlen
                /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
    }else{
      var scale=cam.viewPlaneSize/2
                /dlen
                /Math.min(e.canvasPixelWidth,e.canvasPixelHeight);
    }
    var centre=new Vector3();
    centre.set(t.transform.transformPosition(t.computeBoundingBox().center));
    t.transform.translateInPlace(centre.scale(-1));
    t.transform.scaleInPlace(1+d*scale);
    t.transform.translateInPlace(centre);
  }
}

function addremoveClipPlane(chk) {
  var clip=scene.createClippingPlane();
  if(chk){
    //add Clipping Plane and place its center either into the camera target
    //position or into the centre of the currently selected mesh node
    var centre=new Vector3();
    if(mshSelected){
      //local to parent transformation matrix
      var trans=mshSelected.transform;
      //build local to world transformation matrix by recursively
      //multiplying the parent's transf. matrix on the right
      var parent=mshSelected.parent;
      while(parent.transform){
        trans=trans.multiply(parent.transform);
        parent=parent.parent;
      }
      //get the centre of the mesh (local coordinates)
      centre.set(mshSelected.computeBoundingBox().center);
      //transform the local coordinates to world coords
      centre.set(trans.transformPosition(centre));
      mshSelected=null;
    }else{
      centre.set(scene.cameras.getByIndex(0).targetPosition);
    }
    clip.transform.setView(
      new Vector3(0,0,0), new Vector3(1,0,0), new Vector3(0,1,0));
    clip.transform.translateInPlace(centre);
  }else{
    clip.remove();
  }
}

//function to store current transformation matrix of all mesh nodes in the scene
function getCurTrans() {
  var nc=scene.meshes.count;
  var tA=new Array(nc);
  for(var i=0; i<nc; i++){
    var cm=scene.meshes.getByIndex(i);
    tA[cm.name]=new Matrix4x4(cm.transform);
  }
  return tA;
}

//function to restore transformation matrices given as arg
function restoreTrans(tA) {
  for(var i=0; i<tA.length; i++){
    var msh=scene.meshes.getByIndex(i);
    msh.transform.set(tA[msh.name]);
  }
}

//store original transformation matrix of all mesh nodes in the scene
var origtrans=getCurTrans();

//set initial state of "Cross Section" menu entry
cameraEventHandler.onEvent(1);

//host.console.clear();



Formulace problému a oznaéeni

Pouzité oznaceni

@ ,Dlouhy* z4pis soustavy n linearnich rovnic o n

neznamych xi, Xo, ..., Xp:
f1(X1,...Xn) =0
f2(X1,...Xn) =0
fn(X1,Xn) — 0

@ Vektorovy zépis F(x) = 0, kde F = (fy,...,f),
X =(xq,...,X,)" je vektor neznamych a o je nulovy vektor.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Dosud znamé vs. novy pohled

Ze stfedni Skoly umite feSit soustavy s jednou kvadratickou a
jednou linearni rovnici, jejichz geometricka interpretace je
hledani pruseciku pfimky a kuzelosecky. Jiz dfive jsme si
ukazali metody na hledani feSeni jedné nelinearni rovnice.

Nyni si ukazeme, jak podobnym zplsobem fesit soustavy
nelinearnich rovnic. Budeme modifikovat dvé z metod na feSeni
jedné nelinearni rovnice.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Postup rfeseni

Podobné jako v pfipadé jedné nelinearni rovnice nelze ani tuto
ulohu fesit ,rovnou”. Opét musime postupovat ve dvou krocich:

@ Zjistit kolik feseni zadana soustava rovnic ma a urcit jejich
pribliznou polohu.

@ V oblasti, kterou si uréime, hledat pozadované feseni.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Nalezeni vhodné pocateéni aproximace

Urceni oblasti, kde lezi reSeni

Jednd se o pomérné slozitou otazku. Zcela jisté nemizeme v
obecném pfipadé vyuZzit postupy znamé pro jednu nelinearni
rovnici. MUzeme vychazet ze zkuSenosti, resp. zkousSet riizné
pocatecni aproximace.

V pfipadé, ze mame soustavu dvou nelinearnich rovnic o dvou
neznamych, je tloha podobné jako pfi separaci korent jedné
nelinearni rovnice vyrazné jednodussi. Uloha je ekvivalentni
hledani priseciku dvou kfivek v roviné. Tyto kfivky mizeme
(nechat) vykresilit.

Jinymi postupy se zabyvat nebudeme — budeme fesit bud
soustavy dvou rovnic o dvou neznamych nebo vétsi soustavy
ale takové, u nichz bude pocatec¢ni aproximace zadana.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Nalezeni vhodné pocateéni aproximace

Jednoduchy priklad

Example
UrCete oblast, kde lezi feSeni soustavy rovnic

x> +2x+y?—6y = 6
4x? —32x+9y?> - 72y = —64

Obé rovnice prevedeme na Uplny Ctverec a pomoci
stredoskolskych znalosti ur¢ime, ze mame za kol najit
prasecik kruznice a elipsy.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Nalezeni vhodné pocateéni aproximace

Jednoduchy priklad

N7 B S R B T

Po&ateéni aproximaci tedy miizeme volit napt. x(© = (0,7)7,
resp. napt. x(0 = (2,0)7.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Nalezeni vhodné pocateéni aproximace

Narocnéjsi priklad

Reseni soustavy eXtY + cos(x —y)=0,eY —sin(x+y)=0.




Newtonova metoda

Nastin metody

Budeme modifikovat Newtonovu metodu pro jednu nelinearni
rovnici f(x) = 0. Pfipomerime, Ze jsme pouzivali vzorec

ka
X1 = Xk — f’((Xk))’

resp. jsme fesili rovnici f(xx) + f'(xk)(x — xx) = 0.

Vyuzijeme podobné myslenky, ale musime si uvédomit, ze:
@ mame soustavu rovnic, nikoliv jednu rovnici,

@ musime najit ekvivalent derivace f'(x) pro vice
neznamych.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Newtonova metoda

Odvozeni vzorce

Zname-li aproximaci x(¥), pak aproximaci x(**1) uré¢ime ze
vztahu

x4 = x®) (P (®)) - F(x)
Vzorec je analogii vzorce pro Newtonovu metodu pro jednu
nelinearni rovnici, pficemz
@ pracujeme nikoliv s Cisly ale s maticemi a vektory,

e vyraz F/(x(K) je matice (ne &islo), proto nemuize byt ve
jmenovateli zlomku; ve vzorci se vyskytuje inverzni matice
(to je ale problém!).

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Newtonova metoda

Vyznam F'(x(K)

Misto hodnot derivace f(xx) v pfipadé jedné nelinearni rovnice
pracujeme s matici parcidlnich derivaci F'(x(¥)).

gﬂ ( (k)) ofy (X k)) o %(x(k))
Fl(x(k)) o %(x( )) 8)’;22 (x( )) e g—;zn(X(k))
S (x(k)) S (x() .. Gh(x(k)

Hledame hodnoty v§ech parcialnich derivaci v bodé, resp.
vektoru, x(K) = (xk, ... xf)T.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Newtonova metoda

Odvozeni vzorce (pokr.)

Vzorec musime upravit do vhodnéjsiho tvaru.

XU+ = x(®) — (F(x(®))) " F(x(0))
F'(x(9)) . x(k+1) = F/(x(K)) . x(K) — F(x(K)
F’(x(k)) . (x(k'H) — x(k)) = _F(x(k))

Oznagime-li 6(K) = x(k+1) — x(h) — (518 5UNT pak tesime
soustavu rovnic, jejiz maticovy zapis je

F'(xk)) . 5k = —F(x(k)

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Newtonova metoda

@ Odhadneme po&ateéni aproximaci x(©).

@ Podminky konvergence neovéfujeme (overovani presahuje
ramec predmeétu).

@ Pocitame podle vzorce

x(k+1) = x(8) 4 50,
kde 6(%) je Fegenim soustavy n linearnich rovnic o n

neznamych
F/(x(k)) . 6K = —F(x(k)

@ Vypocet ukonCime, jestlize pro néjaké k € N plati
16| < e.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Newtonova metoda

Problémy

@ UrCeni oblasti, kde lezi feSeni, tj. volba vhodné pocCatecni
aproximace, je komplikované.

@ Musime urcit vSechny parcialni derivace a jejich hodnoty v
prislusnych bodech.

@ V kazdém kroku algoritmu feSime soustavu n linearnich
rovnic o n neznamych. Ta maze mit zadné, praveé jedno
nebo nekone¢né mnoho fesSeni. (Jak, tj. jakou metodou,
budeme hledat jeji feseni? Najdeme presné nebo jen
priblizné feseni? Jak zaru¢ime konvergenci? Jak
pozname, Ze se vyskytl problém?)

@ V pribéhu odvozovani vzorce jsme nasobili inverzni matici
k matici F'(x(%)) — ta ale vibec nemusi existovat.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Metoda prosté iterace

Metoda prosté iterace

Podobné jako u Newtonovy metody postupujeme analogicky
jako v pfipadu jedné rovnice. Soustavu F(x) = o upravime na

tvar
x = G(x), (1)
kde G = (g1,...,9n)", coZ miizeme rozepsat jako
x1 = gi(x1,X2,...,Xn) (2)
X2 = Qo(X1,X2,...,Xn)
Xn = Gn(X1,X2,...,Xn)

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Metoda prosté iterace

Metoda prosté iterace

Opét zvolime po&ateéni aproximaci x(%) a pogitame
posloupnost postupnych aproximaci z iteraniho vztahu

xE+H1) = G(x(K))y (3)

Podobné jako v pfipadé jedné rovnice musime ovérit podminky
konvergence pro zvoleny iteracni tvar. Ovérujeme skutecnosti o
fadkové nebo sloupcové normé matice, ktera popisuje chovani
parcialnich derivaci funkci g;, i = 1, ..., n na oblasti, na které
hledame feSeni soustavy rovnic.

(podrobnosti viz plna verze skript)
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Ptiloha Procvi¢ovani latky

Pred tim, nez zacnete fesit jakékoli pfiklady, si proctéte plnou
verzi ucebniho textu!

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Moznosti opakovani

Pomoci nasledujicich maplett si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, zkontrolovat
jejich spravnost, pfipadné si pfipomenout teoretické poznatky potrebné pro aplikaci
numerickych metod probiranych v této kapitole.

@ Parcialni derivace
e Analytické feSeni soustavy linedrnich rovnic



http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/parcialniDerivace.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Ptiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce prikladil. Kromé nich
mUZete pro svou samostatnou praci pouzivat také nase doplikové elektronické zdroje.

Pred spusténim tohoto souboru je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, Ze tyto
aplikace nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout v§echny nuance probirané latky!

@ Numerické metody fe$eni soustavy nelinearnich rovnic



http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Soustavy_nelinearnich_rovnic.exe

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Pri feSeni nasledujicich pfikladl zkuste aplikovat rizné
strategie feSeni. VSimejte si, jaka je jejich Casova narocnost.
Muzete vyuzivat vypocetni techniku. Sami zvazte, nakolik pfi
feSeni téchto zadani vyuzijete numerické metody, a jakou roli
pfi feSeni hraji teoretické poznatky ziskané v jinych
predmétech.
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Ptiloha Procvicovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example

Chcete najit prisecik dvou kruznic: jedné, ktera ma stfed v
bodeé [3, 3] a polomér r = 2, a druhé, ktera ma stfed v bodé
[1,1] a polomér r = 3. Hledate ten z praseciki, jehoz x—ova
souradnice je vétsi. Zvolte si vhodnou pocatecni aproximaci a
proved'te nékolik krokli Newtonovy metody. Poté zkuste najit
pocatecni aproximaci takovou, ze prisluSna soustava linearnich
rovnic nema prave jedno feseni.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Pro z = x + jy hledate feSeni rovnice

j22 + |22 — Sz + jRz = 3 + 2j. Provedte nékolik krokd
Newtonovy metody pro pocate¢ni aproximaci zop = 1 + j. Poté
zkuste najit pocatecni aproximaci takovou, Ze prislusna
soustava lineérnich rovnic nema pravé jedno reseni.

Numerickeé feseni soustav nelinearnich rovnic



Aproximace funkci: interpolace

Matematika 3

Aproximace funkci: interpolace



0 Formulace problému a oznaceni

9 Intgrpolace algebraickymi polynomy
@ Resitelnost ulohy

@ Konstrukce interpolacniho polynomu
@ Konstrukce v Lagrangeové tvaru
@ Konstrukce v Newtonoveé tvaru

@ Vyuziti a omezeni
e Interpolace pomoci splajnu

@ Splajn vs. interpolacni polynom
@ Konstrukce pfirozeného kubického splajnu

Aproximace funkei: interpolace



Formulace problému a oznaéeni

Formulace problému

@ Je dana mnozina bodu [x;, yi], i > 2.
Najdéte funkci f(x), ktera prochazi zadanymi body.

@ (alternativné) Je dana funkce f(x) ainterval | = (a, b).
Na intervalu / nahrad'te funkci f(x) funkci, ktera je

v v

Jednodussi®.

Aproximace funkei: interpolace



Formulace problému a oznaéeni

Formulace problému

V dal§im textu budeme zadané body misto [x;, y;] oznaCovat
jako [x;, fi], resp. [xi, f(x;)], kde

@ fi bude znacit hodnotu hledané funkce f v bodé x;, tj. zde
predpokladame, ze hleddme neznamou funkci f(x),

@ f(x;) bude znacit funkeni hodnotu funkce f v bodé x;, tj.
zde predpokladame, ze ke znamé funkci f(x) hledame
néjakou jinou, ,jednodussi®.

Body x; budeme nazyvat uzlové body nebo také uzly
interpolace.

Aproximace funkei: interpolace



Formulace problému a oznaéeni

Dosud znamé vs. novy pohled

V 1. roCniku jste se naucili nahrazovat funkce v okoli néjakého
bodu. Znate pojmy Taylorova fada a MacLaurinova rada.
Rozvoj funkci do téchto fad vSak predpoklada, ze zname
funkéni predpis rozvijené funkce. Navic pracujeme jen v okoli
néjakého bodu (stfedu), nikoliv obecné na intervalu.

Nyni si ukdzeme, jak najdeme neznamou funkci, ktera prochazi
predem danymi body.

Aproximace funkei: interpolace



Formulace problému a oznaéeni

Nejprve musime znat odpovédi na dllezité otazky:
@ Je tato Uloha vibec obecné fesitelna?

© Pokud je obecné fesitelna, dostaneme dostatecné
,Jednoduchou* funkci f(x)?

Teprve poté se muzeme zabyvat otazkou:
© Jak funkci f(x) najit?

Aproximace funkei: interpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolacniho polynomu
Vyuziti a omezeni

9 Intgrpolace algebraickymi polynomy
@ Resitelnost ulohy

Aproximace funkei: interpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolacniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Interpolace algebraickymi polynomy

Problém preformulujeme do ,ambiciéznéjsiho” tvaru:

Je ddna mnozina bodu [x;, fi], i > 2. Najdéte polynom P,(x),
ktery proch&zi zadanymi body, tj. takovy polynom, ze

Pn(x;) = fipro Vi € {0,1,...,n}.

Pfipomenme, ze body x; nazyvame uzlové body nebo uzly
interpolace.

Aproximace funkei: interpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolacniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Pro¢ polynom?

@ Polynomy lIze jednoduSe zapsat — staci pracovat pouze s
koeficienty (polynom Ize chapat jako vektor koeficient().

@ Polynom Ize jednodus$e (algoritmicky) derivovat a
integrovat.

@ Pro polynomy existuje cela fada metod nalezeni jejich
kofenu (analytické i numerické metody).

@ Existuje cela fada metod (analytickych i numerickych) na
odhad polohy feSeni.

@ atd. atd.

Aproximace funkei: interpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolacniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Existence a jednoznacnost reSeni

Necht jsou dany body [x;, fi], i = 0,1,..., n. Pak existuje prave
jeden polynom stupné nejvyse n takovy, Ze Pn(x;) = f; pro
Vie {0,1,...,n}.

@ Uloha tedy fesitelna je — polynom navic najdeme
jednoznacné.
@ Stupen polynomu zavisi na poctu bodu — ,nejvyse” n.

(dukaz jednoznacnosti viz plna verze skript)

Aproximace funkci: interpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolaéniho polynomu
Vyuziti a omezeni

9 Interpolace algebraickymi polynomy

@ Konstrukce interpolacniho polynomu

Aproximace fun nterpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolaéniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Konstrukce interpolacniho polynomu v Lagrangeové
tvaru

Pfedpokadejme, ze polynom P,(x) hledame ve tvaru

kde fi(x;) = 1 proi=jali(x) =0proi#j. Timbude zcela
jisté splnéna podminka P,(x;) = f;. Polynomy /;(x) pak mohou
byt nasledujiciho tvaru:

LI )

[(x) = [0 i

i) (Xi — ;)
J=0,...,m; j#i

Aproximace funkei: interpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolaéniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Poznamky

@ Ve jmenovateli polynoma /;(x) ndsobime ¢Cisla. Vysledny
polynom Pj(x) je proto tvaru

f.
Pix)= > it I (x-x)
i=04..n jmenovatel | J=0,....m; j#i

n ,
@ Polynom musime pFevést do tvaru P,(x) = > a;x’.
i=0

@ Pokud chceme interpolaci zpresnit a pfidame dalSi bod,
,znehodnotime* cely vypocet.

Aproximace funkei: interpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolaéniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Konstrukce interpolacniho polynomu v Newtonové
tvaru

Predpokladejme, Zze polynom Pp(x) hleddme ve tvaru

Pn(x) = ag+ai(x—xo)+ax(Xx—Xo)(X—x1)+...+an(Xx—x0) - . . (X—Xn_1).

@ Jak urcit koeficienty a;, i = 0,1,...,n?
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Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolaéniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Pomérné diference

Necht jsou dany body [x;, f(x;)], i =0,1,...,n.
@ Proi=0,1,...,n— 1 nazveme podily

f(xiv1) — f(Xi)

f[Xi, Xip1] = Xt — X
I 1

pomérnymi diferencemi prvniho fadu.
@ Proi=0,...,n— k nazveme podily

fIXiv1, Xivo, - - s Xigk) — FIXi, Xiga, oo Xigk—1]
Xitk — Xi

fIXi, Xig1s - -5 Xipk] =

pomérnymi diferencemi k—tého radu.

Aproximace funkei: interpolace



Resitelnost tlohy
Konstrukce interpolaéniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Interpolace algebraickymi polynomy

Pomeérné diference - priklad vypoctu

V tabulce je dano pét uzlovych bodl a funkénich hodnot v nich,
tj. dvojic [x;, f(x;)]. V dalSich sloupcich jsou vypocteny pomérné
diference prvniho az ¢tvrtého radu.

’ il ‘ f(xi) H i, Xit1] ‘ fXis Xig1, Xit2] ‘ X Xise15 - -5 Xigs) ‘ fxo, - - - Xa
0 1 1 % —0,5;(_—10,5) 0‘0;225:10,2 —0,015625:1(—0,0625)
1 2 0,5 0é45—£)é5 70,1§:52i(70,2) 0,031245:20‘0625
2 27 5 0, 4 0,;12255%,4 70,07814257%70,125)
3| 32| 03125 || LB
4| 4 0,25

Aproximace fun terpolace




Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolaéniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Vyuziti pomeérnych diferenci pfi konstrukci
interpolacniho polynomu

Necht jsou dany body [x;, fi], i =0,1,...,na polynom Pp(x)
takovy, Zze Py(x;) = f.. Je-li polynom P,(x) zapsén ve tvaru

Pr(x) = ap+ar(x—Xo)+ax(x—xo)(X—x1)+. . .+an(Xx—Xo) . . . (X—Xn_1),

pak plati, ze

a = f(x)
ar = flxo,x]
an = flxo,X1,...,Xn].

Aproximace funkei: interpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolaéniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Priklad

Méjme nasledujici tabulku pomérnych diferenci:

l i [ Xi [ f(xi) H X5 Xig1] [ X5 Xig15 Xiv2l [ X5 Xigs -+ Xiv3] | flX0, -, ]
0 1 —0,5 0,2 —0, 0625 —0, 015625
1] 2 0,5 —0,2 0, 0625 —0, 15625
2| 25| 0,4 —0,125 0,03125
3 32 0,3125 —0,078125
4| 4 0,25

Pak hledany interpolacni polynom je
Pa(x) =1 —10,5(x — 1) +0,2(x — 1)(x — 2) — 0,0625(x — 1)(x — 2)(x — 2,5)+
+0,015625(x — 1)(x — 2)(x — 2,5)(x — 3,2)

n ,
@ Polynom musime opét prevést do tvaru P,(x) = > aix’.
i=0

Aproximace fun terpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolaéniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Specialni pfipad: ekvidistantni uzly

V obecném pripadé nemuseji uzlové body interval (xp, x,) délit
na stejné velké Casti. Pokud jej vSak na stejné velké Casti deli,
mluvime o tzv. ekvidistantnich uzlech (a vzdalenost mezi uzly
nazyvame krok). Vztahy pro vypocet diferenci jsou v tomto
pripadé jednodussi.

(podrobnéji viz skripta plna verze skript)

Aproximace funkei: interpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolacniho polynomu
Vyuziti a omezeni

9 Interpolace algebraickymi polynomy

@ Vyuziti a omezeni

Aproximace funkei: interpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolacniho polynomu
Vyuziti a omezeni

VyuZziti interpolacniho polynomu

@ Jsou dany body [x;, fi]. Najdéte polynom, ktery témito body
prochazi.

@ Funkci f(x) aproximujte na intervalu / polynomem.

© Jsou dany body x; a funkéni hodnoty f;, i=0,1,...,nv
téchto bodech. Urcete pribliznou hodnotu v bodé x
takovém, Ze x # x; pro Vi.

Aproximace funkei: interpolace



Resitelnost tlohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolacniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Priklad

Jsou dany nasledujici dvojice bodu:
Q [-1,-2,[1,5],[2,3],[4, 1]
@ tytéz body a navic bod [5, 6]

ProloZte jimi interpolacni polynom.

Aproximace fun terpolace



Resitelnost Glohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolacniho polynomu
Vyuziti a omezeni

Priklad — resSeni

Cervené je zobrazen polynom ze zadani 1, modre polynom ze
zadani 2.

Aproximace funkei: interpolace



Resitelnost Glohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolacniho polynomu
Vyuziti a omezeni

’ -} 7 A oD &4 7
Vice uzll = presnegjsi vysledky

Aproximujte funkci y = 71 polynomem v uzlech x, = —0, 6,
Xg1=-0,4,x%=-0,2,x3=0,1,x4=0,4, x5 =0,5, xg = 1,
X7 = 2.

pal

0,5

05 O] 05 1 15\ 2

—0,5¢
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Resitelnost Glohy
Interpolace algebraickymi polynomy Konstrukce interpolacniho polynomu
Vyuziti a omezeni

’ -} 7 A oD &4 7
Vice uzll = presnegjsi vysledky

Aproximujte funkci y = X21+1 polynomem v uzlech xo = —5,

X{=-—4,x=-3,x3=-2,x4=—-1,x5=0,x5=1, x7 =2,
Xg = 3, Xg = 4, X109 = 5.

Aproximace fun



Splajn vs. interpolaéni polynom
Konstrukce pfirozeného kubického splajnu

Interpolace pomoci splajnu

e Interpolace pomoci splajnd
@ Splajn vs. interpolacni polynom

Aproximace fun nterpolace



Splajn vs. interpolaéni polynom

. s Konstrukce pfirozeného kubického splajnu
Interpolace pomoci splajnu

Splajn vs. interpolacni polynom

Stejnou vychozi situaci — je dano nékolik bodu [x;, f],
i=0,1,...,nnebo funkce f(x), kterou mame nahradit —
budeme nyni fesit jinym zplsobem.

Hledame-li interpolacni polynom, hledame jeden polynom,
ktery nahrazuje (nezndmou) funkci na celém intervalu (xg, Xn).

Nyni v§ak budeme hledat sadu polynomd, z nichz kazdy bude

nahrazovat (hledanou) funkci jen na intervalu mezi dvéma
sousednimi uzly.

Aproximace funkei: interpolace



Splajn vs. interpolaéni polynom

. s Konstrukce pfirozeného kubického splajnu
Interpolace pomoci splajnu

Definice

Splajnem radu k pro uzly a = xp < x4 < ... < X, = b nazveme
funkci, ktera

@ je v kazdém intervalu (x;, xj 1), i =0,1,...n— 1 polynom
Si(x) stupné k takovy, ze Sj(Xij+1) = Sit1(Xi+1) @

@ mav celém intervalu (a, b) spojité derivace az do fadu
k — 1 vCetné.

Podle hodnoty kK mluvime o linearnim, kvadratickém, kubickém
atd. splajnu.

Aproximace funkei: interpolace



Splajn vs. interpolaéni polynom
. s Konstrukce pfirozeného kubického splajnu
Interpolace pomoci splajnu

Definice

Prirozenym kubickym splajnem pro uzly

a=Xxy < Xy <...<Xp,= bnazveme funkci, ktera

@ je vkazdém intervalu (x;, X;,1), i = 0,1,...n— 1 kubickym
polynom S,'(X) takovy, ze S,'(X,'+1) = Si+1 (X,‘+1 ),

@ mav celém intervalu (a, b) spojité prvni a druhé derivace a

© vyhovuje okrajovym podminkam (viz skripta).

Aproximace funkci: interpolace



Splajn vs. interpolaéni polynom
Konstrukce pfirozeného kubického splajnu

Interpolace pomoci splajnu

V bodech x5 =0,x1 =0,8, X0 =1,5, x3=2,6, x4 =3,2
nahrad’te funkci y = cos x pfirozenym kubickym splajnem.

= So(x
Y ! y :2g3)($)

Y=HE Ny =S

Aproximace funkei: interpolace



Splajn vs. interpolaéni polynom
Konstrukce pfirozeného kubického splajnu

Interpolace pomoci splajnu

Splajn je soustava polynomd, jejiz kazdy polynom nahrazuje
hledanou funkci jen na jedné Casti intervalu (xp, x»).

Proto musime vzdy uvést, na jakém intervalu je pfislusny
polynom S;(x) ,platny*.

Aproximace funkei: interpolace



Splajn vs. interpolaéni polynom
Konstrukce pfirozeného kubického splajnu

Interpolace pomoci splajnu

e Interpolace pomoci splajnu

@ Konstrukce pfirozeného kubického splajnu

Aproximace fun nterpolace



Splajn vs. interpolaéni polynom

. . Konstrukce pfirozeného kubického splajnu
Interpolace pomoci splajnu

Hledany tvar splajnu

Predpokladejme, Ze hleddme splajn na intervalu (xp, x,) a ze
mame uzlové body xg < X1 < ... < Xp_1 < Xp. Na kazdém
intervalu (x;, x;1), i = 0,1,...n— 1 budeme hledat polynom

Si(x) = ai + bi(x — x;) + ¢i(x — ;)2 + di(x — x;)°.

@ Hledame tedy tolik polynomu, kolik je pocet uzIi —1.
@ V kazdém polynomu musime vypocitat 4 koeficienty.
@ Neékteré koeficienty (véetné d;) mohou byt rovné nule.

Aproximace funkei: interpolace



Splajn vs. interpolaéni polynom

. . Konstrukce pfirozeného kubického splajnu
Interpolace pomoci splajnu

Vypocet koeficientu

Pro koeficienty plati nasledujici vztahy:
@ a; = f(xj), resp. aj = fiproVie {0,1,...n— 1},
@ ¢y =0, ¢, = 0 (koeficient ¢, se v polynomech S;(x)
nevyskytuje, ale jeho hodnotu budeme potfebovat v
dalSich vypoctech).

Aproximace funkei: interpolace



Splajn vs. interpolaéni polynom

. . Konstrukce pfirozeného kubického splajnu
Interpolace pomoci splajnu

Vypocet koeficientu

Vysledny splajn zavisi na vzdalenosti uzli a rozdilech
funk&nich hodnot v sousednich uzlovych bodech. Oznacime
proto h; = Xj11 — x; @ Af; = f(xj1) — f(x;), resp. Afy = fi 4 — f;
proi=0,1,...,n— 1. Pro koeficienty dale plati nasledujici

vztahy:
Af/ 1

® hi_1Cit +2(hi1 + h)ci + hiGipr = (51 —
i=1,...n—-1,
! f(xi i1 +2G
) b (X+1) (X)_C+13 Ch
f,,pror_O 1,...n—1,
o d = - C'pror_01 1.

1) pro

i, resp. misto f(x;) podle zadani

Aproximace funkei: interpolace



Splajn vs. interpolaéni polynom

. . Konstrukce pfirozeného kubického splajnu
Interpolace pomoci splajnu

Vypocet koeficientd — shrnuti

@ Koeficienty a; piSeme pfimo ze zadani.

© Pro vypocet ostatnich koeficientt pottebujeme znat
hodnoty h; a Af;.

© Koeficienty ¢;, i = 1,...n— 1 ur¢ime jako feseni soustavy
linearnich rovnic (jak?), pficemz co = 0 a ¢, = 0.

© Koeficienty b; a d; dopocitame pomoci dfive vypoétenych
koeficient(.

Aproximace funkei: interpolace



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Pred tim, nez zacnete fesit jakékoli priklady, si proctéte plnou
verzi ucebniho textu!

Aproximace funkei: interpolace



Ptiloha Procvi¢ovani latky

MozZnosti opakovani

Pomoci nasledujicich maplett si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, zkontrolovat
jejich spravnost, pripadné si pfipomenout teoretické poznatky potfebné pro aplikaci
numerickych metod probiranych v této kapitole.

@ Vypodet funkénich hodnot
@ Uprava algebraickych vyraz(i
© Grafy funkci

Aproximace fun nterpolace


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/upravaVyrazu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniGrafu.html

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Pfiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce pfikladi. Kromé nich
mUZete pro svou samostatnou praci pouzivat také nase doplnikové elektronické zdroje.

Pred spusténim tohoto souboru je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, Ze tyto
aplikace nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout v§echny nuance probirané latky!

o Interpolaéni polynom a splajn

Aproximace funkei: interpolace


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Interpolace.exe

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Pri feSeni nasledujicich pfikladi zkuste aplikovat rizné
strategie reSeni. VSimejte si, jaka je jejich Casova narocnost.
Muzete vyuzivat vypocetni techniku. Sami zvazte, nakolik pfi
fedeni téchto zadani vyuZzijete numerické metody, a jakou roli
pri feSeni hraji teoretické poznatky ziskané v jinych
predmétech.

Aproximace funkei: interpolace



Ptiloha Procvicovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example
Jsou dany tyto body v roviné:

X -1 1 2 a
y || -0,364 | 4,356 | 22,016 | O

Doplnte a (s presnosti na 2 desetinna mista) tak, aby polynom
P3(x) = x® 4+ 3,1x% + 1,36x — 1,104 byl interpolatnim
polynomem pro vySe uvedené body. Hodnoty v fadku x pfitom
nemuseji byt usporadany vzestupné!

Aproximace funkci: interpolace



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example

Jsou dany tyto body:

A=][0,4,-2,8],B=1[0,9;-1,3],C=1[2;2],D=[3,1;5,3].

Prolozte jimi interpolacni polynom. Vysledek udejte ve tvaru
n

Pn(x) = 3 a;x'. Okomentuijte ziskany polynom. Pak uréete
i=0
Py (0).

Aproximace funkei: interpolace



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example

Najdéte polynom, ktery na intervalu (0, 7) nahradi funkci
y = sin x. Ke konstrukci polynomu vyuzijte uzlové body
x; € {0,2;1;1,7;2,4;3}. Polynom zapiste ve tvaru

n

Pp(x) = %a,-x".
=

Aproximace funkei: interpolace



Aproximace funkci: metoda nejmensich
Ctvercu

Matematika 3

Metoda nejmensich ctvercu



e Formulace problému a oznaceni

e Teoreticky zaklad metody nejmensich Ctvercu

e Aproximace algebraickymi polynomy
@ Aproximace pomoci pfimky
@ Aproximace pomoci paraboly
@ Obecny pripad
e Jiné pripady
@ Obecnad linearni aproximace metodou nejmensich ¢tvercu

@ Nelinearni pripady
@ Aproximace pomoci kfivky y = ae®, resp. y = ac*

Metoda nejmensich ctvercu



Formulace problému a oznaéeni

Dosud znamé vs. novy pohled

Jiz vime, jak najit interpolacni polynom, resp. splajn. Ukazali
jsme si, jaky je mezi témito koncepty rozdil: interpolacni
polynom je jedno vyjadreni platné pro cely interval I = (xg, Xp),
zatimco splajn je soustava polynom, kde kazdy polynom
nahrazuje hledanou funkci jen na Casti intervalu / mezi dvéma
sousednimi uzly.

V obou ulohach byly funkéni hodnoty v uzlovych bodech

smeérodatné — interpolacni polynom i splajn jsme konstruovali
tak, aby prochazely zadanymi body [x;, f;], resp. [x;, f(Xi)]-

Metoda nejmensich ¢tverci



Formulace problému a oznaéeni

Dosud znamé vs. novy pohled

Tento pozadavek vsak v praxi nemusi byt vibec vhodny.

@ Muazeme mit velkou sadu vysledkl (fadove tisice nebo vice)
hodnot vychazejicich z téze (napt. linearni) zavislosti.

@ Hodnoty fi mohou byt ziskané experimentalné (napf. méfenim)
nebo zjistény néjakym numerickym vypoctem, tj. mohou byt
zatizené chybou. Pokud bychom hledali vyjadreni, které body
[xi, fi], resp. [x;, f(x;)] v takovém pfipadé prochazi, chybu bychom
kopirovali, resp. zvétSovali.

@ Muze se stat, ze méfeni v nékterém uzlovém bodé zopakujeme
a ziskame jinou hodnotu f; (zachytit skute€nost, Ze je dano [x;, f]
a [x;, f], kde j # i, interpolacnim polynomem ani splajnem
nelze).

@ Typ zavislosti sice nezname, ale problém chceme zjednodusit
(napt. linearizovat)

Metoda nejmensich ¢tverci



Formulace problému a oznaéeni

Dosud znamé vs. novy pohled

Jestlize tedy vime, Ze hodnoty f; jsou nepfesné, pfip. je zjevné
nevhodné konstruovat interpolacni polynom nebo splajn
(mnoho bodd a znamy typ zavislosti), musime pfi hledani
neznamé funkce f(x) postupovat jinak.

Metoda nejmensich ¢tverci



Formulace problému a oznaéeni

Formulace problému

Je dana mnozina bodt [x;, y;], i =0,...,n,n > 1. Je znamo, ze
hodnoty y; jsou nepfesné. Najdéte funkci y = f(x), ktera ,co
nejlépe” vystihuje skuteCnou zavislost proménné y na
promeénné x.

Metoda nejmensich ¢tverci



Formulace problému a oznaéeni

@ V jakém tvaru budeme danou funkci hledat, resp. jak se ve
vysledném tvaru aproximace promitne nasSe zkuSenost?
(Vysvetleni: Z teoretickych poznatl napt. plyne, Ze v dané
situaci je hledand zavislost lineérni. Jak zajistime, Zze
zavislost, kterou najdeme, bude také linearni?)

© Co znamena ,co nejlépe“?

© Jak budou vypadat vlastni vzorce pro vypocet, resp. jaké
dal$i vstupni Gdaje budeme potfebovat znat?

Metoda nejmensich ¢



Teoreticky zaklad metody nejmensich ctverct

Oznaceni

Budeme pouzivat nasledujici oznaceni:

@ [x;, yj] bude znacit dvojici [uzlovy bod, namerena hodnota v
uzlovém bodé],

@ skuteCnou (tj. nezndmou) zavislost budeme hledat jako
funkci y = f(x), tj. skuteCné, resp. analyticky ziskané,
hodnoty v uzlovych bodech x; budeme oznacovat jako
y(xi),

@ ve vzorcich budeme predpokladat, ze i =0,...n,n > 1,

@ chybou aproximace v uzlovém bodé x; budeme rozumét
rozdil e; = y; — y(Xx;).

Metoda nejmensich ¢tverci



Teoreticky zaklad metody nejmensich ctverct

Typ hledané zavislosti

Zminovanou ,co nejlepsi“ zavislost hledame v takovém tvaru,
jaky odpovida teoretickym poznatkim.

Muze se jednat o zavislost polynomidlni (linearni, kvadratickou,
kubickou atd.), o zavislost exponencialni, hledana funkce muize
byt periodicka (ij. Ize ji dobfe popsat pomoci funkci sinus a
kosinus) apod.

@ Ze zku$enosti vime, jaky typ zavislosti mame v dané
situaci hledat. Podle toho postupujeme dale.

Mluvime o aproximaci metodou nejmensich ctverct pomoci
primky, pomoci paraboly, pomoci kfivky y = ka* atd.

Metoda nejmensich ¢tverci



Teoreticky zaklad metody nejmensich ctverct

Typ hledané zavislosti

Pfi néjakém méreni jsme ziskali vyznaCené body. Je skute¢na
zavislost y na x linearni nebo periodicka?

sty
6--
4--
2.-
1 1 1 1 1 Ix
2/ Ox 2= 4x 5x  7x
3 3 3 3 3
2]




Teoreticky zaklad metody nejmensich ctverct

Urceni ,co nejlepSi“ aproximace

Jsou dany body [x;, yi]. Hleddme zavislost y na x. Za ,nejlepsi®
aproximaci povazujeme takovou, kde vysledna odchylka
n
p? =3 €2 je minimalni.
i=0

Vzorce, které budeme odvozovat, budou prostredky
matematické analyzy hledat minimum funkce p?.

Lze postupovat i jinym zpusobem. (viz pina verze skript, kap.
»Jiny zpusob odvozeni vzorcu*)

Metoda nejmensich ¢tverci



Aproximace pomoci primky
Aproximace pomoci paraboly
Obecny piipad

Aproximace algebraickymi polynomy

e Aproximace algebraickymi polynomy
@ Aproximace pomoci pfimky




Aproximace pomoci primky
Aproximace pomoci paraboly

Aproximace algebraickymi polynomy Obeery i inad

Myslenka

Rovnice pfimky je
Yy =G+ CiX,

tedy tvar funkce p? je
n
ﬂ2 = Z(y/‘ — Co — C Xi)2-
i=0

Jedna se o funkci dvou proménnych ¢y, ¢; — proto oznaceni ve
skriptech jako p?(cg, ¢y). Minimum funkce vice proménnych
urcime pomoci parcialnich derivaci podle vSech proménnych.

(odvozeni vzorce)

Metoda nejmen:



Aproximace pomoci primky
Aproximace pomoci paraboly
Obecny piipad

Aproximace algebraickymi polynomy

Geometricka interpretace

Hledame pfimku, pro niz je soucet obsahu ¢tvercd minimalni.

Yy =cCo+c1x




Aproximace pomoci primky
Aproximace pomoci paraboly

Aproximace algebraickymi polynomy Obeery i inad

Vzorec

Hledame pfimku y = ¢y + ¢1x, kde ¢y a ¢; jsou feSenim
soustavy rovnic

n n
con+1)+cd xi = > ¥
i=0

i=0
n n n
2
COZXi+C1 ZX/ = ZXiYi
i=0 i=0 i=0

v niz n+ 1 je poCet uzll a prislusné sumy jsou Cisla, ktera
plynou ze znalosti hodnot [x;, yi].

Metoda nejmen:



Aproximace pomoci pfimky
Aproximace pomoci paraboly
Obecny piipad

Aproximace algebraickymi polynomy

e Aproximace algebraickymi polynomy

@ Aproximace pomoci paraboly




Aproximace pomoci pfimky
Aproximace pomoci paraboly

Aproximace algebraickymi polynomy Obaery o ma

Myslenka

Uvazme obecny polynom druhého stupné, tj. polynom
¥ = Co+Cix + Cax?,

tedy tvar funkce p? je

n

PP = Z(Yi — Co — C1Xi — CoXF)?.
i=0

Minimum této funkce ur€ime analogicky jako v pfipadé pfimky.
O parabole mluvime proto, ze vyjadreni funkce y Ize upravit na

tvar
ol (xe o) (o)
y==a 202 Co )
coZ je rovnice paraboly.

Metoda nejmensich ¢



Aproximace pomoci pfimky
. N Aproximace pomoci paraboly
Aproximace algebraickymi polynomy Obaery o ma

Geometricka interpretace

Hledame parabolu, pro niz je souCet obsahd ¢tverct minimaini.

33383—1-1‘13—{-03:6




Aproximace pomoci pfimky
Aproximace pomoci paraboly

Aproximace algebraickymi polynomy Obaery o ma

Vzorec

Hledame parabolu y = ¢y + ¢1x + cox2, kde ¢y, ¢4 a ¢, jsou
feSenim soustavy rovnic

n n n
Co(n+1)+cd xi+ed xF = >y
i=0 =0 i=0
n n n n
COZXi+C1ZX,?+szXi3 ZXIYI
=0 =0 =0 i=0
n n n n
oY xF+ciy X+ay xt = Y Xy
i=0 =0 =0 =0

v niz n+ 1 je pocCet uzlt a prislusné sumy jsou cisla, ktera
plynou ze znalosti hodnot [x;, yi].

Metoda nejmen:



Aproximace pomoci pfimky
Aproximace pomoci paraboly
Obecny pfipad

Aproximace algebraickymi polynomy

e Aproximace algebraickymi polynomy

@ Obecny pripad




Aproximace pomoci pfimky
Aproximace pomoci paraboly

Aproximace algebraickymi polynomy Obecny pripad

Myslenka

@ V pripadé aproximace pomoci pfimky (= polynomu
stupné 1) hledame minimum funkce dvou proménnych.

@ V pfipadé aproximace pomoci paraboly (= polynomu
stupné 1) hledame minimum funkce tfi proménnych.

v v

V pripadé aproximace pomoci polynomu vysSich stupid
postupujeme analogicky. Dostavame analogické vzorce.

Metoda nejmensich ¢



Aproximace pomoci pfimky
Aproximace pomoci paraboly

Aproximace algebraickymi polynomy Obecny pripad

Vzorec

Hledame polynom Pp(x) = ¢y + ¢1x + - - - + cmx™, kde

n n n
o(n+1) + ad X+ ...+ Cad X" = Dy
i=0 i=0 i=0
n n n n
C()ZX,' + Cq ZX,Z 4+ ... + CmZXI-m_'—1 = XiYi
i=0 =0 i=0 i=0

n n n n
1 2
COE X"+ c1§ XM+ L+ cm§ xm = § XMy




Obecna linearni aproximace metodou nejmensich étverct
Nelinearni pfipady

Jiné piipady

e Jiné pripady
@ Obecnad linearni aproximace metodou nejmensich ¢tvercu




Obecna linearni aproximace metodou nejmensich étverct
Nelinearni pfipady

Jiné piipady

Priklad

Zkoumana zavislost nemusi byt polynomialni (viz tvodni
obrazek).

Jestlize hodnoty vykazuji periodické chovani, mazeme
aproximaci hledat napf. ve tvaru

Y = Cp + €1 COS X + Co SiN X + C3COS 2X + C4 SiN 2X.

Metoda nejmensich ¢



Obecna linearni aproximace metodou nejmensich étverct
Nelinearni pfipady

Jiné piipady

Formulace problému

Jsou dany body x;, i =0, ... n, a funkéni hodnoty v nich oznacené y;.
Dale jsou dany funkce ;,i =0,...,m, m < n. (Pro pfimku by to byly
funkce ¢o(x) =1 a p1(x) = x, pro parabolu go(x) =1 p1(x) =x a
wa(x) = x2.) Mezi véemi funkcemi tvaru

Pm(x) = cowo(X) + c1p1(X) + -+ + Cmpm(X),
kde cg, . .., Cm jsou redlna Cisla, hledame takovou, pro niz kvadraticka
odchylka

n

pZ(CO, ...Cm) = Z(y,- — Pm(xi))2
i=0
nabyva minimalni hodnoty. Takovou funkci pak nazyvame nejlepsi
aproximaci experimentalnich dat yp, ... y, v dané tfidé funkci ve
smyslu metody nejmensich Ctvercu.

Metoda nejmensich ¢tverci



Obecna linearni aproximace metodou nejmensich Etverct
Nelinearni pfipady

Jiné piipady

e Jiné pripady

@ Nelinearni pripady

Metoda nejmensich ctvercu



Obecna linearni aproximace metodou nejmensich Etverct
Nelinearni pfipady

Jiné piipady

Nelinearni pfipady

Dosud jsme mluvili pouze o tzv. linearni aproximaci, kdy
hledana funkce byla linearni kombinaci zndmych funkci ¢;(x).

V praxi se vSak mizeme setkat i s nelinearnimi pripady.

@ ¥y =Cp+ C1cosco(x + c3)

Prikladem je aproximace pomoci kfivky y = ac*.




Obecna linearni aproximace metodou nejmensich Etverct
Nelinearni pfipady

Jiné piipady

Aproximace pomoci kfivky y = ae®, resp. y = ac”

Protoze plati

bx

X — aexlnc = geb¥,

In cX
c

ac” = a

kde b = In ¢, budeme se zabyvat jen aproximaci pomoci kfivky
y = aeP* nebo y = ac*.




Obecna linearni aproximace metodou nejmensich Etverct
Nelinearni pfipady

Jiné piipady

Aproximace pomoci kfivky y = ac*

Uvazme funkci tvaru

y = ac”,
tedy tvar funkce p?(a, c) je
n
PP = (yi—ach).
i=0

Pokud bychom postupovali analogicky jako v pfedchazejicich
pripadech, ziskdme soustavu dvou nelinearnich rovnic o dvou
neznamych a, ¢ (ukazka).

Ulohu tedy pfevedeme na piipad aproximace primkou.

Metoda nejmensich ¢tverci



Obecna linearni aproximace metodou nejmensich Etverct
Nelinearni pfipady

Jiné piipady

Aproximace pomoci kfivky y = ac*

Rovnici y = ac* zlogaritmujeme a dostavame
Iny=Ina+ xInc.

Po substituci ¢y = In a, ¢y = In ¢ feSime stejnou ulohu jako u
aproximace pFimkou.

Ve vzorcich se misto y; bude vyskytovat In y;. Prislusné
logaritmy samozfejmé museji existovat! Jestlize pracujeme s
vyjadienim y = aeb*, ziskdme tvar Iny = Ina+ bx.

Metoda nejmensich ¢



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Pred tim, nez zacnete fesit jakékoli pfiklady, si proctéte plnou
verzi ucebniho textu!

Metoda nejmensich ¢



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Moznosti opakovani

Pomoci nasledujicich mapletd si mizete usnadnit nékteré diléi vypocty, zkontrolovat
jejich spravnost, pfipadné si pfipomenout teoretické poznatky potfebné pro aplikaci
numerickych metod probiranych v této kapitole.

@ Analytické fegeni soustavy linearnich rovnic
@ Vypodet determinantu

© Uprava algebraickych vyraz(i

@ Grafy funkci



http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SoustavaLinRovnic.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/upravaVyrazu.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniGrafu.html

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Ptiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce prikladil. Kromé nich
mUZete pro svou samostatnou praci pouzivat také nase doplikové elektronické zdroje.

Pred spusténim tohoto souboru je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, Ze tyto
aplikace nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout v§echny nuance probirané latky!

@ Metoda nejmensich &tverc



http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Metoda_nejmensich_ctvercu.exe

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Pri feSeni nasledujicich pfikladl zkuste aplikovat rizné
strategie feSeni. VSimejte si, jaka je jejich Casova narocnost.
Muzete vyuzivat vypocetni techniku. Sami zvazte, nakolik pfi
feSeni téchto zadani vyuzijete numerické metody, a jakou roli
pfi feSeni hraji teoretické poznatky ziskané v jinych
predmétech.

Metoda nejmensich ¢tverci



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Je dana elipsa se stfedem v bodé [0, 0], hlavni poloosou délky
5 a vedlejsi poloosou délky 2. V bodech s x—ovymi
soufadnicemi —2, —1,0, 1,2 aproximujte ¢ast elipsy lezici nad
osou x nejvhodnéjsi parabolou (ve smyslu metody nejmensich
Ctvercu).

Metoda nejmensich ¢tverct



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Zvolte si sami 6 bodu v roviné rozlozenych kolem néjaké
primky. Metodou nejmensch Ctvercll najdéte nejvhodné;si
primku, kterou Ize témito body prolozit. Poté udélejte totéz pro
body rozloZzené kolem paraboly a kolem vhodné exponencialni
kFivky.

Metoda nejmensich ¢tverct



Numerické derivovani

Matematika 3

Numerické derivovani



e Formulace problému a oznaceni

Q Nastin metody
e Odvozeni ¢asto pouzivanych vzorcl

e Otéazky a problémy

Numerické derivovani



Formulace problému a oznaéeni

Formulace problému

@ Je dana mnozina bodu [x;, fi], i > 2. Najdéte derivaci
nezname funkce f(x), pro kterou plati f(x;) = f; pro
Vie{0,...,n}.

@ (alternativné) Je dana takova funkce f(x), ze urcit jeji
derivaci analyticky by bylo obtizné. Najdéte jeji derivaci

f'(x).

V dal§im textu budeme podobné jako ve skriptech pouzivat
oznacovani [x;, f(x;)]. Dale budeme predpokladat, ze
vzdalenost mezi kazdymi dvéma sousednimi uzly je konstantni
— budeme ji oznaCovat h a nazyvat krok.

Numerické derivovani



Formulace problému a oznaéeni

Dosud znamé vs. novy pohled

Z prvniho ro¢niku znate zakladni véty o derivovani. ,Slozita“
funkce vétSinou znamena totéz co nékolikanasobné slozena
funkce. Ty umime derivovat pomoci véty o derivaci slozené
funkce. V nékterych pripadech muze byt vypocet nicméné
velmi pracny.

Hledat derivaci funkce v situaci, kdy nezname funkéni predpis
ale jen nékolik bodd, jimiz neznama funkce prochazi, véak
neumime. Umime ov§em témito body prolozit interpolacni
polynom, resp. splajn, resp. najit nejvhodnéjsi zavislost
metodou nejmensich Ctverca.

Numerické derivovani



Nastin metody

Nastin metody

Zadanymi body prolozime interpolacni polynom Pp(x). Derivaci
tohoto polynomu prohlasime za priblizné rovnou derivaci
hledané funkce.

Je ziejmé, ze s ¢im veétSim poctem uzll budeme pracovat, tim
muze byt vysSi stupen interpolacniho polynomu. Tj. tim
komplikovanéjsi vzorce pro numerickou derivaci budeme
dostavat. Dale je zfejmé, Ze budeme-li interpolacni polynom
derivovat vicekrat, ziskame pfiblizné vyjadreni derivaci vy$sich
fadul. Interpolacni polynom ale v tom pfipadé musi byt
dostate¢ného stupné — tj. musime pracovat s dostateCnym
poctem uzlU.

Numerické derivovani



Nastin metody

Nastin metody

Interpolacni polynom umime hledat v Lagrangeové a v
Newtonoveé tvaru. Pro GCely numerického derivovani budeme
pracovat s interpolacnimi polynomy v Lagrangeoveé tvaru.

Numerické derivovani



QOdvozeni ¢asto pouzivanych vzorcl

Vychazime ze dvou uzll

Jsou dany dva body [x;, f(x;)], [x; + h, f(x; + h)]. Interpolacni
polynom danymi témito body je

X—Xi—h X — Xj

X+h)X,'—|-h—X,"

Li(x) = f(Xi)m+f( i

tj.
1
L1(x) = £ [f(% + h)(x = X)) — F(xi) (x —x; — h)]
Po zderivovani podle x dostdvame
1
Ly(x) = (X + h) = 1(xi)),

tedy

1
= (F0q -+ h) = F(x) .

Numerické derivovani

f'(x;) = f'(xi + h) =



QOdvozeni ¢asto pouzivanych vzorcl

Presna formulace vzorcl

Ma-li funkce f druhou derivaci na intervalu (x;, x; + h), pak
existuji body &g, &1 € (X, X; + h) tak, ze plati

FO6) = & (06 h) — 106) — o1"(&0)
POt h) = 1 (G )~ F(x) — o"(€9)

Cleny 2f”(go) resp. 2f”(§1) jsou tzv. chybové cleny.

V nasich vypoctech a Gvahach je budeme zanedbavat.

Numerické derivovani



QOdvozeni ¢asto pouzivanych vzorcl

Vychazime ze dvou uzll

Je zfejmé, ze pomoci interpolaéniho polynomu daného dvéma
uzly nemuazeme takto vypocitat jinou nez prvni derivaci. Navic
nelze o¢ekavat, ze derivace ziskana timto postupem bude pfilis
presna.

Numerické derivovani



QOdvozeni ¢asto pouzivanych vzorcl

Vychazime ze tfi uzld

Jsou dany tfi body [x; — h, f(x; — h)], [x;, f(x;)], [xi + h, f(x; + h)].
Opét sestavime interpolaéni polynom v Lagrangeove tvaru a
opét jej zderivujeme. Interpolaéni polynom bude druhého
stupné, tj. po zderivovani bude na rozdil od predchozi situace
obsahovat x. Dosazenim po fadé x = x; — h, x = x; a

X = X; + h ziskame ti vzorce pro prvni derivaci.

Pokud bychom interpolaéni polynom zderivovali dvakrat, ziskali
bychom vzorce pro druhou derivaci neznamé funkce f.

Numerické derivovani



Otéazky a problémy

@ Plati vzdy, Ze derivace hledané funkce se pfiblizné rovna
derivaci interpolac¢niho polynomu?

© Jaka je presnost uvedenych vzorc(?
© Jakym zpusobem Ize vysledky zpfesnovat?

© Jak postupovat v situaci, kterd odpovida pouziti metody
nejmensich Ctvercu namisto interpolacniho polynomu, tj.
jestlize vime, Ze hodnoty f(x;) jsou nepfesné?

Numerické derivovani



Otéazky a problémy

Problém vyuziti interpolacniho polynomu

Nékteré interpolacni polynomy (zejména vyssich stupnl) neposkytuji
dobré aproximace hledanych funkci. Pak neplati, ze f'(x) = Pp(x).
Srovnejte napf. hodnotu derivace v bodé x = 4 u hledané funkce
(Cervené) s hodnotou derivace interpolaéniho polynomu sestaveného
z hodnot v uzlech xg = =5, x1 = —4,..., x31 = 5 (modre).

Numerické derivovani



Otéazky a problémy

Priklad

Je dana funkce y = 1. Urete y'(2).

Pfesna hodnota je y’(2) = —0, 25. Jestlize pouzijeme h =0, 2,
pak ziskame tyto vysledky:
@ y'(2) = —0,2273 podle vzorce vychazejiciho z
interpolacniho polynomu pro dva uzly a xo = 2, x; = 2,2,
@ y'(2) = —0,2778 podle vzorce vychazejiciho z
interpolac¢niho polynomu pro dva uzly a xo = 1,8, x4 = 2,

@ y'(2) = —0,2525 podle vzorce vychazejiciho z
interpolaéniho polynomu pro tfi uzly a xo = 1,8, x0 = 2, 2.

Numerické derivovani



Otéazky a problémy

Zpresnovani vysledku

@ Ve vzorcich pro numerické derivace se ve jmenovatel
objevuje krok h. ZmenSovanim kroku h tedy vétsi presnosti
nedosahneme, protoze budeme délit malym Cislem a pfi
zaokrouhlovani se mizeme dopustit velkych chyb.

@ Vzorce vychazejici z interpolacnich polynomu pro velky
pocet uzli naopak budou pfilis slozité. Navic, interpolacni
polynom vysokého stupné nemusi dobfe aproximovat
neznamou funkci (viz vyse).

Numerické derivovani



Otéazky a problémy

Kdyz interpolacni polynom neni vhodny

Jestlize vime, ze hodnoty f(x;) jsou zatizené chybou, a tedy
neni vhodné pouzit interpolacni polynom (ani splajn),
zderivujeme vyjadfeni neznamé funkce ziskané metodou
nejmensich Ctvercu.

Numerické derivovani



Numerické integrovani

Matematika 3

Numerické integrovani



0 Formulace problému a oznaceni

e Jednoduché metody
@ Lichobéznikova metoda
@ Simpsonova metoda
@ Geometricka interpretace

e Zpresnovani vysledku
@ Nastin metod
@ Newton—Cotesovy vzorce
@ Slozené metody

0 Jiné metody
@ Oteviené metody

Numerické integrovani



Formulace problému a oznaéeni

Formulace problému

Je dana funkce f(x) a Cisla a, b € R takova, Ze a < b.

b
UrCete [ f(x)dx.
a

Numerické integrovani



Formulace problému a oznaéeni

Problém

P¥i integrovani jste v 1. ro¢niku vyuzivali hodnoty primitivni
funkce v integracnich mezich, tj. fekli jste, ze

b
/f(x)dx = F(b) — F(a),

kde F'(x) = f(x). AvSak:
@ Existuji funkce, k nimz primitivni funkce neexistuje.
@ | kdyz primitivni funkce k dané funkci existuje, mize byt jeji
nalezeni velmi obtizné.
@ Funkce f(x) nemusi byt zadana predpisem ale napfr.
vyCtem dvojic [x;, fi] (viz kapitola o numerickém derivovani).
V téchto pripadech je pouziti analytickych postupl integrovani
nemozné, prip. velmi narocné.

Numerické integrovani



Formulace problému a oznaéeni

Priklady problému

Nasledujici vysledky byly ziskany v softwaru Maple. Sami si
dohledejte v napoveédé, co presné znamenaji.

o [eXdx= Sy/merf(x)
@ [/xe ¥dx = —g + Jy/merf (VX)
o [Fadx= —%2 + xIn (1 —eX) + polylog(2, e¥)

eX—1

Numerické integrovani



Formulace problému a oznaéeni

Priklady problému

Navic bylo pro dané typy funkci nutné znat vhodnou strategii
integrovani.

@ [ xe*dx integrujeme pomoci metody per partes
@ [4sin2x + 3dx Ize integrovat pfimo

o fWXdeX je racionalni lomena funkce, tedy Ize bud
provést rozklad na parcialni zlomky (pokud je to mozné) a
pak integrovat nebo podle znamych pravidel zvolit vhodnou
substituci

o [ ;%dx fesime pomoci substituce e* = t

@ atd.

Numerické integrovani



Formulace problému a oznaéeni

Nastin metod

Pfi numerické integraci nebudeme k zadané funkci hledat
b
primitivni funkci, ale vyuzijeme skute¢nosti, ze [ f(x)dx je

a
roven obsahu plochy vymezené funkci f(x), osou x a primkami
xX=a,x=>b.

Numerické integrovani



Formulace problému a oznaéeni

Pfipomenuti vyznamu urcitého integralu

a b

Numerické integrovani



Formulace problému a oznaéeni

Nastin metod

Podobné jako u numerického derivovani fekneme, ze
numericky ziskany urcCity integral je pfiblizné roven pfislusnému
integralu z interpola¢niho polynomu, tj. Ze plati

b b
/f(x)dxi /Pn(x)dx.

Alespon dva uzlové body, z nichZz budeme sestavovat
interpolaéni polynom, zname vzdy — jedna se o body xy = a,
Xn = b. Dal$i uzly mizeme doplnit podle potieby.

Budeme pracovat s interpolaénim polynomem v Lagrangeovée
tvaru, ktery budeme znacit L(x).

Numerické integrovani



Formulace problému a oznaéeni

Umluva

Z dlivodu snadné algoritmizace budeme uzlové body x;,
i=0,1,...,n, volit tak, aby tvofily pravidelnou sit, j. aby

Xj — Xji—1 = h,

pro kazdé i = 1,2, ..., n. Pfitom h budeme nazyvat krok.

@ Toto ale neni nezbytné nutné, v redlnych pfipadech
mUzeme postupovat i jinak.

Numerické integrovani



LichobéZznikova metoda
Simpsonova metoda
Geometrickd interpretace

Jednoduché metody

e Jednoduché metody
@ Lichobéznikova metoda

Numerické integrovani



LichobéZznikova metoda
Simpsonova metoda
Geometrickd interpretace

Jednoduché metody

Odvozeni vzorce

Jsou dany body [a, f(a)], [b, f(b)]. Na intervalu (a, b) tedy
muUzeme funkci f(x) pfiblizné vyjadfit interpolacnim polynomem

L) = @) =D+ By 2,
tj. 1
LX) = gy (@)0x — b) — f(b)(x — @)

Numerické integrovani



LichobéZznikova metoda
Simpsonova metoda
Geometrickd interpretace

Jednoduché metody

Odvozeni vzorce

Po zintegrovani podle x dostavame

/L1(x)dx - al . [f(a) (X; _ bx) + f(b) (22 - ax)]:,
g,
b b
/ Ly(x)dx = 2 - a(f(b) +f(a)) = / F(x)dx
(Uprava paodrobné) a

Numerické integrovani



Lichobéznikova metoda
Simpsonova metoda
Geometrickd interpretace

Jednoduché metody

e Jednoduché metody

@ Simpsonova metoda




Lichobéznikova metoda
Simpsonova metoda
Geometrickd interpretace

Jednoduché metody

Odvozeni vzorce

Jsou dany body [a, f(a)], [b, f(b)]. K nim doplnime tFeti uzel —
stfed intervalu (a, b), ktery oznaCime c, tj. ¢ = %b. Ze znalosti
funkce f(x) dopocitame hodnotu f(c) = f(%b). Z téchto tfi
bodu poté sestavime interpolacni polynom

(x—c)(x—Db)
(a—c)(a-b)

(x—a)(x—b)
(c—a)(c—b)

(x—a)(x—c)

Lo(x) = 1(a) a0

+ f(c) + f(b)
Vzhledem k tomu, ze ¢ = 22, oznatme h=c—-a=b-c.
Dale misto a piSme ¢ — h a misto b piSme ¢ + h. Oznaceni f(a),
resp. f(b) ponechame. Interpolacni polynom je potom tvaru

(x—c)(x—c—h)
2h2

(x—c+h)(x—-rc)
2h2

(x—c+h)(x—c—h)+

Lo(x) = 1(a) o

+f(c) f(b)

Numerické integrovani



Lichobéznikova metoda
Simpsonova metoda
Geometrickd interpretace

Jednoduché metody

Odvozeni vzorce

Polynom Ly(x) upravime do tvaru vhodného pro integraci a
zintegrujeme podle x. Dostaneme, ze

b b
/ f(x)dx = / Lo(x)dx = bg a [f(a) +4f(c) + f(b)},

kde c je stfed intervalu (a, b).

Numerické integrovani



Lichobéznikova metoda
Simpsonova metoda
Geometricka interpretace

Jednoduché metody

e Jednoduché metody

@ Geometricka interpretace

Numerické integrovani



Lichobéznikova metoda
Simpsonova metoda
Geometricka interpretace

Jednoduché metody

Lichobéznikova metoda

Kdyz zadanou funkci f(x) nahrazujeme interpolacnim
polynomem L1( ) ve dvou bodech a kdyi fikame, ze

ff(x )dx = fL1 x)dx, pak za integral ff x)dx prohlaSujeme
obsah Ilchobeznlka s vrcholy [a, 0], [b, O], [a, f(a@)], [b, f(b)].

Numerické integrovani



Lichobéznikova metoda
Simpsonova metoda
Geometricka interpretace

Jednoduché metody

Geometricka interpretace lichobéznikové metody

Aproximace interpola¢nim polynomem (tj. v tomto pfipadé
pfimkou) v§ak nemusi byt viibec vhodna.

Numerické integrovani



Lichobéznikova metoda
Simpsonova metoda
Geometricka interpretace

Jednoduché metody

Lichobéznikova metoda

3
Lichobé&znikovou metodou vypoctéte [ cos6x + In xdx.
2

I_Bichobéinl'kovou metodou dostavame

J cos6x + Inxdx = 1,65, zatimco vysledek ziskany analyticky

2
3

je po zaokrouhleni [ cos6x + Inxdx = 0,87.
2

Numerické integrovani



Lichobéznikova metoda
Simpsonova metoda
Geometricka interpretace

Jednoduché metody

Simpsonova metoda

KdyZ zadanou funkci f(x) nahrazujeme interpolacnim
polynomem L2( ) v bodech a, b, a“’ a kdyé fikame, ze

ff(x )dx = ng x)dx, pak za integral ff x)dx prohlasujeme
plochu omezenou parabolou Ly(x), osou X a primkami
xX=ax=b.

Polynom je sice vy$Siho stupné, ale i v této situaci mize
dochéazet k problémuam. Numerické feSeni pfedchazejiho
prikladu ziskané Simpsonovou metodou je

3
J cos6x + Inxdx = 0, 65.
2

Numerické integrovani



Lichobéznikova metoda
Simpsonova metoda
Geometricka interpretace

Jednoduché metody

Geometricka interpretace Simpsonovy metody

a (a +Eb) /2 b

Cervené je znazornéna funkce, modfre interpolaéni polynom.

Numerické integrovani



Nastin metod
Newton—Cotesovy vzorce
Slozené metody

Zpresnovani vysledkd

e Zpresnovani vysledku
@ Nastin metod




Nastin metod
Newton—Cotesovy vzorce

Zptesniovani vysledkl Slozené metody

Newton—Cotesovy vzorce

PiesnéjSich vysledku Ize dosahnout tim, Ze budeme brat v
Gvahu funkéni hodnoty ve vice uzlovych bodech. Z prednasky o
aproximaci funkci vime, ze Ize postupovat dvéma zpUsoby:

@ hledat jeden polynom pro cely interval (a, b) nebo
@ hledat sadu polynomu takovou, ze kazdy z polynom(

nahrazuje hledanou funkci jen na Césti intervalu (a, b) mezi
dvéma sousednimi uzly.

Oba tyto pristupy nyni aplikujeme na numerické integrovani. V
obou situacich budeme predpokladat, Ze interval (a, b) délime
na stejné Casti takové, Ze interval mezi sousednimi uzly x;, X;, 1
je délky h. Tomuto Cislu budeme fikat krok.

Numerické integrovani



Nastin metod
Newton—Cotesovy vzorce
Slozené metody

Zpresnovani vysledkd

e Zpresnovani vysledku

@ Newton—Cotesovy vzorce

Numerické integrovani



Nastin metod
Newton—Cotesovy vzorce

Zpresnovani vysledkl i —

Newton—Cotesovy vzorce

Jestlize hledanou funkci na celém intervalu (a, b) nahradime
interpola¢nim polynomem L,(x) takovym, ze k uzlim a, b
pridame dalél’ uzly s krokem h, a poté fekneme, Ze

b

[ f(x)dx = f Ln(x)dx, dostaneme tzv. Newton—Cotesovy
Vzorce.

@ Lichobéznikova i Simpsonova metoda jsou specialni
pripady Newton—Cotesovych vzorcu.

@ Tento zpUsob nebudeme dale pouzivat.

(podrobnosti viz plna verze u¢ebniho textu)
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Nastin metod
Newton—Cotesovy vzorce
SloZené metody

Zpresnovani vysledkd

e Zpresnovani vysledku

@ Slozené metody




Nastin metod
Newton—Cotesovy vzorce

Zpresnovani vysledkl Slozenalmiatody

SloZzené metody

Z 1. roCniku vite, Ze pro integrovani plati véta:

Theorem

Necht a, b, c € R takova, Ze a < ¢ < b. Dale necht f(x) je
redlna funkce integrovatelna na intervalu (a, b). Pak plati

/bf(x)dx:/cf(x)dx+/bf(x)dx

MGzeme tedy interval (a, b) rozdélit s krokem h a na kazdou takto
vzniklou &ast aplikovat nékterou (vzdy tutéz) jednoduchou metodu
(lichobéznikovou, Simpsonovu, resp. jinou danou
Newton—Cotesovymi vzorci). Pak mluvime o sloZené lichobéZnikové
metodé, sloZené Simpsonové metode apod.
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Nastin metod
Newton—Cotesovy vzorce

Zpresnovani vysledkl Slozenalmiatody

Slozena lichobéznikova metoda

Meéjme uzly a = xg, X1, ..., Xm—1, Xm = b, tj. krok h = %. Pak
i 1 1
Ly = /f(x)dx =h <2f(xo) +f(x1)+ ...+ f(Xm_1) + 2f(xm))
a

Dal$iho zpfesnéni vysledku mizeme dosahnout jemnéjsim

vvvvv

rovnou Lo, protoZze v takovém pripadé mizeme vétsinu
hodnot f(x;) znovu pouZzit. Plati

1 b—a
Lzm_ELm+ 2m

Numerické integrovani

() + 70) + ... + F0em 1))



Nastin metod
Newton—Cotesovy vzorce
SloZené metody

Zpresnovani vysledkd

Geometricka interpretace slozené lichobéznikové
metody

T

a=x9 1 X2 ... Tp_1 Tp=2">0

PoZadujeme-li pfesnost vypoctu e, vypocet nejCasteji
ukonCujeme, jestlize pro néjaké m € N plati | Loy — Lm| < €.

Numerické integrovani



Nastin metod
Newton—Cotesovy vzorce
SloZené metody

Zpresnovani vysledkd

Slozena lichobéznikova metoda

Slozenou lichobéznikovou metodou pro riizna déleni intervalu
(2,3) vypoctete

3
/ €cos 6x + In xdx
2

Dostavame Ly = 1,6480, L, = 0,9023, L, = 0,8799,
Ls =0,8776, ..., Lg = 0,8753. Pfitom analyticky ziskany
3

vysledek je po zaokrouhleni [ cos6x + Inxdx = 0,87.
2

Numerické integrovani



Nastin metod
Newton—Cotesovy vzorce

Zpresnovani vysledkl Slozenalmiatody

Slozena Simpsonova metoda

Meéjme uzly a = xg, X1, ..., Xm—1, Xm = b, tj. krok h = ma.

Déleni intervalu (a, b) volme tak, aby m bylo sudé. Pak

Sm= ff(x)dx =
=h (f(xo) +Af(x1) + 2f(x2) + 4F(X3) + ... + 2F(Xm_2) + AF(Xm_1) + f(xm)>

(odhad chyby viz skripta)
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Otevrené metody

Jiné metody

e Jiné metody
@ Oteviené metody

Numerické integrovani



Otevrené metody

Jiné metody

Otevrené metody

Spole¢nym rysem vSech vySe zminovnych metod je to, Zze

krajni body intervalu (a, b) povazujeme za uzly kvadratury.

Dalsi délici body dostavame tak, ze interval (a, b) délime s
krokem h. Takovym metodam fikame uzavrené.

Pokud bychom krajni body intervalu (a, b) nepovazovali za uzly
kvadratury a uzlové body by byly symetricky rozloZzeny podle
stfedu intervalu (a, b), hovofili bychom o tzv. otevienych
metodach. Dale bychom postupovali stejné jako u uzavienych
metod.

Nejjednodussim prikladem otevienych metod je tzv.
obdélnikova metoda. Otevienymi metodami se nebudeme
zabyvat.

Numerické integrovani



Otevrené metody

Jiné metody

Geometricka interpretace obdélnikové metody

Numerické integrovani



Otevrené metody

Jiné metody

Otevrené metody

Otevienymi metodami se nebudeme zabyvat.

Numerické integrovani



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Pred tim, nez zacnete fesit jakékoli pfiklady, si proctéte plnou
verzi ucebniho textu!

Numerické integrovani



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Moznosti opakovani

Pomoci nasledujicich maplett si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, zkontrolovat
jejich spravnost, pfipadné si pfipomenout teoretické poznatky potrebné pro aplikaci
numerickych metod probiranych v této kapitole.

@ Vypodet funkénich hodnot
e Integrovani: vypocet urcitého integralu
e Integrovani: hledani primitivni funkce



http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/UrcityIntegral.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Integrovani.html

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Ptiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce pfikladi. Kromé nich
muZete pro svou samostatnou praci pouzivat také nase dopliikové elektronické zdroje.

Pred spusténim tohoto souboru je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, Ze tyto
aplikace nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout v§echny nuance probirané latky!

@ Numericky vypoget uritého integralu



http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Numericky_integral.exe

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Pri feSeni nasledujicich pfikladl zkuste aplikovat rizné
strategie feSeni. VSimejte si, jaka je jejich Casova narocnost.
Muzete vyuzivat vypocetni techniku. Sami zvazte, nakolik pfi
feSeni téchto zadani vyuzijete numerické metody, a jakou roli
pfi feSeni hraji teoretické poznatky ziskané v jinych
predmétech.

Numerické integrovani



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

0,7
Je dana funkce f(x) = 3 cos 2x. Numericky urcete [ f(x)dx.
—05
Pracuijte rdznymi metodami pro rtizna deleni. Vysledky
srovnavejte s presnym analyticky ziskanym feSenim.

Numerické integrovani



Pfiloha ProcviCovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example
Najdéte funkci f(x) a vhodny interval (a, b) tak, aby pro vypocet
b

| f(x)dx pro déleni intevalu na 2 ¢asti
a

@ postacovalo pouzit lichobéznikovou metodu,
@ bylo naprosto nevhodné pouzit lichobéznikovou metodu,

@ vysledky ziskané Simpsonovou a lichobéZnikovou
metodou byly zdsadné odliSné, avSak pravé jeden z nich
byl dostatecné presny.

Za ,dostateCnou” pfesnost pfitom povazujte stav, kdy se
numericky vysledek od pfesného analyticky ziskaného
vysledku nelidi o vice nez 5%.

Numerické integrovani




Numerické reseni diferencialnich rovnic

Matematika 3

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Q Formulace problému a oznaceni

@ Myslenka numerickych metod

Q Jednotlivé numerické metody

@ Jednokrokové metody
@ Eulerova metoda
@ Modifikace Eulerovy metody
@ Metoda Rungeho—Kutty

@ Vicekrokové metody
@ Nastin metod

e Probléemy a omezeni
@ Sifeni chyb
@ Shrnuti moznosti feseni diferencialnich rovnic

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Dosud znamé vs. novy pohled

Doposud jsme partikularni feseni diferencialnich rovnic hledali
ve dvou krocich:

@ Nasli jsme obecné feSeni zadané diferencialni rovnice.

© S jeho pomoci a s pomoci zadanach podminek
(pocatecnich nebo okrajovych) jsme nasli prislusné
partikularni feSeni.

Pritom obecné feSeni zadané diferencialni rovnice jsme hledali
postupem, ktery zavisel na typu zadané rovnice.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Priklady hledani obecného feseni

@ Rovnici y”(x) = x? fe§ime dvoji integraci pravé strany.

@ Rovnice y'(x) = xsin(y + 1) je rovnice se separovanymi
proménnymi y'(x) = f(x) - g(y), pfi jejimz feSeni
vyuzivame integrovani [ f(x)dx a [ 5.

@ Linearni diferenciélni rovnici y’(x) + y(x) sin x = cos x
feSime metodou variace konstanty.

@ Homogenni diferencialni rovnice feSime pomoci vhodné
substituce.

@ Bernoulliho rovnici (ktera je specialnim pfipadem Riccatiho
rovnice) freSime pomoci jiné vhodné substituce.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Dosud znamé vs. novy pohled

Nyni se nebudeme zabyvat feSenim konkrétnich typu rovnic,
ale budeme se vénovat hledani partikularniho (tj. jednoho
konkrétniho) feSeni libovolné diferencialni rovnice daného fadu.

Omezime se pritom na obyc&ejné diferencialni rovnice prvniho
radu, resp. na tyto rovnice se zadanou pocatecni podminkou.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Formulace problému

Najdéte feSeni pocate€ni ulohy y’ = f(x,y), y(xo) = Yo, kde y
je funkce proménné x.

@ Toto Ize napt. zapsat také jako y'(x) = f(x, y(x)),
y(%o) = Yo-

@ V realnych aplikacich se pouzivaji i jiné zapisy, napt. se
uvazuje proménna t misto x. Misto ,generického”
matematického x, y se pouziva oznaceni platné pro dany
inzenyrsky kontext, tj. napt. /(t), v(t) apod. Casto se misto
y'(x) pouziva zépis .

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Kromé nalezeni vlastniho feSeni zadané pocatec¢ni ulohy

vvvvvv

@ Je, pfip. na jakém intervalu je, zadana UGloha
(jednoznacgne) feSitelna? Jinymi slovy, kdy a za jakych
podminek ma vibec smysl tlohu fesit?

@ Je ziskané feseni stabilni? Jinymi slovy, je feSeni, které
ziskame, relevantni?

(Na otazku 1 odpovime jen velmi stru¢ne, odpoved’ na otazku 2
prekracuje ramec Bc. studia.)

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Existence a jednoznacnost feSeni

Velmi dllezitou soucasti feSenim problému, jehoz
matematickym zapisem je diferencialni rovnice, je otdzka
existence a jednoznacnosti reseni. Tato otazka by méla byt
zodpovézena vzdy, nez zacneme zadanou diferencialni rovnici,
resp. pocatecni ulohu, fesit. Problematikou existence a
jednoznacnosti reSeni pocatecni tlohy y' = f(x, y), y(x0) = Yo
se podrobné zabyvat nebudeme. Nebudeme dokonce ani
definovat, co znamena jednoznacné reseni — tento pojem
budeme chépat intuitivné. Rovnice, které budeme fesit, budou
mit jednoznacné feSeni ve smyslu bézné pouzivané definice.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Formulace problému a oznaéeni

Existence a jednoznacnost feSeni

Uvedeme pouze nésledujici vétu:

Theorem

Je-li funkce f(x, y) spojita na obdélniku

R={(x,y): [x—x0| <a,ly—yl| <b, a>0,b>0}, pak
existuje feSeni poc¢atecni ulohy y' = f(x, y) y(X0) = Yo na
intervalu (xo — o, Xo + ), kde o = m|n( ) kde

M = maxg |f(x, y)|. Je-li dale funkce 21%Y) i i ohraniéené na
obdélniku R, pak je toto reseni jediné.

@ Testujeme spojitost a ohranitenost funkci. Jak presné budeme pii tomto ovéfovani postupovat?
@ vata je implikaci, . nepopisuje piipad, kdy predpoklady spinény nejsou.

@ Pro specialni kontexty zadani existuji specialni podminky.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic
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Myslenka numerickych metod

...VS. numerické reseni

Pfi numerickém feSeni ziskame pouze pfiblizné hodnoty
partikularniho fesSeni v pfedem danych bodech. Misto funkce, resp.
obecného navodu, jak vybrat vhodnou funkci v zavislosti na
dodatecnych podminkach kladenych na feseni, ziskame pouze
koneCny pocet dvojic bod — pfiblizna hodnota feseni v ném.
Zobrazena je situace pro stejnou rovnici jako na pfedchazejici
obrazovce, podminka y(0) = 1, vypocet ukoncujeme pro x = 0, 5.

2

2

3
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Myslenka numerickych metod

...VS. numerické reseni

Ziskanymi body [x;, y;] pak mGzeme proloZit napf. interpolacni
polynom nebo splajn, abychom ziskali pfiblizné vyjadreni
hledaného feSeni zadané pocatecni ulohy, resp. hodnoty feseni
v jinych nez uzlovych bodech.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Myslenka numerickych metod

Vyhody a nevyhody numerického feseni

Vyhody:
@ Numerické metody jsou aplikovatelné na libovolny typ
rovnice prvniho fadu.
@ Odpada nutnost derivovani a integrovani.
@ Algoritmizovatelné.
Nevyhody (= cena za vyhody):

@ Numericky nenalezneme funkci, ale pfiblizné hodnoty
feSeni v izolovanych bodech.

@ Nutnost interpolace; problém extrapolace.

@ Problém vybéru vhodné metody, délky kroku, Sifeni chyb
apod. (pozdeji)

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Myslenka numerickych metod

Nastin metod

Vyjdeme z formulace Ulohy, tj. ze zapisu y’' = f(x, y),

y(Xo) = yo. Pfedem si stanovime, na jakém intervalu / = (xg, b)
budeme hledat feSeni. Interval / rozdélime s krokem h. Tak
ziskame tzv. pravidelnou sit {xg, X1 . .., Xp}. Dale budeme
hledat hodnoty y; v bodech x;, i=1,...,n.

i 0 1 2 n
Xi Xo | X1 | X2 | ... Xn
Yillyol| 22| ... 172

Jednotlivé metody se budou liSit ve zpUsobu hledani hodnot
oznacenych otaznikem.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Myslenka numerickych metod

Princip numerického feseni

Princip numerického fegeni pogateéni tlohy y’ = f(x, y), ¥(Xo) = ¥o; ¥(x) je pfesné Feseni (Eervens), numericky
ziskame priblizné hodnoty y; v bodech x; (modre), které se ov§em neshoduji s hodnotami y(x) v bodech x; ,

i=0,1,...,n(Cerveng).

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Q Jednotlivé numerické metody
@ Jednokrokové metody

ich rovnic



Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Eulerova metoda

V zadani dlohy y’ = f(x, y) nahradime derivaci y’ numerickou
derivaci podle jednoho ze vzorcu, které jsme odvodili na
prednasce o numerickém derivovani. Dostavame

1 .
| Y(Xiva) = y(xi) | = (X, y(Xi)),
h
tj. nahradime-li hodnotu y(x;) pfibliznou hodnotou y;

Yir1 = Yi + hf(x;, yi)

proi=1,...,n—1, pfiemz yy zname z pocatecni podminky
y(Xo) = Yo.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Eulerova metoda

Funkce y(x) (zelené) je hledanym analytickym fe$enim zadané pocatecni tlohy, svétle ervené je zakresleno

smérové pole. Bod [xp, yp] viz pocatecni podminka, body x; jsou uzly sité, hodnoty y; ziskany Eulerovou metodou.

Numerické feSeni diferencialnich rovnic



Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Nastin metod

U Eulerovy metody postupujeme tak, Zze hodnotu y; ¢ ziskdme
z numerického vyjadfeni hodnoty prvni derivace v bodé x;.

Mezi uzly x; a xj, 1 se vSak hodnota derivace hledané funkce (a
tedy i feSeni dané pocatecni tlohy) mize dost podstatne
zmenit. To hrozi zejména v pfipadech velkého h.

Budeme proto hledat zpusoby, jak hodnotu y;, 1 ziskat
,Sofistikovanégji“.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Geometicka interpretace

Yy
Yna L e e C
. Yn41-
yn._ ...... : yn_
Nl
P
Tn Tp+ /22541 T Tna1
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Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Modifikace Eulerovy metody

VySe uvedenym obrazkdm odpovidaji nasleduijici vzorce.

ki = f(xi,y) ki = f(x,y)

ke = f(X/+%h,y;+%hk1) ko = f(xi+ h,yi+ hkq)

]
Yisr = Yi+hk Yirr = Yi+ zhlki + ko)

Mluvime o tzv. prvni a druhé modifikaci Eulerovy metody.
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Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Metoda Rungeho—Kutty

Dal$imi, jesté ,sofistikovanéj$imi“, postupy bychom dostavali
podobné vypadajici vzorce. VSechny by byly tvaru

Yie1 = Yi+ h(wiky + ... + wsks),

kde ky = f(xj, y;), Cisla k;, i = 2, ..., s jsou funkéni hodnoty
funkce f(x, y) ve vhodnych bodech a Cislo s je predem dané.

Tyto vzorce se souhrnné nazyvaji metoda Rungeho—Kutty.

Eulerova metoda a jeji modifikace jsou specialnim pfipadem
metody Rungeho—Kutty.
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Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Metoda Rungeho—Kutty

Nejcastéji se v praxi pouziva metoda Rungeho—Kutty 4. fadu.

Vzorce a definice pojmu ,fad metody* viz skripta.
(u zkousky bude vyZadovano)
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Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Q Jednotlivé numerické metody

@ Vicekrokové metody

Numerick ni diferencialnich rovnic



Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Nastin metod

U v8ech dosavadnich metod jsme postupovali tak, ze jsme
hodnotu y;. 1 urCili ze znalosti y;, tj. v nasleduijici tabulce jsme
hledali hodnoty oznacené otaznikem.

i 0] 1 2 n
Xi Xo | Xq X2 . Xn
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Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Nastin metod

Hodnotu y;, ¢ je vSak mozné (a presnéjsi) urCit ze znalosti vice
(v tabulce k + 1) pfedchazejicich hodnot. Prislusna tabulka
tedy maze vypadat takto:

i 0 1 kK | k+1 | ... n
Xi Xo X1 Xk Xk+1 Xn
Yill Yo | Yo | -+ | Yk ? o ?
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Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Problém

Jak ziskat hodnoty yo, ..., yx?

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Jestlize hledame feSeni pocatecni ulohy, resp. diferencialni
rovnice prvniho fadu, mizeme dodat pouze jednu pocatecni
podminku. Nelze tedy udavat hodnoty feSeni v dalSich bodech,
tj. tlohu nelze zformulovat ve znéni: ,Najdéte feseni
diferencidlni rovnice y' = f(x,y), kde

y(Xo) = Yo, - -,y (Xk) = Yk

Chybéjici hodnoty proto musime dopocitat néjakou
jednokrokovou metodou. Nejcastéji volime metodu
Rungeho—Kutty 4. fadu.
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Jednokrokové metody
Jednotlivé numerické metody Vicekrokové metody

Podrobnosti

(podrobnosti viz pina verze skript).

ich rovnic



Siteni chyb
Shrnuti moznosti feSeni diferencialnich rovnic

Problémy a omezeni

e Problémy a omezeni
@ Sifeni chyb

umerické feseni diferencialnich rovnic



Siteni chyb
Shrnuti moznosti feSeni diferencialnich rovnic

Problémy a omezeni

v

Siteni chyb

V kazdém kroku kazdé z metod se dopoustime lokalni chyby d;,
protoze derivaci y’ nahrazujeme neptresnou hodnotou. Chyby se tak

v v

ve vypoctu mohou Sifit (globalni chyba ;).

Y y<$a$07y0)
yO"‘ ..... :
/y(xv Ti-1, yi—l)
A
Yi—14----- ................. 0 d
Yilewee- ~ .................. .......... : Rk

ich rovnic



Siteni chyb
Shrnuti moznosti feSeni diferencialnich rovnic

Problémy a omezeni

Chyba souvisi s délkou kroku h

Regenim pogateéni tlohy y’ = x2 — y, y(0) = 1 je funkce

y =2 — 2x + x> — e *. Numerické feSeni na intervalu (0, 2)
bylo ziskano Eulerovou metodou s krokem h=1, h=0,5a
h=0,25.

Reseni je zobrazeno na nasledujici obrazovce.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Siteni chyb
Shrnuti moznosti feSeni diferencialnich rovnic

Problémy a omezeni

Chyba souvisi s délkou kroku h

krok: h=105
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Siteni chyb
Shrnuti moznosti feseni diferencialnich rovnic

Problémy a omezeni

e Probléemy a omezeni

@ Shrnuti moznosti feseni diferencialnich rovnic

ich rovnic



Siteni chyb
Shrnuti moznosti feseni diferencialnich rovnic
Problémy a omezeni

Néco za néco...

@ Resit diferencialni rovnice prvniho fadu analyticky je sice
pracné, ale ziskdme obecné feseni, resp. libovolné
partikularni fe$eni. ReSeni ziskame jako funkci. Pokud
chceme zjistit hodnotu feSeni v libovolném bodé néjakého
pfipustného intervalu, staci dosadit do funkéniho predpisu.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Siteni chyb
Shrnuti moznosti feseni diferencialnich rovnic
Problémy a omezeni

Néco za néco...

@ Resit diferencialni rovnice prvniho fadu numericky miize
byt relativné jednoduché (Eulerova metoda) nebo sice
pracné (ne vSak obtizné) ale jednoduse algoritmizovatelné
(metody Rungeho—Kutty, vicekrokové metody). Ziskame
v8ak pouze pfiblizné hodnoty feSeni v predem danych
bodech.

o Cim delsi je interval, na némz chceme znat feSeni, tim
vice kroku dané metody musime provést. Velky krok totiz
znamena velké Siteni velkych chyb.

@ Chceme-li zjistit pfedpokladanou hodnotu feSeni v jiném
nez uzlovém bodé, musime ziskanym numerickym
feSenim prolozit interpola¢ni polynom nebo splajn.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Pred tim, nez zacnete fesit jakékoli pfiklady, si proctéte plnou
verzi ucebniho textu!

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Moznosti opakovani

Pomoci nasledujicich maplett si muzete usnadnit nékteré diléi vypocty, zkontrolovat
jejich spravnost, pfipadné si pfipomenout teoretické poznatky potrebné pro aplikaci
numerickych metod probiranych v této kapitole.

@ Vypodet funkénich hodnot

e Urceni typu diferencialni rovnice

© Separovatelné diferencialni rovnice

Q Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu

© Rozhodnuti, zda funkce je nebo neni fesenim dané diferenciaini rovnice
@ Derivovani

@ Integrovani

feseni diferencialnich rovnic


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/funkcniHodnoty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/typODE_nove.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/separable.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/linearODE.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/odetest.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Derivovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Integrovani.html

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Ptiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce prikladil. Kromé nich
mUZete pro svou samostatnou praci pouzivat také nase doplikové elektronické zdroje.

Pred spusténim tohoto souboru je nutné nainstalovat MATLAB Compiler Runtime ve
verzi R2013a, 32-bit pro Windows (400 MB). Podrobné informace o MATLAB Compiler
Runtime ziskate v napovédé na webu firmy Mathworks. Nezapominejte, Ze tyto
aplikace nemohou (a ani to nedélaji!) postihnout v§echny nuance probirané latky!

@ Jednokrokové numerické metody fedeni po¢ate&nich tloh



http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/MCR_R2013a_win32_installer.exe
http://www.mathworks.com/products/compiler/mcr/index.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/software/matlab/Diferencialni_rovnice.exe

Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Pri feSeni nasledujicich pfikladl zkuste aplikovat rizné
strategie feSeni. VSimejte si, jaka je jejich Casova narocnost.
Muzete vyuzivat vypocetni techniku. Sami zvazte, nakolik pfi
feSeni téchto zadani vyuzijete numerické metody, a jakou roli
pfi feSeni hraji teoretické poznatky ziskané v jinych
predmétech.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Je dana pocate¢ni dloha y’ = €3 + y, y(0,2) = 0,8. Zplsobem
znamym z predmeétu Matematika 2 najdéte hodnotu y(0,8).
Poté hodnotu y(0,8) urCete numericky takovou metodou s
takovym krokem, aby se vysledky neliSily o vice nez 10%.

Numerické feseni diferencialnich rovnic



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Je dana diferencialni rovnice y’ + xy = x® a po&ateéni
podminka y(0) = 2. Srovnejte hodnoty y(0,4) ziskané s
krokem h = 0,1 dvéma rliznymi libovolné zvolenymi

numerickymi metodami. Metody mohou byt jak jednokrokoveé,
tak i vicekrokové.

Numerickeé feseni diferencialnich rovnic



Zaklady statistického zpracovani dat

Matematika 3

Zéklady statistického zpracovani dat



@ Zzakiadni informace
@ Priblizeni zakladnich pojmu

9 NejCastéji pouzivané kvantitativni znaky
@ Rozdéleni Cetnosti
@ Charakteristiky polohy
@ Charakteristiky variability

Zéklady statistického zpracovani dat



Zékladni informace Priblizeni zékladnich pojmu

Zakladni informace

Ve druhé Casti predmétu se budeme vénovat zcela jiné oblasti
matematiky — pravdépodobnosti a statistice. Budeme pouzivat
naprosto odlisny styl vykladu. Zatimco zakladnim rysem
numerické matematiky byla nepresnost (kterou jsme ¢asto
prenaseli i na teoretické odvozovani a prakticka zadani),
zakladnim rysem dal$iho vykladu z pravdépodobnosti bude
naopak nutnost byt naprosto exaktni.

V predmétu se budeme vénovat tvodu do teorie
pravdépodobnosti a statistiky. V této kapitole budeme definovat
nékteré z pojma, které se bézné pouzivaji i mimo kontext
odborné matematiky. Budeme se v ni zabyvat zejména
popisem dat. V dalSich kapitolach, ve kterych se jiz budeme
veénovat teorii pravdépodobnosti, budeme s nékterymi z téchto
pojmU bézné pracovat.

Zéklady statistického zpracovani dat



Z&kladni informace

Priblizeni zékladnich pojmu

@ Zzakiadni informace
@ Priblizeni zakladnich pojmu

Zéklady stati ho zpracovani dat



Zakladni informace o S akladnich pojmd

Statistika a popisna statistika

Popisna statistika se zabyva shromazdovanim, tfidénim a
popisem souboru dat. Nékdy se pod pojmem statistika mysli
primo nashromazdéna data, jindy spiSe Cinnost spojena s jejich
ziskavanim a zpracovanim. Pfedmeétem statistiky je také
hledani zakonitosti v téchto datech a predpoveéd budouciho
vyvoje.

Zéklady statistického zpracovani dat



Zakladni informace o S akladnich pojmd

Statistické jednotky / soubory / znaky

@ Zkoumané objekty nazyvame statistickymi jednotkami.
Mnozinu vSech statistickych jednotek nazveme statistickym
souborem.

@ Vlastnosti statistickych jednotek vyjadruji statistické znaky.

@ Zjistujeme-li u kazdé statistické jednotky pouze jeden
statisticky znak, ziskavame tak soubor jednorozmérny.
Zjistujeme-li dva nebo vice znakl a zkoumame-li jejich
vzajemné vztahy, hovofime o souborech dvourozmérnych,
resp. vicerozmérnych.

Zéklady statistického zpracovani dat



Zakladni informace o S akladnich pojmd

Statistické jednotky / soubory / znaky

Podle rozsahu zkoumané soubory délime na:

@ Zakladni soubor (populace) — obsahuje vSechny vymezené
jednotky.

@ Vybérovy soubor (vybér) — obsahuje pouze nékteré
jednotky.

Z vlastnosti vybérového souboru se snazime zobecnit zavéry
na cely zakladni soubor. Proto si pfi vybéru prvk(l musime
pocinat opatrné, vybérovy soubor by mél byt reprezentativni.

Zéklady statistického zpracovani dat



Zakladni informace o S akladnich pojmd

Statistické jednotky / soubory / znaky

Statistické znaky délime na:

@ Kvantitativni — jsou popsané Ciselnou hodnotou. Tyto
znaky mazeme déle rozdélit na
e spojité — mohou nabyvat kterékoli hodnoty z uréitého
intervalu (napf. spotfeba elektfiny),
@ nespojité (diskrétni) — mohou nabyvat pouze hodnot z
urcité kone€né nebo spocetné mnoziny , Casto se jedna o
celoCiselné hodnoty (napt. pocCet déti v roding).

@ Kvalitativni — jsou popsany slovné.

Zabyvat se budeme prevazné znaky kvantitativnimi.

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky STy vy

Vymezeni problému

V dalSim textu budeme zkoumat jednorozmérny statisticky
soubor o celkovém rozsahu n statistickych jednotek.

Zéklady stati ho zpracovani dat



Rozdéleni etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky STy vy
SACUE

Obsah

9 NejCastéji pouzivané kvantitativni znaky
@ Rozdéleni Cetnosti

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky STy vy
SACUE

Ucel

Budeme chtit popsat, jakych hodnot zkoumany znak nabyva.

Zéklady stati ho zpracovani dat



Rozdéleni etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky STy vy

Absolutni ¢etnost diskrétnich znakd

Definition

Predpokladejme, Ze v souboru o rozsahu n maze sledovany
znak x nabyvat k riznych hodnot (variant) xq, xo, . . . , Xk.
Cetnost varianty x; je pocet vyskyt( této hodnoty ve
sledovaném souboru a oznac¢ime ji n;, i = 1,..., k. Pak plati

N +nNo+---+ Nk =n.

@ Misto Cetnosti mluvime také o absolutni Cetnosti, abychom
ji odlisili od tzv. relativni Cetnosti.

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Sl vereiy

Relativni ¢etnost diskrétnich znaku

Relativni Cetnost varianty x; zavedeme jako
n.
fi=—.
n
Pro relativni Cetnosti plati
n n ny+---+n
fi +...+fk:71+...7k:1—k:1_
n n n

@ Relativni ¢etnost se ¢asto vyjadfuje v procentech.

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky STy vy

Grafické znazornéni

Cetnosti graficky vyjadiujeme napt. spojnicovym (vlevo) nebo
sloupcovym grafem (vpravo).

(ni) (n:)
407 401
30t 301
201 201
10 10
18 19 20 21 22 23 vék (z) 18 19 20 21 22 23 vk (z)

Tyto grafy jsou vhodné zejména pro nizké pocty variant.

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky STy vy

Kumulativni ¢etnost

Definition

Kumulativni ¢etnost varianty x; udava, kolik jednotek ma
hodnotu znaku mens§i nebo rovnou vybrané varianté x;.
RozliSujeme kumulativni absolutni ¢etnost a kumulativni
relativni cetnost.

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky STy vy

Cetnosti spojitych znakd

Pro spojité znaky a pro diskrétni znaky s vysokymi pocty
variant pouzivame tzv. intervalové rozdéleni cetnosti. Interval,
do néhoz vSechny ziskané znaky spadaji, rozdélime na nékolik
¢asti a vSimame se Cetnosti (relativnich i absolutnich) hodnot z
daného subintervalu.

Pocet Casti intervalu Casto urCujeme podle vzorce
k=1+log,n=1+33logn,

kde n je rozsah souboru.

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky STy vy

Grafické znazornéni

Ke grafickému znazornéni intervalového rozdéleni Cetnosti
pouzivame napf. histogram (vlevo), pfip. normovany histogram,
kde soucet obsahu obdélnikl je 1 (vpravo).

(n;) 0,871
20
0,6 +
15 b
10 047
5 0,2 1
6 7 8 9 10 spotreba [§ ‘ 7 ‘ 8 ‘ 9 10 spotieba
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Rozdéleni etnosti
Charakteristiky polohy
Charakteristiky variability

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky

Priklady

Priklady 10.2 a 10.3 z pIné verze skript.

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Sy vy
SAEUE

Obsah
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@ Charakteristiky polohy

Zéklady stati ho zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Sty vy
SACUE

Ucel

Budeme chtit popsat, kolem jakych hodnot se zkoumany znak
zhruba pohybuije.

Zéklady stati ho zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Sty vy

Aritmeticky pramer

Definition
Mame-li soubor rozsahu n a zjisténé hodnoty znaku jsou
X1, ..., Xn, Pak jejich aritmeticky prumeér je

yzu_fle

Jestlize sledovany znak x muze nabyvat k riznych hodnot
X1, X2, ..., Xk @ pro kazdou hodnotu x;, i = 1, ..., k, zname jeji
Cetnost n;, resp. relativni ¢etnost f;, pak

k

i=1 i=1

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Sy vy

Modus

Definition
Modus statistického znaku je hodnota, kterd se v souboru
vyskytuje nejcastéji. Modus znaéime X.

@ U spojitych znakd — zname-li intervalové rozdéleni Cetnosti
— stanovujeme tzv. modaini (nejcetnéjsi) interval. Za
pribliznou hodnotu modu pak mizeme brat stfed
modalniho intervalu.

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Sty vy

Median

Definition
Median statistického znaku je prostfedni hodnota ze souboru
usporadaného podle velikosti. Znacime jej x nebo téZ Xg 5.

Oznacime-li prvky usporadané podle velikosti jako xq, Xo, .. ., X,
a pocet prvku n je
@ liché Cislo, pak je median pfimo prostfedni hodnota, tj.
X = X(nt1)/2 -
@ sudé Cislo, je median priimér ze dvou prostfednich prvka,
tj.

o
X =5 (X2 + Xnj2)41) -

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Sty vy

p—kvantil

Definition

Pro p € (0, 1) je kvantil X, neboli p—kvantil takové &islo, které
oddéluje nejmensich p - 100 % hodnot statistického znaku od
nejvétsich (1 — p) - 100 % hodnot.

Kazdy software urCuje kvantily podle svého vlastniho algoritmu.
Vysledky ziskané v riznych programech se proto pro dany
statisticky soubor mohou ligit!

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Sty vy

Specialni pfipady kvantil

@ Median X, 5 — déli soubor sefazeny podle velikosti
zkoumaného znaku na poloviny.

@ Kuvartily Xo 25, Xo 5, X0,75 — déli soubor na ¢tvrtiny. Hodnotu
Xo0,25 nazyvame prvni kvartil, druhy kvartil splyva s
medianem a hodnotu Xg 75 nazyvame treti kvartil.

@ Decily X1, - . ., Xo,9 — déli soubor na desetiny. Mluvime o
prvnim, druhém, az devatém decilu.

@ Percentily Xo 01, - - - , Xo,99 — déli soubor na setiny.

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Climeliarsiy i

Obsah
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@ Charakteristiky variability

Zéklady stati ho zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Climeliarsiy i

Ucel

Budeme chtit popsat, jak jsou hodnoty ve statistickém souboru
rozptyleny. Zejména nas zajima, jak jsou hodnoty rozptyleny
kolem aritmetického primeéru.

Zéklady stati ho zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Climeliarsiy i

VariaCni rozpéti

Definition
Variacni rozpéti je rozdil nejvétsi a nejmensi hodnoty znaku:

R = Xmax — Xmin-

Zéklady stati ho zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Climeliarsiy i

Mezikvartilové rozpéti

Definition
Mezikvartilové rozpéti je rozdil tretiho a prvniho kvartilu:

X0,75 — X0,25-

Zéklady stati ho zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Climeliarsiy i

Rozptyl a smérodatna odchylka

Rozptyl statistického znaku v populaci oznatime o2 a
definujeme jej jako

i=1
Smeérodatnou odchylku definujeme jako

o= Vo2

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy
Charakteristiky variability

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky

Rozptyl a smérodatna odchylka

Rozptyl udava, jak se hodnoty statistického znaku primeérné lisi
od primeérné hodnoty, ovéem ve druhé mocniné. Proto
pracujeme se smérodatnou odchylkou. Rozptyl ¢asto uréujeme
pomoci nasledujiciho vztahu:

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Climeliarsiy i

Rozptyl a smérodatna odchylka

Rozptyl znaku, ktery nabyva hodnot x1, xo, .. ., Xx S cetnostmi n;
a relativnimi ¢etnostmi f;, i = 1, ..., k, Ize vypocitat jako
1K 1K
- 2
o—zznZ(x;—x)z-n,-: BZ:x,-z-n,- - X
i=1 i=1
pripadné jako
k k
2= (xi—XP fi= > xFfi| -% (1)
i=1 i=1

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Climeliarsiy i

Grafické znazornéni

Nasledujici dva soubory maji stejny pramér, ale liSi se v
rozptylu. Na obrazku vlevo je rozptyl mensi, na obrazku vpravo
vetsi. Pro ilustraci pouzivdame normovany histogram.

(fi) (i)
0.4 o 0.4
0.3 0.3
0.2 02
0,1 H 0,1
D Il —
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Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy
Charakteristiky variability

Populacni vs. vybérovy rozptyl

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky

Mame-li k dispozici data pouze pro vybérovy soubor (ne populaci),
mluvime o tzv. vybérovém rozptylu a vyberové smérodatné odchyice.
Ptislusné vzorce jsou mirné odlisné.

Definition

Vybérovy rozptyl definujeme jako

s = n11 > (xi— %) )
i=1

Znacgime jej jako s?. Viybérovou smérodatnou odchylku definujeme
jako odmocninu z vybérového rozptylu,

s=Vs? (3)

a znacime ji jako s.

Zéklady statistického zpracovani dat



Rozdéleni ¢etnosti
Charakteristiky polohy

Nejcastéji pouzivané kvantitativni znaky Climeliarsiy i

Populacni vs. vybérovy rozptyl

Plati

Tedy

Zéklady statistického zpracovani dat
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Matematika 3
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@ Uvod do pravdépodobnosti
@ Dosud zname vs. novy pohled
@ Definice pojmu a oznacovani

9 Klasicka pravdépodobnost

e Dal$i pravdépodobnostni modely
@ Diskrétni pravdépodobnost
@ Geometricka pravdépodobnost

Q Podminéna pravdépodobnost
@ Podminéna pravdépodobnost
@ Nezavislost jevl
@ Uplna pravdépodobnost

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti

Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojml a oznacovani

@ Uvod do pravdépodobnosti

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti

Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojml a oznacovani

@ Uvod do pravdépodobnosti
@ Dosud zname vs. novy pohled

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojml a oznacovani

Dosud zname vs. novy pohled

O pravdépodobnosti dosud pravdépodobné vite, ze:
@ veéci se deji s jistou pravdépodobnosti, ktera ¢asto
vyjadfuje subjektivni miru jistoty (,Pfijdu asi na 80%."),

@ pravdépodobnost se vyjadfuje procenty v rozsahu
0 — 100%,

@ ,védecky pojata“ pravdépodobnost pfili§ nesouvisi s
realnym svétem a zivotem (napf. pravdépodobnost vyhry
prvniho poradi ve Sportce),

@ s pravdépodobnosti néjak souvisi statistika,
@ statisticky Ize dokézat naprosto cokoliv,

@ ,Véfim jen té statistice, kterou jsem sam zfalSoval.“
(Winston Churchill)

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojml a oznacovani

Dosud zname vs. novy pohled

Ukazeme si, ze pravdépodobnost a statistika maji dulezité
misto v nejriznéjSich oborech lidské Cinnosti. Budeme presné
definovat zakladni pojmy pravdépodobnosti a statistiky a
ukézeme jejich pouziti v praxi.

Protoze jste se ve svém studiu s teorii pravdépodobnosti dosud
nesetkali, budeme se vénovat jen naprostému tvodu do této
matematicke discipliny. Na riznych pfikladech budeme

ukazovat rozpor mezi zavéry ucinénymi na zakladé intuitivniho

chapani pravdépodobnosti a zavéry podlozenymi pfesnym
rozborem situace a vypocty.

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojml a oznacovani

Intuitivni vs. pfesné

Jaka je pravdépodobnost, Ze hodime-Ii kostkou, padne 6?

Intuitivni odpovéd’: |

Tato odpovéd muze ale také nemusi byt spravna.

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojml a oznacovani

Intuitivni vs. pfesné

Vysledek % ohlasime, protoze predpokladame, ze

@ hazeme Sestisténnou kostkou (ale existuji i dvanactisténné
nebo dvacetisténné — napt. ve hrach typu ,Draci doupé*),

@ uvazujeme kostku, na jejiz kazdé sténé je uvedeno prave
jedno z Cisel 1,2,3,4,5,6 (ale na kostkach napf. pro
détské hry mohou byt obrazky)

@ kostka je dobfe vyvazena, tj. vSechny vysledky jsou stejné
pravdépodobné,

@ kostka nedopadne na hranu, po hodu se neztrati, Cislo
budeme schopni precist a podobné ,nepravdépodobnosti*.

Muzeme to ale vzdy predpokladat?

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojml a oznacovani

Intuitivni vs. pfesné

Jaka je pravdépodobnost, ze se v bézném platebnim styku
setkdm s nécim podobnym jako na obrazku?

E37 666646
Intuitivni odpovéd’: mala

Spravna odpoved’: nelze urcit

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojml a oznacovani

Intuitivni vs. pfesné

ProtoZe redlnou situaci prevadime na matematicky model, musi byt
kazda uloha vzdy pfesné zadana. Na co pfesné se v zadani ptame?
Pfedpokladejme, Ze Glohu definujeme jako napf.: ,Jaka je
pravdépodobnost, Ze jg dostanu do rukou pétistovku s péti stejnymi
Cislicemi v sériovém Cisle?"

@ Vime, kolik bylo vyti§téno sérii, v jakém rozsahu, a jaka ¢ast z
tohoto objemu byla uvolnéna do obéhu?

@ Vime, jaky objem nominalu byl stazen z obéhu? (opotrebeni)

@ Jak zohlednime skute¢nost, ze lidé vétSinou vybiraji penize ze
stejnych bankomatt (pfitom kazdy prednostné nabizi jiné
bankovky)? Jsem ja reprezentativni vzorek?

Nékteré z téchto informaci Ize (s riznou obtiZnosti) dohledat. Nékteré
jsou ovéem tajné. Proto ani na zpfesnénou formulaci zadani
odpovédét nelze.

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti

Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

@ Uvod do pravdépodobnosti

@ Definice pojmu a oznacovani

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

Problém

V teorii pravdépodobnosti koname pokusy, vSimame si jejich
vysledku a ptame se, jaka je pravdépodobnost, Ze nékteré z téchto
vysledku nastanou.

Abychom na tuto otazku mohli smysluplné odpovédét, musime
zejména

@ védét, co rozumime pokusem,
@ zajistit, aby pokus byl ,nahodny*,

@ umét popsat mozné vysledky pokusu, zajistit, aby byly
,nahodné*, a popsat pfipadné vazby mezi jednotlivymi vysledky,

@ presné definovat ty vysledky, které nas zajimaji,

a to vSe pomoci matematického aparatu v situaci, kdy se zabyvame
Ulohou z realného Zivota.

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti

Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

Proto se nyni budeme vénovat tzv. axiomatické teorii
pravdépodobnosti. Ukazeme, Ze intuitivné chapany pojem
pravdépodobnosti (viz pfiklad o kostce s vysledkem %) je jen
jednou z moznych podob pojmu pravdépodobnost.

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

Kontext zadani

Priklady z pravdépodobnosti ¢asto vyuzivaji Sablonovita
zadani. Hovofi se napt. o hazeni kostkou nebo minci, tahani
karet, kulicek z urny apod. To umoznuje soustfedit se na
matematickou podstatu problému a nerozptylovat pozornost
studiem vneéjSich projevu jednotlivych realii.

Velmi ¢asto se v prikladech hovofi o ,vyrobcich® a ,zmetcich®.
Tato slova jsou synonymem pro slova ,pokus*“ a ,neuspéch®.

V realnych aplikacich jsou ovSsem realie velmi dulezité,

protoze maji vliv na vlastnosti matematického modelu
zadani! Znalost realii vSak ziskate v odbornych predmétech.

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

Kontext zadani

@ Jedenkrat hodime béznou Setisténnou kostkou. Jaka je
pravdépodobnost, Ze padne trojka?

@ Malému ditéti, které Cerstvé pozna pismena, napiSeme Sest
zkratek: USA, CR, SRN, EU, IBM, UK. Pozadame jej, aby
oznacilo tu zkratku, ktera mezi ostatni nepatfi. Jaka je
pravdepodobnost, ze vyradi zkratku IBM?

@ Ditéti, které pravé zacalo chodit do skoly, napiSeme Sest
zkratek: USA, CR, SRN, EU, IBM, UK. Pozadame jej, aby
oznacilo tu zkratku, ktera mezi ostatni nepatfi. Jaka je
pravdépodobnost, Ze vyradi zkratku IBM?

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti

Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

Zakladni prostor

Definition

Predpokladejme, ze provadime nahodny pokus. Ozna¢me
mnozinu v§ech moznych vysledku tohoto pokusu. Mnozinu Q
nazveme zakladni prostor.

| \

Example

Hazime kostkou, dokud nepadne Sestka. UrCete zakladni
prostor.

Q={[6],[1.,6],...,[5.6],[1,2,6],...[1,5,6],
[2,1,6],...,[5,1,6],...,[5,5,6],[1,1,1,6],...}

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

Jevové pole

Bud Q # () a S systém podmnozin mnoziny €, ktery ma tyto
vlastnosti

Q Qes,

Q jestlize Ac S, paktaké A=Q\ Ac S,

Q jestlize Ak e S, k=1,2,...,paktaké |J Ak € S.
k=1

Pak & nazveme mnozinovou o-algebrou a dvoijici (€2, S)
nazveme jevovym polem.

Jestlize ma zakladni prostor alespon dva prvky, neni S, a tedy ani
jevové pole, uréeno jednoznacné. (ukazka pro Q = {1,2,3} viz pina
verze skript)

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

Nahodné jevy

Definition
Mnozinu A C Q nazveme nahodnym jevem, jestlize A € S.

Nahodné jevy budeme vétSinou oznaCovat pocateCnimi
pismeny abecedy. Nékteré nahodné jevy maji vyznacné
postaveni:
@ Nahodny jev Q2 nazyvame jisty jev.
@ Nahodny jev ) nazyvame nemozny jev.
@ Je-liw € Q, pak ndhodny jev {w} nazyvame elementarni
jev.

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

DalSi zakladni pojmy

Necht / je libovolna indexova mnozina. Pak

@ () A nazyvame spolecné nastoupeni jevi A;, i € |,
iel

@ |J A nazyvame nastoupeni alespori jednoho z jevu A;,
iel
i€l

@ A; = Q\ A nazyvame opacny jev k jevu A;, i € I,

@ skutecnost, ze pro w € Q plati, ze w € A;, i € I, znamena,
ze mozny vysledek nahodného pokusu w je pfiznivy jevu
A, i€l

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

DalSi zakladni pojmy

Necht 1,2 € /, kde I je indexova mnozina. Pak

@ symbolem A; \ A> oznaCujeme nastoupeni jevu Ay za
nenastoupeni jevu Ao,

@ jestlize Ay C Ay, fekneme, Ze jev Ay ma za dusledek jev
Ao,

@ jestlize A; N A> = (), fekneme, Ze jevy Aq, As jsou
neslucitelné.

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

Priklad

Hazime kostkou, dokud nepadne Sestka. Vypiste vSechny
mozné vysledky pFiznivé nastoupeni jevu A pokus skonci pfi
tfetim hodu, jevu B pokus skonci pfi tfetim hodu, pricemz v
prvnich dvou hodech padlo vZdy sudé Cislo a jevu C pokus
skonci pri tfetim hodu, pricemz v prvnim hodu padlo liché cislo.

A = {[x,y,s]: x,ye{1,2,3,4,5}}
= {[x,y,6]: x,ye{2,4}}
c = {[x,y,e]: xe{1,3,5},ye{1,2,3,4,5}}

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

Definice pravdépodobnosti

Necht (€2, S) je jevové pole. Pravdépodobnosti nazveme reélnou
mnozinovou funkci P : S — R, ktera splfiiuje nasledujici axiomy:

@ nezapornosti, tj. P(A) > 0 pro kazdé Ac S
@ normovanosti, tj. P(Q) = 1

© spocetné aditivity, j. jestlize je kazda dvojice jevl A, A;, i # j
neslucitelna, pak

P (G A,-) = i P(A)
i=1 i=1

Trojici (22, S, P) nazyvame pravdépodobnostni prostor.

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

Vlastnosti pravdépodobnosti

Z vySe uvedenych axiomu vyplyva nékolik vice ¢i méné
ziejmych, resp. znamych, vlastnosti pravdépodobnosti. Pro
kazdé A, B € S plati:

Q P(0)=0< P(A) < P(Q) =1

Q@ P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B)

© jestlize AC B, pak P(A) < P(B)

Q PA)=1-PA

Pravdépodobnostni modely



Uvod do pravdépodobnosti
Dosud zname vs. novy pohled
Definice pojmU a oznacovani

Pravidlo souctu

Pokud bychom chtéli vlastnost 2 zobecnit na n jevt, dostali
bychom:

n—1

P(0 A,-)z’?g PA) -5, 3 PAD A

n—2 n—

+ > Z Z P(AiNA NAL) —

i=1 j=i+1 k=j+2
A (DTPAT N AN . NAD)
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9 Klasicka pravdépodobnost
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Klasicka pravdépodobnost

Definice klasické pravdépodobnosti

Definition

Necht zakladni prostor Q2 je koneéna neprazdna mnozina a necht S
obsahuje vSechny podmnoziny zakladniho prostoru. Ozna¢me ||
pocet vSech moznych vysledkl néjakého nahodného pokusu a pro
libovolny jev A € S oznaCme |A| pocet moznych vysledku priznivych
jevu A. Klasickou pravdépodobnosti nazyvame realnou mnozinovou
funkci P: S — R definovanou pro vSechna A € S vztahem

1Al
||’

P(A) =

pricemz kazdému elementérnimu jevu pfifazujeme stejnou
pravd&podobnost -

Pravdépodobnostni modely



Klasicka pravdépodobnost

Klasicka pravdépodobnost

V osudi je pét mickud - Cerveny, modry, bily, Cerny, zeleny.
Nahodné vybirame jeden z nich. Pravdépodobnost, Zze
vybereme zeleny, je 1.

Odpovéd % davame proto, Ze jsou spinény vSechny
predpoklady definice a Uloha je zadana korektné.

Pravdépodobnostni modely



Klasicka pravdépodobnost

Klasicka pravdépodobnost

V osudi je pét mickd. Nahodné vybirame jeden z nich. Jaka je
pravdépodobnost, Ze vybereme zeleny?

Na tuto otazku nelze odpovéedeét.

V osudi je pét micku, které predstavuji uchazece o verejnou
zakazku. Zastupce magistratu ndhodné vybira jeden micek.
Jaka je pravdépodobnost, ze vybere firmu XY?

Opravdu se jedna o priklad na klasickou pravdépodobnost?

Pravdépodobnostni modely



Diskrétni pravdépodobnost
Dalsi pravdépodobnostni modely Geometricka pravdépodobnost

e Dal$i pravdépodobnostni modely
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Diskrétni pravdépodobnost
Dalsi pravdépodobnostni modely Geometricka pravdépodobnost

Nekonec¢né mnoziny

Nekone¢né mnoziny miazeme klasifikovat.

Definition
@ Nekone€nou mnozinu, jejiz prvky Ize usporadat do
posloupnosti, nazveme spocetnou a fekneme, ze ma

spocetné mnoho prvku.

@ Nekone€nou mnozinu, jejiz prvky nelze usporadat do
posloupnosti, nazveme nespocetnou a fekneme, ze ma
nespocetné mnoho prvKa.

@ Mnozinu, ktera je konecna nebo spocetna, nazveme
nejvyse nespocetnou.

Pravdépodobnostni modely



Diskrétni pravdépodobnost
Dalsi pravdépodobnostni modely Geometricka pravdépodobnost

NekoneCné mnoziny

Spocetnymi mnozinami jsou napf. mnozina vSech sudych Cisel,
N, Z, Q.

Kazdy interval / C R je nespocetny.

Lze ukazat, ze zatimco vSechny spoCetné mnoziny maji stejny
pocet prvkd, nespocetné mnoziny maji vice prvka nez
spocetné.

Pravdépodobnostni modely



Diskrétni pravdépodobnost
Dalsi pravdépodobnostni modely Geometricka pravdépodobnost

e Dal$i pravdépodobnostni modely
@ Diskrétni pravdépodobnost
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Diskrétni pravdépodobnost
Dalsi pravdépodobnostni modely Geometricka pravdépodobnost

Definice diskrétni pravdépodobnosti

Definition

Necht zakladni prostor Q2 je nejvySe spocetna, tj. konecna
nebo spocetnd, neprazdna mnozina a necht' S obsahuje
vSechny podmnoziny zakladniho prostoru. Pfedpokladejme, ze
jednotlivym elementarnim jevim {w;}, i = 1,2, ... pfitadime
navzajem obecné rizné pravdépodobnosti P({w;}), tak, Zze
soucet pravdépodobnosti vSech elementarnich jeva {w;} je
roven 1. Pravdépodobnost jevu A C Q definujeme jako

P(A) =) P({w})

w€eA
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Diskrétni pravdépodobnost
Dalsi pravdépodobnostni modely Geometricka pravdépodobnost

Priklad

Ptiklad na uziti klasické pravdépodobnosti:

S jakou pravdépodobnosti padne na bézZné Sestisténné kostce
liché &islo?

Priklad na uziti diskrétni pravdépodobnosti:

S jakou pravdépodobnosti padne liché Cislo na Sestisténné
kostce, ktera ma posunuté tézisté tak, aby Sestka padala s
pravdépodobnosti 0, 79, jedni¢ka s pravdépodobnosti 0,01 a

ostatni Cisla kazdé se stejnou pravdépodobnosti?

Pravdépodobnostni modely



Diskrétni pravdépodobnost
Dal$i pravdépodobnostni modely Geometricka pravdépodobnost

e Dal$i pravdépodobnostni modely

@ Geometricka pravdépodobnost
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Diskrétni pravdépodobnost
Dal$i pravdépodobnostni modely Geometricka pravdépodobnost

Mira mnoziny

V matematické analyze, resp. ve formalné presné budované
teorii pravdépodobnosti, se zavadi pojem mira mnoZiny, resp.
objem borelovské mnoZiny. Zavedeni téchto pojmua vyrazné
pfesahuje moznosti naSeho predmeétu.

Pro dvourozmérné mnoziny G proto oznacme symbolem p(G)
intuitivné chapany obsah oblasti G C R?. Pro trojrozmérné
mnoziny G budeme symbolem u(G) chapat objem mnoziny, pro
jednorozmérné pak délku prislusné usecky.
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Diskrétni pravdépodobnost
Dal$i pravdépodobnostni modely Geometricka pravdépodobnost

Definice geometrické pravdépodobnosti

Definition

Je-li dan zékladni prostor jako oblast Q C R? takovy, Ze kazdy
vysledek pokusu nastavéa se stejnou pravdépodobnosti, pak
pravdépodobnost, ze vysledek pokusu bude lezet v oblasti

A C Q, definujeme vztahem

Py 10

~—

@ Ve skuteCnosti predpokladame, ze Q je libovolna
nespoéetna mnozina. (PoZadavek ,oblast Q C R?“ je sice
velkym zjednodusenim, avSak pro nase ucely postacuje.)

@ K urCeni Cisel u(A), resp. (), je velmi casto nutné vyuzit
integrovani.
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Diskrétni pravdépodobnost
Dal$i pravdépodobnostni modely Geometricka pravdépodobnost

Priklad

Vezmeme Spejli a nahodné ji rozfizneme na tfi Casti. Jaka je
pravdépodobnost, ze z nich slozime trojuhelnik?

@ Uvazujeme v feci intervalt a nekone¢nych mnozin, proto
otazka, které fezy jsou technicky proveditelné, je
irelevantni!

Pravdépodobnostni modely



Diskrétni pravdépodobnost
Dal$i pravdépodobnostni modely Geometricka pravdépodobnost

Priklad

Uvazime jednotkovou Spejli a fezy x, y tak, ze x < y. Zakladni prostor Q je
Q={lx,y] eR% x,y € (0,1),x < y}.
Trojuhelnikové nerovnost plati pro [x, y] lezici v Sedé oblasti.
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Podminéna pravdépodobnost
Nezavislost jevl
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Q Podminéna pravdépodobnost

Pravdépodobnostni modely



Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevl
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Q Podminéna pravdépodobnost
@ Podminéna pravdépodobnost

Pravdépodobnostni modely



Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevl

Podminéna pravdépodobnost YpBlie) (e el P oe e

Motivace

Nyni se budeme zabyvat situacemi, kdy pravdépodobnost nami
zkoumaného jevu zavisi na tom, jaké byly vychozi podminky
pokusu. Budeme si také vSimat situaci, kdy pracujeme s vice
jevy, pficemz ty se mohou (ale také nemuseji) néjakym
zpusobem ovliviiovat.

Pravdépodobnostni modely



Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevl

Podminéna pravdépodobnost URlllelbecnerchics

Motivace

Zadani 1: Na 10 listcich jsou napsany ¢islice 0,1,...,9.
Nahodné vybereme jeden listek, poznamename Cislici a listek
odlozime stranou. Toto opakujeme jesté dvakrat. Jaka je
pravdépodobnost, ze dostaneme ¢Cislo 1257

Zadani 2: Linka A vyrobi denné x vyrobkl, z toho m zmetkd,
linka B vyrobi denné y vyrobku, z toho n zmetkl. Jaka je
pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany vyrobek je zmetek?

Zadani 3: Linka A vyrobi denné x vyrobku, z toho m zmetkd,
linka B vyrobi denné y vyrobku, z toho n zmetkld. Nahodné
vybrany vyrobek z denni produkce je zmetek. Jaké je
pravdépodobnost, Ze pochazi z linky A?

Pravdépodobnostni modely



Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevu
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Intuitivni ,definice“ a oznacovani

Definition
Pravdépodobnost jevu B za podminky, Ze nastal jev A,
nazveme podminénou pravdépodobnosti a ozna¢ime ji

P(BJA).

Pravdépodobnostni modely



Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevl

Podminéna pravdépodobnost Usli e e anes

Definice

Definition

Necht (2, S, P) je pravdépodobnostni prostor, B € S jev s
nenulovou pravdépodobnosti. Pro kazdé A € S definujeme
podminénou pravdépodobnost vztahem

P(AN B)
P(B)

P(AIB) =

@ Vime, Ze jev B nastal, a pocitame pravdépodobnost toho,
Ze v takove situaci nastane i jev A.

Pravdépodobnostni modely



Podminéna pravdépodobnost
Nezavislost jevu
UplIna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Priklad zadani

Ze vzorku 1000 finanénich poradct doporuéovalo v roce 2007
investici do akcii 800. Pfitom 900 finanénich poradcl z uvedeného
vzorku nemélo v roce 2007 dostatecné zkusenosti, které by je
opraviovaly k poskytovani finan¢nich rad. Z nich 750 doporucovalo
investovat do akcii. Pan Hrabivy investoval na zaklade rady jednoho z
uvedeného 1000 poradcl do akcii islandskych bank. Jaka je
pravdépodobnost, Ze mu poradil poradce s dostateCnymi
zkusenostmi?

@ V zadanich je ¢asto pfemira informaci. Zadani proto musime
spravné dekddovat a oznacit prislusné jevy.

@ Konkrétni zadani rychle zastaravaji, ,genericky matematicka“
ne. Zadani je z roku 2009. M4 fraze ,islandské banka*“ v této
souvislosti néjaky specialni vyznam?

Pravdépodobnostni modely



Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevu
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Véta o nasobeni pravdépodobnosti

Jestlize zobecnime a upravime vztah z definice podminéné
pravdépodobnosti, dostavame vétu o nasobeni
pravdépodobnosti.

Theorem

Necht (2, S, P) je pravdépodobnostni prostor, Aq,...,An € S
takové jevy, Ze P(A1 N ...N A,_1) > 0. Pak plati

n
P (ﬂ A,-> = P(Ar1) - P(Az|Ar) - P(As|Ar N Az) - P(AnlAi N Az ... Anet)
i=1

Pravdépodobnostni modely



Podminéna pravdépodobnost
Nezavislost jevi
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Q Podminéna pravdépodobnost

@ Nezavislost jevl

Pravdépodobnostni modely



Podminéna pravdépodobnost
Nezavislost jevi
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Nezavislost dvou jevl

Definition

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (2, S, P) a jevy A, B.
Jestlize plati P(An B) = P(A) - P(B), fikdme, Ze jevy A, B jsou
nezavisle.

@ Intuitivné Ize nezavislost chapat jako stav, kdy skute¢nost,
Ze nastal jev A nijak neovlivni pravdépodobnost jevu B (a
naopak), tj. sou¢asnou platnost podminek P(B|A) = P(B)
a P(AB) = P(A).

Pravdépodobnostni modely



Podminéna pravdépodobnost
Nezavislost jevi
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Priklady nezavislych jevu

@ Dvojice Cisel, kterd padnou pfi sou¢asném hodu dvéma
Sestisténnymi kostkami.

@ Cislo, které padne pfi opakovaném hodu kostkou.
@ Pohlavi déti riznych rodica.

Pravdépodobnostni modely



Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevi
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Priklady zavislych jevu

@ Jestlize sou¢asné hodime dvéma kostkami, jevy na jedné

kostce padlo sudé Cislo a padl soucet 10.

@ Jevy taZena karta z baliCku karet je eso a taZzena karta z
balicku je kral za predpokladu, Ze prvni kartu nevratime
zpét a balicek nezamichame.

@ Mozné vysledky riznych rozhodovacich strategii.

Pravdépodobnostni modely



Podminéna pravdépodobnost
Nezavislost jevi

Podminéna pravdépodobnost Uslie v el anes

Priklad

Z bézného balicku karet vytdhneme postupné dveé karty. Jaka
je pravdépodobnost, Ze obé tazené karty budou esa?

@ Zavislost, resp. nezavislost jevl nemusi byt na prvni
pohled zfejma!
(feseni pfikladu viz sbirka pfikladu, pf. 2.10.)

Pravdépodobnostni modely



Podminéna pravdépodobnost
Nezavislost jevi
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Nezavislost n jevu

Pojem nezavislosti Ize rozSifit i na pfipad n jevd. Pak bychom
overovali platnost vSech vztahu

Vi<j  P(ANA)=P(A)-PA)
Vi<j<k  PANANA)=P(A) P(A) P(A)

P(A1 ﬂAQﬂﬂAn):P(A1)P(A2)P(An)

Pravdépodobnostni modely



Podminéna pravdépodobnost
Nezavislost jevi

Podminéna pravdépodobnost Usli e e anes

Priklad

V urné jsou Ctyfi listky s Cisly 000, 110, 101 a 011, pficemz je
stejna Sance vytahnout kterykoliv z nich. Oznacme A; jev
nahodné vytaZeny listek ma jedniCku na i—tém misté. Jsou jevy
Aq, Az, A3 nezavislé?

Reseni presahuje ramec predmétu, protoze se jedna o
nezavislost vice jevl. Ovérte si sami, Ze jevy nezavislé nejsou.

Pravdépodobnostni modely



Podminéna pravdépodobnost
Nezavislost jevl
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Q Podminéna pravdépodobnost

@ Uplna pravdépodobnost

Pravdépodobnostni modely



Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevl
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Rozklad na mnoziné

Definition
Rozkladem na mnoziné M nazyvame systém mnozin R; C M,
i € 1, kde I je néjaka indexova mnozina, ktery splfuje
nasledujici podminky:

@ R NR; =0prokazdé i, jc |takové, ze i # |

Q@ UR=M

iel

Pravdépodobnostni modely



Podminéna pravdépodobnost
Nezavislost jevl
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Uplny systém hypotéz

Definition

Necht (2, S, P) je pravdépodobnostni prostor a necht’ je dan
rozklad H;, i € | zakladniho prostoru Q na nejvyse spocetné
mnoho jevl H; o nenulovych pravdépodobnostech P(H;). Pak
fikame, ze je dan uplny systém hypotéz.

Pravdépodobnostni modely



Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevl
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Uplny systém hypotéz

Uvazime-li mozné vysledky hodu Sestisténnou kostku, pak
@ {{1}.{2},{3}.{4}.{5}. {6} } Je Upiny systém hypotéz,

Q {Hi, Ho, H3}, kde H; je jev padne sudé cCislo, Hs je jev
padne cislo vétsi neZ 4, Hs je jev padne ¢Cislo 1 nebo 3
neni Uplny systém hypotéz,

© jevy H; a H> z bodu 2 netvoii Uplny systém hypotéz,

Q jev H; z bodu 2 a jev Hy padne liché ¢islo tvoti Gplny
systém hypotéz.

Pravdépodobnostni modely



Podminéna pravdépodobnost
Nezavislost jevl
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Véta o Uplné pravdépodobnosti

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (2, S, P) a uplny
systém hypotéz H;, i € |. Pak pro libovolny jev A € S plati

= P(H) - P(AlH;)

i€l

Pravdépodobnostni modely



Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevl
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

Véta o Uplné pravdépodobnosti — intuitivni znazornéni

—
_—
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Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevl

Podminéna pravdépodobnost Uit o lEppealatamiesi

Véta o Uplné pravdépodobnosti

Zkous$ku Uspésné slozilo 60 studentl ze skupiny A, kterda ma
100 student(, 150 studentt ze skupiny B, ktera ma 200
studentd a 40 studentl ze skupiny C, ktera ma 80 studentu.
Nahodné vybereme studenta, ktery patti do jedné ze skupin
A, B, C. Jaka je pravdépodobnost, ze Uspésné slozil zkousku?

@ Abychom mohli pouzit vétu o Uplné pravdépodobnosti,
musime ovérit, ze skupiny A, B, C tvofi rozklad mnoziny
vS8ech uvazovanych studentu.

@ Pozor na oznaceni jevu!

Pravdépodobnostni modely



Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevl
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

1. Bayesuv vzorec

Theorem

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (2, S, P) a uplny
systém hypotéz H;, i € |. Pak pro libovolny jev A€ S s
nenulovou pravdépodobnosti a pro libovolny jev Hy z Uplného
systému hypotéz plati

 P(Hy) - P(AIHY)
PUHIA) = = By - PLATH)
iel

Pravdépodobnostni modely



Podminénéa pravdépodobnost
Nezavislost jevl

Podminéna pravdépodobnost el e el

1. Bayesuv vzorec

Zkous$ku Uspésné slozilo 60 studentl ze skupiny A, kterda ma
100 student(, 150 studentt ze skupiny B, ktera ma 200
studentd a 40 studentl ze skupiny C, ktera ma 80 studentu.
Nahodné vybereme studenta, ktery tspésné sloZil zkousku.
Jaka je pravdépodobnost, Ze pochazi ze skupiny A?

@ Abychom mohli pouzit 1. Bayesuv vzorec, musime ovéfit,
ze skupiny A, B, C tvofi rozklad mnoziny vSech
uvazovanych studenta.

@ Pozor na oznaceni jevu!

Pravdépodobnostni modely



Podminéna pravdépodobnost
Nezavislost jevl
Uplna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost

2. Bayesuv vzorec

1. Bayesuv vzorec pouzivame v situaci, kdy hledame
pravdépodobnost jevu, ktery je totozny s jednou z hypotéz (v
textu zadani Ze student pochazi ze skupiny A).

Pokud bychom se ptali na pravdépodobnost jevu, ktery je zcela
novy a nesouvisi s ostatnimi jevy v Uloze popsanymi, pouZili
bychom tzv. 2. Bayesuyv vzorec. Tyto Uvahy v8ak presahuiji
ramec naseho predmétu.

Pravdépodobnostni modely



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Pred tim, nez zacnete fesit jakékoli pfiklady, si proctéte plnou
verzi ucebniho textu!

Pravdépodobnostni modely



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Ptiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce pfikladil. Kromé nich
mUZete pro svou samostatnou praci pouzivat také nase doplikové elektronické zdroje.

o Kombinatorika — zjisténi poctu a vypis vS8ech variaci, kombinaci, atd.

Pravdépodobnostni modely


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Kombinatorika.html

Nahodna& veliCina
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e Dosud zndmé vs. novy pohled

© Nahodna velicina

© Distribuéni funkce
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Dosud zndmé vs. novy pohled

0 Dosud zndmé vs. novy pohled




Dosud zndmé vs. novy pohled

Dosud zname vs. novy pohled

Prozatim jsme definovali zakladni pojmy z teorie
pravdépodobnosti a zavedli mj. pojmy klasicka a geometricka
pravdépodobnosti.

Vime, ze klasickou pravdépodobnost Ize pouzit v situaci, kdy
zakladni prostor Q je kone¢ny. Geometrickou pravdépodobnost
pouzivame tehdy, je-li zakladni prostor Q nespoCetna mnozina.
Oba pravdépodobnostni modely navic plati pouze za
predpokladu, Ze v§echny vysledky nahodného pokusu
nastavaji se stejnou pravdépodobnosti.

Nahodna veli¢ina



Dosud zndmé vs. novy pohled

Dosud zname vs. novy pohled

Motivaci k pojmu diskrétni pravdépodobnost byla snaha popsat
situace, kdy jednotlivé elementarni jevy nastavaji s obecné
ruznou pravdépodobnosti. Tuto situaci budeme od nynéjSka
studovat podrobnéji, a to i v kontextu geometrické
pravdépodobnosti, tj. pravdépodobnosti, jejiz zakladni prostor
je nespocetna mnozina.

K popisu téchto situaci v8ak nejprve musime definovat vhodné
pojmy a ukazat si jejich zakladni vlastnosti.

Nahodna veli¢ina



Nahodna veli¢ina

© Nahodna velicina




Nahodna veli¢ina

Definice

Definition

Necht (2, S, P) je pravdépodobnostni prostor. Funkce
X: Q — R takova, Ze pro kazdé x € R je

{we Q: X(w) < x} € S, se nazyva nahodna veli€ina na
pravdépodobnostnim prostoru (2, S, P).

@ Zjednodus$eneé lze fici, ze nahodna velicina je funkce, ktera
prvkam zakladniho prostoru Q pfifazuje realna Cisla.

@ Jedna se o veli€inu, jejiz hodnota je jednoznacné urcena
vysledkem néjakého ndhodného pokusu.

@ Nahodné veliCiny obvykle zna¢ime velkymi pismeny,
nejCastéji X.

Nahodna veli¢ina



Nahodna veli¢ina

Oznaceni

Je-li ddna néjaka mnozina B, pak symbol [X € B] oznacuje
mnozinu takovych moznych vysledkl w néjakého nahodného
pokusu, pro které plati, ze X(w) € B, {j.

XeBl ={weQ: X(w)e B}
Symbol [X € B] ¢teme ,ndhodnd veli¢ina X se realizuje v
mnoziné B*.

@ Zéapis P(X € B) ¢teme ,pravdépodobnost, Ze se nahodna
veliCina realizuje v mnoziné B“.

Nahodna veli¢ina



Nahodna veli¢ina

Oznaceni

Jestlize je mnozina B jednoprvkova, tj. napf. B = {x}, pak
misto [X € B] piSeme [X = x| a fikdme, ze ,ndhodna veli¢ina X
se realizuje hodnotou x.“ Symbolicky

X=x] ={weQ: X(w)=x}.

@ Pozor na rozliSovani X (nahodna veli¢ina) a x (realné cislo,
konkrétni realizace nahodné veliciny)!

@ Podobné mizeme zavést symboly [X < x] (,nahodna
velic¢ina se realizuje hodnotou mensi nez x*), [X < x],
[X > x], [X > x], [x < X < y] adalsi.

@ Vyjadreni vySe uvedenych podminek muize obsahovat
logické spojky A, V, =, =, <.

Nahodna veli¢ina



Nahodna veli¢ina

Priklad

Nahodna veli¢ina X udava Cislo, které padne pfi hodu kostkou.
Zapiste ,pravdépodobnost, Ze padne sudé Cislo“.

Pozadavek miuzeme zapsat napf. jako P(X € {2,4,6}) nebo
P(X =2V X =4V X = 6). ProtoZe podminky [X = 2], [X = 4]
a [X = 6] jsou neslucitelné, mazeme hledanou
pravdépodobnost urcit jako soucet

P(X=2)+ P(X =4)+ P(X =6).

Nahodna veli¢ina



Nahodna veli¢ina

Typy nahodnych veliCin

K nejc¢astéjSim typim nahodnych veli€in patfi:
@ diskrétni nahodné veli¢iny — ty, které mohou nabyvat pouze
hodnot z urCité koneCné nebo spocCetné mnoziny
Q spojité ndhodné veli¢iny — ty, které mohou nabyvat
kterékoli hodnoty z urcitého intervalu
Poznamka: nejedna se o presné definice.

@ U nékterych z dale uvadénych pojmu, resp. vzorcu, budou
nutné rozliSovat typ nahodné veliciny, kterou uvazujeme.

Nahodna veli¢ina



Distribuéni funkce

© Distribuéni funkce
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Distribuéni funkce

Definice

Definition

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (£, A, P) a nahodna
velicina X. Funkce F : R — R definovana pro kazdé x € R
predpisem

F(x)=P(X < x)

se nazyva distribuc¢ni funkce nahodné veliiny X vzhledem k
pravdépodobnosti P.

Nahodna veli¢ina



Distribuéni funkce

Poznamky k definici

@ Nékdy se v definici distribucni funkce pouziva ostra
nerovnost (viz napt. stara verze skript). To vSak ma vliv na
formu vzorcu a na veskeré vypocty!

@ | kdyz je oborem hodnot distribu¢ni funkce celé R, ve
skutecnosti nabyva distribucni funkce jen hodnot z
intervalu (0, 1).

@ Pojem distribucni funkce se vaze ke vSem typum
nahodnych veli¢in. To je odliSnost od nékterych dalSich
pojmu (napf. pravdépodobnostni funkce nebo hustota
pravdépodobnosti), které jsou definovany jen pro urcité
typy nahodnych veli€in.

Nahodna veli¢ina



Distribuéni funkce

Vlastnosti distribucni funkce

Distribu¢ni funkce ma nasledujici vlastnosti:
@ 0 < F(x) <1 prokazdé x € R,
@ F je neklesajici, tj. kdyz a < b, pak F(a) < F(b),
Q Xﬂrpoo F(x) =0, XIme F(x) =1,
©Q P(X>a)=1-F(a)prokazdé acR,
@ Pla< X <b)=F(b)—- F(a)prokazdé a,bcR,a<b
© F je zprava spojita, tj. tin;+ F(t) = F(x).
Dale budeme rozliSovat diskrétni a spojité nahodné veliCiny.

Bude-li nahodna veliCina spoijita, bude vlastnost 6 modifikovana
na ,funkce je spojita.”

Nahodna veli¢ina



Distribuéni funkce

Existencni véta

Ma-Ii néjaka funkce F : R — R vlastnosti 2, 6 a 3, pak existuje
pravdepodobnostni prostor (2, S, P) a na ném definovana

nahodna veli¢ina X tak, Ze F je distribucni funkce této nahodné
veliciny X.

Nahodna veli¢ina



Distribuéni funkce

Priklady

Konrétni ptiklady uvedeme v dalSich kapitolach pro jednotlivé
typy nahodnych veli€in.

Nahodna veli¢ina



Diskrétni nahodna velicina

Matematika 3

Diskrétni nahodna velicina



@ Definice

@ Pravdépodobnostni funkce

© Distribuéni funkce diskrétni nahodné veliginy

e Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veligin
@ Stfedni hodnota
@ Rozptyl a smérodatna odchylka
@ Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX
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Definice

@ Definice




Definice

Definice (intuitivné a zjednodusengé)

Definition
Nahodnou veliGinu X nazyvame diskrétni, jestlize jejim oborem
hodnot je mnozina, ktera je konec¢na nebo spocetna.

@ Hodnoty, kterych muze diskrétni nahodna veli¢ina nabyvat,
znacime vétsinou xq, Xo, . . ..

@ Pocet moznych vysledkd pokusu vétSinou znacime n.
Pfitom muze byt také n = <.

Diskrétni nahodna veli¢ina



Definice

Piklady

@ Nahodnym pokusem rozumime stfileni do terce, dokud se
netrefime. PoCet spotfebovanych naboju je diskrétni
nahodna veli¢ina.

@ Nahodnym pokusem rozumime hod kostkou. Pokus
nékolikrat opakujeme. Diskrétni ndhodnou veli¢inou je
napr. celkovy pocet Sestek nebo celkovy pocet lichych /
sudych Cisel, ktera padnou.

@ Nahodnym pokusem rozumime narozeni ditéte. Diskrétni

nahodnou veliinou je pocCet narozenych chlapcu (tj. 0
nebo 1).

Diskrétni nahodna veli¢ina



Pravdépodobnostni funkce

@ Pravdépodobnostni funkce
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Pravdépodobnostni funkce

Definice

Jestlize mozné vysledky pokusu nastavaji s obecné riiznou
pravdépodobnosti, potfebujeme nastroj, jak tuto ,obecné
riiznou*“ pravdépodobnost popsat.

Definition

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (£, A, P) a diskrétni
nahodna veli¢ina X. Funkce p : R — R definovana pro kazdé
X € R predpisem

p(x) = P(X = x)

se nazyva pravdépodobnostni funkce nahodné veliiny X.

Diskrétni nahodna veli¢ina



Pravdépodobnostni funkce

Poznamky k definici

@ Podobné jako u distribu¢ni funkce, i zde je sice formalné
vzato oborem hodnot mnozina cela R, avSak ve
skute€nosti je to jen interval (0,1).

@ Nékdy se misto nazvu pravdépodobnostni funkce pouziva
oznaceni frekvencéni funkce. Tu znacime f.

Diskrétni nahodna veli¢ina



Pravdépodobnostni funkce

Vlastnosti pravdépodobnostni funkce

Pravdépodobnostni funkce ma nasledujici viastnosti:

@ je vsude nulova s vyjimkou nejméné jednoho a nejvyse
spocetné mnoha bodl,

Q Vx R plati, 26 0 < p(x) <1,
Q@ X px)=1.

Xi:p(x;)>0

n
@ Vlastnost 3 Ize zapsat také jako > p(x;) = 1.
i=1

Diskrétni nahodna veli¢ina



Pravdépodobnostni funkce

Existencni véta

Jestlize néjaka funkce p : R — R ma nasledujici viastnosti:

@ Vx € R plati, Ze p(x) > 0, tj. mirné modifikovana
vlastnost 2, a
@ > p(xj)=1,t. viastnost 3,
Xi:p(x;)>0
pak existuje pravdépodobnostni prostor (2, S, P) a na ném
definovana diskrétni nahodna velicina X takova, Ze p(x) je jeji
pravdépodobnostni funkci.
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Pravdépodobnostni funkce

Priklad

Example

Tahame vzdy jednu kartu z bézné karetni hry 32 karet (4 bravy
po 8 kartach). Kdyz vybereme eso, zapiSeme na papir Cislo 1 a
Lhra“ konci. Kdyz vytahneme figuru, zapiSeme na papir Cislo 2
a ,hra“ konci. Kdyz vytdhneme néco jiného, kartu vratime a
balicek promichame. Tahneme znovu. Kdyz nyni vytdhneme
eso, zapiSeme na papir ¢islo 3 a ,hra“ konci. Kdyz vytdhneme
figuru, zapiSeme Cislo 4 a ,hra“ koncCi. Kdyz vytahneme néco
jiného, zapiSeme ¢islo 5 a ,hra“ konci.

Nahodna veli¢ina X udava Cislo, které jsme si zapsali. UrCete
jeji pravdépodobnostni funkci.
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Pravdépodobnostni funkce

Predné si musime uvédomit, jakych hodnot mize nahodna
veli¢ina nabyvat. Zde mame X € {1,2,3,4,5}. Proto také

[ 0 prox¢{1,2,3,4,5}
p(X)—{ ? prox e {1,2,3,4,5}

Hodnoty oznacené otaznikem budou nenulové. UrCime je

pomoci klasické pravdépodobnosti. Zde ziejmé p(1) = 55 = 3,

p(2) = 35 = 3. Diky tomu, jak je situace popsana, mizeme
Vzhledem k tomu, Ze > p(x;) =1, je

i=1

3
16"
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Pravdépodobnostni funkce

Problém

Zadani je pomérné podrobné. Jak jej mizeme upravit, aniz
bychom zménili platnost vypoctu? Pritom chceme, aby pokus
zustal stejny.
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Pravdépodobnostni funkce

Znazornéni pravdépodobnostni funkce

p(x)=0prox ¢{0,1,2,3,4}.

Y Yy
>
0.6 0,6
04 04
02 ° 02
[ ]
s [ —
1 2 1 2 1 2 3 4 "
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Pravdépodobnostni funkce

Priklad

Hazime kostkou, dokud nepadne Sestka. Hodit mizeme
nejvySe pétkrat. Nahodna veli¢ina X udava pocet hodu. UrCete
jeji pravdépodobnostni funkci.

@ Chceme-li uréovat pravdépodobnostni, musi byt zfejmé, co
popisuje nahodna veli¢ina!
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Distribuéni funkce diskrétni nahodné veliCiny

Obsah

© Distribuéni funkce diskrétni nahodné veliginy
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Distribuéni funkce diskrétni nahodné veliCiny

Definice

Definici distribuéni funkce a jeji vlastnosti jsme uvadéli v minulé
kapitole. Ve specialnim pfipadé, kdy je nahodna veli¢ina X
diskrétni, ma distribu¢ni funkce schodovity tvar.

Y

y=F(x)

H..
ot
ot
ot
5
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Distribuéni funkce diskrétni nahodné veliCiny

Vztah distribuéni a pravdépodobnostni funkce

Theorem

Je-li X diskrétni nahodna velic¢ina, F jeji distribucni funkce a p
jeji pravdépodobnostni funkce nabyvajici nenulovych hodnot v
bodech t, i = 1,2, ..., pak plati

Fi)E P(X<x)=3"p(t)

i<x

@ PrisluSnou hodnotu pravdépodobnostni funkce ziskame

jako ,vysku schodu®, ij.
p(x1) = F(x1), p(x;) = F(x;) = F(Xi—1) proi=2,3,...,n
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Distribuéni funkce diskrétni nahodné veliCiny

Priklad

Example
Jsou znamy nasledujici hodnoty pravdépodobnostni funkce
néjaké nahodné veliCiny X, o niz vime, Ze nenulovych hodnot
nabyva pro x € N takova, ze 1 < x < 6.

x |1 ] 2] 3 [ 4]5
p(x) | 0,1]0,3]0,050,1]0,2

UrCete distribuCni funkci ndhodné veliciny X.

(feseni)
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Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

kteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

0 Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veligin




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

V této Casti budeme definovat tfi zakladni pojmy, s nimiz
budeme dale pracovat. Nejprve uvedeme znéni prislusnych
definic pro diskrétni nahodnou veli€inu. V pfipadé spoijité
nahodné veli¢iny budou definice pojmu a postupy vypoctu
prislusnych hodnot sice jiné, avSak myslenky uvedenych pojma
budou stejné.
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Stredni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Obsah

0 Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veligin
@ Stfedni hodnota




Stredni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Motivace

Mame-li dan néjaky datovy soubor, ktery se sklada z Ciselnych
hodnot, mizeme snadno vypocitat primér téchto hodnot.

Desetkrat za sebou jsme hodili béZnou Sestisténnou kostkou.
Padla tato Cisla: 2,4,6,6,6,3,2,1,5,1. UrCete primér z téchto
hodnot.
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Stredni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Motivace

V mnoha pfipadech ale umime urcit hodnoty
pravdépodobnostni funkce prislusné nahodné veliCiny (ktera
muze byt definovana az pro spocetné mnoho hodnot), tj. urgit
totéz, avSak bez toho, aby pokus fyzicky probéhl. Zkusme v
tomto pripadé urCit néjakou analogii pojmu primer.

Kdybychom spocetnékrat hazeli béznou Sestisténnou kostkou a
ze ziskanych vysledkl poté vypocetli priimér, jakou hodnotu
bychom ziskali?

Zde nahodna veliCina urcuje Cislo, které na kostce padne.

Diskrétni nahodna veli¢ina



Stedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka

Giselné charakteristiky diskrétnich nahodnych velisin [

Definice

Definition
Necht je dan pravdépodobnostni prostor (2, S, P), diskrétni
nahodna veli¢ina X a jeji pravdépodobnostni funkce p(x). Pak

Cislo
EX= Y x-p(x)
X;:p(x;)>0

nazyvame stfedni hodnotou nahodné veliCiny X vzhledem k
pravdépodobnosti P.

@ Budeme také pouzivat ¢asté (a vhodnéjsi) oznaceni E(X).

@ Misto > Ize pséattaké > .
Xi:p(x;)>0 i=1

Diskrétni nahodna veli¢ina



Stredni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Poznamka

@ V uvedené definici predpokladame, ze fadu lze secist.
Pokud tomu tak neni, fekneme, ze stfedni hodnota
neexistuje.

@ Rada v definici stfedni hodnoty mlize byt kone&nd i
nekonecna (se spocetné mnoha cleny).

Diskré na velicina



Stredni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Priklad

Kdybychom spocetnékrat hazeli béznou Sestisténnou kostkou a
ze ziskanych vysledku poté vypocetli priimér, jakou hodnotu
bychom ziskali?

Diskré na velicina



Stredni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in
v
Priklad

Reseni:

@ Nahodna veli¢ina X udava Cislo, které mize padnout na
Sestisténné kostce, tj. nabyva hodnot z mnoziny
{1,2,3,4,5,6}.

@ Pravdépodobnostni funkce nahodné veli¢iny X je

{ & proxe{1,2,3,4,5,6}

pix) = jinak

@ Stredni hodnota EX tedy je

6
1 1 1 1 1 1 1 .21
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Stredni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Pocitani se stredni hodnotou

@ Jestlize X, Y jsou ndhodné veliCiny (ne nutné diskrétni),
EX,EY jejich stfedni hodnoty a a, b, ¢ € R libovolné, pak
@ Ea)=a
Q@ E(cX)=c-EX
©Q E(X+Y)=EX+LEY
Q E(a+bX+cY)=a+b-EX+c-EY
Q@ E(X-EX)=0
@ Jestlize X, Y jsou diskrétni nahodné veli€iny takové, Ze pro
kazdou dvoijici hodnot x, y € R plati

PIX=XIN1Y =y]) = PX = x)- P(Y = ),

tj. ndhodné veli€iny X, Y jsou nezavislé, pak
Q E(X-Y)=EX-EY

Diskrétni nahodna veli¢ina



Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Obsah

0 Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veligin

@ Rozptyl a smérodatna odchylka




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Motivace

Mame-li dan néjaky datovy soubor, ktery se sklada z Ciselnych
hodnot, mizeme snadno vypocitat pramér téchto hodnot. Mimo
to mizZeme chtit urcit napft. charakteristiky variability — a z nich
napr. chtit jednim &islem vyjadfrit ,globalni“ odchylku v celém
datovém souboru, tj. rozptyl, resp. smérodatnou odchylku.
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Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Motivace

Example

Ve skupiné xx byly ziskany nasledujici bodové vysledky
pisemky (sefazeno vzestupné):

0-0-1-2-2-3-4-4-4-5-5_6-7-8-8-8-8-9-9-10—10

Najdéte primér téchto hodnot a poté urcete, jak se vysledky
pisemky primérné liSi od prameéru.
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Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Motivace

V mnoha pfipadech ale umime urcit hodnoty
pravdépodobnostni funkce prislusné nahodné veliCiny (ktera
muze byt definovana az pro spocetné mnoho hodnot). Zkusme
urCit néjakou analogii pojmu rozptyl statistického znaku, resp.
smérodatna odchylka statistického znaku, podobné jako jsme
to udélali u pojmu pramer.

Diskrétni nahodna veli¢ina



Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych velicin  [EEEEREEEEIE

Definice

Definition
Necht je dan pravdépodobnostni prostor (€2, S, P), diskrétni
nahodna veli¢ina X, jeji sttedni hodnota EX. Pak Cislo

DX = E[(X — EX)?]

nazyvame rozptylem nahodné veli¢iny X vzhledem k
pravdépodobnosti P a kladnou hodnotu vDX nazyvame
smérodatnou odchylkou nahodné veliiny X vzhledem k
pravdépodobnosti P.

@ Budeme také pouzivat ¢asté (a vhodnéjsi) oznaceni D(X).
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Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Poznamky k definici

@ V uvedené definici predpokladame, ze stfedni hodnota
nahodné veli¢iny (X — EX)? existuje.




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Vzorec pro vypocet rozptylu

Vzorec
DX = E[(X — EX)?]

Ize upravit do tvaru
DX = E(X?) — (EX)?,

kde E(X?) je stfedni hodnota nahodné veliiny X2, tj.

EX?) = > xF-p(x)

Xi:p(x;)>0

Diskrétni nahodna veli¢ina



Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Priklad

Kdybychom spocetnékrat hazeli béznou Sestisténnou kostkou,
ze ziskanych vysledku poté vypocetli primér a poté nahodné
vybrali vysledek jednoho hodu, o jakou hodnotu by se od tohoto
primeéru s nejvetsi pravdépodobnosti nejvyse lisil?
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Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Priklad

@ Nahodna veli¢ina X udava &islo, které mdze padnout na Sestisténné kostce, {j.

nabyva hodnot z mnoziny {1,2,3,4,5,6}.
@ Pravdépodobnostni funkce ndhodné veliciny X je

1
_J g proxe{1,2,38,45,6}
PX) { 0 jinak

@ Stfedni hodnotu nahodné veliginy X jsme urgili jako EX = Z.

@ V zadani se ptame na smérodatnou odchylku, tedy kladnou odmocninu z
rozptylu. Nejprve musime najit nahodnou veliginu X? a jeji stfedni hodnotu EX?

6

1 1 1 1 1 11 13
E(X?)=1.-4+4.-+9.—+16.—- +25.- +36.-=—-> = —
X% tAeTYe TP T e T GEI 2

7)? = 35 a smérodatna odchylka

@ Proto rozptyl DX = 32 — (3

VDX = /35 =1.71.



Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Pocitani s rozptylem

@ Jestlize X, Y jsou ndhodné veli¢iny (ne nutné diskrétni),
DX,DY jejich rozptyly a a, b, ¢ € R libovolné, pak

@ D(a)=0
© D(a+ bX)=b? DX

@ Jestlize X, Y jsou ndhodné veli¢iny (ne nutné diskrétni)
takové, Ze pro kazdou dvojici hodnot x, y € R plati

P(X=xIn[Y =y]) = P(X=x)-P(Y =),

tj. ndhodné veliCiny X, Y jsou nezavislé, pak
©Q D(X+Y)=DX+DY

Diskrétni nahodna veli¢ina



Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Obsah

0 Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veligin

@ Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX
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Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka

Giselné charakteristiky diskrétnich nahodnych velisin  [RSEREEREEERIESUERHE S

Nastin

Se znalosti stfedni hodnoty a rozptylu mizeme v urCitych
pripadech odhadnout jisté pravdépodobnosti. Tyto odhady
prekracuji ramec naseho predmétu a uvadime je jen pro
zajimavost.
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Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Markovova nerovnost

Theorem

Jestlize je dana nahodna velicina (ne nutné diskrétni) takova,
Ze P(X > 0) =1, ajestliZze existuje jeji stfredni hodnota EX, pak
pro vsechnat > 0, t € R plati

P(X>t-EX)<1?
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Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Odhady pravdépodobnosti pomoci EX a DX

Ciselné charakteristiky diskrétnich nahodnych veli¢in

Cebysevova nerovnost

Jestlize je dana nahodna velicina X a jestlize existuji jeji stfedni
hodnota EX a rozptyl DX, pak pro vSéechna t > 0, t € R plati

P(X —EX| > t-VDX) <
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Ptiloha Procvi¢ovani latky

Pred tim, nez zacnete fesit jakékoli pfiklady, si proctéte plnou
verzi ucebniho textu!
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Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné
sbirce prikladd.
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Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Je dana pravdépodobnostni funkce néjaké nahodné veliCiny X

[ k-0,8° proxe{1,2,3,...}
p(X)_{o jinak

desetinnym Cislem vyjadfete P(X > 4) a urCete F(3,5).
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Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example

Sestkrat za sebou nahodné najednou vybereme 5 karet z
bézného balicku 32 karet. Po kazdém vybeéru karty vratime a
balicek promichame. Nahodna veli¢ina X udava, kolikrat takto
vybereme alespon jedno eso nebo alespon jednu damu nebo
alespon jednoho krale. Nakreslete graf distribu¢ni funkce
nahodné veli¢iny X. Najdéte EX a DX.

Diskrétni nahodna veli¢ina



Vyznamna rozdéleni diskrétnich ndhodnych
velicin

Matematika 3

Vyznamna diskrétni rozdéleni
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Vyznamna diskrétni rozdéleni



Myslenka rozdéleni pravdépodobnosti

Q MySlenka rozdéleni pravdépodobnosti

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Myslenka rozdéleni pravdépodobnosti

Jestlize mame za ukol urCit hodnoty pravdépodobnostni funkce
néjaké nahodné veliciny, resp. jeji stredni hodnotu a rozptyl,
musime zvazit

@ CO rozumime pojmem pokus,

@ co popisuje nahodna veliCina,

@ jakych muze nahodna veli¢ina nabyvat hodnot
a poté

@ s prihlédnutim k dal§im okolnostem

vypocitat jednotlivé hodnoty pravdépodobnostni funkce, resp.
pomoci téchto hodnot urcit stfedni hodnotu a rozptyl.

V mnoha pfipadech se pfitom jednotliva zadani liSi pouze ve
slovnim vyjadfeni a jejich matematicka podstata je stejna.

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Myslenka rozdéleni pravdépodobnosti

Nyni proto — pro urcité typoveé situace — ukazeme, jakych
hodnot nabyva pravdépodobnostni funkce pfislusné nahodné
veli¢iny. To ndm umozni v téchto typovych situacich vypocitat
hodnoty EX, DX (a vDX), resp. jiné Giselné charakteristiky.

Jestlize poté zjistime, Ze zadany problém spliuje
charakteristiky dané typové situace, budeme schopni ihned
psat hodnoty pravdépodobnostni funkce pfislusné nahodné
veli¢iny (a pomoci ni uréovat potfebné pravdépodobnosti) a bez
vétsich problému urdit hodnoty EX, DX (a vDX), resp. dal$ich
Ciselnych charakteristik.

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Myslenka rozdéleni pravdépodobnosti

Pro tyto typové situace budeme pouzivat oznaceni rozdéleni
pravdépodobnosti nebo rozdéleni nahodné veliciny. Protoze se
nyni budeme vénovat rozdéleni pravdépodobnosti v situacich,
kdy budeme pracovat s diskrétni ndhodnou veli¢inou, budeme
mluvit o diskrétnich rozdélenich pravdépodobnosti, resp.
rozdélenich diskrétni nahodné veliciny.

Misto pojmu ,rozdéleni“ se Casto pouziva termin ,rozlozeni*.

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Myslenka rozdéleni pravdépodobnosti

Oznaceni

Kazdé rozdéleni pravdépodobnosti, které ma svij nazev, ma
urCité vyznacné parametry. Skute¢nost, ze nahodna veli¢ina X
ma toto rozdéleni s témito parametry zapisujeme jako

X ~ zkratka(parametr 1, ..., parametr n)

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

9 Néktera vyznamna diskrétni rozdéleni




Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

9 Néktera vyznamna diskrétni rozdéleni
@ Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Degenerované rozdéleni: X ~ Dg(p)

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Popis:
Nahodna veli¢ina X nabyva pouze konstantni hodnoty p.

Oznaceni: X ~ Dg(p)
Pravdépodobnostni funkce:

|1 prox=p
p(x)_{ 0 jinak

Stredni hodnota a rozptyl: EX = p, DX =0

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Alternativni rozdéleni: X ~ A(9)

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Popis:

Nahodna veli¢ina X nabyva pouze hodnot 0 nebo 1,
znamenajici napft. absenci nebo pfitomnost Uspéchu, jehoz
pravdépodobnost je 9, kde ¥ € (0, 1).

Oznaceni: X ~ A(¥)
Pravdépodobnostni funkce:

1—9 prox=0
p(x)=< 9 pro x =1
0 jinak

Stredni hodnota a rozptyl: EX = ¢, DX = ¥(1 — 9)

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

9 Néktera vyznamna diskrétni rozdéleni

@ Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Popis a oznaceni

Definition

Nahodna veli¢ina X udava celkovy pocet Uspéchu v
posloupnosti n nezavislych opakovanich téhoz pokusu, pficemz
v kazdém opakovani tohoto pokusu nastava bud’ Uspéch s
pravdépodobnosti p nebo nelspéch s pravdépodobnosti 1 — p.

Oznaceni: X ~ Bi(n, p)

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Jednoduché priklady

@ Dvacetkrat za sebou hodime kostkou. Nahodna veli¢ina X
udava, kolikrat padne 4.

@ V testu je deset otazek, kazda nabizi odpovédi a) — d).
Nahodné tipujeme spravné odpovédi. Nahodna veli¢ina X
udava, kolik otazek tipneme spravné.

@ Stokrat za sebou hodime minci. Nahodna veli¢ina X
udava, kolikrat padne panna.

@ Mame vzorek 100 déti, kazdé od jinych rodicu z jiného
statu svéta. Nahodna veliCina X udava pocet chlapcu v
tomto vzorku.

Vyznamna diskrétni rozdéleni




Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Slozitéjsi priklady

@ Podle rozsahlého prizkumu verejného minéni véri 90%
obcanl USA, Ze jestlize byl Jara Cimrman genialnim
vynalezcem, pak to byl Ameri¢an. Nahodné vybereme 500
obcanu USA. Nahodnd veli¢ina X udava pocet Americanu

z téchto 500, ktefi veri, Ze jestlize byl Jara Cimrman
genialnim vynalezcem, pak to byl American.

o Sestkrat za sebou nahodné najednou vybereme 4 karty z
bézného balicku 32 karet. Po kazdém vybeéru karty vratime
a balicek promichame. Nahodna veli¢ina X udava, kolikrat
takto vybereme alespon jedno eso nebo alespon dva krale.

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Dulezité

@ Vzdy musi byt jasné, co je pokus a co povazujeme za
Uspéch!

@ VZzdy také musime ovéfit, zda jsou opakovani pokusu
nezavislal

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Matematické, avSak témér realné zadani

Sestkrat za sebou nahodné najednou vybereme 4 karty z
bézného balicku 32 karet. Po kazdém vybéru karty vratime a
balicek promichame. Jaka je pravdépodobnost, ze takto prave
trikrat vybereme alespon jedno eso nebo alespon dva krale?

@ Redlné zadani se nebude tykat tahani karet z bali¢ku — jeho
matematicka podstata v§ak muze byt UpIné stejna.

@ V realném zadani budou vystupovat skuteéné objekty —
skuteCnost, Ze se jedna o nezavisla opakovani téhoz pokusu
nebude tak zfejma jako v ,matematickém zadani“.

@ V realném zadani nebude véta: ,Nahodna veli¢ina X
popisuije. . . “

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Binomické rozdéleni: X ~ Bi(n, p)

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Pravdépodobnostni funkce:

[ (P =p)"" pror=0,1,...,n
p(r)—{or jinak

Stredni hodnota a rozptyl: EX = np, DX = np(1 — p)

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Poznamka

V kapitole ,Normalni rozdéleni“ ukazeme, ze pro velka nlze
diskrétni nahodnou veli¢inu X ~ Bi(n, p) nahradit spojitou
nahodnou veli¢inou (pojem bude definovan pozdéji).

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

9 Néktera vyznamna diskrétni rozdéleni

@ Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni: X ~ Ge(7)

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Popis:

N&hodna veli¢ina X udava celkovy pocet neldspéchl, které v
nekonecné posloupnosti nezavislych opakovani néjakého
pokusu predchazeji prvnimu Uspéchu. Pfitom v kazdém
opakovani muze nastat bud Uspéch s pravdépodobnosti 7
nebo neuspéch s pravdépodobnosti 1 — 7.

Oznaceni: X ~ Ge(7)

Pravdépodobnostni funkce:

(=7t prox=0,1,...
p(x) = { 0 jinak
Stfedni hodnota a rozptyl: EX = =7, DX = 15F

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Jednoduchy priklad

Hazeme kostkou, dokud nepadne pétka nebo Sestka. Po kolika
hodech Ize oCekavat, Ze pokus skonci?

Jestlize nahodna veliCina X oznacuje pocet nedspéchu
predchazejicich prvnimu Uspéchu a jestlize za Uspéch
povazujeme, ze padne pétka nebo Sestka, pak

Lze tedy ocekavat, ze pokus skoncCi ve druhém hodu.

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

9 Néktera vyznamna diskrétni rozdéleni

@ Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Hypergeometrické rozdéleni: X ~ Hg(N, M, n)

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Popis:

Mame mnozinu o N prvcich, z nichz M ma sledovanou
vlastnost a zbyvajicich N — M ji nema. Nahodné vybereme
(najednou nebo postupné, ale bez vraceni) n prvkd. Nahodna
veli¢ina X udavajici, kolik z vybranych n prvkd ma sledovanou
vlastnost, ma hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti.
Oznaceni: X ~ Hg(N, M, n)

Pravdépodobnostni funkce:

M N—M
p(k) = (k)(A(,)”—") k =max{0,n— (N — M)},...,min{n, M}
n
Stfedni hodnota a rozptyl: EX = n}, DX = nf (1 - ) =

Vyznamna diskrétni rozdéleni

]

2



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Jednoduchy priklad

Mame 50 vyrobkd, z nichz 6 je vadnych. Nahodné vybereme 8
vyrobku. Jaké je pravdépodobnost, ze mezi nimi budou 2 — —4
vadné?

Nahodna veli¢ina X udava pocet vadnych vyrobku ve vybéru 8
vyrobku. Je zfejmé, ze X ~ Hg(50, 6, 8). Ptame se na
P(X € {2,3,4}), tj. hledame p(2) + p(3) + p(4). Po dosazeni

6\ (50—6
@) (52)
50
(s)
Podobné p(3) = 0,0405 a p(4) = 0,0038. Hledana

pravdépodobnost je tedy celkem cca 0,2415.

Vyznamna diskrétni rozdéleni

p(2) = =0,1972.



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Vztah hypergeometrického a normalniho rozdéleni

Jestlize nahodna veli¢ina X ma hypergeometrické rozdeleni
X ~ Hg(N, M, n), kde n je v porovnani s N velmi malé

(N > 20n), pak se pro popis X muZe vyuZit binomické
rozdeleni s parametry nap = M/N.

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Jednoduchy priklad

Example
@ V bali¢ku je 16 ofiSku, z nichz 4 jsou keSu. Odsypeme 5
oriska.
@ V prepravce je 1000 ofiSku, z nichz 250 je keSu.
Nabereme 5 ofisku.

V obou pfipadech popiste rozdéleni nahodné veliCiny X, ktera
udava pocet keSu ofisku ve vybéru. Porovnejte situaci, kdy

X ~ Bi a X ~ Hg. Pfedpokladame, Ze obé smeési jsou dobre
promichané a Ze nas vybér je nahodny.

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Jednoduchy priklad

V prvnim pfipadé (vlevo) je N =16an=>5,1. N=3,2n,
zatimco ve druhém je N = 1000 a n = 5, tj. N = 200n.

Yy Yy
Hg(1000,250,5)
¥ Bi(5,1/4)
04+ * 0,4+ %
0,31 031
* *
ES K
0,2+ 0,2
0.1+ * 0,1 "
* * ;—o—o—o#*—%
1 2 3 4 5 ki 1 2 3 4 5 T

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

9 Néktera vyznamna diskrétni rozdéleni

@ Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Degenerované a alternativni rozdéleni pravdépodobnosti
Binomické rozdéleni pravdépodobnosti

Geometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Hypergeometrické rozdéleni pravdépodobnosti
Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti

Poissonovo rozdéleni: X ~ Po()\)

Neéktera vyznamna diskrétni rozdéleni

Oznaceni: X ~ Po(\)

Toto vyznamné diskrétni rozdéleni Gzce souvisi s exponencialni
rozdélenim pravdépodobnosti, které je spojité. Obéma
rozdélenim soucCasné se budeme vénovat v kapitole Vyznamna
spojita rozdéleni pravdépodobnosti.

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Ptiloha Procvicovani latky

Pred tim, nez zacCnete fesit jakékoli pfiklady, si proctéte plnou
verzi u¢ebniho textu!

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Ptiloha Procvicovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce ptikladt. Kromé nich
muUZete pro svou samostatnou praci pouzivat také nase dopliikové elektronické zdroje.

@ Binomické rozdéleni

e Aproximace binomického rozdéleni normalnim (teoreticky zaklad je az v kapitole
,Normalni rozdéleni a statistické testy“)

© Geometrické rozdsleni
@ Hypergeometrické rozdéleni

e Poissonovo rozdéleni (je uvedeno spolu s exponencialnim rozdélenim v kapitole
,Vyznamna spoijita rozdéleni pravdépodobnosti®)

Vyznamna diskrétni rozdéleni


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstBinomicke.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstBinomNorm.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstBinomNorm.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstGeometricke.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstHypergeometricke.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstPoissonovo.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstPoissonovo.html

Ptiloha Procvicovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Je dana pravdépodobnostni funkce néjaké nahodné veliciny X

[ k-0,8° proxe{1,2,3,...}
p(X)_{o jinak

desetinnym Cislem vyjadrete P(X > 4) a urCete F(3,5).

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Ptiloha ProcviCovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Nasledujici priklad jste fesili v pfedchazejici kapitole. Nyni jej
feste pomoci teoretického aparatu, se kterym jste se pravé
seznamili.

Example

Sestkrat za sebou nahodné najednou vybereme 5 karet z
bézného balicku 32 karet. Po kazdém vybeéru karty vratime a
balicek promichame. Nahodna veli¢ina X udava, kolikrat takto
vybereme alespon jedno eso nebo alespon jednu damu nebo
alespon jednoho krale. Nakreslete graf distribu¢ni funkce
nahodné veli¢iny X. Najdéte EX a DX.

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Ptiloha Procvicovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Znéni prikladu z predchozi obrazovky upravte tak, aby bylo
nahodna veli¢ina, ktera v prikladu vystupuje, méla jina
rozdéleni pravdépodobnosti nez v pivodnim znéni — avSak
takova, ktera jsou probirana v této kapitole.

Vyznamna diskrétni rozdéleni



Spojita nahodna veliCina

Matematika 3

Spojitd nahodna velic¢ina



@ Definice

9 Hustota pravdépodobnosti

© Distribugni funkce spojité nahodné veliciny

@ Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veli¢in
@ Stfedni hodnota
@ Rozptyl a smérodatna odchylka
@ Kvantil

Spojitd nahodna velicina



Definice

@ Definice




Definice

Definice (zjednodu$ené)

Definition
Nahodnou veli¢inu nazyvame spojita, jestlize jejim oborem
hodnot je nespocetna mnozina (typicky interval).

Spojitd nahodna velic¢ina



Definice

Piklady

Jestlize predpokladame presné méreni, pak napr.

@ doba ¢ekani na néjakou udalost nebo

@ Zivotnost néjakého vyrobku nebo

@ délka, vyska, teplota, tlak, napéti, odpor, atd.
jsou spojité nahodné veliciny.

Spojitd nahodna velicina



Hustota pravdépodobnosti

9 Hustota pravdépodobnosti




Hustota pravdépodobnosti

Definice hustoty pravdépodobnosti

Definition

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (€2, S, P) a spojita
nahodna veli¢ina X. Po Castech spojita funkce f: R — R
definovana pro kazdé x € R a libovolnou dvojici

a,b € RU {+oo} takovou, Zze a < b, predpisem

b
Pla< X <b)= /f(x)dx

se nazyva hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny X.

V plné verzi skript je uvedena alternativni ekvivalentni definice.

Spojita nahodna veli¢ina



Hustota pravdépodobnosti

Geometricky vyznam

Cervené je znazornéna hustota pravdépodobnosti f(x) n&jaké
nahodné veli¢iny X. Pravdépodobnost
P(2 < X <3) = P(X € (2,3)) je zndzornéna Sede.

1
ns
0B
0.4
nz

0

Spojitd nahodna velic¢ina



Hustota pravdépodobnosti

Geometricky vyznam

a
Protoze [ f(x)dx = 0 pro libovolné a € R, plati pro spojitou

a
nahodnou veli¢inu P(X = a) = 0 pro libovolné a € R!

Doba Zivotnosti nového plazmového televizoru je nahodna
veli¢ina s hustotou pravdépodobnosti f(x). Vyrobce udava:
wZivotnost: 100.000 hodin*. Urcete P(X € {1,2,...,100.000}).

100.000
P(X €{1,2,...,100.000}) = ) /f(x)dx =0.
i=1

i

Spojitd nahodna velic¢ina



Hustota pravdépodobnosti

Hustota pravdépodobnosti v bodé

Pro malé hodnoty Ax > 0 plati:

P(x < X < x+ Ax) = f(x) - Ax

Spojitd nahodna velicina



Hustota pravdépodobnosti

Vlastnosti hustoty pravdépodobnosti

Hustota pravdépodobnosti ma nasledujici viastnosti:
@ f(x)>0proVx €R,

Q j’o f(x)dx =1,

@ Hustota pravdépodobnosti nemusi byt spojita funkce! Musi
v§ak byt po ¢astech spojita.

Spojitd nahodna velic¢ina



Hustota pravdépodobnosti

Existencni véta

Ma-Ili néjaka po castech spojita funkce f : R — R
vlastnosti 1 a 2, pak existuje pravdépodobnostni prostor
(Q,S, P) a na ném definovana spojita nahodna velicina X tak,
Ze f je hustotou pravdépodobnosti této nahodné veliciny X.

Spojitad nahodna velic¢ina



Hustota pravdépodobnosti

Priklad

Je dana funkce f : R — R predpisem
X €(0,1)
flx)=q¢ x+a xec(1,2)
0 Jinak

UrCete parametr a tak, aby funkce f(x) byla hustotou
pravdépodobnosti néjaké nahodné veliciny X.

(feseni sami)

Spojitd nahodna velicina



Distribu€ni funkce spojité nahodné veli¢iny

Obsah

© Distribugni funkce spojité nahodné veliciny




Distribu€ni funkce spojité nahodné veli¢iny

Definice

Definici distribu¢ni funkce a jeji vlastnosti jsme jiz uvadéli. Ve
specialnim pfipadé, kdy je nahodna veli¢ina X spaijita, je
distribuéni funkce spojita funkce.

Y
1

0871
0,6 7
041

021




Distribu€ni funkce spojité nahodné veli¢iny

Priklad

Muzeme funkci f : R = R

0 prox<O
f(x) = %2 prox € (0,1)
1  prox >1

prohlasit za distribu¢ni funkci néjaké spojité nahodné veliciny?
Odpovéd zduvodnéte. Pokud ano, vypoctéte P(X € (0,5;1)).

(feseni sami)

Spojitd nahodna velic¢ina



Distribu€ni funkce spojité nahodné veli¢iny

Vztah distribu¢ni funkce a hustoty pravdépodobnosti

Je-li X spojita nahodna veli¢ina, F jeji distribuéni funkce a f jeji
hustota pravdépodobnosti, pak
a) pro kazdé x € RU {oco} plati

F(x) %LF x<x)de_”/f

b) v bodech, kde je definovana derivace distribu¢ni
funkce, plati

Spojitd nahodna velic¢ina



Distribu€ni funkce spojité nahodné veli¢iny

Vztah distribuéni funkce a hustoty pravdépodobnosti

Example

Chovani spojité nahodné veliiny X je popsano hustotou
pravdépodobnosti

0 x<8

-2 8<x<10

— 4 =
9= 2243 10<x<12

0 x>12

Najdéte distribucni funkci této ndhodné veliciny.

Spojitad nahodna velic¢ina



Distribu€ni funkce spojité nahodné veli¢iny

Vztah distribu¢ni funkce a hustoty pravdépodobnosti

Reseni:
(0 x<8
X
[i—2dt=% —2x+8 8<x<10
Fx)=4 %
T4+ [-14+3=-%13x-17 10<x<12
10
1 x>12

X
e Distribu¢ni funkce je spojita, proto 5 + | ...

1102
= — —2.1
0+8.

2

Spojitd nahodna velic¢ina



Distribu€ni funkce spojité nahodné veli¢iny

Graf ziskané distribucni funkce

0.81

0.6

0.4

0.21

Spojitd nahodna velic¢ina



Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
NEl

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Obsah

@ Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veli¢in




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin Kand

Nastin

Jiz dfive jsme pro diskrétni ndhodnou veliCinu definovali pojmy
stredni hodnota, rozptyl a smérodatna odchylka.

Myslenka téchto pojmu je pro spojitou nahodnou veli€inu
stejnd. LiSi se v8ak vzorce pro jejich vypocet.




Stredni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Kvantil

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Obsah

@ Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veli¢in
@ Stfedni hodnota




Stredni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Kvantil

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Pfipomenuti

Stredni hodnota je analogii priméru Ciselnych hodnot
ziskanych opakovanim néjakého pokusu. Na rozdil od priimeéru
se jedna o ocekavany pramer.

V ptipadé diskrétni nahodné veliCiny pocitdme stfedni hodnotu
pomoci hodnot pravdépodobnostni funkce pomoci vztahu

EX= ) x-p(x)

X;:p(x;)>0




Stredni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
NEl

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Definice

Necht je dan pravdépodobnostni prostor (22, S, P), spojita
nahodna veli¢ina X a jeji hustota f(x). Pak Cislo

EX = /x-f(x)dx

nazyvame stfedni hodnotou nahodné veliCiny X vzhledem k
pravdépodobnosti P.




Stredni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Kvantil

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Poznamky k definici

@ V uvedené definici pfedpokladame, ze nevlastni integral
konverguje. Pokud tomu tak neni, fekneme, Ze stredni
hodnota neexistuje.

@ Budeme také pouzivat ¢asté (a vhodnéjsi) oznaceni E(X).




Stredni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Kvantil

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Pocitani se stredni hodnotou

Pro pocitani se stfedni hodnotou plati vztahy, které jsme si
uvadeli v kapitole Diskrétni nahodna velicina.




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
NEl

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Obsah

@ Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veli¢in

@ Rozptyl a smérodatna odchylka




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
NEl

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Pfipomenuti

Rozptyl diskrétni nahodné veliiny X se ukazal byt nejvhodné;si
analogii jakési ,globalni“ odchylky ¢iselnych hodnot ziskanych
opakovanim néjakého pokusu od priméru téchto hodnot.

V pripadé diskrétni nahodné veliCiny pocitame (nikoliv
definujeme) rozptyl pomoci hodnot pravdépodobnostni funkce

a vztahu
DX = E(X?) — (EX)?,

kde E(X?) je stfedni hodnota nahodné veliginy X2, t;.

EX®)= > x-p(x)

Xi:p(x;)>0

Spojitd nahodna velic¢ina



Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
NEl

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Pfipomenuti

Smérodatnou odchylku jsme definovali jako kladnou odmocninu
z rozptylu.




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
NEl

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Definice

Definition
Necht je dan pravdépodobnostni prostor (£, S, P), spojita
nahodna velicina X, jeji stfedni hodnota EX. Pak Cislo

DX = E[(X — EX)?]

nazyvame rozptylem ndhodné veli¢iny X vzhledem k
pravdépodobnosti P a kladnou hodnotu vDX nazyvame
smérodatnou odchylkou nahodné veliCiny X vzhledem k
pravdépodobnosti P.

Spojita nahodna veli¢ina



Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
NEl

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Poznamky k definici

@ V uvedené definici pfedpokladame, zZe stfedni hodnota
nahodné veli¢iny (X — EX)? existuje.

@ Budeme také pouzivat ¢asté (a vhodnéjsi) oznaceni D(X).




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
NEl

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Vzorec pro vypocet rozptylu

Vzorec
DX = E[(X — EX)?]

Ize upravit do tvaru
DX = E(X?) — (EX)?,

kde E(X?) je stfedni hodnota nahodné veli¢iny X2, t;.

E(X?) = / x2 - f(x)dx

—0o0

Spojitd nahodna velic¢ina



Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
NEl

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Pocitani s rozptylem

Pro pocitani s rozptylem plati vztahy, které jsme si uvadéli v
kapitole Diskrétni nahodna velic¢ina.




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin K an
Priklad

Example
Chovani spojité nahodné veliiny X je popsano hustotou
pravdépodobnosti

0 x<8

Xx-2 8<x<10

_ 4 =
=9 Lx i3 10<x<12

0 x>12

Najdéte stfedni hodnotu a rozptyl této nahodné veliCiny.

(feseni sami)




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Kvantil

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Obsah

@ Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veli¢in

@ Kvantil




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Kvantil

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Pfipomenuti

Jako jednu z Ciselnych charakteristik statistického souboru
jsme si uvadeéli i kvanitl. V pripadé nahodné veli€iny je
myslenka vedouci k tomuto pojmu analogicka.




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Kvantil

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Definice

Definition

Necht X je spojitd ndhodna veli¢ina a « € (0, 1) je libovolné.
Pak a—kvantilem spojité nahodné veli€iny X nazyvame takové
Cislo x,, pro které plati

a = F(X)

@ Protoze F(x,) % P(X < Xa), je a—kvantil hrani¢ni
hodnota, pod kterou zlistane « - 100% hodnot nahodné
veliciny X.




Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Kvantil

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

,Prakticky“ vypocet

Vzhledem ke vztahu distribu¢ni funkce a hustoty
pravdépodobnosti spojité nahodné veliCiny plati

a= 7 f(x)dx.

Tento integral ovSem mnohdy nelze vypocitat analyticky.
Kvantily nékterych spojitych rozdéleni pravdépodobnosti proto
byvaji tabelovany.

Spojitd nahodna velic¢ina



Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Kvantil

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Geometrické znazornéni a—kvantilu

Na obrazcich vidime myslenku 0, 75 kvantilu dané nahodné
veli¢iny zobrazenou pomoci funkce hustoty pravdépodobnosti
(vlevo) a pomoci distribu¢ni funkce (vpravo).

y
14

Spojitd nahodna velic¢ina



Stfedni hodnota
Rozptyl a smérodatna odchylka
Kvantil

Ciselné charakteristiky spojitych nahodnych veligin

Vyznamné kvantily

Podobné jako u statistickych soubort, maji i u nahodnych
veli¢in nékteré vyznamné a—kvantily sva jména.

@ Kvantil xq 5 nazyvame median.

@ Kvantil xg 75 nazyvame horni kvartil.

@ Kvantil xo o5 nazyvame dolni kvartil.

@ Rozdil xp 75 — X025 Nazyvame mezikvartilové rozpéti.

Mluvime také o decilech a percentilech.




Ptiloha Procvi¢ovani latky

Pred tim, nez zacnete fesit jakékoli pfiklady, si proctéte plnou
verzi ucebniho textu!




Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci a moznosti opakovani

Ptiklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce pfikladi. Kromé nich
muZete pro svou samostatnou praci pouzivat také nase dopliikové elektronické zdroje.

@ Vypocet distribuéni funkce z hustoty
@ Vypocet neurgitého integralu

© Vypodet urgitého integralu

0 Integrovani metodou per partes

© Substituce v integralu



http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstHust2Distr.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Integrovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/UrcityIntegral.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntPerPartes.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/IntSubst.html

Ptiloha Procvicovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example
Je dana funkce

e +a proxe(0,1)

f(x) = %2+b pro x € (1,2)
X+c¢ prox e (2,3)
0 jinak

Zvolte konstanty a, b, ¢ tak, aby funkce f(x) byla hustotou
pravdépodobnosti néjaké nahodné veli¢iny X. Volbu konstant
zdivodnéte. Dale urtete P(X € (1,3)). Odpovéd je mozno
vyjadrit bud’ desetinnym cislem nebo pomoci konstant a, b, c.

Spojita nahodna veli¢ina



Ptiloha Procvicovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Jedna z nasledujicich funkci je distribucni funkci néjaké
nahodné veliciny X. UrCete EX a DX.

0 pro x < 0, .
f(x) =< 0,04x2 prox € (0,5), g(x) = { glnx pro X € (0,107),
jinak.
1 pro x > 5,

0,2 prox =0,
h(x)=4¢ 0,8 prox=1,
0 jinak.

Spojitd nahodna velic¢ina



Vyznamna rozdéleni spojitych nahodnych
veli¢in

Matematika 3

Vyznamné spojita rozdéleni



@ Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti

Q Exponencialni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti
e Weibullovo rozdéleni pravdépodobnosti

@ Normaini rozdéleni pravdépodobnosti

Vyznamné spojita rozdéleni



Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti

@ Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti

Vyznamné spojita rozdéleni



Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti

Rovnomérné rozdéleni: X ~ Ro(a, b)

Popis:
Nahodna veli¢ina X nabyva se stejnou pravdépodobnosti
kterékoliv hodnoty z intervalu (a, b).

Oznaceni: X ~ Ro(a, b), nékdy X ~ Rs(a, b) podle
,rovnomerné spojité rozdéleni®, protoze existuje i rovnomérné
diskrétni rozdéleni

Hustota pravdépodobnosti:

_J 5= proxe(ahb)
100 = { 0 jinak
(b—a)?

Stiedni hodnota a rozptyl: EX = 252, DX = ¢

Vyznamna spojita rozdéleni




Rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti

Priklad

Example

Pan Kratky si nepamatuje jizdni fad autobusu, kterym jezdi do
prace. Na zastavku chodiva kazdy den vzdy mezi 7:00 a 7:15,
a to vzdy naprosto ndhodné bez jakychkoliv vnéjsich vliv.
Autobus jede 7:03. Kdyz panu Kratkému autobus ujede, prijde
pan Kratky do prace pozdeé. Jaka je pravdépodobnost, ze pocet
jeho pozdnich pfichodd béhem 10 pracovnich dnud bude nizsi
nez Ize o¢ekavat? (NeuvaZujeme Zadné vnejsi viivy ani zmenu
kvality paméti pana Kratkého.)

@ V praktickych zadani se muze vyskytovat vice ndhodnych
veli€in s riznymi rozloZzenimi!

Vyznamné spojita rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Obsah

Q Exponencialni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Vyznamna s| rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Popis

Predpokladejme nasledujici situaci:

Opakované dochazi k vyskytu nadhodné udalosti, pricemz:
@ v jednom okamziku muze nastat nanejvys jedna udalost
(tedy nemohou nastat dvé zcela soucasné),
@ udalosti prichazeji nezavisle na sobé, (pocty vzniklych
udalosti v disjunktnich ¢asovych intervalech jsou
nezavislé).

@ pravdépodobnost, ze udalost nastane v intervalu (¢, t + h),
zavisi na h (délce intervalu), ale nikoli na t (umisténi
intervalu na ¢asové ose).

Vyznamna spojita rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Popis

Za téchto predpokladd mizeme zkoumat bud’ dobu mezi
dvéma vyskyty takovych udalosti nebo pocet vyskytu takovych
udalosti za jednotku casu.

V prvnim pfipadé pracujeme se spojitou nahodnou veli¢inou, ve
druhém s diskrétni.

Vyznamna spojita rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti

Definition

Meéjme nahodnou veli€inu X, ktera popisuje dobu mezi dvéma
vyskyty ndhodné opakované udalosti v situaci, ktera byla
zminéna vyse. Tato nahodn4 veligina je spojita. Rekneme, ze X
ma exponencialni rozdéleni pravdépodobnosti a piseme

X ~ Exp(\). Pfitom X je pramérny pocet udalosti za ¢asovou
jednotku.

Vyznamné spojita rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Hustota pravdépodobnosti

Hustota pravdépodobnosti:

/0 prox <0
f(x)_{ xe ™ prox >0

(odvozeni viz skripta)

Vyznamna spojita rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Stredni hodnota a rozptyl

Stfedni hodnota a rozptyl: EX = 1, DX =

Vidime tedy, ze k vyskytu udalosti skute¢né dochazi primérné
jednou za } Casovych jednotek, tj. \—krat za ¢asovou jednotku.

Vyznamna spojita rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Poissonovo rozdeéleni pravdépodobnosti

Definition

Predpokladejme tutéz situaci jako na zacatku, ale uvazme
nahodnou veli€inu Y, ktera popisuje pocet vyskytl udalosti za
zvolenou ¢asovou jednotku. Tato nahodna veli€ina je diskrétni.
Rekneme, Ze Y ma Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti a
piSeme X ~ Po()\). Pfitom A je primérny pocCet udalosti za
Casovou jednotku.

Vyznamné spojita rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Pravdépodobnostni funkce

Pravdépodobnostni funkce:

?(—k!e‘* prok=0,1,2,3,...

p(k):P(Y:k):{ 0 jinak

Vyznamna spojita rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Stredni hodnota a rozptyl

Stiedni hodnota a rozptyl: EY = \, DY = )\
(odvozeni viz skripta)

Opét vidime, ze k vyskytu udalosti skutecné dochazi primérné
jednou za % Casovych jednotek, tj. \—krat za ¢asovou jednotku.

Vyznamna spojita rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Piklady

Example

Pri néjakém nastaveni filtrd pfichozi posty chodi do emailové
schranky primérné 24 spamu denné. Jaka je
pravdépodobnost, ze:

@ Béhem 90ti minutové prednasky pfijde alespor jeden?
© Béhem pulhodinové pauzy na obéd nepfijde zadny?
© Pres noc, tj. mezi 22:00 a 7:00, jich pfijde vice nez pét?

@ Zadani 1 a 2 muzeme fesit jak pomoci exponencialniho tak
i pomoci Poissonova rozdéleni.

@ Je nutné si spravné zvolit vhodné Casové jednotky. Podle
nich poté uréime parametr A\ a zformulujeme pozadavek na

vypocet.
Vyznamné spojita rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Piklady

(projdéte si sami jednotlivé typové priklady ve skriptech)

Vyznamna spojita rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Nahrada binomického rozdéleni Poissonovym

V jistych situacich Ize Poissonovym rozdélenim nahradit
binomické rozdéleni.

Necht je dana nahodna veli¢ina X. Jestlize X ~ Bi(n, p) tak, Ze

n>30,p <0,1, pak

Vyznamné spojita rozdéleni



Exponenciélni (a Poissonovo) rozdéleni pravdépodobnosti

Nahrada binomického rozdéleni Poissonovym

Vice o ndhradach jednoho rozdéleni druhym viz kapitola
Normalni rozdéleni a statistické testy.

Vyznamna spojita rozdéleni



Weibullovo rozdéleni pravdépodobnosti

e Weibullovo rozdéleni pravdépodobnosti

Vyznamné spojita rozdéleni



Weibullovo rozdéleni pravdépodobnosti

Popis:

Nahodna veli¢ina X vyjadfuje dobu ¢ekani na néjakou udalost,
ktera se kazdym okamzikem mize dostavit se Sanci umérnou
mocninné funkci dosud pro¢ekané doby. Pritom Cisla § > 0 a

e > 0 se nazyvaji parametry mefitka a formy.

Oznaceni: X ~ Wb(d,¢)
Hustota pravdépodobnosti:

[ ed(6x)="1el=x)" prox >0
f(x){o prox <0

Stredni hodnota a rozptyl: presahuje ramce predmétu.

Vyznamna spojita rozdéleni



Weibullovo rozdéleni pravdépodobnosti

Vyuziti

Weibullovo rozdéleni se Casto vyuziva pfi zkoumani zivotnosti
nejakého zarizeni. ,Udalosti“ je zde porucha zafizeni.
Vsimnéte si, Ze exponencialni rozdéleni na zkoumani zivotnosti
vetSiny zarizeni pouzit nelze — doba ¢ekani na udalost, tj.
poruchu, zde totiz nezalezi na dosud procekané dobé.

U exponencialniho rozdéleni tedy neuvazujeme opotrebeni
zarizeni.

Vyznamna spojita rozdéleni



Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Obsah

0 Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Vyznamné spojita rozdéleni



Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Normalni rozdéleni

vvvvvv

Budeme se mu proto vénovat v samostatné kapitole.

Vyznamna spojita rozdéleni



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Pred tim, nez zacnete fesit jakékoli pfiklady, si proctéte plnou
verzi ucebniho textu!

Vyznamna spojita rozdéleni



Ptiloha Procvi¢ovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce pfikladd. Kromé nich
mUZete pro svou samostatnou praci pouzivat také nase doplikové elektronické zdroje.

@ Exponencialni rozdéleni
@ Poissonovo rozdslenf
© Binomické rozdéleni

Vyznamna spojita rozdéleni


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstExponencialni.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstPoissonovo.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstBinomicke.html

Ptiloha Procvicovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example

Ridi¢ se z mista A do mista B muze dostat dvéma riiznymi zplisoby. Prvni je kratsi, ale
pfi prvnim odboceni se auto dostane na ulici, kde jsou tramvajové koleje, pficemz Sitka
vozovky nikde nedovoluje tramvaj podjet. Na lince jezdi jedina tramvaj, a to v
pravidelnych osmiminutovych intervalech. Pokud na kfizovaku pfijela tramvaj o méné
nez 3 minuty dfive nez auto, auto a tramvaj se potkaji (a tedy tramvaj auto zbrzdi).
Nelze predpokladat, Ze by se fidi¢ auta pfi vybéru ¢asu odjezdu z mista A fidil jizdnim
tadem tramvaje. Ridi¢ auta jezdi trasu kazdy den, vZdy jednou denné. Kolikrat Ize
ocekavat, ze ho tramvaj zbrzdi za mésic? Jaka je pravdépodobnost, ze tramvaj fidice
zbrzdi alespn trikrat? (Jizdni fad tramvaje je kazdy den v dobé, kdy fidi¢ auta trasu
jezdi, stejny, mésic = 20 pracovnich dni. Pokud se rozhodnete nahrazovat nahrazovat
néjaké rozdéleni pravdépodobnosti jinym, rozmyslete si, pro¢ je to mozné.)

Vyznamné spojita rozdéleni



Ptiloha Procvicovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example

Délnik na tovarni lince musi ¢as od ¢asu potvrdit svou
pritomnost na pracovnim misté. V pracovni dobé (mimo
povinné prestavky a mimo dobu, kdy se z pracovniho mista
elektronicky odhlasi) se mu u pracovniho mista rozsviti
kontrolka. Délnik v tu chvili musi stisknout kontrolni tlacitko.
Kontrolka se rozsvécuje naprosto nadhodné a nepredvidatelne,
avsak tak, Ze za 5 pracovnich smén (= 40 hodin) se rozsviti v
prameéru dvacetkrat. Délnik si chce udélat ¢tvrthodinovou
prestavku, aniz by se elektronicky odhlasoval. Jaka je
pravdépodobnost, ze se v této dobé nerozsviti kontrolka?

Vyznamné spojita rozdéleni



Normalni rozdéleni a statistické testy

Matematika 3

Normalni rozdéleni a statistické testy



Obsah

o Normalni rozdéleni pravdépodobnosti
@ Zakladni udaje
@ Standardizované normalni rozdéleni
@ Rozdéleni souctu a priiméru nahodnych veli¢in s
normalnim rozdélenim
@ Centralni limitni véta
@ Vyuziti normalniho rozdéleni

e Statisticke testy
@ Zakladni principy statistickych testu
@ U-test
@ Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
@ Chyby ve statistickych testech

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni tdaje
- - « ) Standardizované normalni rozdéleni
Normalni rozdéleni pravdépodobnosti " ° - -

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

o Normalni rozdéleni pravdépodobnosti
@ Zakladni udaje

Normalni €leni a statistické testy



Zakladni tdaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Vyznam normalniho rozdéleni pravdépodobnosti

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti je nejvyznamnéjsim
spojitym rozdélenim pravdépodobnosti.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni tdaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni: X ~ N(u, o?)

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Popis:
uvedeme pozdéji

Oznaceni: X ~ N(u, 0?)

Hustota pravdépodobnosti:

1 (=)

oVven

f(x) = e 2.2
Stfedni hodnota a rozptyl: EX = ;, DX = o2

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni tdaje
- - « ) Standardizované normalni rozdéleni
Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

,Nesrozumitelny“ popis

Definition

Nahodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni pravdépodobnosti,
jestlize se ke konstantni stfedni hodnoté p pficita velké
mnozstvi nezavislych nahodnych veli¢in (,nahodnych vliv(i“),
kolisajicich nepatrné kolem nuly. Vznikla variabilita je
charakterizovana smérodatnou odchylkou o.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zékladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Ve

Vyjasnéni

@ Automatizova vyroba néjakého vyrobku. Tvar vyrobku je
dany $ablonou, avS§ak vlivem materialu, mirné odlisné
teploty, tlaku apod. nebo diky dalSim vlivim nejsou zadné
dva vyrobky naprosto identické.

@ Méreni néjaké fyzikalni veliCiny. Pfi opakovaném méfeni
vétSinou nenameéfime naprosto identické hodnoty.

@ Rozlozeni IQ v populaci. Primérna ,idealni* hodnota je
100, avSak pro nahodné vybraného jedince se diky mnoha
riiznym vliviim od ,idealu” lisi.

Normalni leni a statistické testy



Zakladni tdaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Graf hustoty pravdépodobnosti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

1 2 3 4 5

Grafy hustoty pravdépodobnosti pro rtizné stfedni hodnoty a stejné rozptyly.

Normalni éleni a statistické testy



Zakladni tdaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Graf hustoty pravdépodobnosti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

1 (x=p)?
f(X) e e 252
over
0.4
03
0.2

2 4 & g

Grafy hustoty pravdépodobnosti pro stejné stfedni hodnoty a rtizné rozptyly. Zde p = 2.

Normalni éleni a statistické testy



Zakladni tdaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Vypocet pravdépodobnosti

Jestlize hleddme P(X € (a, b)), tj. P(a < X < b), poCitame

b

/ ,1ﬁ e
e 20 X.
ovem

a

Tento integral nelze urCit analyticky.

Proto musime hledat jiné zpuasoby urceni P(a < X < b).

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

o Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

@ Standardizované normalni rozdéleni

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Vyuziti normalniho rozdéleni

Transformace nahodnych veli¢in

Nahodné veli¢iny mizeme tzv. transformovat.

Teorie tykajici se transformace nahodnych velicin presahuje
ramec predmeétu, nasledujici vyklad bude proto zjednoduseny.

Definition
Jestlize je dana nahodna veli¢ina X ~ N(y,02), pak nahodna
veliina
X—p
g

je takova, ze U ~ N(0, 1). Takovou nahodnou veli¢inu
nazyvame standardizovana. Rozdéleni N(0, 1) nazyvdme
standardizované normaini rozdélent.

Normalni leni a statistické testy

U=




Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Oznacovani

Jestlize U ~ N(0, 1), pak

@ distribu¢ni funkci nahodné veliiny U oznacujeme misto
F(x) vétSinou jako ®(x).

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Grafy hustoty (vlevo) a distribuc¢ni funkce (vpravo)
U ~ N(0,1)

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

éleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Vyuziti standardizovaného normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Hodnoty distribu¢ni funkce standardizovaného normalniho rozdéleni
jsou tabelovany. Proto je-li dana nahodna veli¢ina X ~ N(u, 02) a
mame-li urit P(X € (a, b)), tj. P(a < X < b), pak misto po&itani

b
J f(x)dx

@ nahodnou veli¢inu standardizujeme, tj. misto P(a < X < b)
hledame P(££ < U < 221

@ pro vypocet hledané pravdépodobnosti vyuzijeme vztahu
P(a < X < b) = F(b) — F(a), pfitemz hodnoty distribu¢ni
funkce nahodné veliiny U ~ N(0, 1) najdeme ve statistickych
tabulkéch.

Vzhledem k tomu, Ze X, resp. U, je spojitda nahodna veli¢ina,
muzeme uvazovat i neostré nerovnosti.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Vlastnosti ¢(x)

Graf hustoty standardizovaného normalniho rozdéleni je
Y

D(—u)

Plati tedy ®(u) + ®(—u) = 1, j.
d(—u)=1—-9(u).

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Statistické tabulky

(ukazka, jak pracovat se statistickymi tabulkami ve skriptech)

Normalni éleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Priklad

Example

Zivotnost jistého vyrobku (udavanou ve dnech) Ize chapat jako
nahodnou veliinu X, o niz vime, ze napf.

X ~ N(u = 760, 0% = 225). Ur¢ete pravdépodobnost, Ze
takovyto vyrobek bude funkéni po dobu alespon dvou let (i;.
730 dni).

(feseni pomoci prevodu na standardizované normalni
rozdéleni)

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych velicin s normalnim rozdé
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

o Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

@ Rozdéleni souctu a priiméru nahodnych veli¢in s
normalnim rozdélenim




Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych velicin s normalnim rozdé
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Soucet nahodnych veli€in

Theorem

Jestlize a € R a Xy a Xo jsou nezavislé nahodné veliiny s
normalinim rozdélenim, Xy ~ N(u1,0%) a Xo ~ N(uz,03), pak
plati

@ (aX) ~ N(au1,802),
® Y = (Xi + Xo) ~ N(u1 + pz, 05 + 03).

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych velicin s normalnim rozdé
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Primeér nahodnych veli€in

Jsou-li Xy, . .., X, nezavislé nahodné veli¢iny, X; ~ N(u,c?) pro
kazdéi=1,...,n, pak pro jejich prumér plati

- 1< o?
i=1
tj. prumeér ma opét normalni rozdéleni, pricemz

2 o®
Ux=Hpn a 07:?.

@ Cim vétsi vzorek, ktery mame k dispozici, tj. n, tim mensi rozptyl,
tj. tim blize jsou hodnoty rozloZeny kolem stfedni hodnoty.




Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

o Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

@ Centralni limitni véta

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Centralni limitni véta

Pomoci vhodného teoretického aparatu Ize dokazat tzv.
centralni limitni vétu, ktera fika, ze je-li dana posloupnost
nezavislych nahodnych veliin se stejnym rozlozenim, stejnou
stfedni hodnotou a stejnym rozptylem, pak ,soucet” takovych
nahodnych veli€in je ndhodna veli¢ina, ktera ma normalni
rozdéleni.

@ V realnych zadanich je tfeba si mj. vzdy rozmyslet, co
znamena pozadavek na nezavislost nahodnych velicin.

Normalni leni a statistické testy



Zakladni udaje
Standardizované normalni rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti —— : e . . i -
Rozdéleni souctu a priméru ndhodnych veliin s normalnim rozdé

Vyuziti normalniho rozdéleni

Nahrada binomického rozdéleni normalnim

Jednim z dusledku centralni limitni véty je i nasledujici tvrzeni:

Necht X ~ Bi(n, p). Pak za splnéni urcitych podminek plati

g g

P(a< X < b)=P(a< Y<b):P<a_”<U<b_u),

tj. diskrétni nahodnou veliinu X ~ Bi(n, p) miZzeme
aproximovat spojitou ndhodnou veli¢inou Y ~ N(u, o2). Pfitom
p=npaoc?=np(1—p).

@ Hledanou pravdépodobnost vypocteme jako rozdil hodnot
distribu¢ni funkce ¢. Tyto hodnoty najdeme v tabulkach.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Podminky aproximace

Podminek aproximace binomického rozdéleni normalnim
existuje obecné vice. My budeme pouzivat tuto sadu podminek
(museji platit vSechny soucasneé):

@ EX=np>5,

@ DX =np(1 —p) > 5,

@ pneni ,prili§ blizké“ 0 ani 1.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Jiné podminky aproximace

Lze se také napt. setkat s podminkami (opét museji platit
soucasné)

@ DX =np(1-p)>9,

]
® 1 <P <




Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

V mnoha pfipadech je pouziti binomického rozdéleni velmi
pracné. Pfipomenme, Ze je-li X ~ Bi(n, p), pak

P =)= (7)ot - )"

Vime, Ze X ~ Bi(1000, 1). Urete P(300 < X < 400).

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje
P " . ) Standardizované normalni rozdéleni
Normalni rozdéleni pravdépodobnosti \ : . . i -
Rozdéleni souctu a priméru ndhodnych veliin s normalnim rozdé
Centralni limitni véta
Vyuziti normalniho rozdéleni

Priklad

Béhem zkousky spolehlivosti se vyrobek pokazi s
pravdépodobnosti 0,15. Jaka je pravdépodobnost, ze pfi
zkouseni 1000 vyrobkl se jich pokazi alespor 207?

(feseni sami)

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje
P " . ) Standardizované normalni rozdéleni
Normalni rozdéleni pravdépodobnosti —— : i . i -
Rozdéleni souctu a priméru ndhodnych veliin s normalnim rozdé

Vyuziti normalniho rozdéleni

Geometricky vyznam

Jestlize chceme aproximovat diskrétni nahodnou veli€inu

X ~ Bi(N, p), jejiz histogram pravdépodobnosti je na obrazku
(ze skript), pak hledame pfiblizné vyjadreni plochy jistych
obdélnikd (na obr. Sedé).

0.4

e a

1 2 X 3 4

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Problematika malého n

Pro mala n neni aproximace (tmavé) pfili§ vhodna. Pouzijeme
proto tzv. korekci (svétlé).

0.4 |




Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Problematika malého n

Je-li X ~ Bi(n, p), kde n je ,malé"” Cislo, a mame-li urcit
P(a < X < b), pak

@ nejprve nahradime X nahodnou veli¢inou
Y ~ N(u = np,0® = np(1 — p))
@ poté hleddme P(a— 0,5 < Y < b+0,5).

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Vyuziti normalniho rozdéleni

o Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

@ Vyuziti normalniho rozdéleni

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni udaje

Standardizované normalni rozdéleni

Rozdéleni souctu a priméru nahodnych veli¢in s normalnim rozde
Centralni limitni véta

Normalni rozdéleni pravdépodobnosti

Vyuziti normalniho rozdéleni

Vyuziti normalniho rozdéleni

Diky své charakteristice, centralni limitni vété a jejim
dusledkdm velmi Siroké.

Normalni éleni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testt
U-test
Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu

Chyby ve statistickych testech

e Statisticke testy
@ Zakladni principy statistickych testu

Normaln déleni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testt
U-test
Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu

Chyby ve statistickych testech

V této Casti si ukazeme zakladni principy statistickych testa.
Bude se klast diraz na pochopeni zakladnich principl
statistickych testl a na filozofii statistického testovani.

Vénovat se budeme pouze nékolika malo zakladnim typdm
statistickych testu.

Normalni leni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Co statistickym testem ,dokézeme*

Pri statistickém testovani prijimame, resp. odmitame, hypotézy,
které si sami pfedem stanovime.

Hypotézy pfijimame, resp. odmitame, na zakladé kritérii, ktera
si sami predem stanovime.

o Statisticky test neni diikaz platnosti nebo neplatnosti
néjakého tvrzeni!

@ Pri nepochopeni pojmtu a pfi (neumysiné nebo i
zamérné) nespravném nastaveni parametru testu lze
statistickym testem ,,dokazat“ témér libovolnou
hloupost!

Normalni leni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Krok 1: Stanoveni hypotéz

Pri statistickém testu porovnavame dvé hypotézy — Hy (tzv.
nulovou hypotézu) a Hy (tzv. alternativni hypotézu). Budeme-li
predpokladat, ze

@ Hy = konstanta,
pak H; mazeme zformulovat nékolika zpusoby:
@ H,; > konstanta,
@ H, < konstanta,
@ Hy # konstanta,
@ H; = konstanta 2.

Normalni leni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testt
U-test
Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu

Chyby ve statistickych testech

Vyznam hypotéz: problém alternativni hypotézy

Pri statistickém testovani predpokladame, Zze nulova hypotéza
plati. Na zakladé néjakého testovaciho kritéria a za pouziti
jistého parametru poté rozhodneme, zda pfedpoklad o platnosti
nulové hypotézy pfijmeme nebo ne.

Jestlize jej nepfijmeme, automaticky pfijimame alternativni
hypotézu.

@ Musime proto vzdy zvazit, kterou z formulaci alternativni
hypotézy pouzijeme. RozliSujeme mj. oboustranné a
Jednostranné (levostranné a pravostranné) testy.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Krok 2: Nahodny pokus

Po stanoveni hypotéz provedeme néjaky nahodny pokus. Na
zakladé vysledku tohoto nahodného pokusu poté budeme
rozhodovat o hypotézach.

Mozny vysledek nahodného pokusu bude popisovat néjaka
nahodna veli¢ina, kterd bude mit néjaké rozdéleni
pravdépodobnosti.

@ My budeme vzdy pfedpokladat, Ze tato nahodna veli€ina
bude mit normalni rozdéleni.

Normalni leni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testt
U-test
Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu

Chyby ve statistickych testech

Krok 3: Stanoveni hladiny vyznamnosti testu

Nahodna veli¢ina, ktera je vysledkem nahodného pokusu, mize
nabyvat néjakych hodnot. Tyto hodnoty nyni rozdélime na dvé
disjunktni ¢asti takové, Ze do jedné z nich patfi jen velmi malo hodnot
— typicky 5% nebo 10% (na obrazku Sedé). Délici hodnotu oznacime
Tk a nazveme ji kritickou hodnotou (na obrazku Ty = 2).

5 3 ] L 1 B

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testt
U-test
Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu

Chyby ve statistickych testech

Krok 3: Stanoveni hladiny vyznamnosti testu

v /s v oz

Mensi ¢ast hodnot mlZe byt rozdélena na dvé ¢asti, které jsou
v pripadé normalniho rozdéleni stejné velké (na obrazku Sedég).
Pak hledame dvé kritické hodnoty T4 a Tp, pro které plati

| — Tyl = | — Tp| (n@aobrazku Ty = —2a Tp = 2).

Normalni leni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Krok 3: Stanoveni hladiny vyznamnosti testu

P¥i rozdélovani hodnot nahodné veliiny na dvé disjunktni ¢asti
hledame a—kvantily, resp. 5—kvantily, pfislusné nahodné
veliginy. Cislo o nazyvame hladina vyznamnosti testu. Sedé
oblasti grafi na pfedchozich obrazovkach nazyvame kriticky
obor.

Normalni leni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Krok 4: Provedeni pokusu

Provedeme a vyhodnotime pokus, ktery nam slouzi jako
testovaci kritérum.

Nasledné muzeme
@ bud zjiStovat, zda ziskana hodnota lezi v kritickém oboru

@ nebo stanovit, jaka je pravdépodobnost, ze vysledek
pokusu bude takovy, jako jsme ziskali, nebo ,extrémnéjsi*.

(detaily viz plna verze skript véetné myslenky p—hodnoty)

Normalni leni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testt
U-test
Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu

Chyby ve statistickych testech

Krok 5: Rozhodnuti

v v

Jestlize vysledek nahodného pokusu padne do bilé vétsi Casti
hodnot, pak pfijmeme nulovou hypotézu. V opacném pripade ji
zamitneme a pfijmeme alternativni hypotézu (analogicky pro
p—hodnotu).

Normalni leni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Problémy

V kazdém kroku musime postupovat korektné. Tj. zejména
musime:

@ vhodné stanovit hypotézy,

@ vhodné zvolit ndhodny pokus, kterym budeme hypotézy
testovat,

@ vhodné stanovit hladinu vyznamnosti testu.

Nekorektni postup v téchto bodech vede k nekorektnim
zavéram!

Normalni leni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test
Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu

Chyby ve statistickych testech

e Statisticke testy

@ U—test

Normalni €leni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testl
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Priklad

VySe uvedené principy nyni aplikujeme na konkrétni zadani.

(Text zadani je zamérné zvolen tak, aby ilustroval Sifi zabéru
statistickeho testovani i ,testovani”.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Situace a predpoklady

Situace:

Vyvojar firmy Tepodong vyvinul novy postup na prodlouZeni
doletu kulicek z automatického praku. Chce se presvédCit o
tom, Ze jeho vynalez ,funguje”.

Predpokladejme, Ze vyvojar se bude rozhodovat na zakladé
statistického testu. Déale predpokladejme, Ze dolet kulicek z
automatického praku je nahodna veliina X, kterou lze popsat
normalnim rozdélenim, napf. X ~ N(u = 80m, 02 = 36).

Normalni leni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Stanoveni hypotéz

Tvrzeni ,stfedni hodnota doletu kulicek vystfelenych novym
postupem se nezméni“ ozna¢ime jako nulovou hypotézu Hy. K
ni nyni zformulujeme alternativni hypotézu Hj.

@ Jestlize vyvojar bezpec€né vi, ze jeho ,vynalez" nemulze
dolet kulicek snizit, mize zformulovat alternativni hypotézu
H, jako ,stfedni hodnota doletu kuli¢ek vystfelenych
novym postupem se zvySi“.

@ Jestlize vyvojar nevi, jaky ma jeho ,vynélez“ vliv na dolet
kulicek, mél by zformulovat alternativni hypotézu H; jako
,Stfedni hodnota doletu kuli¢ek vystrelenych novym
postupem se zméni*.

Pro ucely tohoto prikladu predpokladejme formulaci H; jako
,stredni hodnota doletu kulicek se zmeéni*“.

Normalni leni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Nahodny pokus

Dale je tfeba provést néjaky pokus, na zaklade jehoz vysledku
budeme o hypotézach rozhodovat. V nasi situaci timto
pokusem muze byt:

@ vystreleni jedné kuliCky novym postupem,
@ vystreleni vice kulicek novym postupem.

Pro jednoduchost predpokladejme prvni volbu.
Predpokladejme, Ze dolet kulicky byl 90 metra.

Normalni leni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testl
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Stanoveni hladiny vyznamnosti testu

Zvolme vhodnou hladinu vyznamnosti testu, napt. a = 0, 1.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Vypocet kritickych hodnot

Predpokladejme, Ze dolet kulic¢ek novym postupem |ze popsat
nahodnou veli¢inou X se stejnym rozdélenim
pravdépodobnosti jako dolet kuli¢ek plvodnim postupem, tj.
X ~ N(u = 80m,o? = 36).

Jestlize jsme zvolili « = 0, 1 a zformulovali hypotézu H; jako
,stfedni hodnota doletu kulicek se zméni“, pak musime najit
takové kritické hodnoty Ty a Tj, tak, ze

P(X < Ty)=P(X > Tp) = % — 0,05,

tj. P(X < Tq) + P(X > Ty) = a a Ty, Ty jsou stejné vzdalené
od stfedni hodnoty X.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Vypocet kritickych hodnot

Hodnoty Ty a T, ur€¢ime pomoci N(0, 1).

P(X <T,;) = 0,05
P(U< “;Td> = 0,05
P(U< sog Td) = 0,05
) <80 T") = 0,05
6
Ze statistickych tabulek urCime, ze
80Ty
6 =1,64,

ti. T4 = 70, 16. ProtoZe graf hustoty normalniho rozdéleni je funkce
symetricka podle pfimky x = p, je T, = 89, 84.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Rozhodnuti

Dolet kulicky vystfelené novym postupem byl 90 metru. Protoze
90 ¢ (Ty, Tn), zamitdme hypotézu H, ,stfedni hodnota doletu
kulicek se nezméni“ a pfijimame hypotézu H; ,stfedni hodnota
doletu kulicek se zméni“. Proto mize vyvojar firmy Tepodong
tvrdit, Ze statistickym testem dokazal, Ze jeho vynalez
Sfunguje”.

Normalni leni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Statisticky test vs. realita

Ve skutecnosti ale
@ na zakladé jednoho pokusu,
@ na hladiné vyznamnostia = 0,1 a

@ za predpokladu, Ze dolet kulicek Ize skute¢né popsat
normalnim rozdélenim s uvedenymi parametry

tvrdi, Ze zamita hypotézu, ze stfedni hodnota doletu kulicek se
nezmeni a pfijima hypotézu, ze se zmeéni.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Oboustranny vs. jednostranny test

Ve vySe uvedeném prikladé jsme hypotézu H; formulovali ve
tvaru H; # konstanta. V takovém pripadé hovofime o
oboustranném testu.

Jestlize bychom hypotézu H; formulovali ve tvaru

H; > konstanta, resp. Hy; < konstanta, hovofili bychom o
jednostranném testu (levostranném nebo pravostranném testu).

Normalni leni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test
Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi zndmém rozptylu

Chyby ve statistickych testech

e Statisticke testy
@ Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu

Normalni rozdéleni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi zndmém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Nahodny vybér a vybérovy primér

Nahodnym vybérem nazveme vektor (Xi, Xz, ..., Xj), kde

Xi, Xo, ..., Xp jsou navzajem nezavislé nahodné veliciny, které
maji vSechny stejné rozdéleni pravdépodobnosti.

Oznacme

X=-

: —
™
x

X je nahodna veli¢ina, kterou nazveme vybérovy primer.

Normalni leni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi zndmém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Rozdéleni pravdépodobnosti vybérového primeéru

Jestlize X; ~ N(y, 02), i

Normalni rozdéleni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testl
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi zndmém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Priklad

Situace:

Vyvojar firmy Tepodong vyvinul novy postup na prodlouZeni
doletu kulicek z automatického praku. Chce se presvedcit o
tom, Ze jeho vynalez ,funguje”.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi zndmém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Predpoklady

Na rozdil od pfedchoziho situace budeme nyni novy postup
testovat tak, ze vystrelime vice kulicek. VSe ostatni zUstane
stejné, tj.
@ dolet kulicek je nahodna veli¢ina
X ~ N(p = 80m, o? = 36),
@ nulova hypotéza Hj je tvrzeni ,stfedni hodnota doletu
kulicek se nezméni*,

@ alternativni hypotéza H; je tvrzeni ,stfedni hodnota doletu
kulicek se zméni*“.

Normalni leni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi zndmém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Predpoklady

Predpokladejme, Ze bylo provedeno n = 10 pokusu s témito
vysledky v metrech:

85-81-77-76-79,5-82,8—-90-88,3-85,7-85,

tj. pramér téchto hodnot je x = 83, 03.

@ Pozor na oznagovani: zatimco X znaci vybérovy pramér, tj.
nahodnou veli€inu, X je prameér z konkrétnich Ciselnych
hodnot.

Normalni leni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi zndmém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Vypocet kritickych hodnot: jiné

Hodnoty T4 a Tj ur€ime pomoci N(0, 1). Hledame
pravdépodobnost, ze vybérovy primér bude mensi nez kriticka
hodnota.

P(X < T4 = 0,05

P<U<“2Td> — 0,05
Vo
P<U<80_Td> = 0,05

¢<8o_ Td) — 0,05

Normalni rozdéleni a statistické testy




Zakladni principy statistickych testl
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi zndmém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Vypocet kritickych hodnot: jiné

Ze statistickych tabulek ur¢ime, ze

80— T,

— 1,64,
3.6

tji. Ty = 76,888. Protoze graf hustoty normalniho rozdéleni je
funkce symetricka podle pfimky x = u, je T, = 83,111,

Normalni rozdéleni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi zndmém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Rozhodnuti: analogické

Primérny dolet kulicky vystfelené novym postupem byl 83,03
metrd. Protoze 83,03 € (T4, Th), pfijimame hypotézu Hy
,stredni hodnota doletu kuliCek se nezméni®. Proto mizeme
tvrdit, ze vyvojar firmy Tepodong statistickym testem nedokazal,
Ze jeho vynalez ,funguje®.

Normalni leni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test
Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi zndmém rozptylu

Chyby ve statistickych testech

Rozhodnuti pomoci p—hodnoty

V obou pfipadech také mizeme zkoumat, jaka je
pravdépodobnost, Ze kulicka doleti tak daleko, jak doletéla,
resp. ze pramér z 10 pokusl bude takovy, jaky byl.

(Detaily viz kapitola skript , Testovani pomoci p—hodnoty“).

Normalni leni a statistické testy



Zakladni principy statistickych testl
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi zndmém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Problém

Tvrdime, Ze vyvojar testem nedokazal, Ze jeho vynalez
Sfunguje”.

Muzeme ale tvrdit, ze dokazal, ze nefunguje?

Normalni rozdéleni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi zndmém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Problém

V obou pfipadech jsme piedpokladali, ze rozptyl o2 zname. V
nasem pfipadé (a ve vétSiné redlnych situaci) ovéem znamy
neni (a ani byt nemuze). Pak ovSem nepracujeme s normalnim
rozdélenim, ale s t—rozdélenim a hovofime o tzv. t—testu.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test
Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu

Chyby ve statistickych testech

e Statisticke testy

@ Chyby ve statistickych testech

Normalni éleni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Dva druhy chyb

Pri statistickém testovani se dopoustime dvou druhd chyb:

@ Zamitneme nulovou hypotézu Hy, ktera ve skutenosti
plati.

@ P¥ijmeme nulovou hypotézu Hy, ktera ve skute¢nosti
neplati.

Chyba v bodé 1 se nazyva chyba 1. druhu, chyba v bodé 2 se
nazyvéa chyba 2. druhu.

Lze ukazat, Ze snizovani chyby jednoho druhu vede ke
zvy8ovani chyby druhého druhu.

Normalni leni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Hladina vyznamnosti testu

Hladina vyznamnosti testu je pravdépodobnost chyby 1. druhu.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Z&kladni principy statistickych testt
U-test

Statistické testy Test stfedni hodnoty priméru pfi znamém rozptylu
Chyby ve statistickych testech

Sila testu

Definition

Oznacime-li g pravdépodobnost chyby 2. druhu, pak Cislo 1 — 3
vyjadfuje pravdépodobnost, Ze spravné zamitneme hypotézu
Ho, jestlize plati hypotéza H;. Cislo 1 — 5 nazyvadme sila testu.

Normalni leni a statistické testy



Ptiloha Procvicovani latky

Pred tim, nez zacCnete fesit jakékoli pfiklady, si proctéte plnou
verzi u¢ebniho textu!

Normalni leni a statistické testy



Ptiloha Procvicovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Priklady pro samostatnou praci jsou uvedeny v samostatné sbirce ptikladt. Kromé nich
muUZete pro svou samostatnou praci pouzivat také nase dopliikové elektronické zdroje.

@ Normaini rozdéleni — vypoéet pravdépodobnosti
e Normalni rozdéleni — vypocet kvantilu
© Aproximace binomického rozdéleni normainim

Normalni éleni a statistické testy


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstNormalni.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstNormKvantil.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/PstBinomNorm.html

Ptiloha ProcviCovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example

Test ma 120 otazek. Kazda nabizi 6 moznych odpovédi,
priCemz spravneé je vzdy prave 1. Kazda spravna odpoved je
hodnocena 1 bodem, Spatna odpovéd 0 body. Zadani viibec
nerozumime, proto ndhodné tipujeme. UrCete
pravdépodobnost, ze ziskame alespon polovinu bodu, které Ize
pfi ndhodném tipovani v tomto testu ocekavat. Poté pozadavek
»alespon polovinu bodi“ nahrad'te pozadavkem ,nejvyse Ctyfi
pétiny bodu*“.

Normalni rozdéleni a statistické testy



Ptiloha ProcviCovani latky

Priklady pro samostatnou praci

Example

Je znamo, Ze hmotnost roéniho ditéte Ize popsat normalnim rozdélenim se stredni
hodnotou x = 10,25kg a rozptylem o2 = 1,2. Nahodné vybranému vzorku 100 déti
byla podavana nova uméla vyziva. Primérna hmotnost déti z uvedeného vzorku byla v
jednom roce 12,5kg. Na hladiné vyznamnosti « testujte hypotézu, ze nova uméla
vyziva ma vliv na vahu déti. Tento pfiklad je zjednodusenim realné situace —
predpokladejme, Ze vahu mohlo ovlivnit pouze podavani nového typu umélé vyZivy.
Provedte

@ oboustranny test pro o = 0,04
e jednostranny test pro oo = 0,04
e jednostranny test pro oo = 0,02
0 jednostranny test pro oo = 0,08

Poté nékteré z testl proved'te pro vzorek 1000 déti (dal$i parametry zadani se
nezmeéni).
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