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Binarni operace dané tabulkou

UvaZzujme binarni operaci © v mnoziné¢ M zapsanou pomoci operacni tabulky, viz ptiklad:

Priklad 1: Je dana mnozina M = {a, b, C} a operace © v mnoziné M dana tabulkou. Ur&ete vlastnosti
operace o. Pokud existuje neutrdlni nebo agresivni prvek, uréete je. K jednotlivym prvkim stanovte prvky
inverzni, pokud existuji. Rozhodnéte o typu algebraické struktury (M, ©).

radek sloupec

a) o| a b ¢ o | a b c
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Binarni operace dané tabulkou

a) M ={a, b, c} * ND tabulka je celd vyplnéna prvky mnoziny M
* A ztabulky obvykle nepozname (urc¢ime z definice nebo ze
° a b ¢ vztahu A = (ZR & El)
a | b c 3 * K prvky tabulky, ktera je celd vyplnéna prvky mnoziny M,

jsou soumeérneé rozlozeny podle hl. diagonaly

b | c C b * EN alespon jeden fadek a jeden sloupec jsou stejné jako
zahlavi tabulky

* El kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje neutralni prvky tak,
Ze ve vSech radcich a vsech sloupcich existuji takové, ze

jsou rozlozeny podle hlavni diagonaly
ND A }/ ANK A EN A El /\/Z/ﬁ « ZR kazdy radek a kaZzdy sloupec obsahuji véechny prvky
mnoziny M

e = ¢ (neutralni prvek)

(ZR El)

@ ° @ :

inverzni prvky

(M, o) komutativni grupoid
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Binarni operace dané tabulkou

b) M ={a, b, c} * ND tabulka je celd vyplnéna prvky mnoziny M
* A ztabulky obvykle nepozname (urc¢ime z definice nebo ze
° a b ¢ vztahu A = (ZR & El)
a | b 3 c * K prvky tabulky, ktera je celd vyplnéna prvky mnoziny M,

jsou soumeérneé rozlozeny podle hl. diagonaly
b | c b a * EN alespon jeden fadek a jeden sloupec jsou stejné jako
zahlavi tabulky

¢ a ¢ b * El kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje neutralni prvky tak,
Ze ve vSech radcich a vsech sloupcich existuji takové, ze
jsou rozlozeny podle hlavni diagonaly
ND A ;9/ A }’( A w A ﬁ AN ZR « ZR kaidy rfadek a kazdy sloupec obsahuji véechny prvky

mnoziny M

A = (ZR & El)
©@® 1 © o
(M, 0) grupoid s vlasnosti ZR
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Binarni operace dané tabulkou

C) M ={a, b, c} * ND tabulka je celd vyplnéna prvky mnoziny M
* A ztabulky obvykle nepozname (urc¢ime z definice nebo ze
° a b ¢ vztahu A = (ZR & El)

* K prvky tabulky, ktera je celd vyplnéna prvky mnoziny M,
jsou soumeérneé rozlozeny podle hl. diagonaly

b C b * EN alespon jeden fadek a jeden sloupec jsou stejné jako

zahlavi tabulky

d C d d

¢ a b ¢ * El kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje neutralni prvky tak,
Ze ve vSech radcich a vsech sloupcich existuji takové, ze
jsou rozlozeny podle hlavni diagonaly
9“5 A }/ /\}< A EN A El /\/Zﬁ « ZR kazdy radek a kaZzdy sloupec obsahuji véechny prvky

mnoziny M

e = ¢ (neutralni prvek)
%fl‘;‘ A = (ZR © El)
S inverzni prvky @@ 0 @ 1

(M, o) algebraicka struktura
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Binarni operace dané tabulkou

d) M ={a, b, c} * ND tabulka je celd vyplnéna prvky mnoziny M
* A ztabulky obvykle nepozname (urc¢ime z definice nebo ze
° a b ¢ vztahu A = (ZR & El)
a | b c 3 * K prvky tabulky, ktera je celd vyplnéna prvky mnoziny M,

jsou soumeérneé rozlozeny podle hl. diagonaly

b | c a b * EN alespon jeden fadek a jeden sloupec jsou stejné jako
zahlavi tabulky

kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje neutralni prvky tak,
Ze ve vSech radcich a vsech sloupcich existuji takové, ze
jsou rozlozeny podle hlavni diagonaly

D n LA ) § £ ZR kazdy radek a kazdy sloupec obsahuji vSechny prvky
mnoziny M

C a b C El

—

neutrdlni prvek)

= (ZR El)

?@161

inverzni prvky
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Problém asociativity

« Plati A = (ZR & El)
(@) 1 (o) o
(0) o (0) 1
1) Ma-li operace o praveé jednu z vlastnosti ZR, El, pak neni A.

ZR A B=A
ZR A EI=R

2) Jestlize operace 0 md nebo nemad soucasné obé z vlastnosti ZR, El, m(Ze nebo

nemusi byt A. A = (ZR © El
O G
1 1
St
1 1 I\/IUI\JI




Problém asociativity

2) Jestlize operace 0 md nebo nemad soucasné obé z vlastnosti ZR, El, mlZe nebo

nemusi byt A.
A = (ZR © El)
9 1
1
1
o) 6

* Vlastnost asociativity vySetfime primo z definice:
(Va b ceM)[(aob)oc=ao (boc)] ~ abc

=

[EEY

=

(R |




2) Vlastnost asociativity vysetrime primo z definice:

Problém asociativity

(Va, b ceM)[(aob)oc=ao (boc)] abc (trojice)
[(boc)oc=bo(coc)] bce (trojice)
[(coa)oa=co(aoa)] caa (trojice)

Existuje celkem 27 moznosti trojic:

aaa aab aba baa abb bab bba aac aca
caa acc cac cca abc acb bac bca cab
cba bbb bbc bcb cbb bcc cbc ccb ccc
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Binarni operace dané tabulkou

d) M={a,b,c} vySetfrujemeA? |@aa |aab |aba |baa |abb |bab |bba |aac |aca
o) a b C

caa | acc |cac | cca |abc |acb | bac | bca | cab
a b C a

b | ¢ a b cba | bbb | bbc | bcb | cbb | bcc | cbc | ccb | ccc
C a b C

gaa: (aoa)oa =ao(aoa)

— 7
b oa =ao b
— e —

C = c AL

Existuji néjaka pravidla, jak zredukovat tento pocet?

a ob
\—%J

C

C

bbb: (bob)ob = bo(bob)
k—Y—I

k—r—)

=boO a
\—Y—}

AL

Timto zplsobem bychom méli vysettit vSech 27 trojic z tabulky vyse, ale tato cesta je pfilis zdlouhava.
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Ke snizeni poctu moznosti pro vysetreni asociativity nam pomohou tato pomocna pravidla:

1. Jestlize alespon jeden z prvkl a, b, c € M je neutrdlnim prvkem mnoziny M vzhledem k
operaci O pak trojice abc spliiuje asociativnost operace 0 v mnoziné M.

2. Jestlize operace 0 je v mnoziné M komutativni, pak kazda trojice aaa splfiiuje
asociativnost operace 0 v mnoziné M.

3. Jestlize alespon jeden z prvki a, b, ¢ € M je agresivnim prvkem mnoziny M vzhledem k
operaci o, pak trojice abc splfiuje asociativnost operace © v mnoziné M.

aaa | aab | aba | baa | abb | bab | bba | aac | aca

b | c a b caa |acc |cac |cca |abc |acb | bac | bca | cab

(@)
Q
(on
(@)

cba | bbb | bbc | bcb | cbb | bcc | cbc | ccb | ccc

. € = ¢ (neutralni prvek)
K

. agresivni prvek neexistuje

w N =
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ZUstalo celkem 6 trojic: aab, aba, baa, abb, bab, bba, u kterych je tfeba vysetfit asociativitu
dle definice, tj. (Va, b,ce M)[(aob)oc=ao (boc)].

d) ol a b c aaa | aab | aba | baa | abb | bab | bba | aac | aca

a b C a
caa | acc | cac | cca | abc | acb | bac | bca | cab

b C a b

c | a b C cba | bbb | bbc | bcb | cbb | bee | cbe | ccb | ccc
aab: (aoa)ob = ao (aob) abb: (@ob)ob = ao (bob) NDAAAK A ENAELAZR
bob=aoc cob=agoa
a=a A v b=b A v ¢ = ¢ (neutralni prvek)
aba: (aob)oa = ao(boa) bab: (boa)ob = bo (aob) a=>b
coa=aoc cob=boc b=a
a=a A L7 b=b A L7 c=c
baa: (boa)oa = bo(aoa) bba: (bob)oa = bo (boa) agresivni prvek neexistuje
coa=bob aoa=boc (M, o) komutativni grupa s vlastnosti ZR
aza A U7 b=b A
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Binarni operace dané tabulkou

e) M ={a, b, c} Pro uréeni asociativity vyuZijeme pomocna pravidla:
1. ﬁﬁl ..... Toto pravidlo nevyuZijeme
2. }’/ ....... Toto pravidlo nevyuzijeme
a a a a 3. AG.... pravidlo vyuZijeme, g = a

(o) a b C

aaa | aab | aba | baa | abb | bab | bba | aac | aca

caa | acc | cac | cca |abc |acb | bac | bca | cab

cba | bbb | bbc | bcb | cbb | bcc | cbc | ccb | ccc

g = a (agresivni prvek)
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ZUstalo celkem 8 trojic: bbb, bbc, bcb, cbb, bcc, cbce, ccb, ccc u kterych je treba vysetrit
asociativitu dle definice, tj. (Va, b,ce M)[(aob)oc=ao (bo)].

e)o a b C
a | a a a
b | a b a
c | a b b

bbb: (bob)ob = bo (bob)

bob=bob
b=b A L7
bbc: (bob)oc = bo(boc)
boc=boa
a=a A L7
bcb: (boc)ob = bo(cob)
aob=bob
a=b A X

agaa |aab |aba |baa |abb |bab |bba |aac |aca
caa |acc |cac |cca |abc |acb |bac |bca |cab
cba | bbb |bbc |bcb |cbb |bcc |cbc |ccb |ccc

@A/{A}(AI}N/\)‘AA%

g = g (agresivni prvek)

(M, o) grupoid
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Binarni operace dané tabulkou

fy ~ M={a,b,c}

€ = a (neutralni prvek
a=4d
g = b (agresivni prvek)

Pro uréeni asociativity vyuzijeme pomocna pravidla:
1. EN ... e=a, pravidlo vyuZijeme

2. K..... pravidlo nevyuzijeme
3. AG..... pravidlo vyuZijeme, g=b
aaa | aab | aba | baa | abb | bab | bba | aac | aca
caa |acc |cac | cca |abc |acb | bac | bca | cab
cba | bbb | bbc | bcb | cbb | bcc | cbc | ccb | ecc
(ZR = EI)
0 @ 0
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Binarni operace dané tabulkou

f)

@/\A/\K/\ENAF/r/\Zﬁ

€ = a (neutralni prvek)

a=4a

g = b (agresivni prvek)

M ={a, b, c}

o

d

a
b

C

a
b

C

b
b
b
b

Pro uréeni asociativity vyuzijeme pomocna pravidla:
1. EN...e=a, pravidlo vyuzZijeme

2. K. pravidlo vyuzijeme
3. AG...... g = b, pravidlo vyuZijeme,

aaa | aab | aba | baa | abb | bab | bba | aac

aca

caa | acc | cac |cca | abc | acb | bac | bca

cab

cba | bbb | bbc | bcb | cbb | bcc | cbc | ccb

ccc

(M, o) komutativni pologrupas neutralnim prvkem
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