4. Ciselné obory. Intuitivni zavedeni realnych &isel na ZS. Mocniny a
odmocniny.

Irena Budinova
Intuitivni zavedeni mnozZiny realnych cisel na zakladni Skole

Déti se ve skute¢né vyuce na zakladni Skole s realnymi Cisly v podstaté nesetkaji. Jedina
redlna &isla, kterd Zaci pro riizné vypoéty potfebuji, jsou odmocniny a 7. Cislo 7 viak byva
hned od zagatku zaokrouhlovano na 3,14 a napf. V2 na 1,41. Iracionalita t&chto &isel tedy
zlstava zcela utajena.

Kladenim spravnych otdzek miizeme u zakt docilit postupného utvafeni pojmu
iracionalniho ¢isla.

1. Jaké ¢islo bezprosttedné nasleduje po ¢isle 1?7 (7. tfida)
Muzeme vybrat ¢islo 1,0001, mensi je ¢islo 1,00001, atd. Takto miizeme pokraovat az
donekonec¢na. Nasledovnik ¢isla 1 tedy neexistuje.

2. Jaky je bezprostiedni predchtidce Cisla 1?
Nabizi se ¢islo 0, 9.

3. Cemu je rovno &islo 0,97 (8. tiida)

0,999 ...=x
9,999 ... = 10x
9=9x>=>x=1

0,9=1

Vypocitali jsme, ze Cislo, které se tvarilo jako bezprostiedni ptedchudce ¢isla 1, je samo
&islo 1. Kam se podél maly kousi¢ek, o ktery se dana ¢isla 1isi? Zadny neexistuje.

4. Cemu je rovno g? (8. tfida)

1 - _
9-§=9-0,3 = 2,99999..=2,9

3=2,9

5. Ukazte, ze ¢islo 0,12345678910111213... (piSeme za sebou vSechna ptirozena ¢isla) je
iracionalni. (9. tfida)
Zaci zékladni $koly mohou pfiklad feit ivahou. Vime, Ze dané &islo vzniklo z po sob&
jdoucich ptirozenych ¢isel. Kazdé je jiné, proto neni mozné najit periodu. Nejedna se o
diikaz, avsak ptiklad vytvati velmi dobrou pfedstavu iracionality.
Dtikaz je mozné provést sporem. Budeme piedpokladat, ze dané Cislo je raciondlni, to
znamena, ze ma nekonecny desetinny periodicky rozvoj s délkou periody n. V daném
Cisle n¢kde jist¢ najdeme posloupnost n devitek. Perioda je tedy slozena ze samych
devitek. Je ale zfejmé, Zze uz diive jsme se museli setkat s posloupnosti n osmicek. Tim
se dostavame ke sporu.



6. Co kdybychom v predchéazejicim ¢isle odstranili desetinnou ¢arku? Dostali bychom
¢islo 12345678910111213... Jedna se o nekoneéné velké &islo?!

DalsSimi otdzkami lze utvaret pojem mnoziny. Zaci by méli rozliSovat mezi kone¢nou
mnozinou, nekone¢nou mnozinou a intervalem. Na stiedni §kole se s t€émito pojmy automaticky
pracuje, ackoli na zékladni Skole nebyly viibec zavedeny.

7. Kolik prvkd ma mnozina {1; 2; 3; ... }? Kolik prvkii ma mnozZina {1; 3; 5; ... }? (9. tfida)
Obé& mnoziny maji nekone¢né mnoho prvk.
8. Ktera z téchto mnozin ma vice prvki? (9. tfida)
Zadna — kazdému prvku prvni mnoziny mizeme piifadit pravé jeden prvek druhé
mnoziny.
1 -1
2 -3
3 -5

Vsechny spocetné nekonecné mnoziny maji stejnou velikost v Cantorové smyslu. Jsou
to nejmensi nekone¢na, jaka mohou existovat, Cantor je oznacil Xy (prvni pismeno
hebrejské abecedy, alef nula).

9. Je mnozina zlomkti od 1 do nekone¢na spocetnd mnozina?
Cantor pomoci tzv. diagonalni metody dokézal, Ze ano:

1 1 I 1
1 2 4
2 I 2 2
1 3 4
I 3 3 3

2 3 4

1

1

1 2

2 1

3 2 1

1 2 3

1 2 3

4 3 2 1

1 Prvni, kdo zavedl pojmy potenciélni a aktudlni nekoneéno, byl Aristoteles. Pfivedlo ho k tomu pfemysleni nad
Zenonovymi paradoxy. Byl pfesvédéen o tom, Ze je mozno donekonecna pricitat jednotku a tim ziskavat vétsi a
vétsi Cisla. Porad ale budou vznikajici ¢isla konecné velkd. Nekonecné velké Cislo podle néj neexistuje. To
znamend, 7e nekoneéno potencidlné existuje, aviak aktualné ne. Re$eni souctu nekoneénych fad (které se
vyskytuji i v Zenonovych paradoxech) je vSsak umoznéno uznanim aktualniho nekonecna, kdy nekonecnou radu
pokladame za celek.



Touto metodou jsme schopni postupné vypsat vSechny zlomky, zaddny zlomek
nevypadne. Mnozina racionalnich ¢isel (zlomk) je tedy spocetné nekonecna.

10. Je mnozina realnych cisel spocetn¢ nekonecna?
Cantor dokézal, Ze ne (Barrow, s. 67). Reélnych cCisel je nekonecné vétsi nekonecno nez
piirozenych ¢isel, toto nekonecno se nazyva kontinuum.

11. Kolik je ptirozenych ¢isel na intervalu (1; 2)?
Dve.

12. Kolik je racionalnich ¢isel na intervalu (1; 2)? (9. tiida)
Mizeme vzdy pro jakakoli dvé rizna c¢isla daného intervalu najit jejich aritmeticky

1+2 3 1+§ _5 1_+§ 9

pramér. Napf. —~ TS S T Na daném intervalu je tedy nekonec¢né

mnoho racionélnich ¢isel.

13. Kolik je realnych ¢isel na intervalu (1; 2)?
Nekone¢né mnoho. Mezi libovolnymi dvéma raciondlnimi ¢isly existuje nekonecné
mnoho iracionalnich ¢isel.

Na prvnim stupni zakladni Skoly se zaci seznamuji s pojmem piirozeného Cisla. Mnozina
pfirozenych ¢isel mé velmi piijemné vlastnosti: Je mozné ji jednoduSe uspotadat, kazdé ¢islo
ma svého bezprostfedniho nasledovnika, na kone¢ném intervalu je kone¢né¢ mnoho ptirozenych
Gisel apod. Zaci si velice asto mysli, Ze stejnym zptisobem se chovaji viechny dal§i &iselné
obory.

Mnozina raciondlnich ¢isel si zachovava nékteré piijemné vlastnosti, napf. racionalni
Cisla 1ze uspotadat, i kdyz uz ne tak snadnym zptisobem, jako to bylo u pfirozenych ¢isel. AvSak
na konecném intervalu existuje nekone¢né¢ mnoho racionalnich cisel.

Vlastnosti redlnych Cisel jsou pro mnoho zaki zcela nepochopitelné: Zadné ¢islo nema
svého bezprostiedniho néasledovnika, mnozinu nelze uspofadat, mezi kazdymi dvéma
raciondlnimi Cisly lezi nekone¢né mnoho iraciondlnich cisel.

Geometrické konstrukce nékterych realnych ¢isel

Délku v/2 ma uhlopiicka &tverce o strané 1, délku v/3 ma télesova uhlopiicka krychle o
hrang 1. Zaci mohou nékteré iracionalni délky konstruovat pomoci Pythagorovy véty nebo
Eukleidovych vét. Obrazy redlnych ¢isel mohou znazorfiovat na ¢iselné ose.
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Setkavani se s mnozinami u funkeci

Zaci by se méli setkavat s mnozinami v podobé defini¢niho oboru a oboru hodnot, se
zapisy jako D(f) = R, H(f) = (1; =), D(f) = {1; 2; 3}, aj., ale m¢li by jim zaroven rozumét.

Mocnina

Ve Skolské matematice zavadime mocninu jako zkraceny zéapis soucinu dvou (nebo vice)
sob¢ rovnych Ciniteld.
5:5=5%66=62%15-15= 152
obecné
a-a=a>
9:9:9=9313-13-13=1,33(-2)-(-2)-(-2) - (-2) = (-2)*
obecné zavedeme n-tou mocninu realného ¢isla

a™.

Cislo a se nazyva zaklad a ¢islo n se nazyva mocnitel (exponent).

Definice: Druha mocnina celého (racionalniho, realného) ¢isla je souc¢in dvou sobé rovnych
Ciniteld.

Zaci se postupné u¢i mnoho pravidel pro poéitani s mocninami, ve véting z nich délaji
chyby jesté na stiedni nebo na vysoké skole. Divodem je, ze si pravidla dostate¢né nezvnitini

6
a pak vypodty viemozné zjednodu$uji. Napt. 23 + 33 = 53,22.23 = 46,;—3 = 22 a mnoho
jinych. Jaké jsou moznosti pfedchazet témto chybam? Nékteré ptiklady 1ze znazoriiovat pomoci
ctvercové sité (zejména umociovani dvojclenil), jind pravidla Ize modelovat mnoha ptiklady
pied zavedenim obecného vzorce (napt. a™ - b™ = (ab)™, a™ - a™ = a™*t™. Misto klasického
postupu pravidlo = procvicovani je vyhodnéjsi volit postup pozorovani = zobecriovani.
Vyuzivame pfitom kalkulacku:
22.3%2 =36 =62,2%-5%=1000 = 103, ...
zéci pozoruji vypocty, podle svych moznosti zobecni pravidlo. Obdobné
4243 =16-64 = 1024 = 4°,53 - 55 = 390 625 = 55,

Geometrické znazornéni alg. vyrazii: Binomicka krychle — vyvozeni vztahti (a + b)?
a (a + b)3, trinomicka krychle — pro umociiovani trojélenu. Pro piipad (a + b)? mohou Z4ci
vymyslet dalsi priklady, které zakresluji do ¢tvercové sité a pravidlo si fixuji.

a

a a+b
R ———




Dalsi vzorce: (a — b)? = a? — 2(a — b)b — b?> = a® — 2ab + b?,a? — b?> = (a — b)(a + b)
Zaci &tverec rozstiihaji a presouvaji dilky.
Ve vyuce je mozné vyuzivat nasledujici metody a ¢innosti:

e pocitani s kalkulackou, ucitel musi zdky seznamit stim, jak kalkulacku spravné
pouZzivat,

e manipulativni ¢innost se ¢tvercovou siti (¢tvereCkovanym papirem),

e vyuzivani odhadu,

e cvifeni pamé&ti — pamétné zvladnuti druhé mocniny ¢isel 0 az 20, tfeti mocniny ¢isel 0
az 10,

e urcovani druhych mocnin pomoci algoritmu: napf. pro umociiovani dvojcifernych cisel
vyuzivame vztahu pro druhou mocninu dvojélenu: (10a + b)? = 100a? + 210 -
ab + b?. Napt. 47? = (40 + 7)2 =100-42 +20-4-7 + 7% = 1600 + 560 + 49 =
2209. Je vhodna ¢innost pro procvi¢ovani operaci.

Druha odmocnina

Odmocnovani je inverzni operaci k umociiovani. Mizeme vSak odmocniovat druhou
odmocninou pouze kladné ¢isla a vysledkem je pouze kladné ¢islo. To se zaktim na zakladni
Skole te€zko vysvétluje, protoze divod lze ukédzat na grafu kvadratické funkce a grafu funkce
druha odmocnina a s témito grafy se seznamuji az na stfedni Skole. Na zakladni Skole mizeme
uvést alespon toto zdlivodnéni: Vysledkem odmociiovani musi byt jedno konkrétni ¢islo.

Definice: Druhd odmocnina z nezaporného ¢isla a je nezaporné &islo b, pro které plati b? = a.
Zapisujeme Va = b.

Pojmy: odmocnitel, zdklad odmocniny, odmocnina

Algoritmus pro vypocet druhé odmocniny:

J5[56/96 V5=2
—4

156 15:4 = 3,43-3 = 129
—129
2796  279:46 = 6,466 - 6 = 2796
—2796
0
V55696 = 236

Odmocnované ¢islo rozdélime na skupiny po dvou od desetinné ¢arky na obé¢ strany. Ptiblizné

odmocnime prvni skupinu odleva: V5 = 2, toto je &islice nejvyssiho fadu odmocniny. Jeji



kvadrat odecteme od prvni skupiny. K rozdilu pfipiSeme dalsi dvojcCisli. Oddélime posledni
Cislici a zbytek d€lime dvojnasobkem castecného vysledku, tento podil piipiSeme
k dvojnasobku ¢astecného vysledku a jesté jim nasobime. Soucin odecteme. Pokud je mensi
nez delitel, pripiSeme ¢islici k ¢asteCnému vysledku odmocniny. Déle k vysledku piipiSeme
dalsi dvojcisli. Opét délime dvojnasobkem castecného vysledku a postup opakujeme, pokud
odmocninu nevypocitame.

Zobecnéni na n-tou odmocninu (pro liché odmocniny mizeme odmoctiovat i zaporna
Cisla a vysledkem je zaporné Cislo, viz graf), pravidla pro pocitdni s odmocninami.

Pythagorova véta

e Pythagorova véta, jeji algebraicky a geometricky vyznam.

e Reseni uloh z praxe na uZiti Pythagorovy véty.

e Dtukazy Pythagorovy véty.

e Obracena véta k Pythagorové vété, zobecnénd Pythagorova véta.

e Piedpis pro pythagorejské trojice:
o predpis stanoveny pythagorejci: a = 2n + 1,b = 2n? + 2n,c = 2n*> + 2n+ 1
o predpis pfipisovany Platénovi: a = 2n,b =n? —1,c =n? + 1

Absolutni hodnota

Absolutni hodnota ¢isla je pro kladné Cislo to stejné ¢islo a pro zaporné ¢islo je to ¢islo opacné.
Definice, ktera je uvadéna v ucebnicich, je pro zdky natolik abstraktni, Ze disledkem je
nepochopeni tohoto pojmu.

Definice: Absolutni hodnota realného cisla a je
e |al=aproa>0,
e |a|=0proa=0,
e |a]=—-aproa<D0.

Minus vyskytujici se v definici ptisobi na zaky zcela zmate¢né.

Z4ci by se s absolutni hodnotou méli setkat jiz v priib&hu zakladni $koly. Napf. pro uréeni
vzdalenosti obrazu ¢isla od po&atku &iselné osy je absolutni hodnota nezbytna. Cislo —5 ma od
nuly vzdalenost |—5| = 5. V uéebnicich nékdy byva definice absolutni hodnoty uvadéna takto:
Absolutni hodnota racionalniho cisla se rovna vzdalenosti obrazu tohoto cisla na ciselné ose
od obrazu cisla nula. Nejedna se vSak o definici, pouze o jednu z interpretaci absolutni hodnoty.
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