7. Vytvareni piredstav a pojmi v matematice

Irena Budinova
Pojmotvorny proces

74k vstupuje do kazdé faze vyukového procesu s prekoncepty. Jedna se o détské chapani
a intepretace jevil okolniho svéta, které si dit¢ vytvati pred zah4jenim Skolniho vzdélavani i
v jeho pribehu. Tyto ,,piechozi znalosti® maji ptevazn¢ zkuSenostni a zazitkovou povahu,
Casto jsou emociondlné zabarvené. Pod vlivem vzdélavacich obsahtl, prezentovanych ve skole,
ale i ptisobenim Cetby, médii, aj. se naivni poznatky déti o obklopujicim je svété¢ méni, dochéazi
ke kognitivnimu vyvoji. (Pedagogicky slovnik)

Kognitivni vyvej ma sva pfirozena stadia. K nejvlivn€j$Sim teoriim patii koncepce
Svycarského psychologa Jeana Piageta, predpokladajici tato vyvojova stadia: ndzorného
mysSleni (asi do 6 let), konkrétnich operaci (7 — 11 let), formalnich operaci, abstraktniho mysleni
(od 12 let ditéte). Chceme-li v matematice dosdhnout schopnosti zakli abstrakce, je tfeba
peclive projit pfedchozi stadia. Jestlize ucitel podceni pottebu ditéte mladSiho veéku opirat své
poznani o ndzorné predstavy, k abstrakci nemiize dojit.

M. Hejny uvadi pét etap poznavaciho procesu ve vyuce matematice: Motivace =
izolované modely = genericky model procesualni = genericky model konceptualni =
abstraktni poznatek = Kkrystalizace. V pribc¢hu poznavaciho procesu dochéazi ke dvéma
abstrakénim zdvihim: mezi izolovanym modelem a generickym modelem dochdzi ke
zobecnéni, mezi generickym modelem a abstraktnim poznatkem dochézi k abstrakei.

Kazdy pojem vznika v zdkové poznavacim procesu po dobu nékolika let. Poznéavaci
proces je v matematice velice individualni. Ucitelé se ¢asto snazi uméle urychlit vyvoj pojmu
vyuzivanim paméti nebo nahrazovanim faze manipulace s konkrétnimi objekty pomoci
mnemotechnickych pomicek, oba tyto pfistupy se ¢asem projevi jako kontraproduktivni —
74k neni schopen urychlen¢ a formalné ziskané poznatky vyuzit v praktickych problémech.

Féaze poznéavaciho procesu na ptikladu s€itani prirozenych ¢isel:

e Motivaci je pro dité ve veéku cca 4,5 let pfirozena touha a potieba poznavat svét, dité se
zaina zajimat o poCty objektl. Nejdiive fika ,,jedna, dva, tii* jako basni¢ku, nedokaze
odpovédet, kolik je bonboni (vzdy odpovidaji ,,1, 2, 3). Pozdé&ji se u¢i vyjmenovat
fadu Cisel 1 — 10, ale zatim tyto pojmy nechape jako oznaceni poctu. Do 6 let je vétSina
déti schopna spocitat pocet objektii do 10.

e Na ziklad¢ predstav ziskanych v pfedskolnim véku dochazi ke vzniku izolovaného
modelu s¢itani prirozenych ¢isel. Jestlize ma dit¢ na stole dvé hromadky s bonbony, 1ze
z nich vytvofit jedinou hromadku bonboni. Proces Ize zapsat jako 2+3=5.

e Pozd¢ji dochazi k zobecnéni, dit¢ zacina chapat, Ze pojem ¢islo neni zavisly na mnoziné
objektl, se kterymi pocitame, a také Ze s¢itani neni na mnozing zavislé — stejny vysledek



dostaneme, jestlize pracujeme se 2 a 3 bonbony, s 2 a 3 kamarady, pozdéji miizeme
uvazovat heterogenni mnoziny (2 chlapci a 3 dévcata je 5 déti), nakonec se vypocet
omezi na 2+3=5 (pocCitdni pouze s Cislem). Vznika genericky model procesualni,
s¢itani je chapano jako proces, piikaz ,,2+3=? ndm sd¢luje, jaky proces mame provést.

e Vysledek,,5“je vysledek riznych procest: 1+4, 4+1, 2+3, 3+2, je vniman jako koncept.
Vétsina déti mladSiho veku vsak zlistava spise u procesudlniho modelu.

e Jestlize dojde k dalsimu abstrakénimu zdvihu (nemusi k nému dojit, mnoho lidi si
vysta¢i s procesualnim generickym modelem), vznika abstraktni znalost. Trojice (2,
3, 5) je aditivni triada konceptu 2+3=5. Skryva v sob¢ dalsi operace: 3+2=5, 5-2=3,
5-3=2. Mizeme triadu zapsat také zcela obecné jako (X, y, z). Abstraktni znalost je napf.
potiebna k pochopeni Peanovych axiomil a postupného zavadéni ¢iselnych obor.

e Krystalizace je potiebna k ukotveni novych poznatkli do kognitivni soustavy. Pfichazi
s ¢asem za podminky procvicovani.

Motivaci je pro zaky touha poznévat. BohuZzel v ranych stadiich Skolni dochazky nastava
velmi Casto rozcarovani, nenaplnéni ocekavani a demotivace. Touha po Skolnim vzdélavani
prameni z piedchozich radostnych AHA-okamzikli, a zrozporu mezi existujicim slovem
,hevim® a intenci ,,potfebuji znat“. Vhodnou motivaci do vyuky je pocit uspéchu, zadavani
piimétenych uloh, individualizace vyuky.

Izolovany model je konkrétni pfipad pfisti znalosti. Nékdy je izolovany model Spatné
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vytvoren (na zékladé prekonceptu) — néktefi zaci povazuji Cislo 7 sudé cislo, ¢islo 2,5 za
dvoumistné, ¢islo 0,3 za desetinné, Gtverec postaveny na $picku za kosoétverec. Na druhé
stran¢ odmitaji za pojem prohlasit izolovany model, ktery jim skutecné je: ¢islo 2,0 neni
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desetinné, 5 heni celé, trojuhelnik postaveny na Spi¢ku neni trojuhelnik, atd.

V priubéhu faze izolovanych modeld dochazi k tomu, Ze si Zaci v§imaji souvislosti a ty
potom odhali. Napf.: v§imejte si sou¢ind: 11-11 =121, 111-111 = 12321. Na zaklad¢
pozorovani  urcete souciny 11111-11111, 1111111 -1111111 (123454321,
1234567654321).

Genericky model vznika procesem zobecnéni zkomunity izolovanych modelt.
Procesualni genericky model je navod, jak proces pokracuje dale. Konceptualni genericky
model je obecna zakonitost.

Abstraktni poznatek je ve Skolské matematice potfebny napfi. tehdy, kdyz dochézi ke
zméné¢ obecného Cisla na pismeno. VétSina zakl si osvoji pouze manipulativni dovednosti a
standardni pouziti pismen v nacvienych situacich. Zaci dostavaji velmi silny nastroj — pismena
prilis brzy, kdyz neciti zddnou potiebu jazyka pismen.

Poznatek, znalost, formalni poznatek

Poznatek je kazdy prvek dlouhodobé paméti ¢lovéka. Informace je poznatek, ktery do
paméti vstoupil zvenc¢i a oporu v jiz existujicich izolovanych a generickych modelech musi



teprve hledat. Znalost je poznatek, ktery si Cloveék zkonstruoval sdm vlastni intelektudlni
¢innosti pomoci existujicich izolovanych a generickych model. Formalni poznatek je
informace, ktera mohla byt znalosti. Pfikladem mohou byt rizné mnemotechnické pomtcky na

zapamatovani ,,— X — = +“, kdy z&k neni schopen poznatek vyuzit v komplexngjsi tloze.
ad+cb
bd
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Nebo ,,poucka* o s¢itani zlomk: Sto= , kterou zak neni schopen pouZit uz pfi s¢itani

tfi zlomkd. Formalismus také zplisobuje ¢astou chybu nejen dyskalkuliki % + 2 = gTJr;.
Diagnostikovani formalismu: 1) piijeti tlohy zdkem, 2) uchopeni ulohy, 3) préace
s chybou, 4) feSitelska strategie (napf. rutinni, nerutinni, vhled, modelovani, pokus omyl, od

konce, aj.), 5) argumentace, 6) jazyky (zapis, oznaceni).

Z hlediska pojmotvorného procesu rozliSujeme transmisivni a konstruktivistické
pristupy ve vyuce matematice. Transmisivni metody spoc¢ivaji v pfedavani hotovych poznatka
zaktim. V hoding je aktivni zejména ucitel. Je uptfednostiiovano pamétné uceni bez porozumeéni,
dochézi ¢asto k formalismu. Castym argumentem ugitelti je Easova tispora, kdy pouhé sdéleni
poznatku trvad daleko krat§$i dobu nez objevovani vlastnich zavéri Zzakem. Dale je
argumentovano tim, Ze Zaci maji v poznatcich zmatky, neujasni si celkové pravidla.
Transmisivni vyuka se vSak projevuje casem a paradoxné se diky ni dalsi vyuka zpomaluje.
Ucitel¢ si pak stézuji, ze danou latku jiz probirali loni, Zaci v§e zapomnéli a ted’ aby vSe probrali
znovu, kdyZ musi na latku navazovat.

Pti pouzivani transmisivnich metod jsou poznatky Casto sdélovany instruktivné — zaktim
je predstaveno né&jaké pravidlo a instrukce, jak se toto pravidlo pouziva. Zak nemusi pravidlu
rozumét, nemusi rozumet ani pojmam, které pii tom vyuziva. Napiiklad pti s¢itani desetinnych
¢isel nemusi mit zak predstavu o Cislech 0,5 nebo 0,2, aby je dokazal spravné secist.

Pii vyuzivani konstruktivistickych pristupt ve vyuce je hlavni zak, ucitel pokladanim
vhodnych otdzek ¢i zadavanim zajimavych uloh umoznuje zdkiim objevovat nové poznatky.
Vyuka se zezacatku zda ¢asove neefektivni, zdkovy poznatky netvoii celistvy celek.

Ve vyuce by nemél stoprocentné prevazovat zadny z téchto ptistupd, ucitel citlivé voli
mezi obéma tak, jak to je pro zaky nejptinosnéjsi. Napft. je vhodné nechat zaky objevit novy
poznatek (pokud je to v jejich silach), ale pak ucinit obecny zavér a zapsat pravidla pro pocitani.

S¢itani zlomki — instruktivni pFistup:
ad+cb
bd

e Ucitel zakiim ptedlozi poucku nebo pravidlo pro s¢itani dvou zlomk: % + g =

e Zadava ptiklady, pomoci nichz si Zaci nové pravidlo osvojuji a procvicuji.

S¢itani zlomki — konstruktivisticky pristup:
e Ucitel klade nésledujici dotazy nebo ukoly: Pokus se secist pomoci obrazku % + %, % +
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p apod. (zezacatku se omezuje na kmenné zlomky, Zaci pracuji s modely — obrazky

nebo zlomkova véz).
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Kdyz se zaci v prvnim ukolu zorientuji a jsou schopni ho plnit, ztizi zadani: stosts
KdyzZ Zéci objevi pravidlo, jak s¢itat zlomky, ucitel je necha vyslovit zavér: Musime
zlomky rozsitit tak, aby mély stejny jmenovatel, a pak se sectou.

Riizné pristupy k vyuce vét o shodnych trojihelnicich

— od transmisivnich az po konstruktivistické pfistupy.

1.

Sdéleni. Napt.: ,,Dva trojuhelniky jsou shodné, jestlize se shoduji v uhlu a strané jimi
seviené.*

Otéazky. Napi.: ,,Staci ke shodnosti trojuhelnikii shodnosti thli?* ,,Sta¢i ke shodnosti
trojihelnik shodnosti thlt a jedné strany?*

Obalka. Skupina zakti vytahne obalku s 6 listecky (vSechny tdaje stran a tithla pro jeden
trojihelnik). Vytahuji (losuji) listeCky tak dlouho, az mohou narysovat trojuhelnik.
Diktat. Zak narysuje trojihelnik, pak diktuje dal§im ve skuping, aby narysovali totéz.
Dotazy. U¢itel ukaze zakam trojuhelnik vystfizeny z papiru, schova ho. Zaci co
nejmensim poctem dotazii maji stejny trojuhelnik narysovat a vystfihnout (dotazy pisi
na papirky, aby nebyl velky hluk). U¢itel musi mit nachystany opravdu vSechny tudaje
o trojuhelniku, protoze zaci se ptali i na to, jaky ma obvod, obsah, neadresné na ,,velikost
uhlu®, apod.

Zavadéni pojmi ve Skolské matematice

Ve vyuce matematiky obvykle neuvadime matematicky presnou definici. Ucitel ma

nékolik moznosti, jak nové pojmy zavadét:

1.

Obrazkem — z nékolika obrazk trojuhelniku zak pochopi, co je trojuhelnik. Zezacatku
byvaji takto zavadéné pojmy nepiesné — protoze se trojuhelnik obvykle kresli zakladnou
dolti, mlad$i déti nepokladaji jinak umistény trojuhelnik za trojuhelnik. Obdobné
tupouhly trojuhelnik. Je potieba uvadét protiptiklady, aby se pfedeslo Spatné interpretaci
(napf. pouze hranice trojuhelniku, neuzaviena kiivka, tvar podobny trojuhelniku s vice
uhly, aj.)

Pomoci procesu — napft. kruznici lze definovat pomoci koliku zapichnutého do zemé¢ a
provazku — jakou ma vlastnost mnozina bodd, kterou opise konec provazku? Jsou stejné
vzdaleny od koliku.

Pomoci izolovanych modeli — napf. zlomek lze zavést pomoci riznych prikladi:
125
3'7°4’
¢asti zlomku, zaci izolované modely spravné zobecni. Musi se setkat 1 s protiptiklady

—Tm. Jestlize pomoci obrazk ¢i vhodnych uloh vysvétlime vyznam jednotlivych

(napf. 2:—2,%5).

Slovné (definici) — lichobéznik je Ctyfuhelnik, ktery ma jednu dvojici rovnobéznych
protéjsich stran a jednu dvojici riznobéznych protéjsich stran. Definice musi obsahovat
vSechny vlastnosti potfebné k jednoznacnosti pojmu, ale zadné dal$i. Je napi. chyba
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definovat Ctverec jako rovnobéznik, jehoz sousedni strany jsou na sebe kolmé a navic
dodat, ze uhlopficky ctverce jsou na sebe kolmé. To je vlastnost, kterd se musi
dokazovat.

Cilem je vzdy to, aby zaci pochopili zakladni vlastnosti zkoumanych objektu.

Je potieba kontrolovat, zda pojmim zak piifazuje spravnou piedstavu. Predstava
nékterych pojmil se vytvoii nedokonale, napi. pojem uwhlu zici chépou jen v dosahu
nakreslenych ramen na papiru, nebo pouze obloucku, kterym je vyznacen, pojem trojuhelniku
chapou jen jako hranici, bez vnitinich bodt, nerozliSuji pojmy Cislo a ¢islice, kruznice a kruh,
apod.

Matematické véty ve Skolské matematice

Matematické véty se ve Skolské matematice objevuji ve formé neoblibenych ,,poucek*
nebo pravidel v ramecku. VEtSinou je vyslovena poucka a ta se pak procvicuje na piikladech.
Napt.:

Desetinna cisla odcitame tak, Ze odecteme jednotky od jednotek, desetiny od desetin,
setiny od setin, atd.

Ze dvou zlomkii se stejnym jmenovatelem je vetsi ten, ktery ma vetsiho Citatele.

Jestlize je trojuhelnik pravouhly s odvésnami a, b a pieponou c, pak plati a® + b? = c2.

Véty na zékladni Skole obvykle nejsou dokazovany. Vyjimku tvoii nékteré geometrické
dikazy, které vedeme pomoci obrazku — tzv. diikaz beze slov. Piikladem je dtikaz Pythagorovy
véty.

V mnoha pfipadech miiZzeme matematické tvrzeni na zdkladni Skole ovérovat, tzn.
pomoci izolovanych modell provéfovat pravdivost. Napt.:

Je-li cislo délitelné dvema cisly navzajem nesoudélnymi, je délitelné i jejich soucinem.

Instruktivni pristupy: Zak se seznami spouckou, vyuziva ji kfeeni piikladd.
Konstruktivisticky pFistup: Zak objevuje pravidlo pomoci izolovanych model.

Zavadéni pojmii v matematice

Pojem chipeme jako jednu z forem védeckého poznani, kterd odrazi podstatné vlastnosti
zkoumanych objektl a vztaht.

Kazdy pojem ma urcity obsah a rozsah. Obsah pojmu je souhrn vSech znaki, které jsou
pro dany pojem charakteristické. Rozsah pojmu je mnozina vSech objektt, které maji vlastnosti
stanovené obsahem.

Jestlize se rozsifi obsah pojmu, zzi se jeho rozsah a naopak. Napt.: Rovnobéznik je
Ctyruhelnik, jehoz protéjsi dvojice stran jsou rovnobézné. Rozsah tohoto pojmu tvoii vSechny



rovnobézniky. Jestlize rozsifime obsah tohoto pojmu, napi. pfipojime shodnost sousednich
stran, do rozsahu pojmu patii jen Ctverec a kosoctverec.

RozliSujeme pojmy konkrétni a abstraktni. Konkrétni pojmy odrazeji konkrétni
objekty, napt. krychle, kvadr, koule. Abstraktni pojmy vznikaji jako objekty mysleni, napf.
ptimka, mnozina, ¢islo, aj.

Pojmy vytvéiime v urcitém systému. Pro piehlednost provadime klasifikace (tFidéni)
pojmi. Klasifikace pojml musi spliiovat v§echny atributy rozkladu mnoziny na tiidy:

e Ttidéni je nutno provadét vzdy podle t¢hoz znaku.

e Ttidéni musi byt vyCerpavajici a uplné — musi zahrnovat vSechny prvky piislusné
mnoziny (rozsahu pojmu).

e Jednotlivé tfidy musi byt navzajem disjunktni — kazdy prvek tfidéné mnoziny je zafazen
prave do jedné tridy.

Ukol:
1. Uvedte klasifikaci vzajemné polohy dvou ptimek v prostoru.
2. Proved’te klasifikaci trojahelniki

a) podle stran,
b) podle uhla.

Pti vystavbé kazdé teorie ma byt splnén pozadavek presn¢ho definovani vSech pojmu
v teorii pouzivanych. Avsak tento proces by byl nerealizovatelny, kdyby se z nékterych pojmu
nevychazelo jako z pojmu zakladnich. Napt. pro definici pojmu pfimka by bylo nutné
definovat napt. pojem Cara, tento pojem by vyzadoval definici dalSich pojmi a tento proces by
nikdy nekoncil. Proto se v matematice vychazi od tzv. zakladnich pojmi, jejichz vyznam je
piesné vymezen axiomy a ze zakladnich poyml se potom uvadeji pojmy odvozené pomoci
definic.

Pojmy zakladni

Prvotni pojmy jsou pojmy, ze kterych dana teorie vychdzi, napt. v geometrii jsou to pojmy
bod, ptimka, rovina, aj. Prvni, kdo zavedlI prvotni pojmy, byl Eukleides. V prvni knize Zakladt
uvadi definice 23 zékladnich geometrickych pojm, z nichZ pfedstavime prvnich sedm:

Bod je to, co nema ¢asti.

Cara je délka bez iiky.

Hranice ¢ary jsou body.

Usecka je ¢ara, ktera je vi¢i bodtim na ni lezicim umisténa rovné.
Plocha je to, co mé pouze délku a Sitku.

Hranice plochy jsou ¢ary.

Rovina je plocha, kterd je vici iseckdm na ni lezicim umisténa rovné.

NowunbkwLd =



Eukleides si uvédomil, Ze neni mozno podat diikazy vSech tvrzeni, Ze je tieba jisté véty
povazovat za pravdivé, zjejich platnosti vychazet a pomoci nich pak postupné deduktivné
odvozovat véty dalsi. Jako prvni v historii pouzil pro zaklad geometrie soustavu axiomi (t;.
tvrzeni, ktera se pfedem povazuji za pravdiva a tudiz se nedokazuji). Ve svém dile Zaklady
uvadi 14 axiomi, z nichz 5, které maji geometricky charakter, nazyva postulaty. Ve starSim
znéni mohou byt postulaty nésledujici:

Budiz tikolem od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu vésti piimku.

A ptimku omezenou nepftetrzité rovné prodlouziti.

A z jakéhokoli stfedu a jakymkoli polomérem narysovati kruh.

A ze vSecky pravé uhly sobé rovny jsou.

A kdyz pfimka protinajic dvé pfimky tvoii na téze strané vnitini (pfilehl¢) uhly mensi
dvou pravych, ty dvé ptimky prodlouzeny jsouce do nekonecna Ze se sbihaji na té strané,
kde jsou thly mensi dvou pravych.

M

Modernéjsi formulace postulatl je nasledujici:

Dvéma body lze vést jedinou piimku.

Usecku je mozno neomezené prodluzovat.

Z libovolného stfedu je mozno libovolnym polomérem opsat kruznici.

Vsechny pravé uhly jsou shodné.

Dv¢ ptimky v roving, které protinaji dal$i pfimku této roviny, se vzdy protinaji na té
stran¢ od této pfimky, kde je soucet ptilehlych vnitinich thli mensi nez thel pfimy.

Nk W=

Posledni tvrzeni je ekvivalentni s tzv. axiomem rovnobéZnosti, tj. Ze v roviné je mozno vést
danym bodem, ktery nelezi na dané piimce této roviny, nejvyse jednu piimku, kterd nema
s danou ptimkou zaddny spolecny bod.

Némecky matematik David Hilbert (1862 — 1943) rozd¢lil axiomy eukleidovské geometrie do
péti skupin na axiomy incidence, axiomy usporadani, axiom rovnobéZnosti, axiomy
shodnosti a axiomy spojitosti.

Axiomaticka teorie aritmetiky byla uvedena az po objevu teorie mnozin.

Matematicka definice

Dalsi odvozené pojmy se zavadi pomoci definic. Matematika bez definic by byla mozna,
ale byla by neptehledna, nebot’ kazdy pojem by se musel neustale vymezovat.

Matematicka definice je ekvivalence, na jejiz jedné strané je novy pojem a na druhé
stran€ jsou pojmy dfive znamé (Slovnik Skolské matematiky, 1981). Ve Skolské matematice se
nejcastéji vyskytuji definice nominalni a konstruktivni.

Definice, kterou se zavadi nazev definovaného pojmu, se nazyva definice nominalni.
Napi.: Ctyriihelnik, jehoz protéjsi dvojice stran jsou rovnobézné, se nazyva rovnobéznik. Ve
tvaru ekvivalence: Ctyrihelnik se nazyva rovnobéznik pravé tehdy, kdyz dvojice jeho protéjsich
stran jsou rovnobezné.



Definice, kterou se zavadi zpisob konstrukce nového pojmu, se nazyva definice

konstruktivni. Napi.: Je dan bod S a nezdaporné redlné cislo r. Kruznice je mnozZina bodu

v rovine, které maji od bodu S vzdalenost r.

Nékteré pojmy Ize definovat riiznymi zplsoby (napft. trojuhelnik, kruznice, atd.)

Chybné definice

Pti definovani pojmt se setkavame s fadou nedostatkii, z nichz nékteré uvedeme:

Definice nadbyteéna — obsahuje vice znakili definovaného pojmu, nez je nutné.
Definice Siroka — obsahuje méné znakd, nez je potieba k definovani pojmu. MnozZina
objektt, které nalezi takto definovanému pojmu, je obsédhlejsi, nez je mnozina objekta,
které prislusi definici pfesné.

Definice izka — obsahuje vice znakt, nez je potieba k definovani pojmu. Mnozina
objektl, které nalezi takto definovanému pojmu, je uzSi, neZz mnoZina objektl
ptislusejicich definici pfesné.

Definice kruhem — prvni pojem se definuje pomoci pojmu druhého a vzapéti se druhy
pojem definuje pomoci pojmu prvniho.

Definice tautologii — pojem se definuje pomoci sebe sama, i kdyz v jiném vyjadreni.

Uloha: Najdéte chyby v uvedenych definicich a pojmy definujte spravné:

1. Kruznice je mnozina bodt, které maji od daného pevného bodu stejnou vzdalenost.

2. Rovnobéznik je geometricky utvar, ktery ma protéjsi strany rovnobeézné.

3. Rovnobéznik je Ctyithelnik, jeho protéjsi dvojice stran jsou rovnobézné a shodné.

4. Dva geometrické utvary jsou podobné, kdyz se podobaji.

5. Cislo je délitelné dvéma, je-li sudé. Sudé ¢&islo je &islo, které je délitelné dvéma.

6. Dv¢ piimky jsou na sebe kolmé, jestlize sviraji pravy thel. Pravy uhel je thel, ktery
sviraji kolmice.

7. Délka tsecky je vzdalenost dvou bodt. Vzdalenost dvou bodii je délka usecky.

Reseni:

1. Definice Siroka, muze zahrnovat i interval a kouli.
Je dan bod S a nezaporné realné ¢islo r. Kruznice k(S,r) je mnozina vSech bodli X
v roviné, které maji od bodu S vzdalenost r.

2. Definice Sirokd. Existuji 1 dal§i geometrické utvary, jejichz protéjsi strany jsou
rovnobézné, napt. pravidelny Sestitthelnik.

3. Definice uzka.
Rovnobéznik je Ctyithelnik, jehoz obé dvojice protéjsich stran jsou rovnobézné.

4. Definice tautologii.
Dva geometrické utvary jsou podobné, praveé kdyz existuje kladné realné ¢islo k takoveé,
ze pro kazdé dvé dvojice bodt (X,Y), (X', Y") plati |XY| = k|X'Y’|.

5. Definice kruhem.



Ptirozené Cislo je délitelné dvéma, jestlize ma na misté jednotek nékterou z Cislic 0, 2,
4, 6, 8. Pfirozena Cisla, kterd jsou délitelna dvéma, se nazyvaji suda ¢isla.

6. Definice kruhem.
Spravné je prvni véta. Pravy thel je uhel, ktery je shodny se svym thlem vedlejSim.

7. Definice kruhem.
Délka usecky je nezaporné realné Cislo, které udava, jakym je tiseCka nasobkem tsecky
jednotkové.

Matematicka véta

Matematickou vétou rozumime pravdivy vyrok s konkrétnim matematickym obsahem.
VétsSina vét ma tvar implikace, pokud plati implikace v obou smérech, je véta uvedena jako
ekvivalence.

Jestlize je prirozené cislo n délitelné tremi, pak jeho ciferny soucet je délitelny tremi. Plati
1 obracena véta: Jestlize je ciferny soucet cisla n délitelny tremi, pak je cislo n délitelné tremi.
Véta se tedy mlze uvadét jako ekvivalence: Prirozené cislo je délitelné tremi prave tehdy, kdyz
jeho ciferny soucet je délitelny tremi. Protoze se ale obvykle uvadi dikaz pouze druhé
implikace, uvadi se véta jako druha implikace. (Na totéz musime davat pozor napt. u
Pythagorovy véty, abychom dokazovali spravnou implikaci)

Pro jednu proménnou mizeme matematickou vétu zapsat symbolicky jako

(Vx € D)[A(X) = B(X)]
kde D je defini¢ni obor vyrokovych forem, A(x) se nazyvéa predpoklad a B(x) tvrzeni a
fikdme, Ze véta je v podminkovém tvaru. Kazdéd véta ma mit jasné vysloveny predpoklad. Ve
vétach formulovanych v ucebnicich se Casto stava, ze predpoklad neni vysloven. Napfi. véta
»Soucet vnitinich Uhlh trojuhelniku je uhel pfimy*“ by méla byt vhodnéji vyslovena
v podminkovém tvaru: ,Jestlize je geometricky Utvar trojuhelnik, pak soucet jeho vnitinich
uhli je thel piimy.*

Z puvodni véty vytvoiime vétu obracenou tak, ze zaménime ptredpoklad a tvrzeni:

(Vx € D)[B(x) = A(x)]
Jestlize vytvoiime negace vyrokovych forem ve vété obracené, ziskame vétu obménénou:
(Vx € D)[B'(x) > A'(x)]

Diitkazy matematickych vét

V matematice pouzivame zékladni typy duikazi: dikaz pfimy, nepiimy, sporem a
matematickou indukei. Znalost dikazl (¢i schopnost dikazy provadét) je dilezitd pro praci
ucitele. Na zakladni Skole zpravidla véty nedokazujeme, avSak méli bychom kazdou vétu ovéfit.
Najdou se zaci, ktefi jsou radi, kdyZ jim ucitel dikaz véty ukadze. (Na Détské univerzité jsem
fekla, ze uz Platon védél, Ze pravidelnych mnohostént je prave pét a nasel se jeden zak, ktery
se zeptal, jak to mohl védét.)



Diikaz piimy: Piimy dikaz véty A(x) = B(x) spociva v tom, Ze vychazime z toho, Ze
ptedpoklad plati a vytvofime fetézec implikaci, které na sebe navazuji. Jestlize je
posledni dvojcisli prirozeného cisla délitelné ctyrmi, pak je dané cislo delitelné ctyrmi.
Diikaz nepiimy: Podstata nepfimého dikazu spociva v tom, Ze misto véty A(x) =
B(x) dok4zeme vétu obménénou B'(x) = A'(x). Jestlize ¢islo n? je délitelné tremi, pak
cislo n je délitelné tremi.
Diikaz sporem: Dikaz sporem je zalozen na skuteCnosti, Ze nemulize platit soucasné
néjaka véta a zaroven jeji negace. Predpokladame, ze véta A(x) = B(x) neplati, ze plati
jeji negace (A(x) = B(x))'. Dokazte, Ze N5 neni raciondlni cislo.
Diikaz matematickou indukei: Podkladem diikazu matematickou indukci je jeden
z Peanovych axiomu aritmetiky pfirozenych ¢isel:

1) Dokazeme, ze véta plati pro prvni prvek.

2) Predpokladame, ze véta plati pro ptirozené ¢islo k a dokdzeme, ze véta plati také

pro k + 1.

Dokazte, ze plati 1+3+ -+ (2n+1) =n% (Tato véta ma i geometrickou
interpretaci — ¢tvercova ¢isla)
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