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Uvod

Tento text je psan jako doplnék prednasky a navrh koordinace vyuky v predmétu Algebra
2 na Pedagogické fakulté MU Brno, Katedra matematiky. Zavérecny seznam otazek k
ustni ¢asti zkousky bude jesté upraven podle odu¢eného obsahu.

Predmeét Algebra 2 (MA0005) je jakymsi predbéznym, algebraickym pohledem na ge-
ometrii. Dobrym predpokladem je absolvovani predmétu Repetitorium sttedoskolské ma-
tematiky 2 (tj. MA0O015), ndvaznym predmétem na Algebru 2 bude Geometrie 2 (tj.
MAO0009).

Rad bych zde podékoval studentce Jané Vyvialové, ktera peclivé piepsala vice nez
polovinu mého rukopisu v sazecim prostiedi TEX, a tak uspiSila existenci prvni verze
tohoto textu urcité o nékolik let.

Presto text neni zcela dokonéen v ¢asti cviceni — jsou zde navrhy nékterych prikladu,
ale celkova koordinace a obsah cvic¢eni je plné v kompetenci cvicicich, kteri poskytnou
studentum své vlastni materidly.

Bretislav Fajmon, verze zari 2021
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1 Tyden 1

1.1 Cyviceni 1: Analytickd geometrie v roviné

Obecné informace ke cviceni v prvni poloviné semestru:

Jako prednéasejici ocekavam, ze prvnich 5 cviceni bude pojato jako samostatny tuvod
do analytické geometrie, nezavisly na prednasce. V ramci téchto péti tydnu by se ovsem
studenti mohli trochu sezndmit s Gaussovou eliminaci (tfi ruzné situace poc¢tu reSeni —
viz 1. prednaska) jako soucast nékterych tloh .... Napf. tloha urcit vzdjemnou polohu
ti{ rovin v prostoru vede na SLR (= systém linedrnich rovnic).

Zhruba pldn prvnich péti cviceni': Cviceni 1-2 ... vektory v roving, cviceni 3-4 ...
vektory v prostoru, cviceni 5 ... skaldrni a vektorovy soucin.

V predmétu jsou predepsdany dvé provérky po 20 bodech, z nichz kazdou by studenti
méli splnit na 60 procent = 12 bodu. Nabizim na jejich prvni termin prostor prednasky
v uéebné 1 v Sestém a trindctém tydnu semestru.

Navrh obsahu cviceni 1:

e Petdkova 13.1: Kartézska soustava soutradnic v aritmetickém vektorovém prostoru
R™, pojem vektoru a jeho soutadnice (zatim pouze stredoskolsky) — ptiklady 3,4.

e Petakova 13.2: s¢itani a odc¢itani vektoru, nasobek vektoru — piiklady 5, 6a, 7a.

e Petdkova 13.3: Linearni kombinace vektoru: priklady 8,9,10,12. U pi. 9 se uz fesi
systém linearnich rovnic (SLR) — lze nechat jesté na pozdéji, az po cviceni 2, kde se
budou tesit dvé rovnice o dvou nezndmych (a za¢néte néco o piimce, ze cviceni 2).

e Petdkova 13.4: lze pieskocit-vynechat, protoze zjistovani, zda jsou néjaké vektory
nezavislé, budou studenti spise délat tak, ze je vlozi do radkt matice a upravi matici
na schodovy tvar. Muzete na pt. 15 vysvétlit pojem linedrni zavislosti, ale také lze

vvvvvv

Poznamka: pokuste se prosim co nejvice zapisovat vektory sloupcové, zaéne to hrat
roli u parametrickych rovnic pfimky ¢i roviny, a ve druhé poloviné semestru u linearnich
zobrazeni reprezentovanych matici — aby studenti dokazali ovérit, ze sou¢in vektoru a
matice je proveditelny a navykli si na maticovy zapis zobrazeni. Dusledné bychom tak
meéli psat cely semestr, ovSem napt. Horak sbirka pouziva téz radkovy zapis vektoru.

I'Nechdm na cviéicim, pokud postupuje podle Petdkové, zda bude chtit nejprve probrat geometrii v
roviné, a pak geometrii v prostoru. Napt. Petdkova 13.1, piiklad 3 je v roviné, ptiklad 4 v prostoru
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1.2 Prednaska 1: Determinant a jeho vlastnosti, Cramerovo pra-
vidlo

Algebra je véda o feSeni rovnic a specidlné Algebra 2 = linearni algebra se zabyva
feSenim systému linedrnich rovnic. Za¢néme dvéma rovnicemi o dvou neznamych.

1. metoda - Cramerovo pravidlo - najde totalni vzorec, ktery plati vzdy:

aj1 -y +ap Ty = b/ as,

Ag1 -1+ A - Ty = by/ - (—ar2).

Vynésobme prvni rovnici ¢islem ag, druhou éislem (—aj2) a obé rovnice sectéme. Ve
vysledné rovnici se vyrusi neznaméa zo, a pak z ni vyjadiime z;:

Xy (Cln * Qg — Q12 CL21) = by -axp —by-an

by - azx — by - ary

=T = ,
Q11 - Q22 — 21 * Q12

kde ¢itatel by -age—bo-ayo 0znacéime jako |A;| a jmenovatel aq-agse—as; -ajx oznaéime |A|.

Podobné provedeme nasobeni takovymi konstantami, aby pfi se¢teni obou rovnic vy-
padla nezndma x1, a z vysledné rovnice pak vyjadiime x5:

ajpg -+ ap-xry = b/ (—aa),
Qg1 - T+ G -T2 = by/ - an.
Xo (an * Qg — Q12 CL21) = by-an —b-an

by -an — by -an
= Ty =

)
a1l * Q2 — A12 * G271

kde ¢itatel bg Q11 — b1 * 921 oznacime jako |A2| a jmenovatel 11 A922 —A12° Q21 je Opét |A’ .
Podobné totalni vzorce lze najit i pro systém tii linearnich rovnic o tfech neznamych:
aj; Ty +ap Ty + a3 w3 = by,

Ag1 - T1 + Qg - To + Qog - T3 = b,

CL31'$1+6L32'$3+CL33'QZ3 = b3.
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| A | Aol | As]

xr1 = y Lo = , L3 = s
|Al |Al |Al
kde

aix G2 13
|A| = |A21 Q22 Q23| = A11°G22°A33+A12°A23°A31+A13°A21-A32—A11 A23 A32—A22°A13°A31 —A33:A12°A2] =
az1 a3z az3

= vysledkem je ¢islo

by a2 a3 a1 b1 ags a;; a2 b
‘Al‘ = |by az ag 7|A2’ = |aa1 by ags >’A3| = |ag1 a2 bo.
bs asy ass asz; bz ass as; asy bz

(Determinanty |A:|, |Az|,|As| se spocitaji obdobnym zpusobem jako |A|, pouze j-ty
sloupec ajmatice A je nahrazen sloupcem pravych stran b)

Poznamka: Vsimnéte si, ze pii vypoctu |A| vytvareji permutace indext v8echny prvky
grupy (s, 0).

Definice 1 Ctvercové nebo obdélnikové schéma ¢isel se nazjvd matice typu m/n, kde
m znaci pocet radkiu a n pocet sloupci matice.

(Tedy A, Ay, Ay, Az jsou matice typu 3/3 = matice fadu 3.)

Definice 2 Determinant c¢tvercové matice A je céislo, které ctvercové matici
priradime podle vzorce

n

Al = Z (—1)Und2edn) s ag g, e Ay,

(J1,325++53n)

(tj. suma pres vSechny mozné permutace (j1,j2, ..., Jjn) sloupcovich indexi z mnoZiny
1,2,...,n, v kazdém clenu je (—1) umocnéno na pocet inverzi v dané permutaci.

Soucin n proki ayj, - Ggj, - ... - Qnj, je soucin proki vybranych ze ctvercové matice tak,
aby z kaZdého radku a kaZdého sloupce byl vybran pravé jeden cinitel.

Pocet vsech permutaci = soucinu = clenu v dané sumé je prdavé n!)

Piiklad 1 Vyreste Cramerovym pravidlem (metodou determinanti) systém linedrnich
roUnic:

l’1+2$2+3$3 = 9,
2[L’1—CL’2+ZE3 = 8,

3%1 — 3(133 =
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Reseni: Vypoéteme jednotlivé determinanty:

1 2 3
Al = |2 -1 1|=1464+0-0—-(-9)—(—-4) =20
3 —1
9 3
A 40
A = |8 -1 1 :9+6+0—0—(—16)—(—9):40:>x1=|—1|:—=2
3 0 —1 Al 20
19 3
A —20
Ayl = 2 8 1 :—8+27+18—3—(—18)—72:—20:>x2:M:—:—1
3 3 -1 A 20
1 2
A 60
|43] = |2 -1 8 :—3+48+0—0—12—(—27):60;»x3:|—‘°”:—:3
3 0 3 Al 20

Poznamka: Slabina Cramerovy metody: Pokud |A| = 0, nelze metodu pouzit (nelze
délit nulou).

Priklad 2 Pomoci Cramerovy metody determinantu vyreste systém linedarnich rovnic:

T1+Tog+2Tzs+2T4 = 2,
x1+2x2—x3+2x4 = 1,
ZE1—$2+2$3+ZL‘4 = —1,

ZE1+3I2+3$3—|—$4 = 3.
Reseni: Napisme si nejdiive vzorec pro determinant ¢tvercové matice radu 4:

a1 @12 13 Qa4
21 Q22 dA23 A24
az1 (32 Aaz3 a34
a41 Q42 (A43 Q44

= 11022033 Q44 — (11022034 43+ 011 (23 Q34" Qg2 — Q11 A3 A32 G441

+a11 - Qg4 - Q32 - Q43 — Q11 * 24 - A33 * Qg2 — Q12 * Q23 * A34 * Q41 + Q12 - Q23 * A3 * Q44—
—Q12 Q24 * 31 * (43 + Q12 * Q24 * 33 - Q41 — Q12 * Q21 * A33 * Q44 + Q12 * Q21 * A34 * Qg3+
+a13 - Q24 - Q31 - Qg2 — Q13 Q24 * A32 * Q41 + Q13 * Q21 * A32 * Qg4 — Q13 * Q21 * A34 * Qg2+
+a13 - Q22 - Q34 - Q41 — Q13 - A2 - A31 * A4q — Q14 * Q21 * A32 * Q43 + Q14 - A21 * A33 * Q42—
—Q14 - Q22 * 33 * 41 + Q14 * Q22 * Q31 * Qg3 — Q14 ° Q23 * A31 * Q42 + A1g * Q23 * A32 * Q41

Je vidét, ze v rozvoji determinantu radu n se vyskytuje n! séitancu, protoze ve ¢tvercové
matici A existuje pravé n! moznych vybéru n-tic prvku, kdy je v dané n-tici vybran prvek
v kazdém radku i v kazdém sloupci:
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Vezmeéme si napriklad sou¢in ai3 - aoy4 - a3s - a41. Znaménko pred timto souc¢inem uréime:

a) Podle poctu inverzi v permutaci sloupcu (3, 4, 2, 1)...inverze je vztah mezi dvéma prvky
v daném poradi, kdy vétsi prvek se vyskytuje pred mensim prvkem.

2
je 5, tj. znaménko je MINUS.

. . n . . o o anp y L )
Musime projit vsech < ) vztahti mezi dvojicemi prvki a zjistujeme, Ze pocet inverzi
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b) Z grafického nakresu:

Spojime vsechny dvojice dané zvolené n-tice, dostaneme (Z) spoju:

Vétsi sloupcovy index stoji pred mensim v takové dvojici, kdy v reprezentaci grafu dana
hrana ma sklon zleva nize nez doprava vyse — takovych sklonu je 5, tj. znaménko je
MINUS.

(Hlavni diagondla: prvky aj; —ay4, vedlejsi diagonéla: prvky ai4 — aq;. Inverze je urcena
sklonem piibuznym k vedlejsi diagondle.)

Definice 3 Hlavni diagondla c¢tvercové matice A je diagondla spojujici proky aiq — Q.
Vedlejsi diagondla ctvercové matice A je diagondla spojujici proky ay, — Gpy-

Definice 4 Inverzi ve vztahu mezi dvéma proky v permutact urcujeme:

v/ v

a) Algebraicky: vétsi c¢islo se vyskytuje pred mensim,
b) Graficky: hrana spojujici dané dva prvky v matici ma sklon pribuzny vedlejsi diagondle.

Prozkoumani definice determinantu nas stale neuklidnilo, fesit piiklad 2 vypoctem
determinantu z definice je stale dosti komplikované.

Ve vété 2 se podivame na nékteré dalsi vlastnosti determinantu, které usnadnuji jeho
vypocet.

Véta 1 Cramerovo pravidlo: Pokud plati, zZe |A| #0 a m = n, tak:
|Au |As| |An]

— Ty =

x| = , = gy Ty = .
T4 |A] |A]

Véta 2 Vlastnosti D1 az D6 determinantu ¢tvercové matice:

D1. |A| = |AT]...determinant se nezménd transponovdnim matice.

Definice 5 Matice AT transponovana k matici A je matice vznikld z A zdménou
radki za sloupce.

ay; a2 ... Qaip @11 Q21 ... Qnl
a921 A29 ... Agp 12 A29 ... Ap2

Ap1 Ap2 ... Qpp A1p QA2 ... Qpp
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Dukaz vlastnosti D1: Transponovanim matice ji ,preklopime* symetricky vzhledem k
hlavn{ diagondle, n-tice prvki vybrand pro |A| zustane n-tici, kterd se vyskytuje i v |AT].

Pocet inverzi v permutaci urcené touto n-tici se transponovanim nezméni (smér
pribuzny vedlejsi diagonale se preklopenim vzhledem k hlavni diagondle neméni, tj. stéle
je pribuzny vedlejsi diagondle), tj. nemeéni se ani znaménko pred timto soucinem.

O‘“ a‘)— a{b

7 vlastnosti D1 plyne, ze vSechny dalsi vlastnosti, které vyslovime pro radky ¢tvercové
matice, plati (1ze je preformulovat) i pro sloupce.

Poznamka: Pokud se divame na fadky matice A jako na vektory, tedy:

Cl_i = (an,alg, ...,aln),a_é = (CL21,(122, ...,agn), ...,CL_;L = (anl,ang, ...,ann)

lze determinant |A| = det(ai, d3, ..., a;) chdpat jako zobrazeni R" x R" x ... x R" — R,
které priradi n vektorum v daném poradi ¢islo

= - - - —_— U j " R j
det(al, as, ..., an) = E (—1) (J1:525000m) 1,5, * A24y * -+ " An 4,
J1,J2550n

D2. Pii predchozim oznaceni je zobrazeni det(dy, ds, ..., G,) antisymetrické, tj. zdiménou
2 ruznych fadku v matici se zméni znaménko determinantu:
Aet(Aly eay Gl eey Ay vy Gy) = —det(A1, .oy QY ooy Ay oy Gy ).

Dukaz: Zaménou dvou indexu se jedna inverze v permutaci ptida nebo ubere, tj.
pred kazdym souCinem n prvku bude v sumé opacné znaménko. Tedy i pred celym
determinantem bude opac¢né znaménko.

Disledek vlastnosti D2: Determinant matice A se dvéma stejnymi fadky je roven
0.

Dikaz: Kdyz zaménime tyto stejné fadky, s matici se nic nestane, ¢ili plati
det|A] = —det|A| = det|A| = 0, protoze jen 0 spliiuje danou rovnost.

Definice 6 Pokud ai,as, ..., ax jsou vektory, tak vektor

Vi=oq-a) + g ay+ ... + o - ag

je linedrni kombinaci vektoru ay, as, ..., aj.
(Linedrni kombinace vektori ai,dy, ..., ay je jakykoli soucet ndsobku téchto vektori.)
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D3. det(ay,a, ..., d,) je zobrazeni linearni v kazdé slozce, tj. pokud na k-tém tadku se
vyskytuje lienarni kombinace dvou vektoru « - o+ (- ¥, tak determinant lze upravit
na linedrni kombinaci dvou determinantu:

det(ay, ..., - U+ -0, ....a;) = «a-det(ay, ... U,...,d,) + (- det(ay, ..., , ...d;,)

Dukaz: o
Z(_l)w(Jl,...Jn) . al,jl e (Oé . u]k —+ ﬁ . U]k) .. a’”,jn

= vytkneme «, 8 a rozdélime na dva soucty =

a.z<_1)7r(j1 ..... Jn) A1 jy oo Uy e Gy, +5.Z(_1)w(a‘1 ..... jn) A1y oo Vg e Oy =
=« -det(ay, ..., d,...,d,) + 5 - det(ai, ..., U, ..., a)

Poznamka: Vlastnost D3 lze prirozené rozsitit tak, ze k-ty vektor neni linearni
kombinaci pouze dvou vektoru, ale [ vektoru (I > 2).

Disledek vlastnosti D3: Vynasobenim k-tého fadku matice A se stejnym ¢islem
vynasobi i cely determinant této matice.
(Plyne z D3: « - det(ay, ..., k, ..., ay,) = det(di, ..., - k, ..., a;,).)

Dalsi duisledek vlastnosti D3: Je-li néktery radek matice A fadek samych nul, pak
plati |A| = 0.
(Z D3: det(ay, ...,0 - day,...,a,) = 0 - det(ai, ..., k, ...,d,) = 0. Nebo z definice determi-

nantu: v kazdém soucinu v determinantu je vybréna jedna 0 = |A| = 0.)

D4. Determinant matice A se nezméni, pokud k rfadku aj pri¢teme nenulovy nasobek
jiného tadku, naptiklad radku a;:

det(al, ..., Gl oey Qly ooy @) = det(ay, ..., G + - Qpy ey @Y,y ..., Gy,

Dukaz: Rozepisme si pravou stranu této rovnosti:

det(ai,...,ar + - aj,...,ay, ...,a,) = det(ai,..., Ak, ..., a1, ..., ap) + a - det(ay, ..., ap, ..., aj, ...

Z dusledku vlastnosti D2 vime, ze det(ay, ..., dj, ..., ap, ..., da,) = 0, jelikoz se jednd o
determinant matice se dvéma stejnymi radky, dukaz je hotov.

Vlastnost D4 nam poskytuje dobry néstroj pro vypocet determinantu: snazime se k
néjakému radku pric¢ist nasobek jiného radku, abychom v matici timto zptusobem vytvareli
nuly — ¢im vice nul, tim méné soucinu je nenulovych.

Definice 7 Schodovy tvar matice A = takové obsazeni matice A ¢isly, Ze v kaZdém
dalsim rddku matice je zleva vice nul neZ v tom predchozim, nebo se uZ jednd o radek
samych nul.
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Ad priklad 2. Nyni se muzeme vratit k prikladu 2 a pokusit se vypoéitat determinanty
| Al [Aul, [Az2]|As], [Adl:

11 1 1 11 1 1 11 1 1
AP 2 e 0o 20 o1 =21
-1 2 1 - T 0 -2 1 0 -2, |00 =3 2

1 3 3 2/ -n 0 2 2 1  +r 00 3 1| +r3

11 1 1
01 -2 1
=10 0 _3 o/ =1-1:(=3)-3=-9
00 0 3

Pokud se ndm pomoci D1 az D4 podaii upravit matici na schodovy tvar, jeji determi-
nant je roven pouze soucinu prvku na hlavni diagondle (ve v3ech dalsich sou¢inech musime
vybrat alespon jednu nulu pod diagonélou, tj. zbyvajicich 23 soucint je rovno 0).

2 1 1 1 1 2 -1 2 1 2 -1 2
|A|_1 2 -12 _ |2 1 1 1 -2,y _ |0 =3 3 =3]_
U=1-1 -1 2 1/~ |-1 -1 2 1 +r 0o 1 1 3|

3 3 3 2 3 3 3 2| 4+3-14 0 0 9 5

1 2 -1 2 1 2 -1 2 1 2 -1 2

01 —1 1 01 —1 1 01 -1 1
__(_3)'01 1 3] —r =3 100 2 27300 1 1 -

00 9 5 00 9 5 00 9 5 —9-r,

1 2 -1 2
01 -1 1
=010 0 1 1 24
00 0 —4

D5. Laplaceuv rozvoj determinantu podle k-tého tadku nebo [-tého sloupce. Tento
rozvoj prevadi vypocet determinantu radu n na n determinantu fadu n — 1:

Rozvoj podle k-tého radku:

n

A = ST (1) -y - Ayl

j=1
kde Ay; jsou matice vzniklé z A vypusténim k-tého fadku a j-tého sloupce.

Rozvoj podle [-tého sloupce:

n

Al =D (=1 - aq - | Ayl

i=1

kde |A;| jsou matice vzniklé z A vypusténim i-tého fadku a [-tého sloupce.
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Dukaz: Plyne z definice determinantu pouhym rozepsanim:

Napi. pro fddkovy rozvoj: ay; se vyskytuje v (n — 1)! soucinech; kdyz (—1)F*7 - az; z
téchto soucinu vytkneme, v zdvorce se objevi |Ay;| jako soucet soucinu n — 1 prvku, tj.
determinant fddu o 1 mensiho.

Ad priklad 25. Vypoctéme |As|, |As|, |A4| kombinaci vlastnosti D1 — D5:

1 2 1 1 1 2 1 1

|14’:1 1—1 2 = _ |0 =1 =2 1] _
2 1 -1 2 1| - 0 -3 1 0
1 3 3 2| —n 0o 1 2 1

Rozvineme napt. podle fadku 3 (pfitom |Ay;| je determinant matice, ktera vznikne z
A vynechanim k- tého radku a j-tého sloupce matice A, tj. vynechanim pravé toho radku
a sloupce, kde se vyskytuje prvek ay;):

1 1 1 1 2 1
= (=170 |Agy |+ (=1)*"2-(=3)-]0 =2 1|+(=1)*.1-10 —1 1[4+ (=1)>T".0-|As4 =
0 2 1 0 1 1

=3 (-24040-2-0-0)+(-14+0+0-1-0-0)=—14

Tj?. nejen Ze pirevadime na determinanty nizsich fadi, ale vyuzivdme pfitom vybér
takového tadku nebo sloupce, ktery obsahuje vétsi pocet nul.

1 1 2 1 1 1 2 1
|A(|_12 1 2 —r 01 -1 1]
U0 -1 -1 1 - 0 =2 =3 0
1 3 3 2/ —n 0 2 1 1
Rozvoj podle 1. sloupce:
1 -1 1
=1-1-2 -3 0|=-3+0—-2—(-6)—0—2=-1
2 1 1
1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2
|A\—12 1 1= |01 -2 -1 01 =2 -1
-1 2 1) - 0 =2 1 =3 42-17, |0 0 =3 =5
1 3 3 3| - 0o 2 2 1| =279 00 6 3
Rozvoj podle 2. sloupce:
0 -2 -1 1 1 2
= (=110 =3 —5[+(=1)*"21.]0 -3 —5[+0+0 = —0—94+0+0—(—30)—0—-0 = 21
0 6 3 0 6 3
2Napiiklad azs = —3 se vyskytuje ve tfetim fddku a v druhém sloupci nasf matice fadu 4, tj. |Ass|

je determinant matice z nf vzniklé vynechanim t¥etfho fadku a druhého sloupce. Cislo (—1) je umocnéno
na (3 + 2), coz je soucet indexu (pozic v fddku a sloupci) prvku ass.
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Muzeme psat odpovéd':

A -24 8 |4, 14 A5 1 A 21 -7
=T = =gl = 70 = 3= o =5l = o = =5

TTIA T 9 T3 A~ 9

Reseni je jediné, vektorovym zapisem:

8

T 3
14

i) . 9
- 1

T3 9
=7

L4 3

D6. Pokud néktery ftadek, napi. [-ty je linearni kombinaci jinych tadkta, napf.
ai, s, ..., ay, tak |A| = 0.

Dikaz: Velmi podobny dukazu D4: Jestlize:
ap=o1-a] +ay-ay+ ...+ oy - ag

pak:
det(al, dy, ..., Afy ooy 0 - A1 + Qg+ G + oo + Qg+ Gy oevy Apy) =
= 1-det(a1, Ay ey Afy ooy A1y oney A ) FO-det (A1, Ay ooy Aoy vvy A2y ooy Gy ) oot Qpedet (AT, A2y ooy Aoy vvy Aoy oevy Ayy)
protoze kazdy z téchto determinantu se rovné 0 diky dvéma stejnym Fadkum (dusledek
D2).
Priklad 3 Owverte, Ze:

a)

3111
1 311
113 1]~
1113
b)
21000
12100
0121 0=6
00121
0001 2
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2 Tyden 2

2.1 Cviceni 2: Analyticka geometrie v roviné II

e Petdkova 14.1: rovnice piimky (analytickd a parametrickd, a vlastné i smérnicova)
— priklady 1 az 5.

e Petdkova 14.3: vzajemna poloha dvou piimek v roviné — piiklady 30, 31, 32.

e Petdkové 14.6. Zobrazeni® v analytické geometrii ... kromé pifkladu 84 (stejnoleh-
lost zatim ne) jsou vSechny zajimavé a provéruji zakladni praci studenta s primkami
v roviné: napsat rovnici primky kolmé ¢i rovnobézné s néjakym smérem, zjistit, zda
néjaky bod na primce lezi ¢i nelezi, prosté elementarni prace s primkou ... zadné
vzorce, jen prace s piimkou, body a vektory.

Studentum lze za doméci kol zadat priklady v roviné, které byly soucésti provérky-a
v minulém roce (jsou v podstaté vzaty zhruba z obou probranych cviceni):

Uloha 2.1 Urcete* souradnice bodu A’ ktery je obrazem bodu A = [ _g ] v 0S0VE

soumérnosti s osou o : 2x —y+ 7 = 0 (urcité tusite, Ze budete potrebovat najit jis-
tou primku kolmou na osu o).

Uloha 2.2 Uréete® souradnice bodu C', ktery je obrazem bodu C = 2 v 0S0VE
3 . e -2 -1 e y
soumeérnosti s osou AB pro A = E B = 9 (urcité tusite, Ze budete potrebovat

najit jistou primku kolmou na osu,).
Uloha 2.3 Je ddna primka p: 52 — 2y —3 =0 a bod M = [0,4]. Napiste
e parametrické rovnice primky p;
e parametrické rovnice primky q kolmé na primku p a prochdzejici bodem M ;
e obecnou rovnici primky r rovnobéziné s primkou p a prochdzejici bodem M.
Uloha 2.4 Jsou ddny body Alx; —2], B[6; 4].
a) Urcete souradnici x bodu A tak, aby stied usecky AB mél souradnice S[4;1].

b) Napiste parametrické rovnice primky p dané body A, B.

3Dalsf oddilky Petdkové 14 nechdme s tictou do predmétu Geometrie 2: isecky, polopiimky, poloroviny
nas nebudou v tomto pfedmétu tolik zajimat.

4Petdkova 14.6, piiklad 80. Vysledek najdete na konci Petdkové, nebo lze i provést zkousku — jak?

5Petakova 14.6, pifklad 81. Vysledek najdete na konci Petdkové, nebo lze i provést zkousku: Stied
usecky C'C’ musi totiz lezet na ose soumérnosti, ze ano? A dokonce je stied tisecky C'C’ soucasné i patou

<>
kolmice vedené z bodu C' na piimku AB.
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c) Zjistéte, v jakych bodech protind primka p osu x a osu y.
Uloha 2.5 Jsou ddny body A[—1;1], B[2;0],C[1,3].

a) Owvérte pocetné, Ze body A, B, C tvori trojuhelnik (za 1 bod).

b) Napiste obecnou rovnici primky p dané body A, B (za 1 bod).

¢) Napiste parametrické rovnice téznice® t. vychdzejici z bodu C' (za 2 body).

6Téznice trojihelnika je tisecka spojujici jeho vrchol se stiedem jeho proté&jsi strany.
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2.2 Prednaska 2: Pojem vektorového prostoru, Gaussova elimi-
nace

Zakladni pojmem, kterym se v tomto predmétu budeme zabyvat, je pojem vektoru. Vektor
je zobecnénim pojmu realné ¢islo — redlné ¢islo je uréené svou velikosti, vektor je urceny
velikost{ a smérem”.

Zactnéme dnes u této predstavy vektoru jako ,orientované usecky“, u které je dulezity
jeji smér a jeji délka, a pokusime se tuto predstavu vektoru néjak matematicky popsat,

¢ili zpresnit.

Piiklad 4 UvazZujme mnozZinu V vsech orientovanyjch tsecek v roviné. Dvé orientované
usecky o stejné velikosti a sméru budeme povazovat za tentyz vektor (v analytické geometrii
takovému pojeti vektoru v roviné tikdme ,volny vektor® ... muzeme vektorem v roviné
rovnobézné posouvat — pokud zustdvd zachovdn jeho smér a velikost, jednd se pordd o
tentyz vektor).

Na této mnozineé V' definugme operaci sc¢itani vektori ndsledovné: vektor a + b uréime
tak, Ze ke koncovému bodu vektoru a rovnobéiné posuneme pocdatecni bod vektoru l;, pak
vektor @ = a+b je takovy, Ze jeho pocdtecni bod je stejny jako pocdtecéni bod d@ a jeho
koncovy bod je roven koncovému bodu b.

Podobneé definuyme nasobeni vektoru redlnym ¢islem r € R takto: Pokud r =0, jer-a
roven nulovému vektoru., tj. usecce nulové délky a jakéhokoli sméru. Pokud r > 0, tak
smér vektoru r - a je stejny jako smer a a jeho velikost je r-ndsobkem velikosti vektoru a.
Pokud r < 0, tak smér vektoru r - d je opacény ke sméru a (pri zachovdni rovnobéznosti)
a jeho velikost je |r|-ndsobkem velikosti vektoru d.

Takto definovand mnozina vektoru spoleéné s takto definovanymi operacemi séitani
vektoru a nasobeni vektoru redlnym ¢islem (jehoz vysledkem je vektor) tvori strukturu,
kterou budeme nazyvat vektorovym prostorem. Vlastnosti vektorového prostoru odvodime
z vlastnosti uvedenych dvou operaci na mnoziné orientovanych tusecek v roviné:

Definice 8 Mnozina (V,+) se nazjvd vektorovy prostor nad télesem® skalara
(T,+,-) (jeji proky U € V se nazgvaji vektory, proky télesa T se nazyjvaji skalary ),
jestlize

a) Struktura (V,+) je komutativni grupa, tj.
1.Yu, eV : du+7 €V (uzavienost operace + na V'),
2. Vu,v,W eV : (+7)+uW=1u+ (U+ W) (asociativita operace + ),
3.30€V  iu+d=0+u Vu eV (existence neutrdlniho prvku),
4. YuieV3I(—ueV : d+ (—u) =0 (existence inverzi vzhledem k operaci +),

"Vektor jako ,8ipka“ charakteristicka velikost{ a smérem slouzi k popisu napiiklad a) posunuti v roving,
b) sily pusobici na téleso, ¢) rychlosti a sméru pohybu objektu v prostoru — zkratka fady veli¢in zndmych
z ruznych oboru; tyto veli¢iny oznac¢ujeme jako vektorové velic¢iny.

8Téleso T je zde dilezité proto, ze pomoci néj za chvili budeme vyjadiovat soufadnice vektorti. Napi.
Pokud T' = R, souradnicemi budou realnd ¢isla; pro T' = @ budou soufadnicemi racionalni ¢isla.
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5. YU, v eV U+ 0 =10+ u (komutativita operace + na V).

b) Zobrazeni - mnoziny T x V do 'V (= ndsobeni SKALAR KRAT VEKTOR) spliuje
vlastnosti , pribuzné™ vlastnostem operace na monoidu:
"1"NVteT, veV : t-veV (uzavienost soucinu skaldr krat vektor),

2PN steT, VeV 1 s-(t-U)=(s-t)-T (pro jednoduchost oznacujeme soucin
mezi skaldry a soucin skaldr krdt vektor stejnym symbolem),

73731 eT : 1-0=40 VYovelV (existence jednotkového skaldru vzhledem k
ndsobent skaldr krdt vektor).

c) Souhra operace + a operace skaldr krdt vektor spliiuje viastnosti'®:

60" Vs, t €T, eV : (s+1t)- s
6b"NVteT, u,veV i t-(U+v)=t-u+t-v.

Poznamka. Jak si dobie zapamatovat druhych pét z deseti vlastnosti definice: v
zadné z téchto vlastnosti se nevyskytuje soucin dvou vektoru (skaldrni soucin @ - ¢ se v
definici vektorového prostoru nevyskytuje), pouze soucin dvou skaldru nebo soucin skalar
krat vektor. Definici skalarntho souc¢inu vektoru (ndsobime dva vektory, vysledkem je
skaldr) uvedeme v nékteré z nasledujicich kapitol.

Ad piiklad 4. V je mnozina volnych vektoru v roviné nad télesem R. Uvedenych deset
vlastnosti vektoru jsme vlastné z prikladu volnych vektoru v roviné odvodili, tj. vSechny
vlastnosti lze dokazat-reprezentovat obrazky:

1. Vlastnosti 1 az 5 jsme uz zkoumali v algebie 1 — tyto vlastnosti plati i pro operaci
sc¢itani vektoru. Sou¢tem dvou volnych vektoru v roviné je také vektor (viz obr.).

2. (viz obr.) dukaz asociativity s¢itdni volnych vektoru je proveden graficky.

3. Nulovy vektor ma nulovou velikost (a jeho smér je libovolny), proto jej na obrazku
nevidite.

4. Opacny vektor (= inverzni vektor vzhledem k operaci s¢itani) ma stejnou velikost,
ale opacny smeér.

5. Scitani volnych vektoru splinuje komutativni zakon.

98 tim rozdilem, Ze se nejedné o operaci na jedné mnozing, ale o souéin prvki ze dvou riznych mnozin
— soucin skaldru s vektorem.

108 trochou fantazie bychom je mohli nazvat ” distributivni zdkony” okruhu, ale uvozovky jsou dilezité,
protoze se nejednd o dvé operace na stejné mnoziné, ale o jednu operaci na mnoziné a o zobrazeni
T xV — V (coz by bylo mozné algebraicky nazvat jako akci télesa na grupé: prvky z télesa ndsobime
prvky grupy, a dostdvame jiné prvky grupy); a distributivni zdkony v okruhu jsou sice dva, ale lis{ se
jen diky nekomutativnimu nésobeni — zde u vektorového prostoru jsou ”distributivni zakony” z jinych
duvodu (v jednom zdkonu séitdme skaldry, ve druhém séitdme vektory).
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2 177

7 277

b} 377

7 6a77

b} 6b77

od (D

ad 1@

Praveé uvedené vlastnosti 1 az 5 1ze popsat tim, ze V' je vzhledem ke s¢itani komu-
tativni grupa. Ovsem tato a dalsi ¢tyfi vlastnosti jsou pro vektory specifické a jeste
jsme se jimi v algebre nezabyvali. Vlastnost 71”7 tvrdi, ze s kazdym vektorem « obsa-
huje prostor volnych vektort i nekoneéné'! mnoho dalsich vektort, které vzniknou

jako redlné nasobky vektoru .

Nezalezi na tom, zda nejdrive vynasobime dva skalary, a pak jimi vynasobime vektor,
nebo zda nasobeni vektoru provedeme postupné dvéma skalary — vysledek je stejny.

Existuje jednotkovy skalar — vynasobenim volného vektoru « konstantou 1 se
nezmeéni jeho velikost ani smér.

Nezalezi na tom, zda nejprve secteme skalary, a vysledkem vynéasobime vektor,
nebo zda nejprve provedeme dvoji nasobeni skalar krat vektor, a vysledné vektory
secteme.

To, ze nejprve secteme vektory, a pak az vynasobime skalarem je totéz, jako bychom
oba vektory nejdiive vynasobili skaldarem, a pak je secetli.

"' To bude hrét roli u mnoziny generstort vektorového prostoru, kterou budeme studovat podobné jako
mnoziny generdtori grupy. Vzhledem k povaze (nekonecnosti) télesa R jeden nenulovy vektor generator
svymi nasobky skaldrem vygeneruje nekonetné mnoho dalsich vektoru.
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Piiklad 5 Dalsim prikladem prostoru vektorového je (Rslx],+,-) ...

mnozina vsech po-

lynomu stupné nejvyse 3 nad télesem R. Presny dukaz bychom mohli provést pro obecné

oznacené skaldry s, t a obecné znacené polynomy

3 2
= U3:-T" + Uy T + U T+ Ug,

3 2
V3 T° + vy + v - T+ Vg,

STRESTINJ)
I

= w3-x3+w2-x2+w1~x+wo.

Ale zkusme misto dukazu tyto vlastnosti radéji jen ilustrovat na trech konkrétnich po-

lynomech
= 223 4 2% — bx + 1,

32° + 52 + 2 — 2,
= 208+ 22 -3z +3.

STRRSTRNJ)
I

1. @+ U =523+ 622 —4x — 1 je opét polynomem stupné nejuyse 3.

2. (U+0)+W =T34+ T2> —Te+1 =14+ (V+ ).

3. Neutralnim polynomem je 0 = 0, jeho prictenim k libovolnému polynomu se ten

nezment.

4. Opacnym vektorem je —i = —2x° — 2? +bx — 1, —0 = =32 — 5% — v + 2, atd.

5. Evidentné plati i + T = © + 4, af uZ pro nase dva zvolené vektory, nebo jakékoliv

dva vektory.
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717 Ndsobeni polynomu redlnym skaldrem se realizuje vyndsobenim kazZdého koeficientu
wldst, jak jsme zvykli ndsobit polynom redlnym &islem. Napriklad

2.4 =423+ 22 — 10x + 2.

Dulezité je, Ze ndasobenim polynomu jakymkoli redlnym cislem se mezmeéni fakt, Ze
vysledek je (kromé ndsobeni nulou) polynom tretiho stupné, tj. mnozina (Rs[z],+)
je uzavrend na ndsobky redlnymai cisly.

72”7 Napriklad (2-3) -4 =2-(3-4) = 1223 + 62* — 30z + 6.
787 1 -4 =u pro jakykoli prvek @ dané mnoZiny.

"6a” Napriklad (2 +3) -4 =2 -4+ 3 -4 = 102 + 52* — 25z + 5, a je vidét, Ze rovnost
plati pro libovolné proky dangch typi.

"6b0” Napriklad
2-(G+70)=2-1+2-7=102"+ 122" — 82 — 2,

a je snad vidét, Ze rovnost plati pro libovolné prvky danych typi.

Piiklad 6 Mnozina (C{a;b),+,-) spojitych redlnijch funkei na intervalu (a;b), s
prirozené definovanymi operacemi souctu funkci a vyndsobeni funkce redlny skaldrem,
je vektorovyym prostorem!! Tento priklad je dileZity, nebot vidime, Ze pojem vektoru je
jak zobecnénim pojmu cislo, tak zobecnénim pojmu spojitda funkce. Opét se zde objevuji
ambice algebry hledat spolecéné ¢i stejné vlastnosti mezi ruzngmi strukturami — Tada
vlastnosti, které zndme hlavné u prvku aritmetického vektorového prostoru (coz je vlastné
priklad 1, ale jesté na prostoru volnyjch vektori v prikladu 1 musime zavést souradnice),
je stejnyjch jako vlastnosti funkci spojitijch na intervalu.

1. Definujeme soucet funkci ¥V f(x),g(x) € Cla;b): f(z) + g(x) je opét spojitou funkeci
na {(a;b).

2. Vf(x),9(x), h(z) € Clasb) : (f(x)+g(x))+h(x) = f(z)+(9(x)+h(x)) Vz € (a;b),
coZ plyne z asociativity scitdni redlnijch cisel.

3. Neutrdlnim prokem je funkce e(x) =0 Vx € (a;b), protoze f(z)+e(x) = f(z) Vo €
(a;b).

4. Vf(z) € Cla;b) I(—f(2)) € Cla;b): f(x) + (—f(x)) =e(x) =0.
5. Vf(x),g(x) € Clasb) : f(x) +g(x) = glx) + f(x).
"1 Vse R, f(z)€ Clahy: s-f(z) € Clasb).
97 Vs e R, f(r) e Clast): (res)- fl@) =7 (s- f(@)).
973 1€ R: 1-f(z)= f(z) Vf(z) € Cla;b).
"6a” Vr,s € R, f(z) € Clash): (r+s) flz) =r-f(z)+s- f(z).
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76b” Vr € R, f(x),g(x) € Cla;b) : 7 (f(x) +g(x)) =7 f(x) +7-g(x).

Piiklad 7 V = {3} ... nejmensi mozny vektorovy prostor je prostor, ktery obsahuje pouze
nulovy vektor.

Klicovou konstrukei ¢i vypoctem bude pii nasi praci s vektory zjistovani, zda je urcity
vektor linedrni kombinaci (= sou¢tem nasobku) jinych vektoru.

Definice 9 a) Linedrni kombinaci vektori ay, ds, . ..,ax_1 je vektor

Ay = o -] + Qg -Gy + -+ + Qp_y - ap_1,

kde aq, ..., ag_q jsou néejaké skaldry z télesa T .

b) Posloupnost vektori ay,as,...,a, je linedrné zdvisld, kdyZ néktery z wvektoru je
linedrni kombinaci téch ostatnich vektoru. V opacném pripadé je posloupnost
vektoru ay, as, ..., ay linedrné nezdvisld.

Poznamka. U rovnosti a) v predchozi definici také iikame, ze vektor dj je linedrné
zavisly na vektorech aj, a3, ..., ar 1.

Podobné jako pfi studiu grup a okruhu, i u vektorovych prostoru se budeme zabyvat
mnozinou vektoru, kterd generuje (= vytvaii jistym presné popsanym zpusobem) cely
vektorovy prostor. Pokud uvazime, ze vynasobeni vektoru skalarem vygeneruje nekonecné
mnoho dalsich vektoru ruznych délek, asi se casto budeme setkdvat se situaci, kdy i
pro nekonecnou mnozinu V' bude mnozina generatoru (co do poctu prvku) celkem maélo
pocetna. Témto mnozindm generatoru budeme fikat baze.

Definice 10 Uvazujme vektorovy prostor (V,+) nad télesem (T,+,-). Posloupnost
vektoriu (uy,us,...,ur) nazveme béazi vektorového prostoru(V,+), pokud plati obé z
podminek

a) tato posloupnost vektoru je linedrné nezdvisld (Zddny z vektoru nelze vyjddrit jako
linedrni kombinaci ostatnich);

b) kazdy vektor v € V lze vyjddrit jako jejich linedrni kombinaci,
U=aq-ul +ay-uy + -+ oy - U,
tj. vektory uy, Uy, . . ., u, generuji cely prostort?.

Didle dimenze vektorového prostoru (V,+) znamend pocet vektori néjaké jeho baze.

navic, ¢isla (o, as, . .., ) z vyjadreni vektoru U pomoci vektoru ul, Us, . . . , U, nazveme
A ’ ! ) ’ ) Ak d kt kt ) U2, ) Wk
soutfadnicemi vektoru v vzhledem k bazi (uy,us, ..., uy).

12 Alternativni vyjadieni obou podminek: ad b) dané vektory generuji cely prostor, ad a) a zadny z
nich nenf nadbyteény v tom smyslu, ze by byl linedrni kombinaci téch ostatnich.
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Piiklad 8 T otdzky pro vektory z aritmetického vektorového prostoru R® usporddansjch
trojic redlnych cisel.

0 1
a) Jsou vektoryuy = 0 |,uy= 1| 2 linedrné zdavislé?
0 3
1 1
b) Jsou vektoryuy = | 1 |, up= | 2 linedrné zdvislé?
0 0
1 1 1
c) Jsouwvektoryui =1 1 |,upa=1| 2 |, u3= 0 linedrné zdvislé?
0 0 -1

ResSeni:

ad a) Ano, nulovy vektor je vzdy linedrné zavisly na ostatnich vektorech, protoze je

0 1

jejich O-nésobek: | 0 | =0 2

0 3
1 1
ad b) Nejsou, protoze neexistuje redlné ¢islo a, ze | 1 | =a- | 2
0 0

ad c) Nejsou, protoze (postupujeme krok za krokem)

e 1 je nenulovy,
e u5 neni redlnym nasobkem vektoru uj,

e a u3 neni linedrni kombinaci vektoru uy, us — protoze neexistuji realnd ¢isla asq,

as tak, aby
1 1 1
0 = 7 1 + Qo - 2
1 0 0

(v rovnici 1 = ay - 0+ ag - 0 sestavené ze tietich soufadnic pfedchozi vektorové
rovnice zadnd vhodnd redlnd ¢isla aq, ay jako jeji feseni nenajdeme).

Z teseni piikladu 5¢) plyne obecny postup pii sestavovani baze néjakého vektorového
prostoru:

e u ... zvolime jakykoliv nenulovy vektor z V;
e 5 ... zvolime takovy vektor z V', ktery neni nasobkem vektoru u3;
e 3 ... zvolime takovy vektor z V', ktery neni linearni kombinaci vektoru v — 1, us.

e atd.
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Priklad 9 a) Bdzi prostoru R® je napriklad posloupnost vektori

1 0 0
ee=10|,a=111],e3=1| 0
0 0 1

(rikdme ji standardni bdze — jednd se o bazi, kterou béiné wvolime v Kartézské
souradné soustavé ve tridimenziondlnim aritmetickém vektorovém prostoru R®).

b) Bazi prostoru R" je néjakd (jakakoli) posloupnost n nezdvislyjch vektori, dimenze R"
je rovna n.

c) Bazi prostoru (R,[x],+, ) vSech polynomi stupné nejvyse n je nap59klad posloupnost
polynomai (1, x, 2% 23, ... a"™), tj. dimenze R,[z] je rovna (n + 1).

d) Bdzi prostoru (C{a;b),+,- wvSech spojitych redlnych funkci na intervalu (a;b)
je napriklad nekonecnd posloupnost funkei (1,z,2%,23,...), nebo nekonecénd
posloupnost (1sinx,sin 2z, sin 3z, ... ). Jingmi slovy, dimenze C{a;b) = co.

1 1 1
Piiklad 10 Je posloupnost vektoru uy; = 1], up = 2 |, uz = 0 bazi
0 0 -1

prostoru R3?

Ano, kazdy prostor mé fadu ruznych bazi, které maji stejny pocet prvku — tato baze
je bazi stejného prostoru jako baze v prikladu 6a.

1
Piiklad 11 Vyjddrete souradnice vektoru v = | 2 | v bdzi
3
1 0 0
a) es=| 0 |,es=|1|,e3=10
0 0 1
1 1 1
b) ui=[ 1], wa=1[ 2 |,uz= 0
0 0 -1

Reseni: ad a) ve standardni bazi jsou uz hodnoty 1,2,3 pifmo soufadnicemi. ad b)
feseni prikladu je zde ponechano na ctenaii, je potieba vyftesit systém tii rovnic o tiech
neznamych.

V tomto predmétu budeme tesit fadu systému linedrnich rovnic, jako napt. po rozepsani
do soutradnic systém tii rovnic o tfech neznamych v piikladu 8b. Studenti znaji mozna
ze stfedni skoly tzv. dosazovaci metodu, kdy vyjadienim jedné neznamé z jedné rovnice
a dosazenim do vSech ostatnich rovnic se snizi pocrt neznamych o jednu, atd. Ale takto
v tomto predmétu rovnice feSit nebudeme, namisto toho se nauc¢ime tii dalsi metody
reSeni téchto systému rovnic. Prvni z metod se nazyva Gaussova eliminac¢ni metoda.
Vysvétlime ji na ptikladu:
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Piiklad 12 Na mnoziné redlnijch cisel reste systém linedrnich rovnic

r+2y+3z2 = 9
2r—y+z = 8
3x -z = 3.

Tento systém linedrnich rovnic si prepiseme do tzv. matice, coz je schéma cisel, z
nichz kazdé ma presné zadanou svou pozici. Tuto matici pomoci tzv. fadkovych ele-
mentdrnich iprav prevedeme na tzv. schodovy (nékteré ucebnice: schodovity) tvar =
v kazdém nasledujicim fadku matice je uz vice nul smérem zleva nez v tom predchozim,
poptipadé uz je cely dalsi radek nulovy.

Tento zpusob feseni neni az zas tak docela studentum neznamy, pravdépodobné jim
resili systém dvou rovnic tzv. s¢itaci metodou. Jedind novinka spoc¢iva nyni v tom, ze cely
momentalni stav s¢itaci metody méame neustale pred o¢ima v nasem maticovém schématu.

Nasi prvni dpravou schématu ti{ rovnic bude: a) prvni rovnici nechdme beze zmény;
b) od druhé rovnice odec¢teme dvojnasobek prvni rovnice; ¢) od tfeti rovnice odec¢teme
trojnasobek prvni rovnice. Timto zptusobem eliminujeme z prvni i druhé rovnice nezndmou
x.

Druhou tpravou schématu bude jen jisté kosmetické zjednoduSeni: druhou rovnici
vydélime minus péti (tj. vyndsobime c¢islem %1), druhou vydélime minus dvéma (tj.

1

vyndsobime cislem =-.

319 1 2 3 9
118 | =21 ~ 0 =5 —=5|-10 | (&) ~
-1/3 /) =3-n 0 —6 —10|-24 ) -(3)

W N =
O =N

(znak ~ tedy predstavuje takovou tipravu systému rovnic, kterd nemeéni jeho feseni, pouze
k jedné rovnici pricteme nasobek druhé, nebo rovnici vyndsobime nenulovym ¢islem; jeste
bychom mohli také prehodit poradi radku, protoze na pofadi rovnic, jak je zapiSeme,
nezélezi).

Nésledujici aprava systému rovnic bude spocivat v tom, ze prvni dvé rovnice nechame
beze zmény a od tieti rovnice odecteme trojnésobek druhé rovnice — tim padem se na
druhé pozici tretiho fadku objevi nula, neboli ze tfeti rovnice eliminujeme proménnou y:

12 3] 9 1 2 319
~ 01 1] 2 ~ 01 1]2
0 3 5|12 —3 -7 00 2|6

Dospéli jsme ke tvaru oznacovanému jako schodovy tvar — v kazdém dalsim radku je vice
nul zleva nez v tom predchozim. Nyni se opét vratime k vyznamum radku jako rovnic,
tj. prvni sloupec odpovida koeficientum u proménné x, druhy sloupec koeficientum u
promeénné y, tfeti sloupec koeficientum u proménné z.

Nasad'me pfi hleddn{ feseni néco jako ,zpétny chod“, tj. pii vypoétu feseni zaéneme s
poslednim radkem matice, ktery predstavuje nejjednodussi rovnici: 2z = 6, odtud z = 3.
Jdeme ,,0 patro vys®, do rovnice y 4+ z = 2 dosadime pravé vypoctené z = 3 a dostaneme
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y = —1. A nakonec obé dosud vypoéctené proménné dosad me do prvni rovnice x+42y+3z =
9 a dostaneme z = 2. ReSeni naseho systému linedrnich rovnic (SLR) je jediné'® (!!), je
jim trojice hodnot z =2, y = —1, z = 3.

Priklad 13 Podiveyme se na dalsi priklad, ve kterém dojde k tomu, Ze mozZnych teseni
bude nekonecné mnoho. I tak se je budeme snazit matematicky popsat, tj. vypsat mnozinu
vsech moznych teseni. Na mnoziné redalnych cisel Teste systém linedarnich rovnic

r+y+2z—->5w = 3,

20 +5y —2z2—9w = =3,
2v+y—2+4+3w = —11,
r—=3y+22+T7w = =5

Pouzijme opét na predchozim ptikladu vylozenou Gaussovu eliminaci, tj. prepiSme si

koeficienty i pravé strany rovnic do matice a upravme ji, jako i v pfedchozim piikladu, na

schodovy tvar':

1 1 2 =5 3 1 1 2 =5 3
2 5 -1 -9 =3 —2-7r 0o 3 -5 1| -9
2 1 -1 3|-11 2. 0 -1 =5 13|-17 (—=1) a vyména se 2. fadkem
1 -3 2 7| =5 —ry 0o -4 0 12| =8

(vyménime druhy a tteti fadek, protoZe na pozici 22, tj. na pruseciku druhého Fadku a
druhého sloupce, bude ¢islo 1, pomoci néhoz lépe odecteme hodnoty 3 a —4 ve druhém
sloupci, které se v dalsim kroku snazime vhodnym pfi¢tenim nasobku druhého tadku
vynulovat)

1 2 -5| 3
1 5 —13]| 17
3 =5 1]-9 | =31
40 12| -8 ) +4-r

1 2 -5 3
1 5 —13| 17
0 —20 40| -60 | .&L

20
0 20 —40| 60 ) ry

o O O =
o O O

a je vidét, ze prictenim tietiho tadku ke ¢tvrtému dostaneme ve schodovém tvaru radek
samych nul:

112 —5]| 3
015 —13]17
~ 001 -2|3
000 O0]O0

Nenulovych radku ve schodovém tvaru je méné nez pocet neznamych, feseni naseho
systému linearnich rovnic (SLR) bude nekoneéné mnoho. Vysledek bude obsahovat

BNemluvime o t¥ech Fesenich, ale bodu Feseni nebo vktoru Feseni, které je jediné.
14V angli¢tiné: schodovy tvar = echelon form; to neni typicky anglické slovo, spiSe francouzské :-)
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tzv. parametr nebo parametry (= proménné, za které muzeme dosadit libovolné redlné
¢islo), jejich pocet je roven

pocet parametri = pocet neznamych MINUS pocet nenulovych fadka ve schodovém tvar
1 = 4-3,

feSeni v nasem piikladu bude obsahovat jeden parametr p € R. Nasadime nyni ,zpétny
chod® dosazovani do rovnic a pro posledni fadek schodového tvaru mame rovnici

z— 2w = 3.

Jednu z nezndmych v této rovnici, naptiklad w, polozime rovnu parametru p, tj. w = p.
Druhou vyjadiime: z = 3 + 2p. Obé takto vyjadiené neznamé w, z dosadime do rovnice
,0 patro vys“ a dostaneme vyjadieni pro y:

y+5-3+2p) —13p=17 = y=2+3p.

A konec¢né vsechny dosud vyjadrené neznamé y, z, w dosadime do rovnice v prvnim
fadku schodového tvaru a dostaneme vyjadieni nezndmé x:

T+ (2+43p)+2-3+20)—5p=3 = z=-5-2p

Zbyvé piehledné zapsat odpovéd: dany systém linedrnich rovnic (SLR) m4d nekonecné
mnoho TeSeni tvaru

= —5—=2p,

2+ 3p,

= 3+ 2p,

= D kde p € R je parametr.

S v < 8
I

Pokud bychom se uz s ptredstihem pokusili o vektorovy zapis, vidime, ze mnozinou
feSeni je pfimka ve ¢tyfrozmérném prostoru

T —5 —2
y | 2 . 3
I 3 +p o |+ Pro pe R.
w 0 1
-5 —2
(tato pfimka prochdzi bodem g a ma smérovy vektor 2 ).
0 1
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Piiklad 14 V dalsim nasem prikladu se pri zdpisu 7eseni SLR bude vyskytovat vice nez
jeden parametrt®: Reste v oboru redlnyjch éisel systém linedrnich rovnic

T + 224 —3z4 + 75 2,
T1+ 20+ x3— 324+ 25 +22 = 3,
1 + 229 —3x4+ 225+ 26 = 4,
3x1 4+ 6x9 + 3 — 924 + 425+ 326 = 9.

Upravme nas systém ¢ty rovnic o Sesti neznamych na schodovy tvar a dostaneme:

120 -3 102 120 -3 102

121 -31 2|3 -7 001 00 2|1

1 20 =3 2 1|4 - 000 0112 ~
361 -9 4 3|9 —3-7 001 01 3|3 —Try — T3

(po odecteni druhého a tietiho rfddku najednou od fadku c¢tvrtého se ¢tvrty radek
vynuluje)

120 -3 10]2
001 00 21
~ 000 01 1]2
000 0000

Podle stejného pohledu jako v predchozim piikladé vidime, ze

pocet parametri = pocet neznamych MINUS pocet nenulovych fadka ve schodovém tvar
3 = 6-—3,

budeme tedy potiebovat tfi realné proménné r, s, t jako parametry. Nyni pii zpétném
chodu si ovSem musime dat pozor, které neznamé zvolit jako proménné. Napiiklad kdyz
zacneme posledni nenulovou rovnici zdola

I‘5—|—SL’6:2,

nelze jako nezndmy parametr volit obé tyto proménné, ale pouze jednu (xg = t), protoze
druhou proménnou x5 pravé v zavislosti na proménné xg z rovnice vyjadiime: x5 = 2 —t.
,O patro vyse* mame rovnici
T3 + 2-776 = 1,

do které dosadime vyjadieni zg = t a dostaneme vyjadieni proménné xs. Vidime, ze
A v nejvyssim patfe, na prvnim radku matice, mame rovnici, do které dosadime uz
vyjadiené neznamé xs3, x5, Tg, a protoze rovnice obsahuje jesté tii dalsi proménné, dvé

5Velmi dilezity piiklad, ze kterého je vidét, kterym proménnym hodnoty parametrti vlastné
prifazujeme. Vdécim za néj svému byvalému kolegovi doc. Marinu Kovéarovi (Kovar: Maticovy a ten-
zorovy pocet, skriptum VUT Brno).
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z nich polozive rovny nasim pripravenym parametrum r, s (védéli jsme ze schodového
tvaru, ze jesté dva parametry vyuzijeme)
1 +2r3+0-(1—2t) =34+ (2—1t)+0-t=2.

Volime napiiklad 2o = r, x4 = s a dostaneme x; = t — 2r + 3s. Sestavime pfehledné
odpovéd naseho pifkladu:

r1 = t—2r+3s,

Ty = T,

ryg = 1—2t,

Ty = S,

r5 = 2—1t,

re = 1, kde r,s,t € R jsou parametry.

Pr1i vektorovém zapisu

T 0 1 0 0
zg | |1 0 0 —2
2 | = | o +7r 0 + s 1 +1 o |+ pro r,s,t € R.
x5 2 0 0 —1
T | 0 | 0 0 1

vidime, ze mnozina feSeni SLR je urcena bodem a linearni kombinaci t#{ vektorii, kterou
pri¢citame k danému bodu.

Priklad 15 Ne vidy existuje reseni systému linedrnich rovnic: Pri Teseni SLR

r+2y+3z+4w = 5,
r+3y+oz+Tw = 11,

T —z—=2w = —06

dostaneme upravou na schodovy tvar:

12 3 4| 5 1 2 3 4|5
13 5 7|11 -ry o~ 012 3|6 ~
10 -1 -2|-6 -7 00001 +279
1 2 3 415
~ 012 3|6
00001

Posledni rovnice schodového tvaru je tedy

0-2+0-y+0-240-w=1,
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a tato rovnice, a tim ani cely SLR nem4 teseni.

Poznamka. Uvedené tpravy rovnic musi mit néjaka pravidla: snazime se o takové
upravy radku neboli rovnic, které jsou povoleny v tom smyslu, ze neméni mnozinu feseni
danéh systému. Musime si dat pozor, abychom neprovedli takovou tpravu, ve které by
se ztratila informace uchovavand v nékteré z rovnic. Jak k tomu muze dojit. Néasledujici
Uprava systému rovnic neni povolena:

N DN

1 1)1

1 1]0 —73
0 1|1 —T9

Pravé uvedeny systém dvou tdprav je nespravny v tom smyslu, ze vlastné tutéz ipravu

delame dvakrat (az na znaménko) a napiSeme ji do dvou ruznych tddku. To vede na
nespravny schodovy tvar a nespravny vypocet reseni

1 11 1] 1\ ;1=2-p
0 101 ~ 0101 2o = —1
0 -1 0| 1 +7ry 000 O T3=7p
Nejedna se o ekvivalentni Upravu, protoze jsme ztratili informace obsazené v puvodni

tfeti rovnici, kterda neni linearné zavisla na druhé rovnici. Ke spravnému feseni vede
kaskada uprav

1 1 1|1 1 1 1 1 1 1 1|1 T = —1
21 1]0 —2-r; o~ 0 -1 —-1|-2 (=1) ~ 01 1]2 To = —1
2 0 11 —Ty 0 -1 0 1 —Ty 00 13 T3 =3

nebo tzv. série tprav pomoci jednoho fadku, tzv. pivotového fadku (pivotovy radek je
jedinym tadkem, jehoz nasobky odecitame od ostatnich rddku v jednom kroku)

1 1 1|1 1 1 1 1 1 1 1|1 T, =—1
21 1]0 —2-r; o~ 0 -1 —-1|-2 (=1) ~ 01 1|2 To = —1
2 0 11 —2-1 0 -2 —-1|-1 —2-7y 00 1]3 T3 =3

Pozor tedy na ,zacyklenou“ upravu v uvodu této poznamky, kterou neni povoleno
provést v jednom kroku tprav dané matice.
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2.3 Dodatky 02: Vektorovy podprostor (= VPP), generatory
vektorového podprostoru, baze a dimenze VPP, pranik a
soucet VPP

Tyto dodatky jsou dulezité a studenti je musi absolvovat Zabyvejme se nyni chvili otdzkou
piibuznou otézce z teorie grup (viz Algebra 1): Co musi splnovat podmnozina S vekto-
rového prostoru (V, +, ) nad télesem (7, +,-), aby uz (S, +, ) byl vektorovy prostor?

Definice 11 Vektorovy podprostor prostoru (V,+,-) nad télesem (T,+,-) je takovd
podmnozina S tohoto prostoru, kterd je uzaviend vzhledem k operacim + (s¢itani vektori)
a - (ndsobeni vektoru skaldrem), tj. je uzaviend na linedrni kombinace vektoru z S':

Vu,ve S,Va, €T a0 -+ p-7€S

Poznamka: Zbylé vlastnosti z definice vektorového prostoru plynou automaticky z
toho, ze S C V.
Zbyva oveérit, ze plati vlastnosti:

3. pro libovolné u € S: podle vlastnosti 1 4+ "1":

0-u € S
o e S
...plati vlastnost 3
4. pro libovolné 4 € S: podle vlastnosti 1 +71":
(=1)-d+0-4u € S
—u € S

...plati vlastnost 4

Piiklad 16 V = (R™, +,-)...aritmeticky vektorovy prostor.
Podivejme se na nékteré priklady vektorovych podprostori:

a) Kazdy vektorovy prostor (V,+,-) md dva trividlni podprostory,

- prostor {0%}...nejmensi mozny podprostor,

- cely prostor V' je podprostorem.

b) Body na primce p prochdzejici pocdatkem tvori vektorovy podprostor celé roviny R?,

- body na primce q neprochdzejici pocdtkem netvori vektorovy podprostor roviny R?,
protoze neobsahugi nulovy vektor, resp. bod [0;0].
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c) Body v roviné o prochdzejici pocdtkem tvori vektorovy podprostor prostoru R3.

- body v roviné a neprochdzejici pocdtkem netvori vektorovy podprostor prostoru R3,
protoze neobsahugi nulovy vektor, resp. bod [0;0;0].

Véta 3 a) Prunik dvou podprostoru Sy, Se prostoru (V,+,+) je vektorovym podprostorem.
Dukaz:

o u,resS = a-u -vE S S S
U,UESlﬂSQjﬂ;ge ! +6 1:>Oc~u+ﬁ~v€SlﬂSg

, Sy = OZ'U‘Fﬁ'UGSQ
Priklad 17 Prinikem dvou rovin «, 3, ruznobéinijch a prochdzejicich pocdtkem, je

primka p, kterd lezi v jejich pruniku (tato primka tedy také prochdzi pocdtkem). Tato
primka je také vektorovym podprostorem prostoru R3.

Véta 3 b) Sjednoceni dvou podprostori Sy, Sy nemusi byt vektoroviim podprostorem.

Dukaz: S1 = [x;y] € p, Se = [r;y] € ¢

‘O‘A /r/

Piiklad 18 Napr. bod 1-[1;2] +1-[3;1] =[4;3] € pUgq, tedy P+ Q & pUgq.

Protoze sjednoceni vektorovych podprostoru nemusi byt vektorovym podprostorem,
pridame ke sjednoceni néjaké dalsi vektory, abychom vektorovy podprostor ,,vyrobili®:

Definice 12 (v1, ..., 0;) je posloupnost vektoru, ne nutné nezavislych, ve vektorovém pro-
storu (V,+, ).
Linearni obal mnoziny (v1,...,0;) (znacime L(v1,...,v;)) definujeme jako:

L(vi,...,0p) ={0 eV :itd=0ar 0] +ay 05+ ...+ ag - Uf; 09,09, ...,a, € R}

Alternativné tikame, Ze L(v1, ...,0}) je podprostor generovany vektory vy, ..., j.
Znacime L(v1,...,0;) = ({01, ..., U })-
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Definice 13 Soucet podprostoru Sy, Sy prostoru (V,+,-) je:
L(S1USs) ={a-u+ - -v;ue€ S,ve S}

(Soucet podprostori Sy, Sy je podprostor, ktery vznikne jako linedrni obal jejich sjedno-
cend.)

Ad priklad 18. L(S; U Sy) = R2...linedrni obal bodii na obou primkdch je celd rovina.
(Alternationi zdpis: (S; U S9) = R?%.)

Jak souvisi pojem linearni nezavislosti vektoru s pojmem linedrniho obalu ¢ mnoziny
generdtoru, uvedeme v nésledujici vété (Cast (4b) je pouze zobecnénim ¢ésti (4a) na veétsi
pocet vektoru nez dva).

Véta 4 a) Vektory u,v jsou linedrné nezdvislé < vektory @, - 4 + B - U,8 # 0 jsou
linearné nezdvislé.

Dukaz: i, ¥ jsou nezavislé < oba jsou nenulové a ¢ neni nasobkem vektoru u:
U#0,U#0NU#k-u;Vk € R
U# 0, V#0Na-u+p-T#a-u+p[-k-u
U, - U+ (- U jsou linearné nezavislé vektory.

Véta 4 b) uj,us, ..., up jsou linedrné nezavislé < uj, Uy, ..., ug 1, U + oy - U] + Qg -
Uy + ... + agp_q - ug_q jsou linedrné nezdvislé.

Dukaz: uy, u3, ..., u, jsou lin. nezavislé < uy, ..., ug 1 jsou nezavislé a navic:
J#ulillu_i—l—bu}—l——i—lk,lukil

(pro zaddnou kombinaci [y, ..., lx_1, z nichz aspon jedno ¢islo je nenulové).
To nastane pravé tehdy, kdyz i, ..., ux_1 jsou nezavislé a navic:

Up+ o1 U]+ Qo Up+ ...+ Qg1 Up 1 F QU+ Qo Up+ ...+ Up 1+l U+ g ug

ULy eoey Up—1, U + Q1 - U + Q2 - U + oo + Q1 - Ug—1

jsou lin. nezavislé.
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Poznamka:

1) Nezévislost vektoru se neméni, podobneé jako vysledek determinantu (vlastnost D4),
kdyz k jednomu vektoru pricteme linearni kombinaci vektoru ostatnich.

7 toho plyne i postup, jak zjistujeme, zda posloupnost vektort je linedrné nezavisla:
vlozime vektory jako fadky do matice a tu prevedeme na schodovy tvar pomoci
upravy DA4.

Tim se neméni zavislost /nezéavislost téchto vektoru.

Kdyz v prubéhu uprav dostaneme z radku a; fadek samych nul (a; + oy - @3 + ... +
ay, - ay, = 0), znamena to, ze a; = —ay - 4] — ... — Q - A}, tj. a; je linedrni kombinaci
nékterych jinych radku < puvodni fadky matice byly linearné zavislé.

b) Vime dokonce vic: ten tadek, ze kterého pomoci upravy D4 vyjde fadek samych nul,
je linearné zavisly na ostatnich tadcich, tj. kdyz hleddme minimalni mnozinu ge-
neratoru (=bézi) daného podprostoru, muzeme tento vektor vypustit.

Priklad 19 (Zlatos 104, pr. 45a)

a) Vyberte ze zadanych vektoru linedrné nezavislé vektory, které generuji tentyz vektorovy
podprostor jako puvodni vektory:

1 —2 0
= (1. 79=(1).,2z= 1
2 -1 1
1
b) Zjistéte, zda vektor i = | 2 | patii do L(Z, 7, 7).
-1

Reseni:

ad a) Dejme vektory do fadka matice a upravme ji na schodovy tvar pomoci tpravy D4:

1 1 2 112 112
-2 1 -1 421y ~ (0 3 3 ~ (033
0 1 1 01 1) —3-1 000

Treti vektor 1ze vypustit, protoze je zavisly na prvnich dvou vektorech:

1 0
— posloupnost | 1|, | 3| je bézi vektorového podprostoru L(Z, ¥, 2).
2 3
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1 0
ad b) L(z, 1 3
2 3
1 0
Hledejme aij, 0 : | 2 | = - 1 +as- | 3], tj. rozepsanim do soutadnic fesime
-1 2 3
systém linearnich rovnic:
1 = (65}
2 = 061+3()é2:>042:—
-1 = 201+ 30 = ay =—1
1
Nemuze nastat, systém rovnic nemd feseni, tedy | 2 | € L(Z,y, 2).
-1

Priklad 20 (Zlatos 119, 5.3a) Dopliite vektory g(x) = 1+ 2z + 72, h(x) = 14+ z na bdz
prostoru viech polynomu stupné nejuys 2 s redlnymi koeficienty (nad télesem (R, +,-)).

Reseni: Polynom stupné 2 mé tii koeficienty, tj. dim(R?[z],+,-) = 3. Zbyvéa doplnit
béazi jednim vektorem:

1 1 1
glx) ~ 2] ,h(x)~ |1 napt. i(x) ~ [ 0], tj. i(z) = 1.
7 0 0
721
011
0 01

...prislusny schodovy tvar neobsahuje nulovy fadek, tedy zadny vektor neni zavisly na
téch ostatnich.

Piiklad 21 (Zlatos 099, pr. 4.5.1) Zjistéte, zda patri vektory

3 1

O ) S |1

y - _2 72 - 1

1 1

do linedrniho obalu vektoru

1 0 3 0
S 1 S )1 S 1 -~ 10
T _1 , L2 O y L3 — _3 sy L4 — 1
—1 1 -5 2
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Reseni:

y € (21, 75,23, 74)7 Resime systém linarnich rovnic:

3 1 0 3 0
5 B 1 + - 1 + o - 1 4o - 0
2| T M T o[ T 3| T
1 -1 1 -5 2
Rozepiseme do soutadnic:
= o + 3063,
5 = a1 — Qo + ag,
-2 = —Q — 30&3 + Qy,
1 = —o1+4+ as — dag + 2ay4.

Systém linedrnich rovnic mé alespon jedno feseni, tedy € (27, 75, T3, 7}).

Z € (21,75, 23,24)7 Resime systém linedrnich rovnic:

1 1 0 3 0
I 1 4o 1 n 1 Yoo 0
1 R I e N B I i I
1 —1 1 -5 2
Rozepiseme do soutadnic:
= o + 3as,

= a1 — Qg+ ag,

= — — 3053 + Quy,

— = =
|

= —o;+ay— 50[3 + 20[4.
Systém linedrnich rovnic nema feseni, tedy Z & (21, 73, 73, T4).

Definice 14 Pri tesent systému linedrnich rovnic (SLR):

all-x1+a12-x2+...+a1n-xn = bl,
A1 * L1+ Qo2 - To + ... +Qop - Ty, = bg,
Al L1+ Qma - To+ oo + Qo - Ty, = by,

kde a;; € R,b; € R gsou konstanty a x; € R jsou nezndmé, jsou ndsledugjici upravy
oznacovdny za elementarni fadkové tpravy:
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a) wvyndsobeni nékteré rovnice nenulovym redlngm cislem,
b) zdména poradi dvou rovnic,
c) k dané rovnici pricteme linedrni kombinaci jingch rovnic.

Véta 5 Elementdrni radkové upravy SLR nemeéeni mnozinu reseni tohoto systému.

Dukaz:
a) Jasné - rovnici lze vyndsobit nenulovym redlnym ¢islem, aniz se zéni jeji fesent,
b) Jasné - na pofadi rovnic v systému nezalezi,

¢) k-tou rovnici vyndsobime a4, a pticteme k [-té rovnici:

Qg1 T+ Qro - o+ o+ Qg - Ty = b,
Y
all-x1+a12-aj2+...+aln~xn = bl/‘i’ak'rk
a1 - T1+ Qg * To + ... + Qgp, * T, = bk
(all+ak-ak1)-x1+...+(aln+ak-akn)-xn = bl—i-ozk-bk

Pri¢teni aj-ndsobku k-té rovnice k [-té rovnici neméni mnozinu feSeni.

Véta 6 (Zlatos 111) Pokud S, T jsou konecnérozmérné podprostory (= s konecnou di-
menzi) vektorového prostoru (V,+,-), tak plati:

dim(S +T) = dimS + dimT — dim(SNT)
Dukaz: Ozna¢me
- Uy, U3, ..., Uk...néjakd baze prostoru SNT (dim(SNT) = k),
= UL, Uy vey Uk, U1, Uy oy Upyg-..dOpInéni béze S NT na bézi S (dimS = m),
= UL, Uy ooy Uk, W, Wa, ...y Wy g....doplnéni baze S NT na bazi T' (dimT = n).
Neda moc prace si uvédomit, ze:
(U, Wy ey Uy V75 0y weey Up ey W1, Wy oy Wy )
je bazi (S +T), a dale:
- 0; jsou nezavislé na ;...plyne z konstrukce béaze 9,
- W; jsou nezavislé na u;...plyne z konstrukce baze T,

- U; jsou nezavislé na w; (pokud by néktery vektor ©; byl linedrni kombinaci nékterych
vektoru wj;, lezel by v .S NT, coz je ve sporu s ozna¢enim v; — jednd se o vektory,
které uz v pruniku S N7 nelezi).
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Pak rovnost ve vété plyne z definice dimenze jako poc¢tu vektoru baze daného prostoru.

Priklad 22 Jsou zaddny podprostory:

U=

1

—~
N — O =

0

SN W

Urcete bdzi a dimenzi prostoru:

a) Ul,
b) Us,

C) U1 + UQ,

d) U;NUs.

N W W N~

Resent: a),b), ¢) fesime podobné: napiseme dané vektory do fadki matice a upravujeme
elementarnimi fadkovymi ipravami na schodovy tvar.
Pokud se néktery tadek vynuluje, z baze ho vyhodime - dimenzi pak urc¢ime jako
pocet vektoru dané baze.

d) tesime jinak: dimenzi U; N Uy lze uréit pomoci a),b), c) a véty 7.
Bézi pruniku U;NU; hledame néasledujicim zpusobem: Uvazujme obecné vektor v € U;N
Us. Pak je ¢ linedarni kombinaci generatoru U; a soucasné linedrni kombinaci generatort

UQI

N = O = =

+062'

SN W O

+ o3 -

o OO
I

P -

N W WM

+ By -

1
0

-3 _|_53.

1

2

S W= O

—1

Napisme tento systém linearnich rovnic do matice, jen s tou tpravou, ze vse prevedeme

na levou stranu rovnic a napravo zustanou nuly:

0

O N W

o O o o

1
1
0
1
2

0

SN = O

o OO = O

O O O = =

0

o O O O

N O = O

S OO OO

—2.r

—2. 1y

—— OO O &~

SO N W~ O

SO OO

SN = OO

o OO = O

-1 —
-1

OO = OO

O N W = =

—1
-3

(ool .

S OO OO

_—Nn O = O

S OO OO

_3.7*2
_2.7*2
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100 -1 -1 0]0
010 -1 1 —-1]0
~1 001 0 0 00
000 0 0 2|0
000 0 0 O0}]0

Nyni si zjednodusené rovnice prepiSeme:

ar—=PBr—Fr = 0= a1=0+5

g — 1+ B2 — B3 0= ay=p01— B
a3 = 0= a3=0
283 = 0= p33=0

Nyni si obecny vektor v z pruniku prepiSeme jen pomoci prvni ¢asti, tj. pomoci «;:

1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 2
U= (B1+82)| 0 [+(Bi—=B2)- |3 | = 51'( 0|+|3 )+52'< 01—13 > =] 3
1 2 1 2 1 2 3
2 0 2 0 2 0 2

= dimenze U; N U; = 2, baze U; N Us je napr. (

1)

N W W N
|
w
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3 Tyden 3

3.1 Cviceni 3: Analyticka geometrie v prostoru

e Petdkova 15.1. Piimka v prostoru — ptiklady 2, 3a, 4a, 5, 6a, 6d, 7, 8, 9, 10.
e Petdkova 15.2. Vzajemnd poloha piimek v prostoru — 11a, 11b, 11c, 11d, 12.

e Petakova 15.3. Parametrické a obecné zadani roviny — 16b napiste rovnici roviny pa-
rametrickou i obecnou (s vyuzitim pfevodu param na obecnou pomoci vektorového
soucinu, véetné vypoctu vektorového souc¢inu pomoci determinantu), 20a podobné,
21 podobné. Prevod nékterého z predchozich obecnych zapisu roviny na paramet-
ricky.

3.2 Prednaska 3: Pojem afinniho prostoru a afinniho podpro-
storu

Pokud uvazujeme mnozinu bodu na piimce (chdpeme tyto body jako vektory), ktera

neprochézi pocatkem souradné soustavy, tu nelze popsat jako vektorovy podprostor arit-

metického vektorového prostoru (napiiklad proto, ze neobsahuje nulovy vektor, a také

proto, ze neni uzaviena vzhledem k souctu vektoru). Matematika tedy jesté musi dodat
dalsi pojmy pro popis nékterych linearnich tdtvaru: musi rozlisit body od vektoru.

Definice 15 Necht je A mnozina bodi, V vektorovy prostor nad télesem (R;+;-), a —
zobrazeni A x A — V', které priradi dvéma bodum vektor (poédteéni a koncovy bod),
takové, Ze:

a) VAc AjieV:3BeA: AB =1,
b) VA, B,C € A: AB+ BC = AC.

Potom se usporddand trojice (A;V;—) nazjvd afinni prostor se zaméienim V.
Baze afinniho prostoru = jeho zaméreni V.
Dimenze afinniho prostoru = dimenze jeho zameéreni V.

Piiklad 23 a) A = body v roviné, V = vSechny vektory v roviné.
VAc AuweV:A!1Be A:B=A+1u

b) A =R", V = R" = body = vektory = (A;V;—) = KANONICKY AFINNI
PROSTOR.
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Definice 16 Afinni prostor (B,W,—) se nazjvi podprostor afinniho prostoru
(A, V,—), jestlize:

1) BC A,

2) W= {BHCY : B,C € B} je vektorovym podprostorem celého velkého velktorového pro-
storu V.

Piiklad 24 (A, Vi, —), (As, Vo, —):
'Lt\

VA [(342/ ,:/‘ ""’} ‘rﬁwlﬂfr bl

,%\

1

[
.
L

AN
/ (A, Vi =) rovmaq & =0
X

N
[

Zamérend podprostori Ay, Ay jsou stejnd, tedy Vi = Vs, tedy i dim(Ay) = dim(Ay).
Definice 17 Necht B je podprostor afinniho prostoru (A,V,—). Pak:

a) dim(B) =0...B je bod,

b) dim(B)

1...B je primka,

c) dim(B) =2...B je rovina,

d) dim(B) = dim(A) — 1...B je nadrovina.

Nadrovina afinniho prostoru A je takovy afinni podprostor B C A, kteryy md dimenzi
o 1 mensi nez prostor A.

Piiklad 25 Pojem NADROVINA se na SS nezavddi, patrné vsak:
- nadrovinou roviny je primka,
- nadrovinou prostoru je rovina,

- nadrovinou 4dim prostoru je kazZdy afinni prostor dimenze 3.

Poznamka: Mame-li afinni prostory (By, W, —),(Bs, W, —), které maji stejnd
zaméteni W, a By N By # ¢, pak By = Bs.
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Piiklad 26 a) APP B;,Bs:

Tyto AP maygi stejnd zaméreni - W = vektory ve sméru obou primek (redlné ndsobky
vektoru (1,2)).

BN By =0 = By, By jsou rovnobézné.

b) APP Bl,BQ.'

BiN By # @, ale tyto AP maji riznd zaméreni — Wy, = ndsobky (1,2), Wy = ndsobky
(1,1).

Definice 18 Necht By, B, jsou afinnimi podprostory afinniho prostoru A.

a) By N By = ¢...podprostory se neprotinaji,

b) By N By # ¢...podprostory se protinaji,

c) Bod A € By...rekneme, Ze podprostor By prochdzi bodem A.

Pripominka k def. 12: Linearni obal mnoziny vektoru ve vektorovém prostoru
L(u,v) = vektorovy podprostor generovany mnozinou , v.

—

Oznacujeme (i, ¥) nebo L(i, ¥)

Definice 19 Necht M je mnoZina bodii v AP (A, V,—), tedy M C A.

Afinnd obal mnoziny M je nejmensi moiny APP, ktery obsahuje M. Rikdme, Ze M
generuje APP (M) = AP generovany mnozinou M = (M).

Body Ay, A, ..., A jsou body v obecné poloze, pokud: (Ag, A1, ..., Ag) = AP jimi gene-
rovany je k-rozmérny.
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Piiklad 27 - Body Ay, Ay, A leZici na primce v R?...nejsou v obecné poloze,

- Body Ay, Ay, As, Ay v jedné roviné v R3...nejsou v obecné poloze, generuji jen rovinu,
nikoli celyj R3.

Véta 7 Afinni: Necht B = (Ag, W, —) je afinni prostor a plati X € B < 3y, ..., 1, € R.

je parametrické vyjadreni APP.

Véta 7 barycentricka: Necht Ay, ..., Ay, jsou body v obecné poloze, B = (Ao, ..., Ax) a
XeBs dty, ... t:

X =Ao+1t - (A —Agy) +ta- (Ay — Ag) + ... + 1 - (A — Ap)
)
(X —Ag)=t1- (A} — Ag) +ta- (Ay — Ag) + ... + 11 - (Ar — Ap)
Pak:
X=(01—t;—tyg—...—tx) - Ag+t1- A +to- Ao+ ... + 1 - Ay

Definice 20 Afinni souradnice bodu X = t,...,tx z vyjadreni:

Barycentrické souradnice bodu X = to,ty,...,tx (kde to = (1 —t;1 —ty — ... — 1)) 2
vyjadrent:

X:(1—t1—t2—...—tk)'140+t1'A1+t2'A2+...+tk'Ak
(Viz véta 7.)
Priklad 28 A...trojrozmeérny afinni prostor (kanonicky). Podprostor B = primka ddna

body A = [2;—1;1], B = [-1;0;1].
Afinni soutadnice:

x 2 3
yl=1-1|+¢ 1
z 1 0
prot € R.
Barycentrické souradnice:
x 2 —1
yl=0—-t)- | -1]+t-{ 0
z 1 1

kde (1 —t) =t1,t = to, tedy plati t; +to = 1.
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Véta 8 a) Mnozina reSeni kazdého SLR je afinni podprostor B kanonického afinniho
prostoru — B = (P, uy, ..., u}), kde bod P je jedno konkrétni reseni tohoto SLR.

b) Pokud B zadané repérem (P, ui,...,ur) je afinni podprostor, tak existuje SLR, jehoZ
mnozinou Tesent je B.

Piiklad 29 Najdéte obecné rovnice primky prochdzejici body A = [2;—1;1],B =
[—1;0; 1].

2 -3
Reseni: Afinni podprostor B = ( -1 +t-] 1 >;t e R.
1 0

a) Najdeme mnozinu W+ vektori ortogondlnich neboli kolmych na smérovy vektor
-3
primky 1 | jako feseni SLR, kde fadky matice systému jsou vektory zaméteni
0
afinniho podprostoru B, v nasem pripadé tedy SLR ma jedinou rovnici, protoze
smérovy vektor je jeden (a na pravé strané rovnice bude nula jako vysledek

-3 x
skalarniho soucinu vektoru 1 | svektorem | y |, ktery hleddme):
0 x

Rovnice —3x+y+0z = 0 md feseni (volime dva parametry, protoze tento jednoduchy
SLR m4 jednu rovnici, ale tfi neznamé):

z = 1 x % 0
y = s > |yl=s-|1|+¢t-]0
T = %5 z 0 1
: 0
3 3
Cili W+ = L( 11;10 ) A z celé konstrukce plyne tedy to, ze kazdy vektor
0 1

mnoziny W je kolmy ke kazdému vektoru mnoziny W+,

Tedy celou véc lze Tici i naopak, a kvuli tomu jsme to délali: zaméteni W je mnozina
vektorit kolmych na mnozinu W+, tedy ve W jsou vektory, které jsou mnozinou
reSeni SLR-hom.:

1
§x+y+0~z =0 (3.1)
O-24+0-y+1-2 = 0 (3.2)

b) Zbyvéa dodat do nasich tivah kromé vektoru jesté body afinntho podprostoru B: aby
pocétek [2; —1; 1] afinnfho podprostoru B byl fesenim systému (3.1),(3.2) zménime
jeho nulové pravé strany:
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Dosad'me do levych stran tohoto systému rovnic bod [2; —1; 1]: na pravych stranach
dostaneme

%-2+(—1) = —=

1 =1

Tedy nas hledany systém dvou rovnic, ktery je vyjadienim podprostoru B, mé tvar:

1 1
sx+y = —- (3.3)

3
2 =1 (3.4)

od (3.1),(3.2) se systém (3.3),(3.4)li8{ pouze nové dodanymi pravymi stranami).

(
(kazd4 z rovnic (3.3),(3.4) je rovnici roviny, piimka AB je tedy urcena jako prunik
t

échto dvou rovin)'®.

Priklad 30

1 1 0
- 2 0 -1
Tr = _9 +s- 0 +t- 1
0 —1 2

je parametrické vyjadrens afinniho podprostoru B.

T3 = S Ty 0 1
1. 1 — T4 =0 Ty = t ) - -1 2
w =Ty — w3+ 21y = O:>$1 = t 7 x3 =7 1 t 0
Ty = 2t—s Ty 0 1
Zamerend...prostor W :
—To +2x3 = 0
T+ 21’2 +r4 =

Prostor B...dosadime bod [1;2; —2;0]:

—X9+x3 = —4
{L’1—|—2{L‘2+Jf4 = 5

Rovina ve ¢tyrrozmérném prostoru je prunikem dvou nadrovin.

167 analytické geometrie vime, Ze jedind obecnd rovnice pifmky bodd v prostoru neexistuje, tj. od
pocatku jsme vlastné védéli, ze hleddme rovnice dvé — piimku bodu v prostoru pomoci jedné obecné
(neparametrické) rovnice vyjddiit nelze, ale pomoci dvou obecnych rovnic ano. Zcela stejny algoritmus
uzijeme v nésledujicim piikladu — plati totiz, ze bodovy APP dimenze k v celém AP dimenze n lze
vyjadfit pomoci (n — k) obecnych rovnic. V piikladu 29 plati k = 1, n = 3, tedy hledali jsme rovnice dvé,
v ptikladu 30 plati k£ = 2, n = 4, tj. hledané obecné rovnice budou opét dvé.
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Poznamka: Pro dobré pochopeni piikladu 29, 30 by se hodila predbézna definice
skalarntho soucinu vektoru a definice kolmosti vektoru, protozeto pravé vyuzivame pti
konstrukei tzv. ortogondlniho doplitku W+. Je dobré, Ze studenti uz tvahy o skaldrnim
sou¢inu a kolmosti znaji ze cviceni. A pojem velikosti vektoru je snad ¢tenéfi téz znamy.

Priklad 31 Afinni podprostor je zaddn obecnymi rovnicemi. Urcete jeho parametrické
vyjadrent:
T —Xg — T3+ Ty = 1
B = { Ty = 6}
To — 2373 =0

Resenf: Vyfesime systém rovnic — mnozina feseni SLR je totiz vzdy afinnfm prostorem.
A mnozina feseni tohoto SLR je tedy hledanym parametrickym vyjadienim naseho APP.
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4 Tyden 4

4.1 Cviceni 4: Analyticka geometrie v prostoru II
e Petakova 15.4: Vz4jemnda poloha piimky a roviny — piiklady 32, 34.
e Petdkova 15.5: Vzijemnd poloha dvou rovin — piiklady 37, 38.

e Petdkova 15.6: Vzajemnd poloha tii rovin — piiklad 40 — zde nejpozdéji proberte
Gaussovu eliminaci, tii mozné typy poctu feseni SLR ti{ rovnic o tfech neznamych.

Studentum lze za doméci kol zadat piiklady v roviné, které byly soucasti proveérky
v minulém roce (jsou v podstaté vzaty zhruba z kapitolek Petdkové ttretiho a ¢tvrtého
cviceni):

Uloha 4.1 a) Gaussovou eliminacni metodou vyreste ndasledugici systém linedrnich rov-
nic:

204+ 3y — 5z = 1;
Y+ 2z 3;
dr +2y — 122 = —1.

b) Interpretujte zaddni i visledek z édsti (a) geometricky.

Uloha 4.2 a) Gaussovou eliminacni metodou vyreste ndsledujici systém linedrnich rov-

nic:
r+4dy+2z = =3

3x+2y+5z = 0
10y +2z = —6.

b) Interpretujte zaddni i vysledek z édsti (a) geometricky.
Uloha 4.3 Je ddn ndsledugici systém tri rovnic o trech nezndmyjch:

r + 2y + 3z =0
r + y — 2z =0
20 + 3y + 2z =0

a) Vyreste systém v oboru redlnych cisel,
b) interpretujte zaddni i vysledek z a) geometricky.

Uloha 4.4 Je ddn nasledugici systém tri rovnic o ¢tyrech nezndmych:

Ty — 29 + 3 4+ T4 = 2
T1 — 29 — T3 + x4 = —2
rK — 2%2 + 3]73 + x4 = 6

Vyreste systém v oboru redlnych cisel pomoci Gaussovy eliminacni metody.
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Uloha 4.5 a) (za 1 bod) Dokaste, ze piimka p = {[1 4+ ;2 — 2t;0],t € R} a bod A =
[1;0; 3] urcéuji rovinu.

b) (za 2 body) Napiste rovnici roviny z bodu (a) — muZete si vybrat, zda ve tvaru obecném
nebo parametrickém.

Uloha 4.6 a) (za 1 bod) Dokazte, Ze primky p = {[g, 2+t;0],t € R}, g = {[3; 1+k; 2],k €
R urcéuji rovinu.

b) (za 2 body) Napiste rovnici roviny z bodu (a) — muZete si vybrat, zda ve tvaru obecném
nebo parametrickém.

Uloha 4.7 a) (za 1 bod) Jakd je vzdjemnd poloha primky
p={[2s;4+s;—1],s € R} arovinyp: x—2y—32+5=07

b) (za 2 body) Napiste rovnici néjaké kolmice na rovinu p, kterd protind primku p.

Uloha 4.8 a) (za 2 body) Jakd je vzdjemnd poloha primky q = {[2+ t;3t;1 —t],t € R}
a Toviny
p={[1+s+2r;3s+3r;1—s—3r|,s,7r € R?

b) (za 1 bod) Napiste rovnici néjaké kolmice na rovinu p, kterd protindg primku q.

Uloha 4.9 a) (za I bod) Napiste (v parametrickém nebo obecném tvaru) rovnici roviny
p, ve které lezi body A = [2;3;0], B = [—1;2;2] a kterd je kolmd k roviné o :
3r—2y+2+6=0.

b) (za 2 body) Vyjddrete parametrickymi rovnicemsi prunik obou rovin z bodu (a).

Uloha 4.10 Je zaddn bod A = [3; —2;2], a rovina p: 2x—y+3z = 0. Najdéte souradnice
bodu A’, jenz ziskdme jako obraz bodu A v rovinné soumérnosti vzhledem k roviné p.
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4.2 Prednaska 4: Vzajemna poloha podprostori — vektorovych
i afinnich

Vzajemna poloha podprostori:
a) Soucet a prunik vektorovych podprostoru,

- prunik VPP je VPP,

- sjednoceni VPP nemusi byt VPP — (U U V) = nejmensi mozny VPP obsahujici
dim (W, + W3) = prostor linearnich kombinaci vektoru z U, V/,

- soucet VPP je VPP —-U +V = L(UUV).
b) Soucet a prunik afinnich podprostoru,

- prunik APP je APP,
- sjednoceni APP nemusi byt APP.

¢) Vzdjemnd poloha podprostoru.

Definice 21 Soucet afinnich podprostori je afinni obal jejich sjednocent, tedy (B UC).

Priklad 32 Sjednoceni APP neni obecné APP, umime ale pridat k bodum vektory z nich
vytvorené: tech muze byt vice.

&

Prostor (B; Wi 4+ W,) ma dimenzi dim(W; + Ws) = 3. Zaroven dim((BUC)) = 3.




Algebra 2 (MA 0005) 53

Piiklad 33 Podprostory B,C:

Prostor (B; Wi + Wy + L(B; (C)), tedy dimenze dim(W; + W3) 4+ 1 = 3 — (tfeti rozmér

—

dimenze dosadime piimku BC').
Definice 22 APP mohou byt: ruznobézné, rovnobézné, mimobézné.
Veéta 9 Vzdjemnd poloha APP — podprostory B,C jsou:
a) Incidentni, rovnobéiné v inkluzi, kdyz:
BCC nebo CC B« (W, CWyV Wy CWy)ABC e W, + W,
b) Rovnobéziné ruzné, kdyz:
Bl CACNB=0a (W, CWyV Wy CW)ABC & Wy+ W,
c) Ruznobéiné, kdyz:
B,C riznobéiné <= (Wy € Wo) A (Wy € W) ABC € Wy + W,
d) Mimobéziné, kdyz:
B,C mimobéiné < (Wi, € Wo) A (Wy € Wi)ABC & Wy + W,y

Pokud mimobézné prostory spojujeme prickou, mame zde dva typy tloh:

a) Naleznéte piicku rovnobéznou s danym smérem — nemd teSeni, pokud smér lezi v

Wi + Wy,
b) Naleznéte pricku prochazejici danym bodem.
Priklad 34 - Hanyska, Hordk, uloha 6.1, str. 38
Priklad 35 - Hanyska, Hordk, uloha 6.2, str. 39
Piiklad 36 - Hanyska, Hordk, uloha 6.3, str. 40
Priklad 37 - Hanyska, Hordk, uloha 6.4, str. 40

Poznamka: Tato kapitola by si zasluhovala i predbéznou definici vektorového soucinu
(predstaveny stiedoskolsky, ale téz pomoci determinantu), protoze bude pouzita ve
¢tvrtém ¢i patém tydnu na cviceni.
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5 Tyden 5

5.1 Cviceni 5: Skalarni a vektorovy soucin vektoru

Poznédmka pro cvicictho: celé cviceni 5 je v podstaté do foroty, pokud vam zbyva ¢as — lze
je celé vypustit, popripadé udélat jen jeho ¢ast, protoze k podobnym vypoctum se pak
studenti vrati v piredmétu Geometrie 2. Soustiedte se tedy na projiti prvnich ¢ty cvicend
peclive.

e Petakova 13.6. — pripominka vypoctu velikosti vektoru v aritmetickém vektorovém
prostoru z Pythagorovy véty, piiklady 24 (dvoji vypocet skaldrniho souc¢inu vektoru),
28, 29, 34, 35, 36, 37.

e Specialni priklad tykajici se skalarniho soucinu a ortogonalniho vektoru: Najdéte
kolmy primét vektoru @ = (2,1,0) do sméru vektoru ¢ = (1,—1,+/2) pomoci
béznych nastroju kolmice a prusec¢iku dvou piimek (lze pak porovnat vysledek
skalarntho soucinu zadanych vektoru a) pomoci vektoru prumétu, b) pomoci kla-
sického vzorce skalarniho souc¢inu v aritmetickém vektorovém prostoru ze souiradnic
vektor.

e Najdéte kolmy prumeét zadaného vektoru do zadané roviny.

e Petdkova 13.7: vektorovy soucin vektoru (piiklady 46,47.48, 54), plus piiklad na
hledéani osy mimobézek pomoci vektorového soucinu.
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5.2 Prednaska 5: Homogenni a nehomogenni SLR, princip su-
perpozice

Tato prednaska konecné shrnuje zakladni pojmy teorie feseni SLR, které uz vlastné byly
skoro vSechny probrany na cviceni pii praktickém pocitani, tj. jedna se o odpocinkovou
prednasku — nebo ¢as pro dohnéni restu minulych ctyt prednasek?

Rada tloh linedrni algebry vede na feseni systému linedrnich rovnic. Déle se s nimi
setkdavame v elektrotechnice (Kirchhoffovy zakony), v ekonomii (tzv. uloha linedarniho
programovani) a v dalsich oborech.

Definice 23 Hodnost matice A (typu m/n) = pocet nenulovijch tddki ve schodovém
tvaru, ktery vznikne z matice A elementdrnimi rddkovymi dupravami.

Poznamka:

1) Na zékladeé véty 4 (elementarni fadkové tpravy neméni linedrni zavislost /nezévislost
radku) muzeme definici hodnosti matice A vyslovit i jinak: hodnost matice A =
dimenze vektorového prostoru generovaného jejimi fadky:.

2) Protoze z fadku matice A lze vybrat bazi podprostoru témito fadky generovaného (tak,
ze vyfadime fadky linedrné z&vislé na jinych rddcich), v piislusném schodovém tvaru
budou nebazické radky pravé radky samych nul.

Definice 24 UvazZujme obecny SLR. Pak:

ain a2 ... Qin
21 Ao2 ... QA3 s, . ,
A= " | se nazyjvd matice systému,
Am1 Am2 ... Amn
a1 a12 ... A1p b1
a1 G2 ... Qg | by

(Alb) = se nazyvd rozsifend matice systému SLR.

Am1  Qpm2 ... amn‘bm

Véta 10 h(A) = h(AT)...hodnost matice A je stejnd jako hodnost matice transponované
AT,

Dukaz: Dukaz nebudeme provadét, ale véta je tak zajimava, ze je dobré ji na tomto
misté zminit.

Poznamka. Véta 10 vlastné rikd, ze maximalni pocet linedrné nezavislych radkt ma-
tice A (tj. dimenze podprostoru generovaného radky) je stejné ¢islo, jako maximélni pocet
linedrné nezdvislych sloupcu matice A (tj. dimenze podprostoru generovaného sloupci), a
to bez ohledu na typ matice.

Napt. pokud je A typu 3/7 a h(A) = 2, znamen4 to, ze dimenze podprostoru genero-
vaného sloupci je také 2, a pii hledani baze podprostoru generovaného sloupci mame 5
sloupcu vyloucit.
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Véta 11 Frobenius-Kronecker-Capelli: SLR md néjaké (alespori jedno) reSeni <
h(A) = h(A|b).

Dukaz: SLR mé FeSeni [Ay, Ay, ..., A,] (ta n-tice je jen jedno feSeni, nikoli n feSeni).
Pak:

ay -ty +ap-to+ .o+ ay oty = by ai a2 A1n by
Qo1 -1 +agy -t .t ag,t, = b a a Qop, b

211+ A -ty + ...+ a2 2o | @ L %22 g | B fa, = | 2
Am1 * tl + ama - t2 + ..t Ay tn == bm Am1 Am2 Amn bm

tj. sloupec bécek je linarni kombinace sloupcu acek, tj. pridanim vektoru bécek se
nezméni sloupcova hodnost < h(A) = h(A|b), protoze podle véty 8 je sloupcova hodnost
totéz co radkova hodnost.

Na zakladeé prikladu 12, 13, 14, 15 lze tedy uzaviit: SLR
a) Nemad z4adné feseni, pokud h(A) < h(Ab),
b) M4 praveé jedno teseni, pokud h(A) = h(A|b) = n,

c) M4 nekoneéné mnoho teseni, pokud h(A) = h(Alb) < n. kde n je pocet nezndmych
SLR.

Zabyvejme se nyni jesté chvilicku tzv. homogennim SLR, protoze ten mé zajimavé
vlastnosti z hlediska pojmu vektorovy prostor:

an't1+a12-t2—|—...—|—a1n-tn =0
a21-t1+a22-t2+...+a2n-tn =0

am1~t1+am2~t2+...+amn~tn =0
Za prvé, n-tice [0;0;...;0] je vzdy Fesenim SLR-~hom., po dosazeni je 0 na pravé i levé
strané rovnic.

Véta 12 Mnozina reseni SLR-hom. tvori vektorovy prostor dimenze n — h(A), kde n je
pocet nezndmych a h(A) hodnost prislusné matice systému.

Dukaz: Pro dukaz vektorového podprostoru staci ukazat, ze pro dvé reseni:

S1 131
- s2 | 7 ta
§ = =

Sn tn

je i kazd4 jejich linedrni kombinace o - 54 f3 -  také fesenim SLR-hom:
S je TeSsenim:



Algebra 2 (MA 0005) 57

t je TeSenim:

an a2 A1, 0

21 - 22 - Q2n, - 0
-1+ “to+ ...+ T, =

am1 Am2 Amn O

= pak a -5+ -1 je fesenim SLR-hom:

a1 Q1n a1 Q1n

@ (a-s1+B-t1)+...+ 2n -(a-sn—l—ﬂ-tn):a-( CU s 4| O -sn+>+

Am1 Amn Am1 Qmn
ain QA1n 0
a a 0
+6-< S I -tn>=
Am1 Amn 0

Piiklad 38 Najdeéte vsechna reseni SLR-hom:

xr] + 2£L'2 - 51'5 = 0
1

T3 + 51’5 =0

ry—2x5 = 0

Resen{: Matice systému uz je ve schodovém tvaru, tj. jen sestavime mnozinu feseni.

Protoze h(A) < 5 = n, vime, ze feseni bude nekoneéné mnoho. Déle vime, ze pocet
parametru, za které lze dosadit jakékoli redlné ¢islo, je n—h(A) = 5—3 = 2...dvé neznamé
oznacime jako parametry, napiiklad:

Ty = t
x4...nemuzeme volit jako parametr, protoze ze tieti rovnice vyjadiime v zavislosti na xs:

Ty = 2375 =2t

x3...nemuzeme volit jako parametr, protoze ze druhé rovnice vyjadiime v zavislosti na

5.
1 1t
Lo == ——. g = ——
3 27 5 92

To = S

x1 vyjadiime z prvni rovnice:

1 1
T, = —2x9 + g,x5 = —2s+ §t
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Celkem mnozina feSent:

—2s + 3t —2 3
S 1 0
K:{ —%t ;s,tGR}:{s- 0|+t —% ;s,teR}
2t 0 2
t 0 1

n — h(A) nezavislych vektoru tvoii tzv. fundamentélni systém feseni. Jejich linedrni
kombinace:

se nazyva obecné feseni SLR-hom.

o O =

je teseni, které dostaneme volbou parametru s = 1,t = 0,

O Wl
NI

— DN

je Teseni, které dostaneme volbou s = 0,¢t = 1.

Touto nezavislou volbou parametru (jeden je roven jedné, druhy je roven nule) dosta-
neme tzv. fundamentdlni reseni, které vytvaii bazi prostoru K vsech feseni SLR-hom.

Definice 25 Obecné teseni SLR, SLR-hom...reseni, ve kterém se vyskytuji parame-
try.

Partikularni reSseni SLR, SLR-hom...jedno reseni, které dostaneme konkrétni vol-
bou parametri.

Jaky je vztah mezi obecnym feSenim SLR a obecnym fesenim SLR-hom? Podivejme
se na konkrétni priklad, a souvislost pak zapiSeme do véty 13.



Algebra 2 (MA 0005) 59

Priklad 39 Vyrestée SLR a SLR-hom pro stejnou matici A levyjch stran rovnic a prozkou-
mejte souvislosti mezi mnoZinamsi reseni:

r+y+224+3w = 13
(SLR): 2 —2y+z+w = 8
r+y+z—w = 1

r+y+224+3w = 0
(SLR—hom): z —2y+z+w 0
x+y+z—w = 0

Reseni: Nejprve SLR — zapiSme systém do matice a feSme Gaussovou eliminaci:

1 12 3|13 1 1 2 3] 13
1 21 1|8 —ry o~ 0 -3 -1 2| —5 2~
3 11 —-1] 1) =3-n 0 -2 —5 —10|-38 ) (=3)
1 1 2 3| 13 11 2 3| 13 11
~1 0 =6 =2 —4]-10 | (-1) ~ 03 1 2| 5 ~ 0 3
0 6 15 30| 114 +7y 0 0 13 26104 ) & 00

Pocet parametria: n — h(A) =4 -3 =1.
Zpétny chod:

x4 = t...parametr
$3:8—2t

1 =13 -9 — 223 — 304 =134+1-164+4t -3t = -2 +1

—2 1
N -1 0

= Obecné feseni SLR: K = { 3 +t- _9 }
0 1

SLR-hom — dpravy jsou stejné, jen sloupec pravych stran jsou nuly:

1 12 3|0 1 1 2 3]0
1 21 1|0 |~..~1 03120
3 11 —-1]0 00120

Pocet parametra: n — h(A) =4 -3 =1.
Zpétny chod:

x4 = t...parametr
T3 = —2t

— =N
NN W
o Ut W



60 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

T1 = —Tg— 203 —3x4 =4t —3t =1

1
= Obecné feseni SLR-hom: K, = {t- _02 }
1
Porovnani SLR a SLR-hom:
-2
-1
8
0

je jedno konkrétni feseni SLR volbou ¢t = 0, nazveme ho partikularni feseni = jedno
konkrétni feseni, které dostaneme konkrétni volbou parametru ¢i parametru.

Veéta 13 Princip superpozice: Obecné reseni SLR = partikuldrni reseni SLR + obecné
reseni SLR-hom.

Maticové operace, maticova metoda reSeni SLR:

Tato metoda je tfeti moznou metodou feseni SLR (po Cramerové metodé v prvni

kapitole a Gaussové eliminaci ve druhé kapitole):
Kdybychom dokazali néjak definovat nasobeni matic ¢i nasobeni matice krat vektor,
lze SLR psat v maticovém zapisu: m = n..VRATME SE K SITUACI CTVERCOVE

MATICE:

ay;pr a1 ... QAip T bl
21 A29 ... QA2pn ) ) _ bg
Gp1 Apy .. Qpp Tn by,
A-7 = b/ A (zleva)
A7V A7 = AN
E.-z A7l.p
X A7t b

Jak vime z algebry 1, pokud by existovalo néco jako inverzni matice vzhledem k
nasobeni, mohli bychom feseni ¥ spoéitat pravé pomoci A~!. Pak by se souéin matice
A a matice k nf inverzni A~! rovnal jednotkové matici E, kterou bychom diky vlastnosti
jednotkového (= neutralniho prvku) mohli z vypoctu zcela vypustit.

Podivejme se tedy na operace s¢itani matic a nasobeni matic, v jakém smyslu je mozné
tyto operace definovat, a jaké vlastnosti splnuji:

Definice 26 Necht jsou A, B matice typu m/n stejného typu. Pak soucet matic A + B
definujeme jako matici, kterd vznikne sc¢itdnim po slozkdach:

air a2 ... Qg biy bz ... b, ay +bnn app+bie . ap, + by,

Qo1 Q22 ... A2y by bay ... boy a9 +bar  age +byw ... ag, + bay

Am1 Gm2 -~ Qmp bml bm2 bmn am1+bm1 am2+bm2 amn+bmn
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Jaké vlastnosti bychom mohli u takto definovaného scitani matic ocekavat?
Véta 14 (M,xn, +) je komutationi grupa.

Dukaz:
(1) Uzavienost operace: vysledkem souctu je opét matice stejného typu m/n,
(2) Asociativita: (A+ B)+C = A+ (B + C)...plyne z asociativity s¢itani realnych ¢isel,

(3) Neutrélni prvek vzhledem ke séiténi je matice samych nul typu m/n,

—aj; —ai2 ... —Aaip

; . . —a921 —Q922 ... —a3
(4) Inverzni k A je matice —A = "
—Am1 —Qm2 ... —Amn

(5) Komutativita plyne z komutativity séitani redlnych ¢isel.

Se zkoumanim maticového nasobeni a maticovou metodou feseni SLR budeme po-
kracovat v nasledujici prednasce, tedy v prednasce 7, pokud doba ptisti prednasky bude
vénovana napsani proveérky ze cviceni.
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6 Tyden 6

6.1 Cviceni 6: provérka-a

Provérka-a na témata urcéend cvicicim.

6.2 Prednaska 6: Provérka ze cviceni, bude-li potieba poskyt-
nout dobu a uc¢ebnu prednasky
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7 Tyden 7

7.1 Cviceni 7: Cramerovo pravidlo, vypocet determinanta

e Vypocet determinantu fadu 2, fadu 3, fadu 4 (u fddu 4 pripomente definici deter-
minantu).

e Laplaceuv rozvoj determinantu podle fadku nebo sloupce, uprava determinantu na
schodovy tvar, vypocet nékolika determinantu na zakladé vsech moznych vlastnosti
a uprav.

e Cramerovo pravidlo pii feseni SLR.
Priklady z proverky 2019:

Uloha 7.1 a) (za 2 body) Pomoci Laplaceova rozvoje 5.7ddku zjednoduste viypocet de-
terminantu 7ddu 5 pomoci nékolika determinantu vddu 4. Vysledek nedopocitivejte,
provedte jen dosazeni do Laplaceova rozvoje:

0 010 O
-1 031 2
1 -1 3 2 4
7 4 35 10
0 510 3

b) (za 2 body) Zdivodnéte, jaké znaménko je pri vipoctu determinantu rddu Sest matice
A u soucinu

Q14 * A23 * A31 * Q42 * 56 * A65-
Uloha 7.2 a) (za 2 body) Pomoci Laplaceova rozvoje 2.sloupce zjednoduste vypocet de-

terminantu 7ddu 5 pomoci nékolika determinanti 7ddu 4. Vysledek nedopocitdvejte,
provedte jen dosazeni do Laplaceova rozvoje:

0 010 O
-1 031 2
1 -1 3 2 4
7 4 3 5 10
0 510 3

b) (za 2 body) Zdivodnéte, jaké znaménko je pri vipoctu determinantu rddu Sest matice
A u soucinu

a1q * Q25 * A32 * A43 * Q51 * AEE-

Uloha 7.3 Vypoctéte hodnotu determinantu

1 -3 0 -1
2 3 1 2
3 4 2 -1
1 =2 0 -2



64 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

Uloha 7.4 Je ddna matice

1 21 =2
0 21 2
A= -1 3 1 3
3 4 3 2

a) Vypocitejte determinant matice A (za 3 body).

b) Jaké znaménko by mél pri vypoctu determinantu matice A soucin aiy - ass - asy - a4z,
pokud byste pouZili vzorec z definice determinantu (za 2 body)?

Uloha 7.5 Je ddn ndsledugici systém tri rovnic o trech nezndmyjch:

r + 2y — z = 3
2 + y — 2z = -1
—3r + 4y — 5z = 1

a) Uved'te divod, proé¢ zadanyj systém nelze vesit Crameroviym pravidlem (za 1 bod).

b) Vyreste systém v oboru redlnych c¢isel pomoci Gaussovy eliminacéni metody

(za 8 body).

Uloha 7.6 Je ddn ndsledugici systém tri rovnic o trech nezndmych:

2t — 3y + z = 0
r + 2y — =z 3
2 + y + z = 12

a) Owvérte, Ze zadany systém lze Tesit Cramerovym pravidlem (za 1 bod).
b) Vyreste systém v oboru redlnych cisel pomoci Cramerova pravidla (za 3 body).
Uloha 7.7 Vypoctéete hodnotu ndsledujiciho determinantu.

—1

N = O
S = N =
S =N

0
1
2
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7.2 Prednaska 7: Operace s maticemi, inverzni matice, maticova
metoda reseni SLR

Definice 27 Necht A je matice typu m/k a B je matice typu k/n. Pak lze definovat
soucin matic C' = A - B jako matici typu m/n, kterou ziskame pomoct vzorce:

k
Cij = E @it - by = i1 - bij + Gig - baj + ... + @iy - by
=1

a1 a1 ... QAik
as1 Qoo ... Qo bii bz ... by biy
le bgg bgj bgn _
;1 ;9 N
b bre ... br; bin
Am1 Am2 ... Amk
an~b11+a12~b21+...+a1k'bk1 au~b1n+a12~b2n+...+a1k-bkn
_ a1 - bir +age by + ...+ agk b . g1 bin + @ - bay + o+ agk  bpy
Cij
aml~b11+am2-b21+...+amk-bk1 aml-bln+am2-b2n+...+amk-bkn

Poznamka: Pokud trochu predbéhneme pojem skaldrniho soucinu, na pozici (i, 7)
vysledné matice se vyskytuje skalarni soucin i-tého radku matice A a j-tého sloupce
matice B, jak jej zname mozna z analytické geometrie SS:

b

cij = (i1, Gz, -y Qi) - = ai1 - b1y + aig - boj + .. + @i - by

bij

(Slozky obou vektoru na odpovidajicich pozicich vynésobime, vSechny tyto souciny
secteme). Z toho také plyne, Ze ndsobeni matic lze provést jen tehdy, kdyz pocet sloupcu
matice prvni je roven poctu fadku matice druhé v daném poradi (skaldrni sou¢in aritme-
tickych vektort o ruzném poctu soufadnic totiz nemd smysl).

12 -1 0 g
Piiklad 40 Pro matice A= | 0 1 —1 =7\ typu3/4, B = 10 typu 4/2 je
~8 0 0 -5 s

souc¢inem C = A - B matice typu 3/2, kde:

1-34+2-(=4)+(-1)-140-(-2) 1-242-14+(=1)-0+0-(-3)
C=10-3+1-(-4)+(-1)-14(-7-(-2) 0:-241-14+(-1)-04+(-7)-(=3) | =
—8:340-(—4)+0-1+(=5)-(-2) —-8:240-14+0-0+(=5)-(-3)
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3 2
—4 1
(1,2,—1,0)- 1 (1,2,—1,0)- 0
—2 -3
. ’ 6 4
=1(0;1;,-1;,-7) - (0;1;—1;=7) - = 9 22
! 0 —14 -1
-2 -3
3 2
—4 1
(—8, 0;0; =5) - 1 (—8;0;0; —5) . 0
-2 -3

Pfi ndsobeni matic tedy podstatné zalezi na jejich poradi — pocet sloupcu prvni matice
musi byt stejny jako pocet fadku druhé matice.

Abychom mohli viibec realizovat nasobeni matic bez ohledu na jejich poradi a snazit
se hledat inverzni matici A~! k matici A bez ohledu na poradi, ve kterém tyto dvé matice
nasobime, musime se omezit na ¢tvercové matice typu n/n neboli étvercové matice radu
n.

Definice 28 Ctvercovd matice A Fddu n je:
a) singuldrni, jestlize h(A) < n,
b) regularni, jestlize h(A) = n.

Véta 15 Mnozina (Myuxn,+,) ¢tvercovijch matic 7adu n je nekomutativni okruh, ktery
obsahugje netrivialni délitele nuly.

Diikaz: Uz jsme a) dokdzali ve vété 14, ze (M,,, +) je komutativni grupa, zbyva tedy b)
dokézat (ukédzat) vlastnosti, které se tykaji operace nasobeni, a pak c) vlastnosti tykajici
se souhry obou operaci (viz definice okruhu z Algebry 1):

(1) Vynéasobenim dvou ¢tvercovych matic fadu n vznikne ¢tvercovd matice fadu n...to
plyne z definice nasobeni matic,

(2) Nésobeni matic je asociativni: A - (B -C) = (A- B) - C...dukaz rozepsanim souc¢inu
na kazdé pozici matic na obou strandch rovnosti,

(3) Vzhledem k nédsobeni ¢tvercovych matic 3 neutralni prvek, tzv. jednotkova matice:

1 00 ... 0
010 ..0
E=10 01 .. 0
0 00 .. 1

...jednicky ma pouze na hlavni diagonale, jinak jsou vSude nuly,
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(4a) Inverzni matice A~ k matici A — existuje jen nékdy, a sice prave tehdy, kdyz A
je regularni (dukaz plyne z diskuze u metody vypoctu inverzni matice, viz dale);

obecné tedy inverzni matice nemusi existovat,
(4b) Mnozina obsahuje tzv. netrividlni délitele nuly, tj. nenulové matice, jejichz souc¢inem

je nulova matice — naptiklad pro n = 3:

11 5 0 1 =2 000
11 -71-10 =1 2 ] =10 0 0
00 O 0 0 0 0 00

..matice A, B jsou netrividlni délitelé nuly (nula = neutralni prvek vzhledem ke
s¢itani, nikoli k ndsobeni — viz Algebra 1!!).

(5) Nésoben{ matic nenf obecné komutativni — bud’ v opacné poradi matice vibec nelze
nasobit, nebo u ¢tvercovych matic dostavame ¢asto ruzné vysledky.

Vezmeme-li napiiklad uvedené délitele nuly pro n = 3 (tj. A- B = O) a vynédsobime

je v opacném poradi, dostaneme:

0 1 -2 11 5 1 1 =7
B-A=10 -1 2 |-|1 1 —-7|={(-1 -1 7
0 0 0 00 O 0 0 O

tj. A-B # B - A. Co se tyka operace nasobeni Ctercovych matic, (Mxn,) je
tedy nekomutativni monoid, protoze (jesté bude na prikladech potvrzeno) inverze

vzhledem k nasobeni existuji jenom nékdy.

(6) A zbyvé ovérit vzdjemnou souhru operaci, tj. distributivni pravidla:
A-(B4+C) = A-B+A-C
(B+C)-A = B-A+C-A

...1ze dokazat rozepsanim vysledku na pozici ¢, .

Tedy celkem, podtrzeno a secteno, (M, x,,+,+) je nekomutativni okruh (ktery neni
oborem integrity jednak diky nekomutativité operace nasobeni, jednak diky existenci

nenulovych délitelt nuly). Dukaz je hotov. [
Rysuje se nam tedy odpovéd na otdzku, kdy lze fesit SLR maticovou metodou: jen
tehdy, kdyz A je ¢tvercova (m = n) a regularni (h(A) = n).
Maticova metoda feseni SLR (pokracovani ze zavéru prednasky 5):
A-Z = b/ A zleva

— A l.p

Popiseme nejprve na prikladu tzv. Gaussovu-Jordanovu metodu vypoctu inverzni matice,
a potom ve vétach 16, 17 ukdzeme, ze tento postup je opravnény a vede k cili vzdy, kdyz

8y

A~ existuje.
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1 2 3
Piiklad 41 Pro A= |2 1 2| naleznéte inverzni matici A~ tak, aby:
01 2
1 00 1 00
A-AT=E=1010];4A""A=E=[01 0
0 01 0 01

Regeni: Zaéneme tak, Ze napiSeme matici A, a za ni doprava matici E, tj (A|E):

2 0
1 0
1 1

O N =
N DN W
o O =
O = O

Dale elementarnimi radkovymi tpravami upravime tuto matici typu 3/6 na schodovy tvar
Gaussovou metodou:

1 2 31 00 1 2 3/ 100
21 2{0 10 —2-r o~ 0 -3 —4|-2 10 | ~
01 20 01 0O 1 2, 001
12 3] 100 123 100
~10 1 2] 001 ~ 01 2 001
0 -3 —4|-2 10 +3 -7y 0 0 -2 1 3
Vynasobenim tadku zajistime, aby na hlavni diagonale byly hodnoty 1.

Zde by koncila Gaussova metoda u systému rovnic.

My ovSem pokracujeme déale a "vyrdabime”’nuly také nad hlavni diagonalou tak,
abychom neporusili nuly pod diagonalou — budeme pokracovat tak dlouho, az na levé
strané vytvorime jednotkovou matici.

Pti upravach ry pouzijeme nésobek radku rs, ktery neporusi hodnoty as; = 0, age = 1:

123, 100
~1 01 2 0 1 —2.r3 o~
00 1|-1 1 3
123 1 0 O —2-r9—3-1;3 1 0 0 O % _%
~1 010 2 —1 =2 ~ 010 2 —1 =2
13 1 3
00 1/-1 5 3 001/ -1 & 2
0 3 -
a v pravé ¢asti schématu jsme dostali matici [ 2 -1 -2 | = A1
-1 1 3
2 2

Lze provést zkousku:



Algebra 2 (MA 0005) 69

Véta 16 Kazdou ERU matice A (pricténd ndsobku jiného tddku, vyndsobeni radku nenu-
lovgm éislem, vifiména dvou Tadki) lze reprezentovat obndsobenim matice A jistou requldrni
matici zleva.

Dukaz: Ukazeme na piikladu, ve kterém pouzijeme vSechny typy elementarnich
radkovych uprav:
Ad priklad 41:

1 2 3
A=12 1 2| —2-ry .. Gprava P,
01 2
1 00 1 2 3 1 2 3
P:{-2 10 2 1 2 = 0 —3 —4| ... dprava P, = vymeéna 19,73
0 0 1 01 2 0o 1 2
100 1 2 3 1 2 3
P:10 0 1 0O -3 -4 = |0 1 2
010 0o 1 2 0 —3 —4/) +3-ry ... uprava Pj
100 1 2 3 1 2 3
P:10 1 0 0o 1 2 = |0 1 2
0 31 0 -3 —4 0 0 2 % ... Uprava P,
1 00 1 2 3 1 2 3
P:10 1 0 01 2 = 0 1 2] —2-r3... uprava Ps
00 2 00 2 001
1 0 0 1 2 3 1 2 3\ —2:-r93—3-r3... uprava Fy
Ps: 10 1 =2 01 2] = (010
00 1 0 01 0 01
1 -2 =3 1 2 3 100
FPs:10 1 0 01 0] = (010
0 0 1 0 01 0 01

Provedli jsme celkem vypocet Ps - Ps- Py - Py - Py - Py - A = E3. Kazdy z typu ERU
jsme realizovali vynasobenim jistou matici P;. V§imnéte si také, ze vSechny matice P; jsou
regularni, tj. jejich hodnost je maximalni moznéa. [J

Véta 17 Gaussova-Jordanova metoda: (A|E) ~ ERU ~ (E|A™Y) najde vidy inverzni
matici A=Y, pokud A™' existuje.

Ditkaz: Ad ditkaz véty 16 na pifkladu 41: Jak je mozné, ze pomoci ERU matice A lze
spocitat A~!, kdyz tytéz ERU pouZijeme na matici Es?

To plyne z faktu, ze ERU predstavuji vynasobeni maticemi P;: Pg-Ps-Py-P3-Po-Py- A =
E3 podle véty 4 z textu Algebra 1 (zékladn{ vlastnosti v kazdé grupé): pokud souéin dvou
matic je roven neutrdalnimu prvku, pak tyto matice jsou si navzajem inverzni.

A navic lze psat:

Po-Ps-Py-Py-Py- P = Ps-P5-Py-Py- Py Py - B,
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kde Fs3 je neutralni prvek vzhledem k operaci nasobeni a soucin na pravé strané
rovnosti znamena, ze na jednotkovou matici E3 pouzijeme ERU, kterymi jsme pievadeli
A na Eg.

(K primému dukazu véty 17 bychom potiebovali dokazat i vztah:
AQi Q- Qi Qi Qs Qu=E
kde Q1 - Q2 Qs - Q4 - Q5 - Qs = AL, protoze nasobeni je obecné nekomutativni.

Obnédsobeni matici Q; zprava piedstavuje sloupcové tpravy, a matici A1
bychom ziskali tak, ze bychom vytvorili matici typu 6/3, (%) (jednotkovou matici
bychom napsali pod matici A), a provdadéli Gaussovu eliminaci pro sloupce, nikoli
pro tadky. Tento odstavecek neni povinnou ¢asti dukazu, doplnuje pouze celkovy
obraz: tadkové tupravy matic lze reprezentovat obnasobenim jistou regularni matici

zleva, sloupcové tipravy matic lze reprezentovat obnasobenim regularni matici zprava.) [

Poznamka: Také je z postupu pro vypocet A~! pti dpravach schématu (A|E) jasné,
pro¢ tato inverze existuje jen nékdy: pokud ve schodovém tvaru vzniklém z matice A
pomoci ERU je néktery tddek v levé ¢asti schématu nulovy (néktery prvek na hlavni
diagondle schodového tvaru je roven nule), tj. to znamend, ze aspon jeden fadek matice A
je zavisly na téch ostatnich, tak potom zadnymi ERU nelze regulérné ,vyrobit“ z tohoto
rfadku tadek nezavisly na téch ostatnich, protoze ERU zachovévaji zavislost /nezavislost
radku matice A. Tedy v takovém piipadé pomoci ERU nelze prevést A na jednotkovou
matici, ve které jsou vSechny radky linearné nezavislé.

(V takovém pifpadé A~! neexistuje, protoze matice A je singuldrni.)

Ad piiklad 21 Vyiesme metodou A~! systém linedrnich rovnic:

o + 3as = 3
a1 — Qg + Q3 = 5
—ay —3a3+ay = —2

—o1+ag —dag+2a4 = 1

Reseni: Prepisme si systém maticoveé:

1 0 3 0 Qaq 3

1 -1 1 0| [ee] |5 _1
10 -3 1] las| = |2 /- A7 (zleva)
-1 1 =5 2 Oy 1

Najdeme matici A~

1 0 30/1000 1 0 30| 1000
1 -1 10/0100]| —nr 0 -1 =2 0|-1 120 0

1 0 -3 1l0010]| +r ~ o 0o 01| 1010]|["~

1 1 =5 2000 1) 4n 0 1 -2 2| 100 1
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8 Tyden 8

8.1 Cviceni 8: Vzajemna poloha vektorovych podprostoria, di-
menze a baze souctu a priniku vektorovych podprostori.

Obsah tohoto cviceni urychlete tak, abyste ve druhé poloviné se vénovali tloze najit
dimenzi a bazi souctu a pruniku podprostoru.

e Definice vektorového prostoru (jen struéné — odkazte na prednasku ¢islo 1). Dimenze,
baze a souradnice.

e Piiklady vektorovych prostoru: aritmeticky vektorovy prostor R", prostor polynomiu
R, [x] stupné nejvyse n, prostor spojitych redlnych funkei.

e Vektorovy podprostor, soucet a prunik vektorovych podprostoru, vzijemna poloha
vektorovych podprostoru (tiloha uréeni dimenze a baze souctu a pruniku podpro-
storu).

Priklady z provérky 2019:

Uloha 8.1 Urcete, zda W je vektorovy podprostor aritmetického vektorového prostoru
R3: rovina W je zadand rovnici

20 +y—324+6=0.

Uloha 8.2 Urcete, zda W je wvektorovy podprostor aritmetického vektorového prostoru
R3: rovina W je zadand rovnici

20 +y—2=0.

Uloha 8.3 Jsou ddny vektory @ = (1,-1,3), 7 = (—-2,4,-1), & = (—1,3,2). Roz-
hodnéte, zda generuji vektorovyj prostor R®. Své rozhodnuti zdivodnéte vijpoctem.

Uloha 8.4 Ve vektorovém prostoru R? jsou zaddny vektorové prostory U = L(uy,us) a
V = L(vy,vq), pricemz

Urcete dimenzi a bdzi
a) souctu U +V a
b) pruntku UNV.

Uloha 8.5 Ve vektorovém prostoru R? jsou zaddny vektorové prostory U = L(uy,us) a
V = L(vy,vq), pricemz

Uy = (1707 3)7 Uy = (_27 170)7
V1 = (—1, 1,3), Vg = (3, —1,3)

Urcete dimenzi a baz
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a) souctu U +V a

b) pruniku U NV.

Uloha 8.6 Ve vektorovém prostoru R* je podprostor W zaddn ndsledujici mnozinou ge-
nerdtoru. Urcete dimenzi a bdzi ayy podprostoru W.

uy = (2,1,1,4);u3 = (0,1,0,7);u3 = (1,2,2,3);uy = (4,1,2,1).
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8.2 Prednaska 8: Linearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory,
jadro a obor hodnot.

V algebte 1 jsme se zabyvali pojmem homomorfismus mezi grupami a jeho vlastnostmi;

nyni v algebte 2, teorii prostoru, se budeme téz zabyvat zobrazenim mezi vektorovymi

prostory, které zachovava vysledky operace — u vektorovych prostoru je ovsem kromé

grupové operace souctu definovana jesté operace vynasobeni vektoru skalarem, tj. linearni
zobrazeni bude zachovavat také vysledek soucinu (skalar krat vektor).

Definice 29 Necht jsou (V,+,-), (V',+, ) vektorové prostory nad stejny éiselnym télesem
(T,+,).
Linearni zobrazeni f : V — V' je takové zobrazent, pro které plati vlastnosti:

a) Vu,v eV : o+ v) = o) + ¢(V)...podminky zachovdni grupové operace,

b) Vie V,aeT: p(a-u) = a-@(U)...podminka zachovdni vysledku soucinu (skaldr krdt
vektor).

Obé podminky lze soucasné vyjadrit v jedné:
Vi,ve Vo, €T pla-u+ [ -7)=a- o)+ - )
Obraz linedarni kombinace = linedrni kombinace obrazu dilcich vektoru.

Poznamka: Zadani linedrniho zobrazeni — bude vysvétleno na prikladé (Horak, str.
85).

Budeme oznacovat dimV = n, baze V = (€1,€3,...,6,) a dimV' = m, bize V' =
( Fis foy oo, f:n) Vzhledem k témto zvolenym bézim lIze linedrni zobrazeni zadat:

a) Pomoci predpisu mezi souradnicemi 7 € V a ¢(v) € V/,
b) Pomoci matice A typu m/n : ¢(v) = A - ¥...jedna se o dalsi vyuziti pojmu matice,

¢) Pomoci obrazu ¢(€1), ¢(€3), ..., p(€,) bazovych vektoru.

1 0 0
Piiklad 42 Uvazujme V = R3 s bdzie; = (0] ,éa = [1].,e5=|0] a V' =R? s
0 1 1

7 1\ » 0
viet o= (o) 7= ().
Linedrni zobrazeni ¢ -V — V' lze zadat:

ad a) Vzorcem = predpisem:

v 201 + v
o@) = | v —(UI_UQ_U?))
U3
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ad b) Matici A zobrazeni ¢ v zadanych bdzich:

U1

. (20 1
gp(v)-A-v-(l 1 _1)- Vg
U3

(Matici A vytvorime na zdkladé koeficientu u souradnic v; ze vzorce (a), naopak
ze zadané matice A lze snadno vytvorit vzorec pro ¢ doplnénim nezndmych, tj.

rozndsobenim soucinu A - U).

Rozmeér matice A si lze pamatovat ¢i zkontrolovat také z faktu, Ze:

...maticové nasobeni (v tomto pripadé ndsobeni matice krdt vektor) musi byt pro-
veditelné! Prdvée zde je dulezité si pamatovat, Ze vektor ¥ musi byt zaddvdn jako

sloupcovy vektor!!!!

ad c) Pomoci obrazi ¢(€7), p(€3), p(€3): napriklad ze vzorce (a) ¢i z matice (b) lze psdt:

1 ) 1
e =¢ (o] = (7 4 0
0 0
, ’ >0 1\ (Y 0
)=l =11 1 ) | = (4
0 0
, X 2 0 1Y) (! 1
P =el0) =11 1 1)Y=
1 1

Obrazy zdkladni bdze jsou sloupce matice A — naopak tedy, pokud mdme celé linedrni
zobrazeni zaddno pomoct obrazu zdkladni bdze:

1

0
0 — (?) i1
0 £ \O

€ €

o

—1

0>'
I

0
0

(%),

€

muzeme uspordadanim téchto obrazu do sloupcu jednoduse vytvorit matici A.

Piiklad 43 (Hordk, str. 85)
a) Zobrazeni 1 : R® — R? definované jako:

U1
(%)
U3

(8

<Ul — U2 — U3

2U1+1

)
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1 1
nent linedrni, protoze napr. prou= | 1], 7= | 0
0 -1

5

2

2) - (6)

s = (12;11+—10> o (12;10111> - (165)

(Problematické je pricitand jednicky v pruni souradnici.)

Y(2u 4+ 30) =

b) Zobrazeni § : R?* — R? definované jako:

U3
1 1
nent linedrni, protoze napr. prou= |1 ], 7=1| 0
0 -1
5
5i+37) = 5| 2 | = (10)
_3 6

2-0(W)+3-0(0) = 2- (11;1;:10) +3- (1 —16&1) B (2)

(Problematicky je soucin vy - vo v proni souradnici.)

Poznamka:
1, Z prikladu 43 plyne pouceni, ze ve vzorci linearniho zobrazeni se nemuze vyskytovat
ani konstanta, ani nelinearita typu v, - v2, v? apod.

Ve wvzorci linearntho zobrazeni se tedy mohou vyskytovat pravé jen
linedrni kombinace soufadnic zobrazovaného vektoru v.

2, Vsimnéme si vztahu mezi rozméry matice A (m/n) a dimenzemi obou prostoru m =

dim(V'"),n = dim(V).

Linearni zobrazeni R? — R%:
Rada linedrnich zobrazeni v roviné je zobrazenimi, na které jsme (snad) uz zvykli ze

7S/SS:
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Piiklad 44 a) Hezké zobrazend je identita, kterd nedéld nic: vektor U se zobrazi na sebe
sama. Matici tohoto zobrazent je:
1 0
=0 )

s = ()03 )-0)- )

b) Do tridy téchto linedrnich zobrazeni bychom mohli zaradit jesté projekci vektoru na osu x

Matici zobrazent je:
10
5=(0 1)

y L (2 10 2\ (2 y
Napr. pro v = (3) — B (0 0) (3> = (0)...vektor ve SMmEeru 0sy T.

c) A podobné projekce vektoru na osu y. Matici zobrazend je:
00
= 1)
y L (2 . (0 0 2\ _ (0 .
Napr. pro v = <3> —-C U= (0 1) . <3> = (3) ...vektor ve sméru osy y.

Priklad 45 O néco ndroénéjsi je linedrni zobrazent, které predstavuje otocent roviny o uhel ¢
se stredem otdceni v pocatku. Odvodime matici tohoto lin. zobrazeni:

49, ¢€
L | A ‘w e ,dl'll./'ﬂ’ 'ﬂ
-3 A1.Wq°
¢, _ - - d‘fc'- j v
~ain Yo €1+ s € 0
— ' SR
1 L 0AY, - &
e, | o
—
'AIH-‘I% €y

] v _ [cospy —singg) (v
Obecné tedy ¢ (v ) o (sin $o  COSYg ) (1}2) .

Napriklad pro po = 60°= Z md matice D konkrétné tvar

1 _ V3
D=\xs 1
2 2
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T |

y /
z-.
AR
J 1
i :
T ’ )" ¥
AE.; ]
4\
~3

1

- vektor u; = (0

’ ~ v/ ~ . — 1
) se zobrazi na sebe sama, protoze lezi na ose soumérnosti: f(u}) = <O ,

5 1 y , , . ,
- vektor u; = ( 5| se »preklopi* vzhledem k ose x a zobrazi se osovou soumérnosti na

vektor f(u3) = (;)

Najdéme nyni matici F' tohoto zobrazeni:

()= ():(%) ()

Pomoci zadani obrazu baze jsme schopni najit matici zobrazeni:

(29 (2) = () = o=re=0
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=a—20 = 1
c—2d = 2
=1-20 = 1
0—2d = 2
=0=0,d = 1

1 0
tedy F' = (0 _1>.

Zde je mozné uzitecné zminit jeden dalsi pojem: vektor, ktery se zobrazi na sebe sama
nebo na svuj vlastni nasobek, se nazyva vlastni vektor; a dana nasobena hodnota se
nazyva vlastni hodnota.

Tedy vektor uj je vzhledem k osové soumérnosti f vlastnim vektorem, prislusny

nasobek 1 je jeho vlastni hodnota:
1 1
(o) o)

) je vlastnim vektorem, protoze se zobrazi na svuj (—1)-

Nebo vektor uz = (_02

(52) = 1(5) =60 5)(5) = () =0 (5)

7 definice vlastniho vektoru plyne i postup, jak tyto vlastni vektory a vlastni hodnoty
nalézt. Postup a piiklad uvedeme v nasledujici prednéasce.

nasobek:

Podivejme se jesté na otaceni a osovou soumérnost v roviné, jestlize bod otaceni neni
pocatek nebo osa soumeérnosti neni osa souradného systému.

Piiklad 47 Naleznéte matici linedrniho zobrazeni, které predstavuje otdceni roviny o

whel 60° vzhledem ke stredu otdceni S = l g ] .

84 i o otoem” U] S Op e iy
s 0 (0° I :
! = 3
yi ———— DF| -
------------- Je - se ctiedewe. g2 4+------—- ¥ -} — -
L . ris - S
5 ‘ ; v bodle & [
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L3

2
2+3

} , ale pri vytvoreni vektoru ¢ odec¢itame souradnice
2

Bod B m4 sice soufadnice [

V3
obou bodti od sebe a dostaneme v = B — .S = ( 2 ) , tj. stejné soutadnice jako v piikladu

DO |

1 _ V3
45, D - ¥ ma téz stejné souradnice jako v prikladu 45, ¢ili matice D = (\}5 2 ) je
2 2

stejna jako v prikladu 45 — na matici zobrazeni VEKTORU nem4 vliv stied ot4cen.

Piiklad 48 Uréete matici zobrazeni osové soumérnosti kolem primky (=vzhledem k ose
soumeérnosti) y = 3.

Reseni: Matice najdeme pomoci zobrazeni dvou vhodnych vektoru:

= |
1.4 ﬂ..l".'l -

- U = (?) se zobrazi na sebe sama — f(u; = <?>’

- (1 , —1 . - (-1
- Uy = (_2) se zobrazi na vektor ( 9 ), tj. f(uy = ( 9 )

Odtud urcéime matici F*:

()~ 3) ()= ()7 =2

2c+d = 1

1 a b 1 -1

() ()-()-en -
c—2d = 2

Resime 4 rovnice o 4 neznamych:
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2a+b = 2/-2
a—20 = -1
3 4
—ba=3 = a=-,b=-
a a 5 5
2c+d = 1/-2
c—2d = 2
4 3
—5c=4 = c=—-,d=—2
C C 5, 5

3 4
r-(1 %)
5 5

Je jasné, ze se toto vyjadfovani otdceni a osové soumeérnosti pomoci matic na ZS
tolik neuzije, nicméné ¢tenari tohoto textu aspon védi, ze i pii definici linearniho zob-
razeni se stale nachdzime napiiklad u elementarnich transformaci roviny (otaceni, osova
soumérnost), i kdyz nas pohled je vysokoskolsky.
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8.3 Dodatky pro cviceni 09

Piiklad 49 FEuwistuje tedy vztah mezi systémem linedrnich rovnic s matici A a linedrnim
zobrazenim s matici A:

Napft. fesit systém linedrnich rovnic (piiklad 12)

1 2 3 x 9
2 =1 1 -1yl =18
3 0 -1 z 3
9
znamena hledat vzor vektoru pravych stran b = | 8 | vzhledem k linedrnimu zobrazeni
3
v zadanému toutéz matici A — zjistime, ze existuje jediny vzor:
x 2
yl|l=1-1
z 3

které bychom nasli téZ inverznim zobrazenim ¢!

2 9
1] =41138
3 3
Daéle napft. fesit systém rovnic
11 2 =5 x 3
2 5 -1 -9 y| | -3
2 1 -1 3 2| | -1
1 -3 2 7 w )
3
znamend hledat vzor pravych stran b= __131 vzhledem k linearnimu ¢ zadanému

-5
matici A.

V piikladu 13 jsme zjistili, ze téchto vzoru je nekoneéné mnoho:

T —5—2p
y| | 2+3p
z 3+2p
w 0+p
takze i kdyZ inverzni relace ¢ ~! nenf linedrnim zobrazenim (neexistuje matice, kterd
3
. . . . -3 L . .
ji reprezentuje), protoze napi. pro vzor 11 existuje nekoneéné mnoho obrazu, lze

)
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3 —5—2p
symbolem ¢ __131 oznacit celou nekoneénou mnozinu vzoru ;1 gﬁ

-5 0+p

A nakonec, Fesit systém rovnic (ad pf. 15)

12 3 4 x 5
13 5 7 y| |11
10 -1 =2 2| | -6
00 0 O w 0
5
znamena hledat vzor vektoru i16 vzhledem k zobrazeni ¢ zadanému toutéz matici.
0
5
Z pt. 15 lze vidét, ze zadny tento vzor neexistuje — to znamena, ze i16 g Im(f).
0

Veéta 18 Zdkladni viastnosti linedrniho zobrazeni mezi vektorovymi prostory — oznaceni
viz definice 21:

a) p(ov) = oy,
b) ¢(=7) = —p(0),
c) ¢ nemusi zachovat linedrni nezdvislost vektori z V,

d) ¢ musi zachovat linedrni zdvislost vektori z V.

Dukaz:

ad a), b) Protoze ¢ je homomorfismus grup vzhledem k operaci +, na zékladé téze véty
z algerby 1, ¢ musi zobrazit nulovy vektor na nulovy vektor, a obraz inverze (=
obraz opa¢ného vektoru) je inverze k obrazu (= opaé¢ny vektor k obrazu),

ad c) Viz piiklad 42: t¥i nezavislé vektory €3, €3, €3 jsou zobrazeny na vektory:

(1) (%) ()

které jsou linedrné zavislé, tedy dimenze f(V') se muze linedrnim zobrazenim zmensit
(napt. projekce),
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ad d) Pokud uj, = oy -u)+ag-uy+...+ag_1-ug_1, tak linedrni zobrazeni pravé zachovava
,vysledek linedrni kombinace®, tj.:

—

o(ur) = ar - p(u) + ... + ap_1 - p(upi1)

@(uy) je zavisly na vektorech p(u3), p(u3), ..., e(ug_1).

Pri studiu linedrniho zobrazeni jsou dulezité pojmy jadro a obor linearniho zobrazeni:

Definice 30 Necht ¢ : V — V' je linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory.
Jadro Kery linearniho zobrazeni je mnoZina téch vektoru z V', které se zobrazi na
nulovy vektor:
Kerp :={ve€V :p(¥) = oy}

Obor hodnot Im¢p linearniho zobrazeni je mnozina téch vektoru z V', pro které
existuje nejaky vzor:

Imp:={d eV .30V : pU)=uw}

Kery a Imy celkem hodné vypovidaji o kazdém linedrnim zobrazeni ¢. Casto bude
uzitecné Kery a Imy najit. V prvni fazi se uvédomme, ze se jedna o vektorové podpro-
story!

Véta 19 a) Kery je vektorovy podprostor prostoru V,
b) Imy je vektorovy podprostor prostoru V',
c) dim(Keryp) =n — h(A) =dim(V) — h(A), kde A je matice linedrniho zobrazeni ¢,

d) dim(Imep) = h(A).
tedy n = dim(V') = dim(Kerg) + dim(Imyp).
Dukaz je konstruktivni, tj. bude béhem néj vysvétlena konstrukce Keryp i konstrukce
(nalezeni) I'my. Vysvétleme jej piimo na piikladu.
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Ad pr. 42:
a) Kery je mnozina téch vektoru o/, které se zobrazi na nulovy vektor:
A-v=20
kde A je matice zobrazeni ¢:
2.0 1) () _ (0
1 -1 -1 I~ \o
U3

...fesime vlastné SLR-hom!

Reseni bude zavislé na n — h(A) parametrech = dim(V) — h(A) parametrech —
3 — 2 =1 parametr. Pouze vyménme poradi rovnic:

1 -1 =110 1 -1 -11]0
2 0 110 —2-1 0 2 3|0

V3 = t
Vo = —§t
2
3 1
v = —§t+t— —5

1
2

Keryp = {t- —% ;tER}
1

...vektorovy prostor dimenze 1.
Pokud u, v € Keryp, tak:

(i) = <8> , (V) = (8) = p(aeti+5-0) = a-p(d)+fp(0) = '(8) +5'(8) = (8)

— Keryp je uzaviené na linearni kombinace = je to podprostor.

b) Imy je mnozina vektoru:
V/

() €
0 0 1
,90 1 ,so 0] =1_
0 1
b Kt 0 1 bézi:
...vyberme z vektoru 1 A1)\ azl:

1
pl0
0
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1 -1 1 -1 1 -1
0 —1 ~ [0 =1 (=) ~ |0 1
2 1) —2-n 0 3/ +3-7m 0 0

Napt. w; = (_11) , Wa ((1)) je béaze prostoru I'mep.

Vi € V;3dag, a0, a3 € R :
U= ay-€1+ag-€+as-€5 = p(ar-uy+ag-urtoay-u3) = ar-p(u))+ag-o(u)+asz-p(u3)

tj. kazdy vektor z (V) lte vyjadrit jako linedrni kombinaci vektoru
p(e1), p(€3), p(€3), a naopak kazda linedrni kombinace vektortu ¢(€7), p(€3), p(€3)
je opét prvkem prostoru ¢(V'). Tedy mame:

(V) = L(w(é1), p(e3), p(€3))

...z téchto vektoru lze tedy vybrat bézi podprostoru ¢(V).

Bude obcas uzitecné veédet, kdy zobrazeni ¢ (samozfejmé linedrni, o jinych se ne-
bavime) ,zachovava dimenzi“, tj. dim(V') = dim(p(V)). Pozndme to pravé podle jadra
Kery. Nasledujici véta byla dokazéana na jedné z prvnich prednasek predmétu Zaklady
matekatiky!!! Jednd se o krasnou ukazku dukazu logické ekvivalence.

Véta 20 Linedrni zobrazeni ¢ -V — V' je injektivni < Kerp = oy.

Dukaz:

»=* ¢ je injektivni = dva ruzné vektory se nemohou zobrazit na stejny obraz oy, tj.
Keryp muze obsahovat pouze jeden vektor, a sice oy.

w<="“ Kerp = oy = pokusme se dokazat injektivitu zobrazeni ¢:

= @(U—v)=o0y =>u—7v¢€ Kerp

(Uprava vyrazu (@) — ¢(¥) na vyraz ¢(i — ¥') plyne z linearity zobrazeni @), ale v
Kery je pouze nulovy vektor, tj @ — v = oy, tedy 4 = v...0 je injektivni. [J

Véta 20 ndm muze pomoci pii zjisténi, zda se zobrazenim ¢ ztrati ¢i neztrati néjaka
dimenze podprostoru zobrazovanych vektoru: pii injekci se zddna dimenze nemuze ztratit,
tj. (V) m4 stejnou dimenzi jako V.

Definice 31 SloZenim dvou linedrnich zobrazeni vznikne opét linedrni zobrazeni:
oV = V' (smatici A), v : V! — V" (s matici B) = slozené zobrazeni pop : V — V"

(s matici B - A) je zobrazeni:

o @(0) :=Y(p(V)) ( cteme: zobrazeni ¥ po )
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87

Népoveéda: Nasobeni B - A matic dil¢ich zobrazeni provadime ve stejném potadi, jako je

napsano poradi zobrazeni ¥ o .

Piiklad 50 Méjme linedrni zobrazeni ¢ : R® — R3 zadané matici:

a zobrazeni ¢ : R* — R? zadané matici:

1 0 2
B‘(1 -3 1)'

= Slozené zobrazeni 1 o ¢ : R> — R? je zadané matici:

5 0 7 -2 1
B'A:(S -3 -2 —4 —6)'

Tedy sloZenim prirazent

X1
T Y1 101 0 -1 To
3| =7 | Y2 | = 01 2 1 2 | x3
T4 Ys 2 0 3 -1 1 T4
T5 Ty
a
hn . ANE 1 0 2 . W
y2 29 - 1 _3 1 y2
Y3 Ys
dostaneme prirazeni
1 T1
Sl (aY_(p 0 7T -2 1) |
s ) \3 -3 -2 —4 —6 5
T4 L4
Ts

Ts
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9 Tyden 9

9.1 Cviceni 9: Operace s maticemi, inverzni matice, maticova
metoda reseni SLR

Napriklad:

Uloha 9.1 Sectéte a vyndsobte matice ruznych rozméri — kdy jsou tyto operace vubec
mozné?

Uloha 9.2 Pro zadanou matici A najdéte matici opacnou a matici inverzni. Vice prikladu
— nékdy hledand matice ezistuje, nékdy neexistuje (jak to pozndme v prubéhu algoritmu?).
Inverzni matici prosim jen Gauss-Jordanovou metodou, druhou metodu pomoci determi-
nantu jsem studentum nesdéloval.

Uloha 9.3 Vyreste pomoci inverzni matice
e SLR: A-%=1b;
e maticovou rovnici: A - X = B, vSechny matice jsou radu 2.

Uloha 9.4 Pro zadanou matici A typu 3/8 najdéte matici P typu 3/3, kterou kdyz matici
A vyndsobite zleva, dostanete matici P - A, kterad se lisi od matice A jen tim, Ze

e druhy a treti rddek jsou prehozeny;
o treti radek je vyndsoben ctyrmi,
e ke druhému radku je pricteny pétindsobek pruniho radku.
Uloha 9.5 Najdéte dvé matice typu 2/2, které jsem nenulovimi déliteli nuly.

Uloha 9.6 Je ndsobeni matic operace komutativni?

Uloha 9.7 Zkuste dokdzat, Ze na mnoZiné matic typu 2/2 je operace mdsobeni matic
asociativni, tj. Ze plati

aix aiz2 \ bit bz [ G G2 ) [ G iz bir bz o G111 C12
Q21 Q22 bar b2 C21  C22 Q21 Q22 bar b2 C21  C22 '
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9.2 Prednaska 9: Matice prechodu, vlastni ¢isla a vektory lin.
zobrazeni, zména matice linearniho zobrazeni pii zmeéné
baze

Véta 21 a) vy, ...v;, jsou vlastni vektory redlné matice A, kazdy s jingm vlastnim céislem

= jsou linedrné nezdvislé.

b) Viastni vektory odpovidagici jedné vlastni hodnoté tvori VPP.

Dukaz:

ad a) Dokazme indukeci: m = 1...vektor ¥ je linedrné nezéavisly, protoze je nenulovy in-

dukeéni krok:

tvrzeni plati pro m — 1 vlastnich vektoru matice A = tvrzeni plati pro m vlastnich
vektoru matice A.

Predpokladejme sporem, ze nenulovy vektor vecv,, je zavisly na vektorech vi, vs,
ceey Ump—1, tJ
Uppy = 1 - U] + Qg * Vg + oo+ Q1 * U1

a soucasné nékteré a; # 0.
Vynasobme danou rovnost matici A a vyuzijeme prevodu pomoci A - v; = A; - U5

)\m'U7n:Oél')\1'U_i+0é2'/\2"l]_é+...+04m,1')\m,1'Um_’,l.

Pokud od této rovnice odecteme \,,-ndsobek predchozi rovnice v, = a1 - U7 + ag -
Uy + oo + Q1 * U1, dostaneme:

-

0= Oél<)\1 — )\m) . 'U_i “+ ...+ amfl()\mfl — )\m) *Um—1-

Na zakladé indukéniho predpokladu nyni musi byt vSechny koeficienty rovny 0,
protoze 1, ..., V1 jsou linedrné nezavislé = \; = \,,...spor s tim, ze vSechny \;
jsou ruzné.

ad b) Prostor vlastnich vektoru pro jedno stejné A je uzavien na linedrni kombinace:

A-0v1 = X1y

Ao = >\.1}2}:>A-(oz1v_i—|—ozgv_§):a1-A-v}+a2-A-v_§:)\(ozlv_i—l—ozgv})

...10] + apvy je vlastni vektor pro totéz A.

R4dné zopakujme (a doplnme vSemi nalezitostmi) definici vlastniho vektoru a vlastniho
¢isla linearni transformace ze str. 79:



90 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

Definice 32 Linedrni transformaci ¢ vektorového prostoru V. rozumime linedrni zobra-
zeni @ 'V — V. Toto zobrazent lze tedy reprezentovat ¢tvercovou matici A.

Vlastni vektor linedrni transformace je takovy NENULOVY wvektor U, ktery se zobrazi
na svuj vlastni ndsobek, tj.

A-v=\-7.

Cislo A z pravé uvedené rovnosti nazyvime vlastni hodnotou ndlezejici k vektoru v vzhle-
dem k zobrazeni p.

Nalezeni vlastnich sméru a hodnot matice A (¢tvercové) zadavajici linearni
trasformaci vektorového prostoru V: Vyjdeme z definicniho vztahu

A-T=A\-
(A—\-E)-

v o= AN E-v
U o

...vlozenim jednotkové matice E se vypocet nezméni. Pfevodem pravé strany na levou
a vytknutim ¢ vidime, ze vektor ¢ lezi v jadru zobrazeni A — X - E, protoze se timto
zobrazenim zobrazi na nulovy vektor!!!

V jadru Ker(A — X\ - E) vzdy lezi vektor ¥ = 0, ale ten nds nezajimé, protoze nulovy
vektor se nepovazuje za vlastni vektor.

Vlastni vektory v jadru Ker(A—\-E) lezi tehdy, kdyz systém (A—\-E)-¥ = 0 ma ne-
konecné mnoho teseni. Tj. nalézt vlastni vektory u ¢tvercové matice A je totéz jako nalézt
nenulové vektory jadra Ker(A—\-FE), tj. nalézt nenulova reseni systému (A—\-E) - = 0.

Aby tedy nenulova teseni systému (A — X\ - E) - ¥ = § vubec existovala, musi tento
systém mit vice nez jedno (nulové) feseni — tj. podle Frobeniovy véty musi mit tento SLR
feseni nekonecné mnoho, tedy piislusny schodovy tvar matice musi mit aspon jeden nulovy
radek, cili matice (A — X - E) je singuldrni, néktery fadek je zavisly na téch ostatnich, tj.
determinant této matice je roven nule.

Odtud plyne nasledujic postup nalezeni vlastnich ¢isel a vlastnich vektori:

krok 1 : Nejprve najdeme vlastnf ¢isla: Resfme rovnici det(A—\-E) = 0... jedind rovnice
s jedinou neznamou A ... najdeme tim vSechna vlastni ¢isla.

krok 2 : Do systému (A — A\ - E) - ¥ = ¢ dosadime konkrétni ¢islo A a prislusné vlastni
vektory nalezneme jako nenulové feseni tohoto SLR.

3) zadaného

Piiklad 51 Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory lin. zobrazeni A = (3 5

bizi & — Iy - (0
vbazier = (). 2= |
(zobrazeni ¢ : R? — R%je transformaci roviny).

Resen{: viz prednéska. Postup je velmi podobny postupu v nésledujicim piikladu, jen
se jedna o jednodussi piiklad nez ten nasledujici, protoze je zde o dimenzi méné.
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0o 0 =2
Priklad 52 Naleznéte viastni ¢isla a vlastni vektory lin. zobrazeni A= | 0 =2 0
-2 0 3
1 0 0
zadaného v bazieir = [0, es=[1],e3=10
0 0 1
(zobrazeni ¢ : R® — R3je transformact trojrozmérného prostoru).
Resent:
det(A—X-E) = 0
00—\ 0 -2
det 0 —2-=A 0 =0
-2 0 3—A
B=XN)-(N+20)+4-(A+2) = 0
A+2)-BA=X+4) = 0
=N = -2
—-3E£v9+16 3 5
/\23 = + :—:l:—:>/\2:—1,)\3:4
’ -2 2 2
Najdeme dale ptislusné vlastni vektory: \; = —2: fesime SLR:
U1 0 2 0 =20 2 0 =210
(A= (=2)-E)-[ve] =10 00 00 ~ 00 010
U3 0 -2 0 510 +1q 00 30
0 0
= v =0,vp=tvz=0teR=vlastnismér: t- |1 | =>v1=|1
0 0
Ay = —1: feSime SLR:
v 0 1 0 =210 1 0 =210
(A—=(=1)-E)-lva | = |0 0 -1 01/0 ~ 0O -1 00
U3 0 -2 0 4]0 +2-1r 0O 0 0|0
2 2
= Vg1 = 2t, 099 = 0,093 = t;t € R = vlastni smér: t- [0 |. Tedy = v3 =10
1 1
A3 = 4: feSime SLR:
1 0 4 0 =210
(A—4-E)- v =(0]: 0 -6 0|0 N( 3_2 (2)8)
U3 0 -2 0 —-110
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1 _1
2 2

= U3 = —%,03 = 0,v33 = t;t € R = vlastni smér: t- [ 0 |, vektor v3 = | 0 | je
1 1
prislusnym vlastnim vektorem. Vlastni vektory i vlastni ¢isla jsou nalezeny.

Motivace nasledujiciho: Ve fyzice a podobné i v geometrii je dulezitym ¢initelem
volba systému soufadnic. Pii naSem pristupu volba souradného systému je dana volbou
béze daného vektorového prostoru. Nasledujici ivahy souvisejici se zménou béze budou
vyuzity pii prepoc¢itavani souradnic v ruznych bazich v této prednasce nebo pii popisu
afinnich zobrazeni v prednasce 10.

Definice 33 Oznaéme e = (€31, €5, ...,€5), f = (f1, f2y .-y fn) dvé ruzné bdze téhoz vekto-
rového prostoru V dimenze n.
ProtoZe se jednd o baze, lze vektory €; jednoznacné vyjadrit souradnicemi v bdzi f:

€& =fi-pij+ forpoy+ .ot fnDnj

...kde p1j,paj, ..., pnj 750U souradnice vektoru €; v bazi f. Maticove pak:

e=f Pp,e (9.1)

Matice P se nazgvd matice prechodu od baze f k bdzi e (nékdy téz matice transformace
bdze f na bdzi e).

Véta 22 a) Matice prechodu Prse je reguldrni.

b) Jakdkoli requldrni matice P vytvori z bdze f ,novou bdzi“ e

c) Vyndsobenim vztahu 9.1 matici P~™' zprava dostdvdme, Ze matice P~ je také matici

prechodu, a sice v opacném sméru! (od bdze e k bazi f):

e- P, =f (9.2)

e—f — L
Dukaz:

ad a) Pokud by tadky P byly lin. zavislé, byly by zavislé i tadky matice e, tj. byly by
zavislé i sloupce matice e, a to nejsou — tvoii bazi.

ad b) Plyne ze vztahu 9.1 a z toho, Ze sou¢in dvou reguldrnich matic je zase matice

reguldrni'’.

ad c) Plyne z reguldrnosti vSech matic a toho, ze ve sloupcich matic ¢, f jsou vektory
bazi.

17To jsem uz difve mohl prozradit, pouzili jsme to tige i u reprezentace ERU pomoci nasobeni regularni
maticl: det(A- B) = det(A)-det(B) ... pokud diléi matice maji nenulovy determinant, i determinant jejich
soucinu se nemuze rovnat nule.
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Podivejme se nyni, jak se prepocitaji souradnice vektoru & € V' pii zméné béze:

Vektor 7 lze jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinaci vektort €; (a koeficienty této
kombinace jsou soutadnicemi Z v bazi e) a soucasné lze ¥ jednoznacéné vyjadiit jako lin.

kombinaci vektoru f; (a koeficienty této kombinace jsou souradnicemi & v bézi f):

T=o -6+t .+ap-=01-fitPa-fot...4+Bn-fm

Dosadime-li do pravé uvedeného vztahu e; pomoci vztahu 9.1 po sloupcich, dostaneme:

a1~Zﬁ-pkl+a2-Zﬁ'pkz+---+an~2ﬁ-pknzﬁ1-ﬁ+ﬁz-ﬁ+---+ﬂm~f;
k k k

Porovnanim koeficient u f; na obou strandch dostaneme systém rovnic:
ap-pitag piet ot pn = B,
Q1 P21+ Qg Pt oty pa = B

Q1 Ppl + Q2 Pp2+ .. + 0y P = 6771’

tedy dostali jsme SLR s neznamymi ag, ..., a,,. Maticové:

a1 B

Proe- @ ~ | /- P 'zleva (9.3)
an/ B ’
831 b
2 = P & (9.4)
/e b/

(oznageni v indexu matice P je pouze pomocné — jednd se o jednu matici P a jeji
inverzi P~1).

Véta 23 Prevadéni souradnic vektoru pii zméné baze: a) Pro vztah 9.1 mezi
bdzemi plati, Ze soutadnice vektoru prepocitavame pomoci vztahu 9.3.
b) naopak pro vztah 9.2 mezi bdzemi souradnice vektoru prepocitivame pomoci vztahu 9.4.

Poznamka: Prepocitavani souradnic vektoru lze chépat jako identické zobrazeni téhoz
vektoru na sebe sama. VSimnéte si prosim nasledujici korespondence plynouci z prave
uvedené véty: Pri vyjadreni souradnic vektoru v jiné bazi potirebujeme matici
prechodu v opacném sméru!!!
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Piiklad 53 (Hordk, str. 54) Najdéte matici prechodu od bdze f k bdzi e pro

1\ /1\ /1 2\ /3\ /4
§=<1,1,0>i:<3,1,3>,
1/ \o/ \o 2/ \2) \3

1

protoze potrebujete vyjadrit souradnice vektoru | 4 v bdzi f.
—2

e

Resent: Hleddme matici P typu 3/3 tak, ze pro prechod od baze f k bazi e plati vztah
9.1:

e = [P, tedy
1 11 2 3 4 P11 P12 P13
110 = 3 1 3| |pa pe ps3
1 00 2 2 3 P31 P32 D33

Pfehod'me pouze obé strany této maticové rovnice:

2 3 4 P11 P12 P13 111
3 13 pai P2 pa3| =111 0
2 23 P31 P32 D33 1 00

S vyuzitim vyznamu nasobeni matic a rozepsanim tohoto nasobeni po sloupcich vlastné
soucasné fesime tii systémy linearnich rovnic:

2 3 4 D11 1 2 3 4 D12 1 2 3 4 D13 1
31 3)-{pa|=1(1], {3 1 3)-|pe|=1(1], {3 1 3]-|ps| =10
2 2 3 P31 1 2 2 3 D32 0 2 2 3 D33 0

Kazdy ze systémit najde jeden sloupec matice P. Protoze OVSEM vsechny tii systémy
maji stejnou matici A, lze je FeSit soucasné, vektory pravych stran napiseme vsechny tii
za svislou caru:

2 3 4[1 11 6 9 123 3 3 1
313110 ~ 3 1 3/11 1 o] 2-r ~
2 2 3/100)/) —n 0 -1 —-1/0 -1 —1 (1)

2 3 4] 1 1 1 2 3 4] 1 1 1
~(0 -7 -6/-1 -1 =3 |~|0 1 1/ 0 1 1 ~
0 1 1| 0 1 0 -7 —6|—1 -1 =3 ) +7-m
2 3 4] 11 1\ —3-1r0—r3 200/ 2 -8 -6\ -1
~[o0o11] 011 —r3 ~ [0 10 1 -5 =3 ~

00 1|-16 4 001/-1 6 4
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100 1 -4 =3 1 -4 =3
~1010] 1 -5 -3 |=P=|1 -5 =3
001|-1 6 4 -1 6 4

Ve sloupcich matice P jsou soufadnice vektort €; v béazi f. Diky nalezeni matice
prechodu Py, nyni muzeme pfepocitdvat (jak plyne z véty 23) v opacném smeéru.

1
Napriklad vektor | 4 pomoci 9.3 prepocteme do bdze [ takto:
-2
1 b
Pzﬁg * 4 - 62
2/, \&/,
1 -4 -3 1 b1 -9
1 -5 =3]-| 4 = |B| =(-13
-1 6 4 -2/, B3 s 15 ’
Priklad 54 Variace na priklad 53: Mate zaddny tytéz bdze e, [ jako v prikladu 53 a
-9
vektor | —13 | . Vypoctéte jeho souradnice v bdzi e, pokud je zaddna matice prechodu
15
f
1 -4 -3
Proe=|1 -5 -3
-1 6 4

1. zpusob FeSeni, asi rychlejsi: Mohli bychom si napsat prevodni vztah 9.3 a doplnit do
néj, co zname:

1 —4 -3 (07] -9
1 -5 3] -lax] =1|-13
-1 6 4 ag) . 15 ’
To je vlastné SLR, jehoz vyfeSsenim dostaneme
(65} 1
(6] = 4
(13 € _2 [+
2. zpusob TeSeni: pomoci inverzni matice prechodu ng 5
1 -4 -3|1 0 O 1 -4 -3 1 00
1 -5 =3|0 1 0 -7 ~ 0 —1 0/—-1 1 0 (—1) ~
-1 6 40 0 1 +rq 0 2 1 1 01 +2 .19
1 -4 -3 1 0 0 +4-r9+3-13 1 00 2 2 3
~ 1 0 1 0 1 -1 0 ~ 010 1 -1 0
0 0 1] -1 2 1 00 1|-1 2 1
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-1 2 1
2 2 3\ (-9 1
1 —10]-{-13] =|4
-1 2 1 15), \-2/,

Piiklad 55 Podivejme se nyni na obecny priklad zmeény matice linedrniho zobrazeni pri
zmeéné bazi vstupniho a cilového prostoru:

Uvazugme linedrni zobrazeni o : R3 — R? zadané v béznijch bdzich:

1 0 0
0 0 1
. (1 1 =2 ‘
matzczA—(l 9 3),25].
()0
Nz | =
1 2 3 s Y2

Jak se zméni matice tohoto zobrazend, pokud bdze e prostoru R3, f prostoru R? zménime

na baze €', f':
1 1 1
e_’=< o). (1] (2 >L=<G)(_21)>
1 1 0

Reseni: Slozime tii linedrni zobrazeni:
- piepocet baze v prostoru R3,
- zobrazeni ¢,

- pfepocet baze v prostoru R2.
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Shrnuti prikladu: Obecné fec¢eno, pri zméné baze jednoho ¢ obou prostoru dojde ke
zméné matice linedrniho zobrazeni ¢ — slozi se s jednim ¢i dvéma linedrnimi transforma-

cemi vstupniho ¢i cilového prostoru zpusobenymi zménou baze:

- v bézich e, f...zadané matici A, prepocet vektoru: yy = A - @,

- ¢ v bdzich €, f...zadané matic{ A - P, ptepocet vektort: y; = A- P - T

- o v bézich e, f'..

.zadané matici @) - A, prepocet vektoru: yz =

Q-A-IL‘_;,

- ¢ v bazich ¢, f'...zadané matici Q - A - P, pfepocet vektort: yz/ =Q-A-P-2)

Definice 34 Linedrni zobrazeni 1 : V. — V' se nazgvd linedrni transformace (vstupni i

cilovy prostor je jeden a tentyz).

Linedrni zobrazeni 1 : V- — V se nazgvd automorfismus (vektorového prostoru na sebe

sama), je-li navic bijektivnd.

Piikladem automorfismu je pravé prepocet souradnic vektoru zpusobeny zménou baze

(automorfismus — A je reguldrni a ¢tvercova).



98 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

Priklad 56 Urcete, jak se zmeni matice

1 0 1
A=12 -1 1
0 1 3

I

I
/N
O O =
O = O
_— o O
N~

na baz

|
Il
VN

—
— =
SN =

)

Reseni: Podobné piikladu 55 s tim rozdilem, Ze zpétny prepocet baze je zaddn matici
inverzni ke vstupnimu pfepoctu baze.

)

1

1\ [o) [o
X L:{D] l] ::
x_: Yo bﬂla g: g-l < \oli‘e i
T I T o 1\ G 3 | ¢ 2
e ﬂ'fz(J_ -4 +)-(41)=(g:] 5_5t_. 4 y A
| ~ o 14 3 X, 1 “ | ST. W
L . B
noLTﬂf 2 : < fl
o=Q IS — q: | o= L u.
200 f’?"?‘ W - X oo™
.,..-_-,A“T W e < | =av i
! - o
e | WY & ik loas xe0
ey —_— ig o1 S -_'?
— | I ) s 11 o
—_— =) —_—
R i e e~ N A
[ - o= “'-—-—-". 'tsl owo 2T
I - pr— ;% —po 2TO
| T:-' :-__‘ .chi -nD :':lo:
4 —
s A-p L | W
' : N y bdsi ¢ wabic 7' . und
\4 AL i 1 = ? (4 J_ =2
(E e =T, el !’j t AWIARH A
N(E) Ve 4 Ble g (0),()3)
! = -2 -2 O\ [% ¥ (4 A
E!(?]i[*‘)l(g) 5 6 2‘)'(‘%)=(3-') e=\3i\1)le
-4 2 /1% :

Definice 35 Ctvercové matice A, B jsou podobné, kdyz pro néjakou requldrni P plati:
B=P' A.P

Poznamka: Podobnost je relace ekvivalence na mnoziné ¢tvercovych matic. Prave
prepoctena matice B v prikladu 56 je podobna k zadané matici A lin. transformace.
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10 Tyden 10

10.1 Cviceni 10: Linearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory,
jadro a obor hodnot.

Uloha 10.1 Linedrni zobrazeni p: R — R3 je zaddno obrazy vektori:

1 1 0 0 1 2
0 — 2 1], 1 — 11, 2 — 1
0 3 0 —1 —1 1

a) Naleznéte vyjadreni zobrazeni ¢ pomoci matice A.

1
b) Naleznéte viechny vzory vektoru | 1 | wvzhledem k zobrazeni .
1

Uloha 10.2 Linedrni zobrazeni ¢ : R — R* je zaddano matici
00

1
-1 1 2
B = 1 2 4
2 -1 1

a) Naleznéte bazi a dimenzi jeho jadra Ker(1).

b) Naleznéte bazi a dimenzi jeho obrazu Im(v).

Uloha 10.3 Linedrnd zobrazeni p : R®> — R? je zaddno obrazy vektorii:

0 0 1 1 1 1
2 — 11, 0 — 01, 1 — 2
0 1 0 1 2 3

a) Naleznéte vyjadrent zobrazeni ¢ pomoci matice A.

-1
b) Naleznéte viechny vzory vektoru 2 | wvzhledem k zobrazeni .
2

Uloha 10.4 Linedrni zobrazeni ¢ : R* — R3 je zaddno matici
1 10 2
B = -1 0 1 -1
2 2 4 3
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a) Naleznéte bazi a dimenzi jeho jadra Ker(1).

b) Naleznéte bazi a dimenzi jeho obrazu Im(v).

3 2 1
Uloha 10.5 Linedrni zobrazeni o : R¥ — R3 je zaddno matici A= 1 0 2
1 2 -3

a) Zjistéte, na jakou mnozinu bodu se pri tomto zobrazeni zobrazi primka p = {[1+1t,2 —
t,1—t],];t € R}.

b) Vyjddrete zobrazeni ¢ pomoci obrazi ti vektori.

Uloha 10.6 Pro linedrni zobrazeni ) : R* — R* je

2 1 (1)
Ker(y) = 21,10 , Im(yY) = 1
1 1 1

Sestrojte matici zobrazeni 1. Pokud zjistite, Ze takovich zobrazeni existuje vice, staci nalézt
jedno z nich.

2 0 —1
Uloha 10.7 Linedrni zobrazeni o : R> — R3 je zaddno matici A= 0 1 1
2 2 1

a) Napiste vyjadrend zobrazeni ¢ pomoci vzorce.

b) Naleznéte viechny vzory vektoru | 2 | wvzhledem k zobrazeni .

1

Uloha 10.8 Pro linedrni zobrazeni v : R* — R3 je

0

[ N [
Ker(y) = o || _1 . Im(y) = 0], 1
1 1 1 0

Sestrojte matici zobrazeni 1. Pokud zjistite, Ze takovych zobrazent existuje vice, staci nalézt
jedno z nich.
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1 0
1 1
1 -1

Uloha 10.9 Linedrni zobrazeni o : R® — R3 je zaddno matici A =

_ o N

a) Zjistéte, na jakou mnoZinu bodi se pri tomto zobrazeni zobrazi rovina o : 2x — 3y +
z+1=0.

b) Vyjddrete zobrazeni ¢ jednoznaéné pomoct obrazu tii vektori.

Uloha 10.10 Linedrni zobrazeni ¢ : R®* — R? je zaddno matici

21 0
B=101 1
4 1 -1

Zyjistéte, zda je toto zobrazent
a) injektivni (pomoct baze a dimenze jeho jdadra: ¢ je injektivni < Ker(p) = {0}).
b) surjektivni (pomoci jeho obrazu Im(1))).

Uloha 10.11 Linedrni zobrazeni ¢ je zadano matici

1 20 1
B=12 01 -1
012 2
1
Naleznéte vsechny vzory vektoru v = | 1 | wvzhledem k tomuto zobrazent.
1

Uloha 10.12 Linedrni zobrazeni o : R — R% md jddro

1

Ker(p)={p-| 1 |: pe R}
1

Napiste jeho konkrétni matici (staci jednu z moznosti, pokud TeSeni existuje vice) tak,
aby zobrazeni ¢ bylo surjektivni.
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10.2 Prednaska 10: Afinni zobrazeni mezi afinnimi prostory.

Podobné jako jsme chvili studovali linedrni zobrazeni coby zobrazeni mezi VPP, zobrazeni
vektoru, budeme se dnes vénovat afinnimu zobrazeni mezi APP, tedy zobrazeni bodu na

body.

Definice 36 Zobrazeni f : A — B mezi afinnimi prostory se nazyvd bf afinni zobrazent,
jestlize zachovavd délici pomeér tri kolinedrnich bodu, tj.:

Pro XY, Z tri navzajem rizné body na primce plati, Ze jejich obrazy f(X), f(Y), f(Z)
bud’ splyvaji v jeden bod, nebo opét lezi na primce a plati:

Z-=X=r-(Z-Y), [(2) - f(X)=r-(f(Z) - f(Y))
Znacime (Z,X,Y) = (f(Z), f(X), f(Y)).
Piiklad 57 Rovnobéiné promitdni primky p na primku p’ uréené smérem s (=primkou

s):

,11/

j,*

JJ

j /
/ / /

¢ fn) fi2)

g

Ptiklad 58 Rovnobéiné promitdni prostoru R3 bodii do roviny m (= tzv. priméty) se
smérem S:

f(p) = P...pfimka p se zobrazi na bod P,
f(q) = ¢...pfimka (Z, X,Y") se zobrazi na (f(Z), f(X), f(Y)).

A
) /// /

P / /)

, P //

2 g ) {2
i R

/
7R

Ll

!
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Afinnis = sousedni, piibuzny (ad-+finis = na mém okraji = vedle mne, blizko mne).

Kromé projekei (i sikmosmérnych) na piimku ¢ rovinu pati{ mezi afinni zobrazeni i
vSechna zobrazeni probirana na ZS:

- Posunuti v roviné, otoceni roviny,
- Stfedova soumérnost, stejnolehlost,
- Osova soumérnost.

Za chvili se na otoCeni a osovou soumeérnost podivame — abychom mohli s afinnim
zobrazenim i analyticky pocitat, musime si uvédomit souvislost mezi afinnim zobrazenim
a linearnim zobrazenim:

Véta 24 Ke kazdému afinnimu zobrazeni f : A — B je jednoznacné prirazeno tzv.
asociované linedrni zobrazeni f : Z(A) — Z(B) tak, Ze plati:

— —

f(X 1) = f(X) + (i), nebo f(X + 1) — f(X) = f(u)

Nebo pro Y := X + 4 plati:
(XY) = f(X)f(Y)

tj. obraz vektoru XY je vektor f(X)f(Y) vzhledem k asociovanému linedrnimu zobrazeni

f.

Definice 37 Asociované linedrni zobrazeni je zobrazeni prirazeno kaZdému afinnimu zob-
razeni (viz véta 24) tak, Ze:

Body X, X + @ se zobrazi na body f(X), f(X + @) tak, ze vektory z nich vytvorené
jsou ve vztahu vzor-obraz v daném asociovaném linedrnim zobrazeni f.

Tedy z tohoto tzkého vztahu mezi afinnim zobrazenim AP a asociovanym linedrnim
zobrazenim VP plyne i analytické vyjadieni afinniho zobrazeni:

- APP A je popsan repérem (P, €j, ..., €,),

- APP B je popsén repérem ((Q, dy, dy, ..., d;)
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X=P+x1-G+a-G+..tam 6 — f(X)=f(P)+y) -di+vy-dp+ ...+, - dp
kde 1 - €1 +x9- €3+ ... + -6, = U a f(P) = (by,by,...,by) v repéru B, tedy

Soucasné pii zobrazovani vektoru o' lze uzit asociovaného zobrazeni f a dostaneme:

— — — —

fX)=f(P)+ flwr-&i+ .. +an-6,) = f(P)+x1- f(é1) + a2 f(€2) + .. + 20 - f(ER)
kde

f(eﬁ) = an-d1+a12-d2+...+a1m-dm

(e3) = a21'd:+a22'd;+...+a2m'dm

—

f(e?l) = ap - dy+ Apa - dy A e+ A+ oy
tedy:
FX) = f(P)+a1-(ay-di+ .+ aim - dp) 4 oo + Ty - (a1 - dy 4 oo+ Qo - )
= Q+di-(bi+a1 a4 T2 a2 4 o+ Ty A1) 4 oo+ oy - (o + T4+ A1y + oo+ Ty )
= Q+di -yt dyYm

y; se od y. lisi jen zapoctenim b; pii rozepsani f(P).

Tedy celkem:

Y1 air ... an 1 b
Y2 a2 o ane | (332 n by
Ym) 4 A1 Unm) 7 \Tn/ 4 b/ 5
an Qn1
kde f(X)=Q 4y - di + ... + Ym - d,, & matice (a12 e (2 je matice linedrniho
Aim e Onm) 7

—

zobrazeni f typu m/n, jejiz sloupce tvoii vektory f(€7), ..., f(e}).

f
Poznamka: Afinni zobrazeni n-rozmérného APP je jednoznacné zaddno obrazy
n+1 bodu v obecné poloze g, x1, ..., x, — f(x0), f(x1), ..., f(x).

Priklad 59 V afinni roviné je din ANBCD, takzZe lze zvolit jeji repér:
P:=B,é = BC,é; = BD

Najdéte afinni zobrazeni, které tento trojuhelnik zobrazi na AB'C'D’ v kartézském AP
popsaném repérem:

Q = [0;050], fi = (1:0;0), fo = (0; 1;0), f5 = (0;0; 1)
kde B' = [1;0;0],C" = [0;1;0], D’ = [0; 0; 1] vzhledem k néjaké soustavé souradnic.
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Reseni: Mame zadédny obrazy n + 1 bodi v obecné poloze:

B = [0;0] — [1;0;0] = B

C = [1;0] = [0;1;0] ="

D = [0;1] = [0;0;1] = D'
a muzeme také zkonstruovat asociované zobrazeni:

BC — B'C" = (—1;1;0)5

BD — B'D' (—=1;0;1)5

tedy celkem:

Yi -1 -1\ 1 Yi
w| =11 0 (xl) +10) =w

Definice 38 Bijektivni afinni zobrazeni f prostoru A na

transformace = AFINITA.

= —a;—zp+1
—_= :L‘l

sebe sama se nazyvd afinni

Poznamka: Bézna afinni zobrazeni na ZS (posunuti, otoceni, stiedovd a osova
soumérnost) roviny na sebe sama jsou vzdy afinni bijekce = AFINITY.

(Afinni transformace lze sklddat, podobné jako jakékoli jiné bijekce mnoziny na
sebe. Lze dokazat, ze mnozina vSech afinit v roviné s operaci skladani afinity je grupa —

podobné jako byla grupa mnozina vsech permutaci M na M.)

Poznamka: Zapomnél jsem ftict, ze afinni zobrazeni neni linedrni — viz ptiklad 43,

cast (a).

Napisme jesté v této chvili transformacni rovnice pro sklddani afinnich zobra-

zeni:

f:A—=>B,g:B—C

A (P;é3,...,€)
B = (Q;fi, . fm)
C = (Siky, ... k)
n a Qan1 €
£ Y2 _ a2 Qn2 T2
Ym) 5 Q1m Gnm/ 7 \Tn
21 C11 Cm1 n
qg: 22 _ C12 Cm2 y2
%) o Cip Cmp/) = \YUm/ 5

by
4| b
b/
dy
| ®
-
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21

gof: || =c- 4 z+b)+d=C-A-2+C b+d

z) .
- C'- A..matice asociovaného lin. zobr. je rovna soucinu matic ve stejném poradi jako

gof,
- C'-b+d... na tento bod se zobrazi bod b.

Véta 25 Rowvnice pro sloZeni afinnich zobrazeni:

y=A~~'v+b} (A _CA- .
. — Coy 4+ d =z=c- (A z+b)+d=C-A-2+C-b+d
Podivejme se jesté na néjaké priklady, protoze teorie bez prikladu by byla ponékud
pustd, az k nicemu.

Ad priklad 47. Otdacend roviny se stiedem v bodé S = [3;2] o uhel 60°.

V prikladu 47 jsme uz zjistili, ze vektory se zobrazuji stejné jako pii otaceni se stredem
)
v pocatku, transformacni rovnice linedrniho zobrazeni vektoru jsou:

/ 1 V3
(9-(5 7))
31
v v3 1 v
2 2 2 !
Podivejme se na afinni zobrazeni bodu:

- Pii stfedu otdceni v pocatku by byly rovnice stejné,

-Pii § = { g } lze rovnice pro prenos bodu odvodit z rovnice pro prenos vektoru

()00 (& 7))

kde (l‘l B 3) je vektor 5'3(, ktery pootoc¢ime o 60°.

nasledovneé:

To — 2
Tento prevod upravme do tvaru matice - bod + bod:

()= 0)=(5 ) ()6 (5 )6

X2 Y2 o)

Po tprave:
9-(3 9005

Y2 o \/75 1 T 1-— %3
Ad priklad 48. Napiste rovnici afinniho zobrazeni bodu v osové soumeérnosti vzhledem

kosey=35+3.
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, stejné dobte bychom mohli zvolit (Z), a pak:

(

Posunuty pocatek jsme zvolili (g

()~ () -
- 3)-C)+(¥)

...tj. volba pocatku repéru neni jednoznac¢né urcena, ovSem mél by lezet na ose
soumérnosti, abychom mohli slozit posunuti a osovou soumérnost (pfislusnym asocio-
vanym linearnim zobrazenim k afinnimu posunuti bodu je identita, kterd méa jednotkovou
matici — diky tomu pii slozeni afinnich zobrazeni posunuti a osové soumeérnosti vznikla
matice slozeného asociovaného linearniho zobrazeni vektori vynasobenim matice osové
soumeérnosti se stredem v pocatku a jednotkové matice, tj. vysledna matice slozeného
asociovaného zobrazeni se nezménila).

Tl ot

|
[S21[oV]

N—

Il
R
[N V)
| (SN
alw
~_
R
8 K
no -
S N P

Poznamka: V predchozich dvou piikladech jsme se dotkli toho, ze soufadnice bodu
jsme vyjadrovali ve dvou ruznych repérech:

naprt 3. radni T ’r(o 1 0>
apt. |, | jsou soutadnice v repéru (| o 1 { )| )

[ 8 } jsou souradnice téhoz bodu v repéru ([ 3 } , (1) , ((1))>
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Obecné muzeme zménit pocatek repéru, ale i jeho bazi, nasledujicim zpusobem:

X € A je bod AP se soutadnicemi vzhledem ke dvéma riznym repérum:

R = (P, é1,6€,....,6,)

R = (P,é e, ...e)

n

tedy:
/
/
i) X
X: = 2
/
Ty | Ty |

Jaké jsou prevodni rovnice mezi témito souradnicemi?

ad R :
PX = T1-€+x9-€+...+x, -6
X = P+H+xi-é14+axy-6+...+x,-6,
=X = P+e-x

PX = o - +ah-ey+..+a ¢,
X = P’—i—:c’l-e7l—|—x’2-e_’;+...+x;-ezl,
a tedy
X = P+d-a, (10.1)
a nebo také
PX = PP'+ P'X. (10.2)

Na prevod mezi bazickymi vektory pouzijeme matici prechodu mezi bazemi (viz
prednaska 9), vztah 9.2 jen misto oznaceni béze f pouzijeme ¢’ a misto oznac¢eni matice
P~ pouzijeme A, mrzi mne to's:

e Ay = €. (10.3)

Vynésobenim této rovnosti matici A~! zprava dostaneme

e = - A} (10.4)

= e/ —e’

- e je matice, jejiz sloupce tvoii vektory ej, ..., €,

18Snazil jsem se namisto stejného oznaceni zménit na takové, které by prave vylu¢ovalo pouziti inverzni
matice, ale ve druhém kroku se inverzi stejné nevyhneme. Bylo to tedy vubec potiebné? :-)
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€’ je matice, jejiz sloupce tvoii vektory e}, ..., €.,
- inverzni matice A}

-, je matici pfechodu v opa¢ném sméru nez A.

Nyni pomoci matice prechodu tedy dosazenim 10.3 do 10.1 dostaneme

X = P+e- A2
X-P=PX = ¢ A2
A tedy s vyuzitim 10.2:
T bl $/1
/
Ll _px PP = |2 pal. |
Tn) bn) 5 Ty )

Matico-vektorové tento vztah vyslovime v matematické véte:

Véta 26 Prepocet souradnic pri zméné repéru:

R =br 4+ Acsyer -/ - A7V

...prevod souradnic, kdyZ zndme xx/, a chceme Tx.

A_l TR = A_l . b'R + TR/
-1 -1
Ae/%e "IR — Ae’ﬁ\e ’ bR = Twr

...prevod souradnic, kdyZ mdme xr, a chceme Tx: .

Poznamka: Nékteré ucebnice misto bz nového pocatku vzhledem ke starému repéru
pri odvozeni pouzivaji soutradnice crs starého pocatku vzhledem k novému repéru, a také
namisto matice prechodu A._,. pouziji oznaceni A _,., protoze smér prechodu také volime
svym oznacenim.

Napiiklad pfi téchto zménach v oznaceni by pak vztahy ve vété 26 mély tvar

-1 -1
rR=—A L v+ AL TR,

respektive

Aegse  Tr + Crr = Ty
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11 Tyden 11

11.1 Cviceni 11: Matice prechodu, vlastni ¢isla a vektory lin.
zobrazeni, zména matice linearniho zobrazeni pri zméné
baze

Jednd se o cviceni k prednésce v tydnu 9.

Uloha 11.1 Linedrni transformace na vektorovém prostoru je zadana vztahem
T . 8ZE1 + 9!E2
¥ i) o —6271 — 7$2 '
Naleznéte vsechny jeji vlastni hodnoty a pro kaZdou vlastni hodnotu najdéte také aspor
geden vlastni vektor.
Uloha 11.2 Linedrnd transformace ¢ : R* — R? je zaddna matici
4 2
~(47)
a) Najdéte vlastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) této transformace.

b) Illustrujte na konkrétnim vektoru, co to znamend, Ze je vlastnim vektorem, a na jiném
konkrétnim vektoru, co to znamenda, Ze neni vlastni vektorem vzhledem k zobrazent

©.
Uloha 11.3
2 1 0 0
U= 1 pro bdzi o = 2 1, 1], 1 :
-1 3 1 —1

a

vyjadrete soutadnice vektoru v vzhledem k bazi

2 1 1
8= 21,10, |1
1 1 0

Uloha 11.4 Linedrnd transformace ¢ : R* — R? je zaddna matici

3 1
c=(13)
a) Najdéte vlastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) této transformace.

b) Illustrujte na konkrétnim vektoru, co to znamend, Ze je vlastnim vektorem, a na jiném
konkrétnim vektoru, co to znamena, Ze nent vlastni vektorem vzhledem k zobrazent

®.
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Uloha 11.5
1 1 1 0
v=| -1 pro bdzi o = 1], , 1 ;
0 2 —1 1

«

vyjadrete soutadnice vektoru v vzhledem k bdzi

—1 2 1
B= 1], 1o, [1
1 3 0

Uloha 11.6 Linedrni transformace ¢ : R* — R? je zaddna matici

2 1
o ( 2 ! ) |
Najdéte vlastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) této transformace.

Uloha 11.7 Prepiste zobrazent Y R? — R? zadané vzhledem ke standardni bdzi na
2 1

-1 3

~(1)(1)

Uloha 11.8 Linedrnd transformace ¢ : R* — R? je zaddna matici

-(37)

Najdéte vlastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) této transformace.

vstupu 1 na vystupu matici D = ( ) do tvaru zadaného na vstupu 1 na vystupu

vzhledem k bdzi

Uloha 11.9 Prepiste zobrazeni ¢ : R*> — R? zadané vzhledem ke standardni bdzi na
11

2 4

«=((5)- (1))

Uloha 11.10 Linedrnd transformace ¢ : R* — R3 je zaddna matici

vstupu 1 na vystupu matici D = ( ) do tvaru zadaného na vstupu i na vystupu

vzhledem k bazi

10 0
C=|-13 0
3 2 =2

Najdéte vlastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) této transformace.
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Uloha 11.11 Prepiste zobrazeni ¢ : R> — R3 z prikladu &islo 4 zadané vzhledem ke

standardni bazi na vstupu @ na vystupu do tvaru zadaného na vstupu i na vystupu vzhledem
k bazi

1 1 0
a= 1], 21,(1
0 1 2
1
Uloha 11.12 a) Je zaddn vlastni vektor w = | 0 | linedrni transformace zadané ma-
1
tict
-2 0 0
C= 3 1 =3
2 0 —4

Najdeéte k néemu prislusnou vlastni hodnotu.

b) Najdéte vlastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) osové soumérnosti v roviné
s osou soumérnosti y = 5. Ndpovéda: Nemusite hledat matici zobrazeni ani nic
pocitat, staci jen vyuzit

e geometrickych vlastnosti dané osové soumeérnosti;

e definice vlastniho vektoru (a geometricky vijznam této definice).

Uloha 11.13

2 1 0 0
v=1 1 pro bdzi o = 0], 11, 0 :
1 1 3

«

vyjadrete soutadnice vektoru v vzhledem k bdzi

2 0 1
8= 2 |, 2 1, [ 1
1 —2 0
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11.2 Prednaska 11: Skalarni soucin, vektorovy soucin

N

a) Uz pri definici vektorového prostoru se objevuje nasobeni (skalar krat vektor), coz je
zobrazeni T x V' — V' s jistymi tfemi dalsimi vlastnostmi (toto zobrazeni bychom
mohli nazvat jako akce télesa 7' na mnoziné V),

b) Kazd4 redlna matice A typu m/n predstavuje linearni zobrazeni ¢ : V — W, kde
dim(V') = n,dim(W) = m, toto zobrazeni spliiuje tzv. podminky linearity:

pla-i+p-0)=a- )+ 8- ¢(v)

c) Na determinant det(A) se lze divat jako na zobrazeni det : V" — R, které piifazuje n
radkum matice A redlné cislo det(ay, as, ..., ay,),

- zobrazeni, které pritazuje n vektorum cislo se nazyva forma,
- plati D2:

—

Aet(Al, .oy Gl oey Ay vy ) = —det(al, ..., @y, ..., Gy -, Gy,)

...zdmeéna potadi dvou vektoru zmeéni znaménko obrazu, této vlastnosti rikdme,
ze forma je antisymetricka,

- plati D3: kazda soutadnice zobrazeni det spliuje podminku linearity:
det(ay, .., U+ -0, ...,d,) = a-det(ai, ..., U, ...a,) + [ - det(ai, ..., U, ...dy)
...Tfikdme, ze fotma det je multilinearni = linearni v kazdé slozce.

= celkem det(ai, ..., d,) : V" — R je antisymetrickd multilinedrni forma.

d) V této kapitole se budeme zabyvat dvéma dalsimi typy zobrazeni; prvnim z nich je
skaldrni sou¢in, zobrazeni V2 — R, které piifazuje dvéma vektorim skaldr a spliiuje
jisté vlastnosti.

Definice 39 Pozitivné definitni symetrickd bilinedrni forma V? — R se nazjvd skalarni
soucin:

a. skal(i, ) > 0,Yu € V : 4 # §...pozitivné definitni forma,

b. skal(u,v) = skal(V, @)...symetricka forma,

c. splnuje podminky linearity v kazdé sloZce — je multilinearni pro n = 2...je bilinedrni:
skal(a- i+ p-U,W) = «-skal(ud,d)+ B - skal(v, W)

skal(t,o - v+ [ - W) = «-skal(d,v) + - skal(u, W)

...linearita vzhledem ke druhé sloZce uz plyne ze symetrie a z linearity v proni sloZce,
takze by se nemusela v definici uvddet.
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Priklad 60 Nékteré priklady vektorovych prostori a skaldrniho soucinu vektori:

a) V = (a;b)...prostor redlnych spojityjch funkei na intervalu {(a;b).

Pro f(x),g(x) € C(a;b) lze definovat:

skal(f( / f(z

integral jako linedrni operdtor:

b
/(oc~f1(x)+ﬁ-f2(x)) x)dr = - /f1 z)de + - /f2 (x)dx
také symetrie je zaménena:

skal (f( / fA(x)dz >0

pro f(x) # 0.

b) VR3 je skaldrni soucin vektori definovdn standardné:

skal (i, V) = uy - v1 + ug - vy + ug - V3

tato bilinedrnd forma opét spliuje viechny ti vlastnosti (pozitivnd definitnost, syme-
trii, linearitu v kazdé slozce).
Skaldrni soucin lze zadat vektorové/maticové:

skal(u, V) = (u1 Us u3) v | = (u1 Us U3> 10 1 0 Vg
Vs 0 01 Us

c) Matice E v prikladu b) by mohla bijt nahrazena libovolnou symetrickou matici A, jejiz
vsechny hlavni minory jsou kladné:

ailr a2 ais

ayp > 0, det . 21> 0,det lasr  asy asz| > 0,...,det(A) >0
21 (22

azyp azz Aas3

(%1

skal(i, ) = (ur, s, ooy ti) - A= | 2

—

Un

.4y, Klasicky definovany skaldrni soucin (b) neni jedind moznost, (¢) naznacuje i
dalsi mozZnosti.
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Definice 40 Ctvercovd matice A je

a) Symetrickd, pokud a;; = aj; (prvky soumérné vzhledem k hlavni diagonvdle jsou
totozné, tj. plati A = AT),

b) Antisymetrickd, pokud a;; = —aj; (proky soumérné vzhledem k hlavni diagondle se lisi
o znaménko).

Definice 41 Prostor (V;+;-), na kterém je definovan skaldrni soucin, se nazgvd Eukli-
dovsky vektorovy prostor.

Poznamka: Necht (V;+;-) je Euklidovsky vektorovy prostor (= vektorovy prostor se
skaldrnim soucinem) a (u3, ..., u;) posloupnost vektoru.
Pak Grammova matice je matice vSech moznych skalarnich soucinu:

skal(uy,wy) skal(uy,uy) ... skal(uy,ur)
G, i) = (skal(i, ) = [ RO ohalli @) . shalli, )
skal(uy,uy) skal(ug,us) ... skal(ug,uy)

Grammuv determinant detG(ui, ..., u;) je determinant z Grammovy matice.

Definice 42 Ctvercovd matice A 7ddu n je pozitivne (kladné) definitni, kdyz Vi € R™
kromé nulového vektoru (¥ # o) plati:

X

X2

(1,9, cypy) - A~ >0

T

Véta 27 a) (Shilov, str. 209) Symetrickd (¢tvercovd) matice A je pozitivné definitni <
vsechny jeji hlavni minory jsou kladné:

a1 aiz2 a3

ayn > 0, det (all a12> > 0, det | as; aoa assz | > 07 . d€t<A) > 0.
21 (22
as1 a3 0asg

b) (Zlatos, str. 255) V Euklidovském vektorovém prostoru: Vektory i, ..., uy, jsou linedrné
nezavislé < jejich Grammouva matice je pozitivné (kladné) definitni.

Dikaz véty (b):

=% vektory uy,u3, ..., uj jsou linearné nezavislé = tvoii bazi vektorového podprostoru
2 Y ) Y
S := L(u}, us, ..., ux). Tento podprostor je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem,
ktery se "sveze”z vétsiho prostoru (zddnou uzavienost na vysledek nemusime fesit,
protoze skaldrni soucin ptifazuje vektorum realné ¢islo).
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Pak Grammova matice G(u3, ..., u}) je matici tohoto skaldrniho soucinu skal(, v/)
na podprostoru L(uj, U3, ..., ur) vzhledem k bazi ui, us, ..., uy, tj. plati:

skal(uy,wy) skal(uy,uy) ... skal(ui,ug) U1
shal(F,§) = (21, T2s 1) - skal(uy,uy) skal(uy,uy) ... skal(ui,uy) | v
skal(ug,uy) skal(ug,us) ... skal(ug,uy) Yk

Protoze skaldrni soucin je bilinedrni forma pozitivné definitni, je matice G(u3, ..., uy),
ktery jej realizuje, také pozitivné definitni.

»<=% Sporem: G(ui,...,ur) je pozitivné definitni a vektory uj,us,...,u; jsou linedrné
zévislé. Pak v RF existuji konstanty (ci,...,cx), které nejsou vsechny rovny nuly,
tak, ze:

U=c U +C U+ ..+cCp-Uu,=0—0U=

...kombinaci zavislych vektoru vznikne nulovy ftadek, pak tedy vektor
¢ = (e, ¢, ..., ¢x) neni roven nulovému vektoru a plati:

&1
ko k
skal(V,0) = (¢1,¢9,...ycx) - G - 2 = chz - ¢j - skal (i, uj) =0
i=1 j=1
Ck,

...spor s tim, ze ¢ # 0, tj. s tim, ze G je pozitivné definitni.

Véta 28 (Zlatos, str. 255, 13.2.1.a) Necht i, us, ..., ur jsou libovolné vektory v Eukli-

dovském prostoru. Pak Grammova matice G(ui,us, ..., ur) je semidefinitni symetrickd ma-
tice, 3.

VE = (c1, ¢,y c6) ERY 2 (cr,ca, .00 01) - G -

Ck

Dukaz: Symetrie matice G plyne ze symetrie bilinedrni formy skal. Dokazme jesté
nezapornost = semidefinitnost.

Vezméme libovolny vektor v = ¢y - Uy + ¢o - us + ... + ¢ - Uy € L(ui, us, ..., ug).
Pak:

c
kE  k 1
C2

skal(v,7) = E E ¢ - ¢j - skal(u;,uy) = (c1,¢9, .0y ¢) - G - >0
p
Ck,
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- > 0...kladn4 definitnost operatoru skal(v,v),
- bilinearita — vytkneme ¢;, ¢; pred skaldrni soucin.
Ddsledek veét 27, 28:
Vuy, i, ..., up, € V i det(G(ui, ..., ux)) >0

...rovnost nastava praveé tehdy, kdyz jsou u1i, ..., uy linedarné zavislé.

Véta 29 Schwarzova nerovnost: pro vektory u,v prostoru V', ktery je Euklidovsky (=
se skaldrnim soucinem), plati:

—

skal(u, @) skal(u,?) >0
skal(V,1d) skal(U,7)| =

det
skal(i, @) - skal (U, V) — skal®(u@,T) > 0
Definice 43 Norma (= velikost) vektoru v na Euklidovském prostoru se definuje

1] := \/skal(7, 7).

Schwarzova nerovnost s vyuzitim pojmu velikosti. S vyuzitim pojmu normy
(velikosti) lze Schwarzovu nerovnost psat ve tvaru

[l |91 = skal® (i, ©) > 0,

nebo nejlépe ve tvaru (na pravé strané se nyni vyskytuje obycejna absolutni hodnota
redlného ¢isla)
|al| - [[91] = [skal(d, )]

Pritom rovnost ||d]| - ||U]| = |skal(d, V)| nastdva pravé tehdy, kdyz jsou vektory v
linedrné zavislé.

Poznamka: Na pojmech skaldrni souc¢in dvou vektoru a velikost jednoho vektoru je
krésné to, ze vypoctené realné ¢islo nezavisi na bazi zvolené pro skalarni soucin (tj. pro
Grammovu matici).

Tj. tyto pojmy jsou piikladem tzv. invariant® neboli veli¢in, které nezavisi na volbé
baze.

Véta 30 Viastnosti normy = wvelikosti vektoru: pro ||U]| na Euklidovském vektorovém
prostoru plati:

a) ||u]| > 0, pricemz ||u]|| = 0 < 4 = 0 (pozitivni definitnost),
b) [la-dl| = |af - [[@]| (homogenita),

c) ||[u+ 7| <||a|| + ||7]] (trojihelnikovd nerovnost),
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d) pro @ # 0 lze vektor 4 tzv. normovat = prodlouZit ¢i zkrdtit na velikost 1

Sy

Ze Schwarzovy nerovnosti 1ze definovat odchylku vektoru u, v:

|skal(a,v)] < [[a]] - [|7]|
|

] - 1]
_1_sl€qal(ﬁ,i7) <1
[l - {17]]

Definice 44 Pro nenulové vektory u,v z Fuklidovského prostoru lze definovat jedno-
znacné odchylku @ vztahem:
skal(d, U)

COSY = ——=———=
]| - {1]]

Pro hodnotu zlomku z intervalu < —1;1 > priradi funkce arccos(x) thel ¢ interval
< 0;7 > jednoznacné, tj. na < 0;m > existuje prdve jedno ¢ splnujici dany vztah.

Poznamka: Zname-li odchylku, muzeme vyjadiit hodnotu skalarniho soucinu obou
vektort:
skal(u, ) = [|d]| - [|7]] - cos

Fyzikalni vyznam skalarniho souc¢inu: pokud posunujeme skiin do vzdélenosti a
sméru d a tla¢ime na ni kolmo na smér posunuti, nevykoname zadnou praci, tj.:

W=F-d=0

R s Ve T

LY
[

s o

Tedy se zda, ze na praci vykonanou ve sméru d bude mit vliv ta ¢dst sily F , kterd bude
pusobit ve stejném sméru jako d.

=
LT ST P e
%)
G F % ol
. [ F-ref

wL
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Kdyz pusobime na skfin v sikmém sméru, silu F 1ze rozlozit na soucet sil ]51, 29

Sfla F, 1 nevykona ve sméru d 7adnou préci (viz predchozi obrazek).

Na praci ve smeéru d mé vliv jen sila Fé 7 toho plyne pouceni, ze skaldrni soucin
vyjadiuje miru vlivu vektoru F ve sméru d (mira vliva F je vyjadrena prumétem kolmym
F do sméru cf)

1Fall = [IF]]-cose
W =F-d=||F||-|[d||-cose = |ld][-[|[F]| - cosp = [|d]| - [| F2]]

Prace vykonana pii posunuti ve sméru a délce d pusobenim sily F je rovna skalarnimu
souéinu d - F.

(Pfi skaldrnim souéinu sestrojujeme prumét kolmy jednoho vektoru do sméru druhého
vektoru.)

Geometricky vyznam skaldrniho soucinu: obsah obdélniku o stranach ||d|| a
(IIF]] - cos ).

V piikladu fyzikalniho vyznamu skaldarntho soucinu byla fe¢ o kolmém prumétu —
musime se tedy chvili vénovat pojmu kolmost.

Definice 45 a) Vektory u,v v Euklidovském prostoru jsou ortogondlnt, kdyz plati:
skal(u,v) =0

Poznamka: Nékdy se zaménuji pojmy ortogonalnost a kolmost. Kolmost definujeme
v R™ pro vektory u,v, které jsou nenulové. Ortogonalnost piipousti, aby néktery z
vektoru u, U (nebo oba) byl nulovy, je to tedy obecnéjsi pojem nez kolmost.

Casto je pii praci s bazemi vektorovych podprostortt vhodné, aby v nich byly vektory,
které jsou navzajem ortogonalni.

Definice 45 b) Bdze podprostoru, nebo libovolnd posloupnost nezdvislych vektoru je:
a) ortogondlni, jestlize kazdé dva vektory z této posloupnosti jsou ortogondln,
b) ortonormdlini, jestlize je ortogondlni a velikost vsech vektori je normovand (= 1).

Poznamka: Grammova matice ortogonalni matice je diagonalni, grammova matice
ortonormalni matice je jednotkova.

Pokud uz mame ortogonalni matici, lze definovat i ortogondlni matici a ortogonalni
zobrazeni. Ortogondlni zobrazeni pak bude prirozené reprezentovano ortogonalni matici.

Definice 45 c) Ctvercovd matice A je ortogondlni, jestlize jeji sloupce jsou navzdjem
ortogondlni.
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Linedrni zobrazeni ¢ : V. — W je ortogondlni zobrazent, jestlize zachovdvd vysledek
skalarniho soucinu, tj.:

skal (i, V) = skal(p(@), p(V))

Poznamka: Protoze norma vektoru se definuje pomoci skalarniho sou¢inu, ortogonalni
zobrazeni zachovava i normu = velikost vektoru. Tedy ortogondlni zobrazeni zachovava i
odchylky vektortu, protoze odchylka se definuje pomoci skalarniho sou¢inu a normy.

Diive nez se pustime do dalsich véci, dokon¢ime nyni zkoumani vlastnich ¢isel a
vlastnich vektoru vzhledem k ortogonalité (teorie + nésledujici piiklad viz Kovér, str.

122-128):

Vratme se k situaci néjaké linedrn{ transformace ¢ : V' — V' zadané matici A:

g
R
o

A x

=

ma2ng 12‘31—'?! ol

Wad
—3> P

2 P
R 1 oda
vekloru ' ;*awuo

|
baze ¢

g 3
v

(A, B...podobné matice = matice stejné linearni transformace v ruznych bazich.)

Bez dukazu uvedeme nékolik vét a jeden piiklad, ke kterému smétujeme.

Véta 31 Podobné matice A, B (tedy takové matice, Ze existuje requldrni matice P, Ze
B = P~'- A P) maji stejné vlastni hodnoty.

Tj. vlastni hodnoty linearni transformace jsou invarianty — neméni se se zménou baze.

Veéta 32 Redlnd ctvercovd symetrickd matice md pravé n navzdjem riuznijch vlastnich
hodnot a vlastni vektory prislusejici ruzngm vlastnim hodnotdm jsou navzdjem ortogondlni.

A vrcholem bude nasledujici véta, kterd ve svém tvrzeni uvadi i navod na TeSeni
nasledujictho prikladu.

Véta 33 Pro kazdou symetrickou redlnou matici A, kterd reprezentuje linedrni transfor-
maci @ : V. — V existuje ortonormdini baze slozend z vlastnich vektoru matice A, ve které
md transformace @ diagondlni matici D sloZenou z vlastnich ¢isel na své hlavni diagondle.
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Navic matice prechodu H je ortogondlni a jeji inverzi ziskdme pouhym transponovdnim
H'=HT.
D=H"-A-H

Ad priklad 52: Najdéte diagondlng reprezentaci D linedrni transformace ¢ : R3 — R3
zadané symetrickou matici

0 0 =2
A=10 -2 0
-2 0 3

Naleznéte také ortonormdlni bdzi, vzhledem k niZ je ¢ diagondlni, a ovérte, Ze plati
D=HT"-A-H.

Reseni: Matice D se skldd4d z vlastnich éisel, které jsme nasli v pifkladu 52: Vlastni

0
hodnoté A\ = —2 odpovida vlastni vektor v7 := | 1
0
2
Vlastni hodnoté Ay = —1 odpovida vlastni vektor | 0 |, ktery jesté normujeme, protoze
1

jej budeme chtit pouzit do ortonormalni baze:

2 L (2 %
o] l=vVa+0+1=Vo=>m=—-(0]|=[0]|=u
1 V5 1 -
V5
_1
2
A konecné, vlastni hodnoté A3 = 4 odpovida vlastni vektor | 0 |, ktery jesté normu-
1
jeme:
_1 \/_ 1 —\Lf
2 1 5 92 2 5
N1 O |||l=4/-+1l=—7=>v3=—7-| 0 | = 0 =: v3.
1 4 2 Ve 2

V5
Sestaveni konstrukce predchozi véty: Na diagondle matice D jsou vlastni ¢isla A; ve
stejném poradi, v jakém jsme dali do baze €’ jejich normované vlastni vektory:

B g BEE) B

=

Q=9 0;\"&

Y e

T oy
I

Yo O

\--.I(:'J":'l i

— L

i L

0
1
[v]

I

&=

% 5
0
KL 5

-
x
'VG‘ 2 0 © = ﬁf
0 D=(o el a)=+1 a-H ¢
\ % o0 4




122 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

Proé¢ plati H—!' = HT? Protoze
HT - H = (skal(v;,7}))i j=123 = E.
(Vysvétleni: 01, v3, U3 jsou navzajem ortogondalni, a pritom jejich velikost = 1. Proto

i # j: skal(v;,0;) =0 } _—
i =j:skal(v;,05) = ||0j|]? =12 =1 =~ H' " H=E

(Z jednoznacnosti inverze u reguldrni matice — algebra 1, véticka 4 — dostaneme, ze
H-'=HT)

Poznamka: Ne kazdé linearni zobrazeni V' — V je diagonalizovatelné; uvedenym
postupem dokazeme najit D, pokud je A symetricka. Pro nékteré dalsi matice diagonalni
podobna matice neexistuje (to, co vzdy existuje, je tzv. kanonickd matice v Jordanove
tvaru — viz predmét ”analytickd geometrie”v 5. semestru).

Pojd'me nynf k otézce nalezeni ortonormalni/ortogondlni béze jistého vektorového pod-
prostoru, kdyz je ndm znama jeho béaze uj,us, ..., ur, kterd ortogondlni neni. Obecné
nasledujici véta plati i pro vektory linearné zavislé — jeji dukaz je konstruktivni a bude
vysvétlen na prikladu.

Véta 34 Grammaiv-Schmidtiv ortogonalizacni proces: Necht uy,us, ..., ur, jsou vektory
euklidovského prostoru = existuji po dvou ortogondlni vektory

€1,€5, ..., €k L(U1,Us, ..., up) = L(€7, €3, ..., €x)

Piiklad 61 Naleznéte bdzi podprostoru U = L(u, u3, u3):

=1
|
— N = O
!
1
O = O =

Reseni: Mohli bychom nejprve vytadit néktery z vektort, pokud je zdvisly na téch
ostatnich; kdyz se tomu vyhneme, podivejme se na to, jak si s tim nasledujici algoritmus
poradi:

a) € :=uj = ...prvni z konstruovanych vektoru nechame byt,

1
—= N = O

b) Hleddme

€ :=p1- € +uy/ €
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...musime ur¢it nezndmou konstantu p;, vyuzijeme ortogonality €1, €3 : skal(ej, é3) =
0:
—skal(é,u3) —4 2
0 =p; - skal(ey, €1) + skal(el,ws) = p1 = ————t = — = ——
Y41 (€1, €1) (€1,u3) = p1 skal(éi, é]) 6 3

Nasli jsme tedy vektor:

O
_= N = O

c) Hleddame
€3:=p1-€1+pa-+uz/ €
€3:=p1- € +p2-e3+uz/ - é3

... pii uréenf nezndmych konstant p;, p» vynasobime zvlast tutéz definiéni rovnici uz
zkonstruovanymi vektory €7, €3 — zatim sice €3 nezndme, ale protoze skal(éj, €3) = 0,
skal(es, é3) = 0, tak €3 z rovnic vypadne a dostaneme 2 rovnice pro 2 neznamé
konstanty pq, po:

0 = p;1-skal(éel,eq) + po - skal(eq, éy) + skal(eq, €3)
0 = py-skal(éq, ) + py - skal(éy, é5) + skal(é, €3)
1
=0=p;-64+2 = plz—g

0= 1.1 = =1
= D2 373 P2 =

-1

1
+1-f 3 [+

-y
_= N = O
W=

oo
|
co oo

1
3

Pokud jsme nevylouéili u3 zavisly na vektorech wuj,us, tak Grammuv-Schmidtuv
proces najde €3 = 0, a ten do baze nebereme, i kdyz je ortogonalni k €7 i k €3.

Odpoved: L(ui, w3, u3) je dimenze 2 a jeho ortogondlni béze je napt.:

0 —1

€1 = , €2 = 31
)

3

(Atd., pri vétsim poctu vektoru hleddme ey 1= py - €1 + po - €5 + p3 - €3 + uy a kdyz
tuto definiéni rovnost vyndsobime zvlast vektory €7, €5, €3, dostaneme tii rovnice pro tii
neznadmé pi, pa, ps.)
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Definice 46 Mnoziny vektoru A, B jsou ortogondlnt, kdyz:

Va e A, beB: vektory d, l;jsou ortogondlni.

(Znac¢ime A L B.)

Z linearity skalarniho soucinu plyne, ze mnoziny A, B jsou ortogonalni pravé tehdy,
kdyz jsou ortogonalni i vektorové podprostory (A), (B) jimi generované. Proto ma smysl
nésledujici definice (kterou jsme pouzili uz v piikladech na konci tfeti prednasky):

Definice 47 Kdyz U je wektorovy podprostor euklidovského prostoru V', tak
ortogondlni doplneék U+ podprostoru U v prostoru V se definuje jako mnoZina viech
vektori ortogondlnich k U :

Ut ={Z eV :ska(7 i)=0VicU}
Véta 35 a) Ortogondlni doplneék UL je vektorovyj podprostor,
b) V =U+ Ut (tzn. primy soucet, tj. UNU* =3, dim(V) = dim(U) + dim(U")),
c) (UHt=U,
d) (U+S)t=U0tns,

e) (UNS)t=U++ 5+,
...(d,e je vlastné jakousi analogii de Morganovych pravidel (viz Zdklady matematiky,
kap. 4) pro vektorové podprostory U, S euklidovského prostoru V.

Piiklad 62 V prostoru R* je ddn podprostor

1 1 2

o 0 o 2 . 1
U:<1: -1 , W = 3 y U3 = 0 >

2 —2 2

Najdéte ortonormding bdzi podprostoru U+.

Reseni: Nejprve z vektori i, s, u; eventudlné vylouéime vektor zdvisly na téch
ostatnich; pokud bychom na to zapomnéli, algoritmus si s tim stejné poradi:

Pro ¥ € U~ plati:

skal(Z,uy) = 0
skal(Z,u3) =

skal(Z,u3) =
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To je SLR:
T —l'3+21}4 =0 1 0 -1 210
1+ 2x9+3x3—224 = 0 —ry o~ 0 2 4 —410
201 + a0 + 204 = 0 =21 01 2 =210
10 -1 20 ? - 2575__22’;
~f01 2 =200 ) =7 T
00 0 00 5
Ty = t
Tedy fesenim SLR jsme nasli vektory z U~:
1 -2
S -2 L 2
YT 0
0 1

1 1 —2
- —2 - -2 2 -
er = 1 |2 =m 1171 o /- €i
0 0 1
—1
. 0
=0 = 6pp—6=>p=1=¢6= 1)
1

Vektory znormalizujeme:

N[

.7’2

[

Piiklad 63 Naleznéte bdzi podprostoru W+, je-li W jako podprostor feseni homogenni

soustavy:
31’1 + 3I2 + 2LL’3 + 7I4 =0
—2x3—924 = 0

r3+x4 = 0

31’1

Reseni: W je mnozina vSech vektoru &, pro které plati:

3
31 -
skal< 9 ,x) = O,Skal<

7 -9

8y
~—_

I

\.CD

»

™

=)

o~~~
VR
— = O O



126 Katedra matematiky PedF MUNI v Brné

3 3 0
...tedy W+ je prévé podprostor generovany vektory ME _02 ) (1)
7 -9 1

Oveérime pouze, zda tyto vektory jsou linearné nezavislé:

3 0 -2 -9 3 0 -2 -9 ; 8 8
3 3 2 7 —T1 ~ 0 3 4 16 = WL - ( 2 ) _2 ) 1 >
00 1 1 00 1 1 )\

Poznamka: Posledni dobrutka, kterou nyni potfebujeme pouzit u pojmu ortogonalita,
je tzv. ortogonalni projekce vektoru do podprostoru. K ¢emu to potrebujeme?

a) Pokud chceme napf. urcit odchylku vektoru od podprostoru, promitneme tento (ne-
nulovy) vektor kolmo do daného podprostoru, a urc¢ime odchylku vektoru a jeho
prumeétu,

b) Ortogonélni projekci budeme potiebovat pii konstrukei n-rozmérného objemu,

c) Prii vypoctu skaldrniho ¢i vektorového soucinu pracujeme s kolmymi pruméty vektoru
do sméru druhého vektoru (u skaldrniho souc¢inu) a do sméru kolmého na druhy
vektor (u vektorového soucinu). Rozklad vektoru na soucet dvou vektoru, které jsou
na sebe kolmé, lze tedy spocitat s vyuzitim kolmého prumeétu.

Definice 48 Ortogondlni projekce nenulového vektoru v do podprostoru U je wvektor I
takovy, Ze:

T+7=7

kde 7 € U, € U™

¥
sk
£
X

(Vse se odehréava v euklidovském prostoru, protoze bez skalarniho sou¢inu neni
umoznén pojem kolmosti.)

Konstrukce ortogonélni projekce bude vysvétlena na prikladu.
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4
Piiklad 64 Naleznéte ortogondlni projekci vektoru v = :; do podprostoru genero-
4
vaného vektory:
1 1 1
- |1 N N
1= 2= g W= | 9
1 3 -1

Reseni: Podivejme se, zda u7, u3, u3 jsou linearné nezavislé, a vybereme z nich bazi:

111 1 11 1 1 111 1
100 3 —ry o~ 0 -1 -1 2 (=1) ~ 01 1 =2
12 2 -1 -7 o 1 1 =2 +7ra 000 O
1 0
, . 1 . 1
:>bazeU:<w1: =1 >
1 -2

Protoze projekce T € U, lze & vyjadrit jako linearni kombinaci w?, wh:

T=a W +ag-wy = U =7+ y, kde skal(Z,y) = 0. Dosazenim za & do vyjadieni
vektoru ¢’ mame
172041'11714‘062'11?2—'—]7.
Nyni vyndsobenim této rovnosti zvlast vektory w, w, dostaneme dvé rovnice, ze kterych
vypadne ¥, protoze y L U = L(wy, ws):

skal(V,w)) = - skal(wy,w)) + ag - skal(wy, wy) + 0
skal(U,ws) =« - skal(wy, wy) + ag - skal(wy, wy) + 0

4 1 0
- —1 S 1 o 1 4—@1 4+062'0 . _
U= _g W= | 1 12— ay- 0+ ay 6}:>041—1,042— 2
4 1 -2
1 0 1
1 1 —1
=r=1 1 -2 1 =1 _
1 —2 5
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Poznamka: Vektor i lze nyni uz snadno vyjadrit:

1 1 3
N -1 0
YEUTEE L g T - T2

4 5 1

Priklad je hotov. [J

Nyni se blizime jesté k pokryti posledniho pojmu, kterym tento kurz zakoncime, a
to je pojem vektorového soucinu vektoru. Tento pojem je obecné odvozen od pojmu
n-rozmérného objemu (ddle podle Zlatos, kap. 15, od str. 300): V EUKLIDOVSKEM
VEKTOROVEM PROSTORU.

Definice 49 Objem v euklidovském vektorovém prostoru:

- Uvazujeme jednorozmérny objem jako délku vektoru u:

voly () = |||

- Dadle dvojrozmérny objem vols (@, V) bude vyjadrovat obsah rovnobéziniku urceného vek-
tory w,v — tento obsah je stejny jako obsah obdélnika ABCD, tj.:

voly(t, v) = [[al] - ||t — vg]|
bt ¢ €
/\j / T
s i :
L] w 1
I
c
B T = %

kde vg je ortogondlni projekce vektoru v do podprostoru S = L(i), tedy vols(U, V) =
voly (4) - || — vgl].

- Podobné trojrozmérny objem wvols(, v, W) vyjadruje objem rovnobéznosténu urcéeného
vektory i, v, W a vypocteme jej jako:

— = =

vols (i, U, W) = voly (0, V) - || — wr|

kde vols (i, U) je obsah rovnobéziniku, ktery je zdkladnou rovnobézinosténu, a ||W—wr||
je viyska rovnobéznosténu, urcend velikosti vektoru W — wr, kde wr je kolmiy prumét

—»

vektoru W do podprostoru T = L(u, V)
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/
P ™

- Podle tohoto schématu pokracujeme do vyssich dimenzi a definujeme (rekurentnim vzta-
hem) k-rozmeérny objem rovnobéznosténu jako funkci:

vol, : VF -5 R

kterd vektorum i, us, ..., up_1,ur € V priradi redlné éislo:

volg Uy, U, ..., U) = VOlp_q (U7, U, ..., Ug_1) - ||Uur — ugr||

kde wg; je ortogondlni projekce (= kolmy priumét) vektoru uy do podprostoru U =
L(u_ia U_é, s ul:—l)

Poznamka: 7 geometrické nédzornosti takto definovaného objemu plyne, ze v nasi ter-
minologii k-rozmérny objem je symetrickd (objem nezédvisi na poradi vektort), k-linedrn{
(multilinedrni = linedrni v kazdé slozce) forma. Déle z konstrukce objemu plyne nésledujici
véta:

Véta 36 (Zlatos, str. 301) V' je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (= euklidovsky
vekt. prostor), k > 1. Pro libovolné vektory u,us, ...,u; € V plati:

a) volg(uy,us, ..., ur) > 0, pricemz rovnost nastane prdvé tehdy, kdyz vektory uyi, ...,y
jsou linedrné zdvislé,
b) i, ..., u} jsou ortogondlni < voly(uy, ..., ur) = ||ui]| - [|az]| - ... - ||ukll,

c) Pokud uy, ..., u} jsou linedrné nezdvislé, tak lze Gr.-Schm. procesem ziskat ortogondlni
vektory

— —

01, ... 2 vol(uy, ..., ug) = volg (v, ..., 05) = ||o1|| - [|03]| - ... - ||0k]|-

Poznamka ad a) Pokud vektory w7y, u3, uj jsou linedrné zavislé, tj. lezi v jedné roving,
rovnobéznostén jimi urcéeny je degenerovany — jeho objem vols v prostorovych jednotkach
je roven 0.
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Definice 50 FElementdrni upravy matice bilinedrni formy:
Bilinedrni forma ¢ : V? — R je zaddna matici vddu n tak, Ze:

U1
— U
o(u, V) = (ug, Ugy ...y ty) - A - 2

Un

Elementdrnd 1ipravy matice bilinedrnd formy (budeme jim 7ikat ER U/ES U upravy =
Tadkové i sloupcové upravy) jsou takové upravy, které zméni matici A na matici B stejné
bilinedrni formy ¢, ovSem vyjddrené v jiné bazi (tj. pri tranformaci souradnic vektori
U, V) a plati:

B=PT.A.P

pro néjakou requldrni P.

Protoze do vzorce bilinedrni formy vstupugi dva vektory soucasné (fadkovy i sloupcovy),
na rozdil od Gaussovy eliminace kazdd elementarni uprava zde bude spocivat v tom, Ze s
radkovou upravou se hned nasledné provede i sloupcovd uprava stejné povahy.

ERU+ESU matice bilinearni formy:
a) Prehodime i-ty radek s j-tym rddkem, a hned poté i-ty sloupec s j-tym sloupcem,
b) i-ty radek vyndsobime nenulovou konstantou ¢, a hned poté i-ty sloupec vyndsobime c,

c) K j-tému rddku pricteme c-ndsobek i-tého radku, a hned poté k j-tému sloupci pricteme
c-nasobek i-tého sloupce.

Véta 37 Matice B ziskand z matice A elementdrnimi ERU+ESU dpravami (B = PT -
A - P pro néjakou reguldrni P) je matici tézZe bilinedrni formy, pouze vzhledem k jiné bdzi
daného prostoru.

Piiklad 65 Prevedte matici A dané symetrické bilinedrni formy o vzhledem ke stan-
dardni bdzi e na jinou matici vzhledem k jiné bdzi e’

0 &+ 0 0
1 —2 1 0

— 1 2
A=10 1 o -3
0 0 =3 0

Regen{: Vsimnéme si nejprve, jak bilinedrni forma ¢ pracuje vzhledem k bézi

1 0 0 0
620 1 0 0
- of"1of)’{1]710

0 0 0 1
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1 1
5 . 2 - 0 .
Napi. pro vektory u = 3 |U= [ [ mame:

-1 2
0 % 0 0 1
12 1 0 0

i 7 pu— — . 2 e —
gp(u,v) (172a37 ]-) 0 1 0 _% -1 1175

0 -3 0 2

Pokusme se matici A zjednodusit elementarnimi ERU+ESU Upravami:
Strategie: Vezmeme prvni nenulovy prvek a; a pomoci néj vynulujeme prvky pod nim a
napravo od néj:

N |
]
[N}
|
oNvlw O O
2

1
2
—2
1
0

O O NoN=
NI = O

2
O RIFNI= O

O OoOvi- O

vlw O = O
|

OoOvlw O O
+

...ke 3. sloupci matice pti¢teme —|—% - 89 (89 je druhy sloupec matice):

0

...je zachovana symetrie matice B a matice B je matici téze bilinearni formy vzhledem
k jiné bézi (s tpravami matice B bychom mohli pokracovat).

0o 3 1 0 0 3 3 0
N %—2 0 0 N %—20 0 N
to 1 - Eooy

3 3 9
...ke 4. sloupci pricteme +3 - s3:

11 3

R

~ | 2 = — B

1 1

O

1 0 =3

Vratme se nyni k vypoctu k-rozmérného objemu:

Veéta 38 Na euklidovském vektorovém prostoru nad télesem R plati pro libovolné vektory
UL, Uy veey Ul !

volg (U, Uy, ..., uj) = \/det(G(uﬁ,ué, ...,u})).

Poznamka: Z predchozi véty plyne navod pro vypocet objemu: Vytvorime Grammovu
matici G(uy, u3, ..., ur), a protoze se jednd o matici symetrické bilinearni formy, upravu-
jeme ji symetrickymi ERU+ESU tupravami na diagonalni tvar. Kdyz se ndm to podaii,
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tento diagonalni tvar je:

G2 0 0 .. 0
0 |l@lZ 0 .. 0
0 w0 |
a tedy:
oly (U, @, o tli) = V[ [2 - ([ [ - . - ||| 2

Pokud matici na tento tvar upravit nelze (a; = 0), znamena to, ze:
volg (i, Uy, ..., uj) =0

Definice 51 Dve baze vektorového prostoru jsou souhlasné orientované, pokud matice
prechodu mezi nimi ma kladny determinant;

Dvé baze vektorového prostoru jsou nesouhlasné orientované, pokud matice prechodu
mezi mimi md zaporny determinant.

Poznamka: Relace souhlasné orientace mezi dvéma bazemi (tj. bindrni relace na
mnoziné ¢tvercovych matic daného radu!) je relaci ekvivalence, protoze:

- kazda baze je souhlasné orientovana sama se sebou:

detE =1

- a~ = [~ a..relace je symetrickd (opét vyuzivame v tichosti pominutou Cauchyho
vétu, ze determinant soucinu matic je roven sou¢inu dil¢ich determinanti):

detP - detP~' = detE =1 — detP > 0 < detP~! >0

- a~fB,0~v= a~ ..relace je tranzitivni:
Poosp - Pasy = Paosy
...vztah mezi maticemi ptechodu:
detP,_p - detPs_,, = detP,_,,
a vysledek sou¢inu kladnych cisel je opét kladny.

Strategie kladné orientace: Vybereme jednu hezkou béazi (zpravidla standardni) a
prohldsime ji za kladné orientovanou. Pak vSechny baze s ni orientované souhlasné maji
téz kladnou orientaci.

Piiklad 66 a) Kladné orientovand bdze v prostoru jedné dimenze L(@): bdze U md stejny
smér jako vektor u,
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b) Kladné orientovand baze v prostoru dimenze 2, tj. L(uy,u3): otdéime u) do sméru us
proti sméru pohybu hodinoviych rucicek,

c) Kladné orientované baze v prostoru dimenze 3, tj. L(uy,us,us3): pravidlo pravé ruky:
kdyz otacime uy do smeéru us proti sméru rucicek, tj. ve sméru prstiu pravé ruky,
vidime toto otdcent jako proti sméru rucicek z vrcholku vektoru uy (= palec ukazuge
ve sméru vektoru u3).

Definice 52 Orientovany k-rozmérny objem: (V;+;-) je k-rozmérny euklidovsky prostor
a uy,us, ..., up, je jeho kladné orientovand bdze, kterd je navic ortonormdlini.

Pak orientovany k-rozmérnyg objem pro libovolnou posloupnost vektori (7,2, ..., Zk)
definujeme jako determinant:

skal(z1,uy) skal(zy,uy) ... skal(@g,uy)
VOl By o) = det skal(z1,us) skal(zy,us) ... skal(Zg,us)
skal(xy,uy) skal(zs,ur) ... skal(zy,uy)

...8ipka voly, znaci orientaci.
Poznamka:

1) V predchozich piikladech jsme mluvili o (neorientovaném) objemu jako o odmocniné
z determinantu — pokud ovSem na diagonéle jsou velikosti vektoru z ortonormalniho
systému, jejich velikost je rovna jedné, a tedy velikost = odmocniné z velikosti, tj.
pro ry = uj, ..., Ty = U} se jedna u ortonormaéalniho systému o jedno a totéz, objem
je roven danému determinantu!

2) Orientovany objem je tedy definovan jako jisty determinant v kazdém piipadé; jednot-
kou tohoto objemu je objem k-rozmérné krychle vytvorené vektory u3, ..., u; kladné
orientované ortonormalni baze — sloupce matice, z niz determinant pocitame, jsou
tvoreny soufadnicemi vektoru 7, ..., £ v bazi uq, ..., ug.

Priklad 67 Pokud

1 0 0
0 1 0
n=101,ua=|[0|,.,un=1]0
0 0 1

tak: VA € RF** plati:
det(A) = vol(s1(A), s2(A), ..., se(A)),

tj. det(A) je roven k-rozmérnému objemu urcenému sloupci této matice.
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Poznamka: Definice 50 nam ukazuje na jiny zpusob k pojeti determinantu: pokud se
,pohybujeme® v euklidovském prostoru R™ (prostor n-tic redlnych éisel je euklidovsky),
tak det(A) lze chapat jako orientovany n-rozmérny objem rovnobéznosténu vy-
tvoireného sloupci matice A.

Véta 39 a) Orientovany objem vektori 2, ..., T, je invariant — nezdvisi na volbé kladné
orientované ortonormadalni baze,

b) V orientovaném k-rozmérném euklidovském prostoru V je mezi neorientovangm
objeme (def. /9) a orientovanym objemem (def. 50) souvislost, kterou bychom
ocekavali: .

volg (21, ..., Tx) = |voly (27, ..., T})|
Pritom 17, ...,%) tvori kladné orientovanou bdzi 'V prdvé tehdy, kdyz
voly (71, ..., 7},) > 0.

c) Dusledek b): 3,...,2} jsou linedrné nezdvislé < volg (21, ..., 2%) # 0

Poznamka: Orientovany k-rozmérny objem se nékdy nazyva vnéjsi soucin. Pomoci
vnéjsiho soucinu se pak obecné definuje pojem vektorového soucinu vektoru:

Definice 53 Mé¢jme kladné orientovanou ortonormdlni bdzi o = (uy,...,up), n > 2,
orientovaného euklidovského prostoru V.

Pevné zvolené vektory a1, ..., x, 1 definugi linedrni formu ¢ : V — R:

YY) = vo_zn(fl, ey X1, Y) = (X105 2, 1Y)

...vektoru § je prirazen vnéjsi soucin (2105...x, 1Y) (0znacujeme v kulaté zdavorce bez
jakéhokoli znaménka operace) a podle teorie linedrnich forem na vektorovém prostoru
(podrobnéji viz Zlatos, str. 307):

NG eV VFeV (i) = voly (&1, ... w1, ) = (E185...2717) = skal(T, 7).

Tento jednoznacné urceny wvektor U se mnazyvdi vektorovy souéin vektort
T, X3, ey Tnoq (také ortokomplement = ortodoplnék vektori 7,5, ..., x, " 1).
Znacime T) X To X ... X Tpq =: U.

Poznamka:
V', ktery doplnuje linedrni formu ¢ : V" — R,

T e
U,7), tj. pritazujeme § — skal(¥, ), dostaneme:

Pro n=2 : Pro pevneé zvoleny vektor
pii niz Y(y) = vols(Z, §) = skal(

skal(z,uy) skal(y,u1)\ L
det( Ton) skal(fn)) skal(V, 7).

ProtoZe tento vztah plati Vi € V, dosadme za ¥ postupné uj, us a vypocteme
determinant na levé strané rovnosti:
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L skal(z,uy) 1Y\ L
y = : det (skal(f, ) O) = skal(7, )
—x9 = —skal(Z,u3) = skal(V,u})

L skal(Z,u1) 0) Lo
i = uy : det (skal(f, B 1) = skal(V, u3)
x1 = skal(Z,u) = skal(V,u3)

=T = ( ) v = ( ) :xl,
i) o T
an

tj. vektorovym sou¢inem prifazenym jednomu vektoru & je vektor #— nan kolmy:

—

S det(z,a™)

T U2

Thi=0=—xg U+ 21 - U =

...formélni Laplacetuv rozvoj determinantu podle 2. sloupce, ve kterém jsou vektory
z baze a = (uy, u3).

Obecné pro n > 2 : Oznacme z;; := skal(2j,4;) pro1 <i<n,1 <j<n-—1:
X = (x4)

...matice typu n x (n — 1), jejiz sloupce tvoii souradnice vektoru (pevné zvolenych)
T, X2y ey Tpoq V bzl @ = (U7, U3, ..., Up,).

Tyto pevné zvolené vektory 27,23, ..., x,~1 definuji linearni formu ¢ : V- — R, pfi
niz:
B(F) = V0l (5, 271, ) = skal(F, )

...vektor v’ lze oznacit jako £ X 3 X ... X x,;" 1.

Protoze tento vztah plati Vi € V, dosadme za i postupné vektory i, ..., tn:

i =1 : skal(T, ;) = skal(@} x ... x x,7q,10;) = det(X, é}) = (=1)"" - det X;

..kde €; je jednotkovy vektor (na pozici ¢ ma 1, jinak nuly) a X; je matice X,
které chybi i-ty tadek. Jedna se o formdlni Laplacetv rozvoj determinantu podle
posledniho sloupce. Vektor ¢ 1ze formalné zapsat jako

—

N T11 e Tip—1 U
U=T1XToX .. XLy = (=1)"detX; =| L | = det(X,ah)
Tp-1,1 Tp-1n-1 Up—1 ’
n—1, n—1ln— n—

=1 N
Tn,1 Tnn—1 Unp,
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Pro n = 3 tedy: Pro pevné dané vektory 7,1 existuje jediny vektor ¢, oznac¢me v :=
T X .

1 U Z
TXY=|x2 Yo 1 = ($2y3 — Z3Y2; T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — xzyl)
T3 Y3 k

—»
)

Vektor 7 x i je ortogonalni na prostor L(Z, %), tj. T x ¢ € [L(Z,%)]*.

- = =

Pro Z, i linedrné nezavislé tvoif vektory Z, 7, ¥ x ¢ kladné orientovanou bazi R3.

Pii zdmeéneé poradi vektoru Z, ¢ se zméni orientace baze oo = (&, 7)), tj. vektorovy soucin
jako soucast orientovaného objemu zméni znaménko, tj. vektorovy soucin je antisymetrické
zobrazeni:

TXY=—-yYXT

Véta 40 Viastnosti vektorového soucinu 21 X To X ... X 1 v orientovaném euklidovském
prostoru V, dim(V') = n (Zlatos 310-311), nad télesem R redlnych cisel:

a) Vektorovy soucin 21 X 25X ...Xx, 1 je multilinedrni ((n-1)-linedrni) antisymetrické zobrazeni:

Vil v

b) Vektory a1, 23, ..., x,_1 jsou linedrné zdvislé < &1 X T3 X ... X T, = 0,

c) Pokud 2,23, ...,x,-1 jsou linedrné mnezdvislé, tak U = 1z X 3 X ... X x,_1 je
normdlovy vektor nadroviny L(Z1, T3, ...,x,"1), a vektory x3,23, ..., Ty 1,0 tvori
kladne orientovanou bdzi,

d) V dvojrozmérném orientovaném euklidovském prostoru plati:

171 = [|2]]

...vektorovyj soucin je undrni operace: & — T+,
e) V trojrozmérném orientovaném euklidovském prostoru plati pro nenulové vektory Z,y:

|7 > gl = [1Z]] - [[g]] - sin (T, )
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£) Pron > 2 vn-rozmérném orientovaném euklidovském prostoru V plati vz, ...,x," 1 €
V:

[|21 X ... X 2y || = voly,_1 (27, ..oy xy 1) = \/detG(azl,xQ, ey T 1)
(tedy neorientovany objem vektoru T, T3, ..., x, 1 spocte velikost jejich vektorového

soucinu,).

Fyzikalni vlastnosti vektorového souc¢inu: Otacivy moment M télesa kolem pevné
osy pii pusobeni sily F":

asa obodew” dved”

Timto zpusobem dvere nepootocime ani o centimetr. Pomocnik snazici se dvefe oteviit
nebo zavtit svou silu vynaklada zbytecné, otac¢ivy moment této sily vzhledem k ose otaceni
je nulovy vektor.

Kdyz sila F bude pusoblt sikmo a nikoli rovnobézné se sténou dveri, lze ji rozdélit na
soucet dvou diléich sil Fl, F2

wsa obAtu dvedri”

VT

Sila F2 predstavuje pusobem neefektivniho pomocnlka sila F1 naopak pusobi ve sméru
kolmém na osu otaceni, tj. F je ta ,cast” sily F ktera ovliviiuje otacivy moment télesa.

Pokracujme déle k definici momentu sily vzhledem k ose otéceni:

—

M = PxF
M= |7]]- [|F]] - sina
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b s
\

=\

ot

- Otacivy moment M pusobi ve sméru osy otaceni — v tom sméru, ktery ur¢ime podle
pravidla pravé ruky: kdyz prvky sméfuji ve sméru otaceni osy, palec ukazuje ve
sméru vektoru M,

- Velikost momentu zdvisi na vzdélenosti ||7]| pusobisté P od osy otaceni, a dile na
prumétu Fi sily F' do sméru kolmého na pusobisté 7 (tj. na velikosti prumétu || F|| -
sin «v):

|| M| = [[7]] - [|F]] - sina = [|7] - [ Fa]

Tedy orientace M je takova, aby vektory 7, F , M v daném poradi tvorily kladné
orientovanou bazi prostoru (otac¢eni prvniho vektoru smérem ke druhému vektoru
vidime 1épe, kdyz posuneme 7" do bodu P, aby vektory 7, F' mély stejny pocatecni
bod).

Na moment M mé tedy vliv jen slozka F, kolm4 na pruvodi¢ bodu pusobeni sily —
tj. pfi vektorovém soucinu vyuzivame ,informace®, které vzniknou kolmym prumétem
jednoho vektoru do sméru kolmého na druhy vektor.

Zobrazeni 7 x F je multilinearni (bilinedrni):
(-7 +B8-1m)xF=a-1 xF+8-15xF.
Zobrazen{ 7 x F je antisymetrické:

rx F=—-Fxr.



Algebra 2 (MA 0005) 139

12 Tyden 12

12.1 Cviceni 12: provérka-b

Provérka-b na témata uréend cviéicim.

12.2 Prednaska 12: Provérka ze cviceni, bude-li potieba poskyt-
nout prednasku
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13 Otazky k tustni casti

Otézky jsou aktualizovany ke Stédrému veceru 2021!

13.1 Cramerovo pravidlo pro reSeni SLR

e (10 bodu) totédlni vzorec pro feseni SLR — odvozeni pro systém dvou rovnic o dvou
neznamych;

e (10 bodu) Cramerovo pravidlo — vzorce, slabina metody (kdy lze pouzit, kdy nelze);
e (5 bodu) Piiklad: pomoci Cramerova pravidla vypoctéte feseni SLR:
x —z = 0,
3z +vy = 1,
—r+y+z = 4.

e (5 bodu) Meziotdzka: jesté existuje jedna metoda, kterd funguje piesné tehdy, kdyz
funguje Cramer — co je to za metodu a v ¢em SpocCiva?

13.2 Definice determinantu

e (10 bodu, ale bez této definice nelze na zkousce existovat) Definice: determinant
¢tvercové matice

e (10 bodu) Priiklad: urceni znaménka u souc¢inu pomoci geometrického nézoru poctu
hran pribuznych vedlejsi diagonale. Muzete vysvétlit na prikladu:

1 2 02
2 4 10|
0 0 —1 3|
3 -1 14

e (5 bodu) zduvodnéte, pro¢ se transponovéanim determinant nemeént;

e (5 bodu) Vysvétlete: Determinant je antisymetrickd multilinedrni forma.

13.3 Pravidla pro tpravu determinantu

e (10 bodu,) D3: determinant jako zobrazeni je linedrni v ... (vysvétlete a dokazte; v
dukazech této otazky budete také potiebovat definici determinantu);

e (10 bodu) D4: determinant se nezméni, pokud k jednomu fadku matice ... (vysvétlete
a dokazte);

e (10 bodu) Definice: schodovy tvar matice (fddkovy schodovy tvar ... row echelon
[eselon| form). Jak souvisi vypocet determinantu se schodovym tvarem matice a
pravidly D3, D4 ?
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13.4 Vldastnosti D3 a D5 determinantu

e (5 bodu) D5: Vzorec pro rozvoj determinantu podle fddku nebo sloupce

e (10 bodu) Vysvétlete na piikladu rozvojem podle vhodného tddku nebo sloupce:

o N W

_ O Ot N
I

N O N O

W O = =

e (5 bodu) D3: co to znamend, ze determinant je zobrazeni, které je ... (dokoncete
vlastnost D3 a vysvétlete);

e (10 bodu) Pti vypoctu determinantu'?

1020 30
514 27 3
1040090
8 153 76|
9154338
107090

Laplaceovym rozvojem podle druhého sloupce (D5) dostaneme

12030 12030 12030
14090 5 4 2 7 3 5 4 2 7 3
=853 7 6/+(1 409 0—-|1 409 0].
9 5 4 3 8 9 54 3 8 8 5 3 7 6
17090 17090 17090

Ukazte, jak pii slouc¢eni prvnich dvou z téchto tii determinanti patého radu uzijeme
linearitu.

13.5 Vektorovy prostor

e (10 bodu, ale bez této definice neexistuje) Definice vektorového prostoru V nad
télesem T.

e Priklady (jak se na téchto VP definuje s¢itani vektoru a ndsobeni vektoru skaldrem?):
a) aritmeticky vektorovy prostor (5 bodu), b) prostor polynomu stupné nejvyse 3
(5 bodu), ¢) prostor funkei spojitych na intervalu (5 bodu), d) nejmensi mozny
vektorovy prostor (0 bodt, ale méli byste védet).

e (5 bodi) meziotézka: srovnejte vektorové prostory b), c) z hlediska béze a dimenze.

19Piiklad byl poéitdn na prednisce oznacené 09-10.
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13.6 Zavislost a nezavislost skupiny vektori — baze, dimenze,
souradnice

e (5 bodi) Def.: linedrni kombinace vektoru; def.: linedrné zavisla posloupnost vek-
toru;

e (15 bodu, bez téchto tif definic nelze u zkousky existovat) Def.: béze a dimenze
vektorového prostoru, souradnice.

e (10 bodu) Priklady dimenze a baze (u piikladu b),c) z predchozi otézky).

13.7 Vektorovy podprostor

e (5 bodu) Def.: vektorovy podprostor: co staci ovérit, abychom védéli, ze podmnozina
vektorového prostoru je sama uz vektorovym prostorem?

e (5 bodu) Piiklady vektorového podprostoru (co je, co neni vektorovy podprostor);

e (10 bodu) Je prunik dvou podprostoru vektorovy podprostor? Je sjednoceni dvou
podprostoru vektorovy podprostor? Protiptiklad + lze tedy definovat néjak podpro-
stor urceny sjednocenim? Jak?

e (10 bodu) Nékteré znamé mnoziny bodu nelze pomoci pojmu vektorového prostoru
popsat — zavadime proto pojem afinnfho prostoru, uvedte jeho definici a piifklad
afinniho prostoru, ktery neni vektorovym prostorem.

13.8 Hodnost matice, Frobeniova véta, ttri typy vysledku reseni
SLR

(5 bodu) Co je to hodnost matice (def.)?

(5 bodu) Jak souvisi pojem hodnosti matice s pojmem dimenze jistého nejmeno-
vaného (ktery mate jmenovat) vektorového prostoru?

(5 bodu) Jaké tii situace mohou nastat u SLR vzhledem k poctu feseni a kdy
nastavaji?

(5 bodu) V piipadé nekoneéné mnoha feseni: Jak pocet parametru souvisi s hodnosti
matice systému (véta 12)7

(5 bodu) piiklad reseni SLR Gaussovou eliminaci: vyfeste ndsledujici systém rovnic:

rT+y+2z—-5w = 3,
20 +5y —2z—9w = -—2.

(5 bodu) Co lze Fici 0 mnoziné feseni SLR? Je to ... s bazi ... a dimenzi ...
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13.9 Homogenni SLR, princip superpozice, dva typy vysledku
reSeni SLR-hom

(5 bodu) Co je to SLR-hom? Jaké jsou typy SLR-hom podle poctu jejich feseni?

(10 bodu) Mnozina feseni SLR-hom tvoii ... s bazi ... a dimenzi ... (véetné dikazu
— zkuste systém psat jen maticové, bude to piehlednéjsi).

(10 bodu) Obecné a partikularni feseni SLR, princip superpozice.

(5 bodu) Princip superpozice ilustrujte na piikladu:
1+ 229+ 3x3 = 9,
T — X9 +4r3 = —1.
13.10 Scitani a nasobeni matic — analyza pomoci pojmu z algl
e (5 bodu) Jak se definuje séitdni matic a jaké matice lze scitat?
e (10 bodt) Uvedte a zdiivodnéte vlastnosti operace séitani matic (véta 14).
e (5 bodu) Jak se definuje operace ndsobeni matic a jaké matice lze ndsobit?
e (10 bodu) Uvedte a dokazte vlastnosti operace ndsobeni matic (pfednostné tedy

nasobeni na mnoziné ¢tvercovych matic, véta 15).

13.11 Elementarni radkové tpravy

e (5 bodu) Co je to elementdrni fadkova dprava (def.)?

e (5 bodi) Co je pro ERU charakteristické vzhledem k SLR? Elementérn{ ipravy SLR

e (20 bodu) Véta: kazdou ERU lze reprezentovat vyndsobenim jistou matici zleva —
ukazte na piikladu matice

A=

O N =
e )
N DN W

13.12 Maticova metoda pri reSeni SLR

e (5 bodu) Co je to maticovd metoda Feseni systému linearnich rovnic?

e (10 bodu) Vypocet inverzni matice Jordanovou metodou — vysvétlete na piikladu

T —z = 0,
3 +vy = 1,
—r+y+z = 4.
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(5 bodu) Kdy lze uzit metodu inverzni matice pii feseni SLR? (singularni matice,
reguldrni matice)

(10 bodu) Zduvodnéte matematickou vétu, pro¢ ERU pouzité na jednotkovou matici
najdou matici inverzni (proved'te dukaz).

13.13 Linearni zobrazeni

(5 bodu, bez této definice u zkousky nelze existovat) Uved'te definici linedrniho
zobrazeni mezi vektorovymi prostory.

(10 bodu, bez tohoto piikladu nelze u zkousky existovat) Zadéani linedrniho zobrazeni
pomoci predpisu — pomoci matice — pomoci obrazti baze. Uved'te piiklad linedrniho
zobrazeni R® — R2.

(5 bodu) Priklad zobrazeni mezi vektorovymi prostory, které neni linedrni.
(5 bodu) Véta: zakladni vlastnosti linearntho zobrazeni.

(5 bodu) meziotdzka: které zakladni zobrazeni na ZS neni linedrni zobrazeni, ale
afinni zobrazeni?

13.14 Jadro a obor hodnot linearniho zobrazeni

(10 bodu) Def.: jadro a obor hodnot linearniho zobrazeni, nejlépe véetné obrazku,
ale i definice symbolickym zapisem.

(10 bodu) Na piikladu vysvétlete, jak jadro a obor hodnot konkrétniho linearniho
zobrazeni najdeme:

3v1 — Uy + 23 — V4
Q : R4 — R37 (,0(17) = 2v1 + 3vg + vg + vy
5U1 + 2U2 + 3U3

(5 bodu) Véta: vlastnosti jadra a oboru hodnot, vztah jejich dimenze a dimenze
celého prostoru vzoru.

(5 bodu) Véta: linedrni zobrazeni je injektivni pravé tehdy, kdyz ... (slavnd véta
20 dokazovand ve druhém nebo tretim tydnu predmétu Zaklady matematiky!!!) ...
(Zkuste reprodukovat i dukaz)

13.15 Matice prechodu mezi bazemi téhoz VP

(15 bodu) Je zaddn vektor

1 1 2 0
v=1 2 v bazi a= 0], 11, 0 ;
1 1 1 2

«
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vyjadrete souradnice vektoru v vzhledem k bazi

0 1 2
8= 1], {o}],[o
1 2 2

pomoci jisté matice prechodu P.
e (10 bodu) Jaké je nyni vyjadieni vektoru ¢ v bazi 5 v nasem piikladu?

e (5 bodu) Pro 8 zadanou vektory

1 0 0
8= o], 1],10
0 0 1

by byla matice prechodu P =...

13.16 Vlastni ¢isla (hodnoty) a vlastni vektory (sméry) linedrni
transformace

e (10 bodu ... algebraicka definice ... bez ni na zkousce nelze existovat) Def.: vlastni
¢isla a vlastni sméry linedrni transformace vektorového prostoru.

e (10 bodt ... geometricky pohled) Najdéte navzdjem linedrné nezavislé vlastni smeéry
osové soumérnosti vzhledem k ose y = 3.

e (10 bodu ... algebraicky piiklad) Naleznéte aspon jeden vlastni smér-vektor a jemu
odpovidajici vlastni hodnotu pro linearni transformaci R — R3 zadanou matici

0 0 -2
A=10 -2 0
-2 0 3

13.17 Pi#iklad linedrniho zobrazeni na ZS vysokoskolsky

Vyberte si jeden z nasledujicich prikladu a vyfeste:
Piiklad A) otdceni roviny se stredem v poc¢atku nebo s obecnym stiedem:

e (15 bodu) Naleznéte maticové vyjadreni (linedarni zobrazeni) otoceni roviny se
stfedem v pocatku o thel 30 stupniu neboli %.

e (15 bodu) Naleznéte maticové-vektorové vyjadieni (afinni zobrazeni) otoceni roviny
se stiedem v bodé [3;2] o tihel 30 stupiitt neboli §.

Piiklad B) osovd soumérnost s osou prochézejici po¢atkem nebo s obecnou osou:

e (15 bodu) Naleznéte maticové vyjadreni (linedarni zobrazeni) osové soumérnosti v
ine _z
roviné s osou y = .

e (15 bodu) Naleznéte maticove-vektorové vyjadieni (afinni zobrazeni) osové
soumérnosti v roviné s osou y = 7 + 3.
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13.18 Skalarni souc¢in vektoru

e (10 bodu, bez této definice nelze u zkousky existovat) Vysvétlete: Skalarni soucin
vektoru je symetricka bilinearni pozitivné definitni forma na daném vektorovém
prostoru. Co je to Euklidovsky vektorovy prostor?

e (5 bodu) Uvedte pifklad skaldrnfho sou¢inu na prostoru a) n-tic realnych ¢isel; b)
spojitych funkef na intervalu (a; b).

e (10 bodu) Jaky je geometricky vyznam skaldrniho sou¢inu?

e (5 bodu) uved'te néjaky fyzikalni vyznam skaldrniho souc¢inu. Pokud nevite, zkuste
vyTesit nasledujici tlohu: Tatinek tdhne sané se tfemi détmi o celkové hmotnosti 45
kg pod thlem 20° vzhledem k zemi po dokonale hladkém ledu silou 210 N. Jakou
praci vykona pii posunuti sani o 3 metry? (nemusite dosazovat do kalkulacky, jen
vyjadiete vypoctem bez dosazeni)

13.19 Velikost vektoru, odchylka vektoru

e (10 bodu) Definice velikosti a jeji zékladni vlastnosti (véta).

(5 bodu) Co iika Schwarzova nerovnost? Kdy v ni nastavd rovnost a proc¢?

(5 bodu) Definice odchylky dvou nenulovych vektoru: z ¢eho moznost existence
tohoto pojmu vyplyva, a jak souvisi se skalarnim soucinem?

(5 bodu) V jakém intervalu se muze odchylka dvou vektoru pohybovat?

(5 bodu) Jak se 1lisi odchylka vektoru od odchylky piimek v aritmetickém vektorovém
prostoru?

13.20 Ortogonalni vektory, ortogonalni doplnék

e (5 bodu) Ortogondlni vektory, ortogonalni matice, ortogonélni zobrazeni — definice.
e (5 bodu) Ortogonélni mnoziny, ortogonalni podprostory — definice.

e (5 bodu) Ortogonélni doplnék podprostoru — definice.
(

e (15 bodu) V Euklidovském prostoru R’ je ddn podprostor

1 1 1

1| |0 1
w==r{| 1|, [1].] o]}

0 0] | -1

0 1 1

Naleznéte bazi a dimenzi jeho ortogonalniho doplitku W+,
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13.21 Vyuziti matice zobrazeni v riznych bazich

e (15 bodu) Naleznéte maticové vyjadreni (linedarni zobrazeni) osové soumérnosti v
roviné s osou y = 3 na zdkladé fesent jist¢ho systému rovnic, bez matic prechodu.

e (15 bodw) Naleznéte maticové vyjddieni?” (linedrni zobrazeni) osové soumérnosti v

roviné s osou y = Z na zakladé vlastnich ¢isel a vektoru, dvou matic prechodu a

2
vety 33.

13.22 Gramuv-Schmidtav ortogonaliza¢ni proces

e (5 bodu) Vysvétlete, o co se jedna.

e (15 bodu)V Euklidovském prostoru V' naleznéte ortogonalni bazi podprostoru

1 1 3

2 1 2

W=1L 2 |’ -5 |’ 8
-1 3 —7

e (5 bodu) Co to znamend, kdyz néktery z vytvafenych vektort bude nulovym vek-
torem?

e (5 bodi) Co je to ortonormdlni béze vektoru a jak by se tato béze ziskala z béze
ortogonalni?

13.23 Ortogonalni projekce vektoru do VPP

e (10 bodu) Vysvétlete, o co se jednd, véetné obrazku.

4
e (15 bodu) Naleznéte ortogondlni projekci vektoru v = :é do podprostoru
4
1 0
1 1
1 -2

e (5 bodil) Naleznéte také souradnice vektoru i z ortogonalniho doplitku U+ z definice
ortogonalni projekce (v nasem piikladu).

20Viz prednéska 12, od 1:15:00.
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13.24 Vektorovy soucin vektoru

e (10 bodu) Pouze stredoskolska definice a vypocet vektorového soucinu v dimenzi 3
(nakreslete obrazek a vysvétlete orientaci vysledného vektoru)?': Vypoctéte vekto-

1 4

rovy souc¢in vektoru (v daném poradi) = |2 ], 7= |5

3 6

e (10 bodu) geometricky vyznam vektorového soucinu;

e (10 bodu) fyzikéaln{ vyznam vektorového soucinu: skripta, str. 137-138: moment sily
pusobici na téleso vzhledem k ose otaceni.

Pokud nevite definicni obrazek ¢i ptiklad, zkuste vytesit nasledujici priklad: Délka
ramene pedalu jizdniho kola je 0,152 m. Chodidlo cyklisty tlac¢i svisle na pedél
silou o velikosti 111 N. Urcete velikost momentu sily vzhledem k ose otaceni svira-
li rameno pedalu se svislym smérem (viz obrazek) thel a) 30°, b) 90°, ¢) 180°. Ve
kterém z pifpadit bude moment sily 7#x F mit velikost nejvétsi-nejmensi? (7" je vektor
pruvodice od osy otac¢eni k mistu pfipojeni pedalu).

%) V'? %) v C,

21 Miuzete si pamatovat, ze v dimenzi 2 je vektorovy soucin undrni operaci, tj. vstupuje jeden vektor,
vystupem je jeden vektor, v dimenzi 3 bindrni operaci (vstupuji dva vektory v daném pofadi, vystupem
je jediny vektor), v dimenzi 4 terndrni operaci (vstupuji tii vektory, vystupem je jeden vektor), a tak
déle. Podrobnéjsi vysvétleni bude pravdépodobné realizovano v prednasce z geometrie v patém semestru.
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Prehled literatury

Pro zopakovéani analytické geometrie je dulezity vyklad v [Bocek, Kocandrle 1995] a
piiklady v [Petdkova 1998] od strany 100, ale ne vSechny z oddilu 13 a 14, nybrz skoro
v8echny. Pro dalsi tydny cviceni budou probirany nékteré kapitoly z knihy [Horak,P. 2002].

Prednéska je vytvarena na zékladé skript [Hordk, 2017], [Hordk, Janyska 1997] a s
prihlédnutim ke knize [Poole,D. 2015]. Z knih [Shilov 1997], [Zlatos 2011] byly vzaty
nékteré drobnosti.

Bocek, Kocandrle 1995 Matematika pro gymnazia — analytickd geometrie. Zakladni
material pro uvedeni do pocitaci geometrie. Nakl. Prometheus, pocet stran 187.

Horak,P. 2002 Cviceni z algebry a teoretické aritmetiky I. Skriptum z Pfirodovédecké
fakulty MU, pocet stran 221.

Horak,P. 2017 Linearni algebra a geometrie 1. U¢ebni text dostupny na internetu, autor
je z Prirodovédecké fakulty MU. Pocet stran cca 110.

Horak, Janyska 1997 Analyticka geometrie. Brno 1997, ucebni text ucitelského sméru
matematiky pro SS na Prirodovédecké fakulté MU, pocet stran 151.

Petikova,J. 1998 Matematika — pifprava k maturité a k pfijimacim zkouskdm na VS.
Nakl. Prometheus, sbirka ptikladu s klicem. V tomto predmétu nas budou zajimat
nékteré ulohy z analytické geometrie, od strany 100.

Poole,D. 2015 Linear algebra — a modern introduction. Stamford, USA, 4th Edition. V
angli¢tingé, nejschudnéjsi ucebnice pro studenty. 620 stran + dodatky + odpovédi
na cviceni s lichym ¢islem.

Shilov,G. 1997 Linear Algebra. Dover Publications, pocet stran cca 400, anglicky
preklad ruského textu, ale v knihovné na Kounicové 65a (Moravskd zemskd
knihovna Brno) najdete i pieklad do ¢estiny u stejného autora (Silov), i kdyz kniha
se mozna jmenuje jinak. Starsi prednaska linedrni algebry:.

Zlatos,P. 2011 Linedrna algebra a geometria. Bratislava 2011, text dostupny na inter-
netu, pocet stran 808. Text je mozna prilis obsahly, ale najdete v néjaké formé
vSecko, co se tyka algebraického pohledu na geometrii.
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