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VYUKA FUNKCI NA ZS

Funkce jsou jednim z nejnarocnéjsich témat
Skolské matematiky, které Cini potize zakum
zakladni skoly, studentum strednich i vysokych
skol.
Zamysleme se nad tim, co vSe musime chapat
a umet, abychom porozuméli zapisu y=ax+b.

K predavani uciva je mozné pristupovat znacneé
formalné. Vysledkem je ale chybéjici predstava
a neporozumeni pojmum i postupum.




PRAVOUHLA SOUSTAVA SOURADNIC

Celym ucivem funkci nas provazi zakreslovani
grafu funkce. Proto musime zaky seznamit s
pravouhlou soustavou souradnic.

Poloha kazdého bodu roviny je jednoznacneé
urcena dvéma cisly, tzv. 7
souradnicemi

A[3; 2] - zaci si tento zapis
mnohdy pletou s des. Cislem. 1




Pro lepSi motivaci a co nejlepsi fixaci muzeme
pomoci zadanych souradnic zakreslovat

obrazky.

Zaciname prvnim kvadrantem. Zadavame
sekvence souradnic, které se spojuji useckami.
Pracujeme se Ctvereckovanym papirem.

[1; O], [2; O], [3; 1], [3; 2], [2; 3], [1; 3], [O; 2],
[0; 1], [1; O], stop




ZAVISLOSTI Z BEZNEHO ZIVOTA

VétSina zavislosti, se kterymi se setkavame v
bézném zivote, jsou analyticky nezadatelné
zavislosti.

Prvni dovednost z oblasti funkci, kterou obvykle
v Zivoté potrebujeme, je cteni v grafu.

Ucime zaky spravné cCist v grafu z analyticky
nezadatelnych i zadatelnych zavislosti.



Uloha 1: LyZaF jezdil v lyZarském arealu a
zaznamenaval si udaje o nadmorskée vysce. Z nich pak
zakreslil graf. V ném je zanesen cas a hadmorska

vySka v okamziku, kdy vyjel nahoru lanovkou, sjel dolu
k lanovce nebo odpocival.
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Z grafu odpovézte na nasledujici otazky:
Kolikrat jel lyzar lanovkou?
DO jaké nejvySSi nadmorskeé vysky jel lyzar lanovkou?

Kolikrat béhem dopoledne sjel zpét do vychozi
nadmorské vysky?

Kolik ruznych lanovek vyuzil?

Kdy si udélal kratkou prestavku na ¢aj? Jak dlouho
tato prestavka trvala?

V kolik hodin Sel na obed a jak dlouho obedval?
Mohl pit Caj ve stejné horské chate, jako obédval?

Jakou rychlosti stoupala lanovka ve vySSi nadmorské
vysce?




Uloha 2: Z nasledujiciho grafu zjistéte, jakou ma pan
Novak hodinovou mzdu. Kolik penéz vydela za
osmihodinovou pracovni dobu?
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FUNKCE PRIMA UMERNOST

Uloha 3: Jeden jogurt stoji 12,50 K&. Zakreslete
graf zavislosti ceny jogurtu na jejich poctu.
Urcete funkcni predpis zavislosti.

Zaci obvykle postupuiji pres tabulku. Do prvniho

radku si zapisi pocet jogurtu, do druhého cenu.
Do posledniho sloupce pak zapiseme obecny

oredpis.
Pocet jogurtu (ks) | 1 2 3 1110

Cena jogurti (K¢)| 12,50 |25 37,50 |... [12,5x




Z tabulky zaci zakresli graf. Jedna se o diskrétni
zavislost, proto jsou grafem izolované body. Lze
si ale vSimnout, Zze body lezi na usecce (prip.
polopfimce - zalezi na uhlu pohledu zaka).

Postupné Ize zavést pojmy defini¢ni obor a obor
hodnot.

Je také potreba zavést pojmy nezavisle a
zavisle proménna.

Z tabulky je vidét také funkeni predpis:
y=12,50 X



Uloha 4: Jeden litr benzinu stoji 28 Ké. Zakreslete
graf zavislosti ceny benzinu na objemu
natankovaného benzinu, kdyz nadrz ma 40 litru.

Uloha 5: Hana, Lucka, Stépan a Ondra jsou Gtyri
sourozenci. Nejmladsi Hana dostava kapesné 20
KE za tyden, starsi Lucka 50 K¢ za tyden, Stépan
75 K¢ za tyden a nejstarsi Ondra 100 K¢ za tyden.
Déeti si penize spofi, ale neutraceji. Zakreslete graf
zavislosti usporenych pené€z jednotlivych déti na
case (v tydnech).



ZOBECNENI

Funkce prfima umérnost je dana predpisem
y=ax, kde a je libovolné kladné realné cislo.
Definicnim oborem je mnozina vsech realnych
cisel. Grafem je prfimka, ktera prochazi

pocatkem soustavy souradnic.

V mnoha prikladech ze zivota Ize za x volit jen
nezaporné Cislo a grafem je pouze poloprimka.
Definicnim oborem pak je mnozina
nezapornych realnych cisel.



LINEARNI FUNKCE

Uloha 6: Jarosovi chtéji koupit jablka na zimu na
uskladnéni. V supermarketu, ktery je v blizkosti
jejich bydliste, stoji kilogram jablek 25 K¢. V sade,
ktery je vzdalen 25 km od jejich domova, stoji kilo
jablek 13 K¢. Auto Jarosovych ma spotrebu 6 litru
na 100 km. Aktualni cena benzinu byla 36 K¢.

Zakreslete graf zavislosti pro obé moznosti koupé
jablek (do jedné soustavy souradnic).

Kolik penéz zaplati Jarosovi za 10 kg jablek v sadée?
Kolik zaplati za stejné mnozstvi v supermarketu?

UrcCete funkcni predpisy jednotlivych zavislosti.
/ grafu urcete a pote vypoctete od kolika kllogramﬁ je
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Uloha 7: Jakub vysel v 7:30 z domova do Skoly,
sel rychlosti 3 km/h. Jeho starsi sestra Dana
zZjistila, ze zapomnél svacinu a rozhodla se ho
dohnat. Vysla z domova v 7:40 rychlosti 6
km/h. Zakreslete graf zavislosti ujitych
kilometru na Case. Z grafu vyCtéte, za jak
dlouho Dana dozene Jakuba a jak daleko od
domova. Urcete funkcni predpisy jednotlivych
zavislosti.



Uloha 8: Dvé kamaradky ze sousednich vesnic se
rozhodly, ze si daji sraz uprostred mezi jejich
vesnicemi a pak se rozhodnou, jak stravi zbytek
dopoledne. Domluvily se, ze si vyrazi naproti v 9
hodin.

Baréa je z vesnice B a vyrazila pfesné na ¢as. Sla
pesky. Andrea je z vesnice A a vyrazila o nekolik
minut pozd€ji, proto jela na kolobézce. Chvili jeste
na Barcu cekala. Pak se chvili domlouvaly, co
budou délat a pak Sly spolecné dal.



Z grafu vyCtéte nasledujici informace:
Jak daleko od sebe jsou vesnice?
kolik minut vyrazila Andrea pozdeji nez mela?
kou rychlosti Sla Bara?
kou rychlosti jela Andrea?
Jak dlouho cekala na Barcu?
Jak dlouho se holky domlouvaly, co budou déelat?
Kam se potom vydaly a jakou rychlosti?
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Pomoci uloh zakreslujeme grafy, urcujeme
funkcni predpis. Urcujeme vlastnosti funkeci,
jako je definicni obor, obor hodnot, monotonie,
omezenost, minimum, maximum.

Uloha 9: Katka ma v kasiéce 500 K¢é. Rozhodla
se, Ze kazdy den utrati 100 K¢. Urcete funkeni

predpis zavislosti a zakreslete graf. Za kolik dni
utrati vsechny penize? Urcete viastnosti funkce.



ZOBECNENI LINEARNI FUNKCE

Linearni funkce ma predpis y=ax+b, kde a, b

jsou realna disla.
Grafem je primka.

Je-li a kladné, je funkce rostouci, je-li a
zaporné, je funkce klesaijici, je-li a=0, je funkce
konstantni. Koeficient b urcuje posunuti po
ose V.

Definicni obor linearni funkce je mnozina vsech
realnych Cisel.



Uloha 10: Simona si napoustéla vanu. NejdFive do
vany pritékala 7 minut voda konstantnim pritokem
0,5 | za sekundu. Pak se Simona pul hodiny
koupala, voda nepritékala ani neodtékala. Potom
se voda vypoustéla konstantnim odtokem 0,3 | za
sekundu. Kolik litra vody si Simona napustila? Jak
dlouho se voda vypoustela?

Pro funkéni zavislost objem vody ve vané na case
zakreslete graf, urcete funkcni predpisy a urcete
vlastnosti.



URCOVANI MONOTONIE

y

Na obrézcich vidite horu Rip. Pozorujme
v L] 4 £ L]
% N e kd nejprve obrazek A, na kterém jsou grafy
y funkei £ (x)a f, (x). Sledujme funkei £ (x).

KdyZ se po jejim grafu pohybujeme ve smé-

fu n kCE ru ¢ervené SipKy, tj. hodnota x se zvétSuje,

vidime, Ze se zvétSuje 1 hodnota zavisle

f proménné y. MiZeme tuto vlastnost funkce
Z gra L f, n&jak popsat? Plati, Ze kdyZ vybereme
jakékoli hodnoty x, < X, proménné X, pak
O ro Vy¢ pro odpovidajici hodnoty proménné y bude
M| platit f(x,)<f(x,).
Napiiklad —3 < —1 a pro funk¢ni hodnoty

x D ro b I é plati 2,81 < 3,94. Takové vlastnosti funkce

iikdme, Ze funkce je rostouci.

( d yz p Grafem funkce f, (x) je také piimka. KdyZ

se vSak po této pfimce pohybujeme ve sméru
modré Sipky, tj. tak, aby se hodnota x zvétSo-

vala, vidime, Ze se hodnota proménné y
x Vh Od n zmensuje. Pro tuto funkci plati: jestlize
X, < Xy, potom f(x,)>f(x,).

”
U | OZE || Napfikiad 3 < 4a pro funkénf hodnoty plati
‘| 2,68 > 2,08. Takové vlastnosti funkce fikame,

7e funkce je klesajici.

Kdyz se podivame na obrézek B, je jasné, Ze Cervené vyznaceny graf, ktery , kopiruje*
povrch Ripu, je grafem funkce, ktera je nejprve rostouci a vpravo od vrcholu klesajici.




CO JE A NENi FUNKCE

Definice funkce na ZS fika: Funkce f je predpis,
ktery kazdému cislu x z néjaké mnoziny
prirazuje prave jedno cislo y. Problém je vyraz
_pravé jedno*. Zaci intuitivné nechapou, proc¢
by tomu tak mélo byt.

Vhodné jsou opét casové zavislosti, na kterych
|ze toto pravidlo vysvetlit.



STATICKE A DYNAMICKE ZAKRESLOVANI GRAFU

RozliSujeme statické a dynamické metody
zakreslovani grafu.

V pripadeé statickych metod postupuje zak
pomoci dosazeni nékolika hodnot za x. Vytvori
tabulku a zakresli graf.

V pripadé dynamickych metod postupuje od
zakladni funkce y=x a postupné ji transformuije.



UKAZKY ZAKOVSKYCH RESENI

Zak gymnazia zakresluje graf funkce y = x + 1
statickou metodou:




UKAZKY ZAKOVSKYCH RESENI

Zak gymnazia pouziva dynamickou metodu k
zakresleni grafu funkce y = x 4+ 1. Obrazek je
spise kvalitativniho razu.

q{)a=x+(
4 A




UKAZKY ZAKOVSKYCH RESENI

Statické zakresleni grafu linearnich funkci
zakem gymnazia - zak nema spojeny poznatky
konstantni funkce-koeficient u x:




UKAZKY ZAKOVSKYCH RESENI

Zak gymnazia zakresluje graf funkce y = 2x—4

statickou metodou:




UKAZKY ZAKOVSKYCH RESENI

Zak gymnazia zakresluje kvalitativné graf

11124
funkce s = 7:

v
A



UKAZKY ZAKOVSKYCH RESENI

Zak 4. rocniku gymnazia se pokusil zakreslit
graf linearni lomené funkce statickou metodou:

X -1 \ ™
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Ukazuje se, ze staticka metoda je nevhodna
zejména z toho duvodu, ze ji zaci pouzivaji i u
dalSich funkci, napr. kvadratické nebo neprimé
umeérnosti. Jenze kdyz zak nevi, Zze neprima
Umeérnost ma bod nespojitosti, nemuze graf

spravneé zakreslit.

Uloha 11: Zkreslete graf funkce y = 2 x — 3.
Postupujte a) staticky, b) dynamicky.



FUNKCE NEPRIMA UMERNOST

S neprimou umeérnosti se zaci setkavali jiz od 7.
rocniku. Muzeme pripomenout na slovni uloze,
jak se s neprimou umeérnosti pracovalo.

Uloha 12: Fotbalové hFisté je od Skoly vzdaleno
3 km. Jenda jde po skole na fotbal pesky
prumérnou rychlosti 4 km/h, Tonda jede na
kolobézce prumérnou rychlosti 9 km/h, pan
LoucCka veze Edu autem prumérnou rychlosti
30 km/h. Jak dlouho bude klukum trvat
premisteni ze skoly na hriste?



Zavislost z ulohy 12 muzeme zapsat do tabulky
a sestrojit graf.

Kolikrat vétsi rychlosti se pohybuiji, tolikrat
kratSi dobu trva premisteni.

Uloha 13: Obdélnik méa obsah 24 ¢tverecnich
jednotek. Jaké mohou byt délky jeho stran?

Kolikrat vétsi je délka strany a, tolikrat mensi je
délka strany b obdélniku.



ZOBECNENI

Funkce neprima umeérnost je dana predpisem
y=k/x, kde k je libovolné realné ¢islo ruzné od O a
nazyva se koeficient nepfimé umernosti.

Grafem neprimé umeérnosti je hyperbola.

Definicnim oborem neprfimé umeérnosti je mnozina
realnych Cisel bez nuly.

| N

Uloha 14: Zakreslete grafy funkci a), y =

o)y = —0—5 C)y = x_l (linearné lomena funkoe)

Urcete vlastnostl techto funkci.




KVADRATICKA FUNKCE

Muzeme zacdit zavislosti obsahu ¢tverce na
délce jeho strany. Vytvorime tabulku, do které
budeme doplnovat hodnoty a z nich zakreslime

graf.

De¢lka strany a 00,5 |1 |15 |2 2,5 |3 35 |4

Obsah &¢tverce a?




Z4aci ziskaji ¢ast krivky, ktera se nazyva parabola.

Dale muzeme dany

viiklad riizné modifikovat. Zaci

mohou do jednoho grafu nakreslit nasledujici
zavislosti: zavislost obsahu obdélniku na délce

jedné jeho strany x,

je-li druha jeho strana rovna

1 £l L _ A
> X; zavislost obsahu trojuhelniku se zakladnou X,

je-li jeho vySka 4x; zavislost obsahu kruhu, je-li
jeho polomér x. Zaci si mohou uvédomit, jaky vliv
na tvar paraboly ma koeficient u x2.



ZOBECNENI

Od konkrétnich prikladu muzeme prejit k funkci
y=x2. Zaci si vytvori tabulku, tentokrat za x
mohou volit i zaporna Cisla. Zakresli graf.
Funkci, jejiz predpis muzeme vyjadrit rovnici ve

tvaru y=ax?, kde a je libovolné nenuloveé cislo,
nazyvame kvadraticka funkce.

Definicnim oborem funkce je mnozina vsech
realnych Cisel.

Grafem kvadratické funkce je parabola.



Dale zaky uCime zakreslovat grafy - pokud mozno
dynamicky (vzdy potrebujeme 3 body). Sikovnéjsim
zakum je mozno ukazat i posunovani paraboly po

osach.

Uloha 15: Zakreslete grafy funkcia) y = 0,5x2 + 2,
b) y = —(x — 1)4. Urcete vlastnosti danych funkci.

LI 4 n

kvadratickych funkcich, uci se zakreslovat graf
obecné kvadratické funkce.

Uloha 16: Zakreslete graf funkce y = —x% — x +
6 a urcete jeji vlastnosti.



GONIOMETRICKE FUNKCE

Goniometrické funkce jako takové se na ZS
nevyuduji. Zaci pouze pracuji s poméry stran

v pravouhlém trojuhelniku. Nejcastéji se proto
s funkcemi sin, cos, nekdy tg setkaji

v geometrii, pri vyuce podobnosti trojuhelniku.
Nezakresluji vSak graf goniometrickych funkeci,
neurcuji jejich vlastnosti.

S goniometrickymi funkcemi jakozto funkcemi
se setkavaji az studenti strednich skol. Uci se
pracovat s grafem, jednotkovou kruznici, urcuji
vlastnosti funkci (prida se i funkce kotangens).



GONIOMETRICKE FUNKCE

Uloha 17: Zkreslete grafy funkci a) y =
2cos(x —m)+ 1, b)y =sin(0,5 x) a urcete
jejich vlastnosti.

Uloha 18: Z jednotkové kruZnice uréete
3
hodnotu tg 27T



ROZVOJ FUNKCNIHO MYSLENI

s Vv

Primarnim cilem vzdélavani zaku v oblasti
funkci je osvojeni urcitych znalosti a

LI g A4

dovednosti, které umoznuiji resit ruzné ukoly
spojené s funkcemi.

Druhym, ne tak patrnym cilem, je rozvoj
funkcniho mysleni. Funkéni mysleni pouzivame

8 %

tehdy, kdyz si utvarime nazorné predstavy o
vztahu dvou proménnych. Nasledujici typy uloh

| = D & =

pomahaji zakum utvaret funkéni mysleni (ulohy
prevzaty z Eisenmann, 2005, 2006)



Grafy vyjadruji zavislost rychlosti lyzare v(t) na
case t. Jen jeden z nich odpovida situaci
zachycené na obrazku vlevo. Zaskrtnéte jej.
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Nadoba se v case t = O zacne naplnovat stalym
pritokem vody. Grafy vpravo vyjadruji zavislost
vysky hladiny h(t) na ¢ase t. Jen jeden z nich
odpovida této situaci. Zaskrtnéte je;j.
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Grafy vpravo vyjadruji zavislost obsahu
vysrafované casti trojuhelniku S(x) na
vzdalenosti x. Jen jeden z nich odpovida této
situaci. Zaskrtnete je;.

Sty 4




Kulecnikova koule je odpalena z bodu P ve
smeéru ¢arkované cary. Grafy vpravo vyjadruji
zavislost vzdalenosti d(x) koule od horni hrany
stolu na vzdalenosti x. Jen jeden z nich

odpovida této situaci. Zaskrtnéte jej.
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DEFINICE

Nyni si uvedeme zakladni definice pojmu, se
kterymi pracujeme v ucivu funkci na zakladni
skole.

Ve vyuce se ale snazime vyvarovat formalismu.
Definice pojmu by se proto neméla objevit v uvodu
probirani daného pojmu, ale po vyreseni
dostatecného poctu uloh, které zaci zacnou
chapat.

Definice (napr. graf funkce, monotonie) by mely
vychazet z intuitivniho vnimani pojmu zaky, aby
zakum slova davala smysl.



Funkce (ZS): Predpis, podle kterého se kazdému
cislu x z urCité mnoziny prirazuje pravée jedno y.

Redlna funkce jedné redlné proménné (VS):
Zobrazeni, které prifazuje kazdému realnému cislu

x z D(f) pravé jedno realné Cislo y z R. Mnozina D(f)
se nazyva definiéni obor funkce.

Grafem funkce f nazyvame mnozinu vsech bodu
[x,y] roviny O, , jejichz kartézské souradnice jsou
sobé prirazené hodnoty proménné x a funkeéni
hodnoty 1(x).



SPECIFICKE VLASTNOSTI FUNKCi PROBIRANE
NA ZS

Funkce f se nazyva zdola omezena na mnoziné
McR, jestlize existuje d z R takové, ze pro
vSechna x z M plati: f(x)>d.

Funkce f se nazyva shora omezena na mnoziné
McR, jestlize existuje d z R takové, ze pro
vSechna x z M plati: f(x)<d.

Funkce se nazyva omezena na mnoziné M, je-i
na dané mnoziné omezena zdola i shora.



Funkce se nazyva rostouci (neklesajici) na
mnozine McD(f), jestlize pro vsechna x,, x,eM
plati: Jestlize x,<x,, pak f(x,)<f(x,) (f(x,)<f(x5)).
Funkce se nazyva klesajici (nerostouci) na
mnozine McD(f), jestlize pro vsechna x,, x,eM
plati: Jestlize x,<X,, pak f(x,)>f(x,) (f(x,)=f(x,)).
Rostouci, resp. klesajici funkce na dané mnoziné
se souhrnné nazyvaji ryze monotonni funkce na
dané mnoziné. Neklesaijici, resp. nerostouci
funkce na dané mnoziné se souhrnné nazyvaiji
monotonni funkce na dané mnoziné.



PROGRAMY PRO PRACI S FUNKCEMI

Pro vyuku funkci na ZS je moZno doporugit dva
programy: Geogebru a Graph. Pomohou nam
dokreslit predstavu vytvareni grafu pro néekteré
funkce.

Programy je vSak vzdy nutné zacit vyuzivat az
tehdy, kdyz je ucCivo radné probrané a zaci mu
do znacné miry rozumi. Neni mozné nahradit
zakreslovani grafu na papire vykreslovanim
pomoci pocitacového programu.



Geogebra

Da se pracovat on-line

Umoznuje provadét dynamické zmény
Graph

Obrazek Ize ulozit jako JPG. Zaci proto tohoto
programu mohou vyuzivat pri vytvareni projektu.



UKOL

Nastudujte z publikace Polak: Didaktika
matematiky historicky prehled vzniku a vyvoje
pojmu funkce.
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