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Predmluva

Tato skripta jsou urcena zejména pro posluchace inZenyrského studia, 1ze je viak
pouZit i v jinych typech studia, kde se pfedn&si tato latka v obdobném rozsahu.
Skripta obsahuji standardni partie teorie obyéejnych diferencidlnich rovnic, kte-
ré tvo¥i nezbytnou ¢ast matematického vzdélan{ inZenyra. Hlavni pozornost je
vénovana, tzv. elementairnim metodam FeSeni, tj. praktickym vypodetnim algo-
ritmim. Text si ale rovnéz v8im4 pfesného zavadéni pojmi a spravné formulace
zékladnich teoretickych vysledkd o téchto rovnicich. Dikazy nejsou vzhledem
k rozsahu skript v naprosté v&t3ing provadény. Na ukazku jsou uvedeny nékte-
ré z nesCetnych aplikac{ diferencidlnich rovnic. V urditych &astech text mirnd
piesahuje b&Zny kurs a aspoll pro orientaci se zmitiuje o daldich oblastech, kte-
rymi se zabyva vlastni teorie diferencidlnich rovnic. Sem pat¥i zv143t& zavéreény
oddil, vénovany rovnicim s nespojitou pravou stranou. Vzhledem k tomu bude
mozné skripta vyuZit i pro eventudlni pfednasky vybranych partif z oby&ejnych
diferencialnich rovnic v doktorandském studiu.

Pro hlub3i zajemce o teorii obyZejnych diferencidlnich rovnic uvadim nasle-
dujici orienta¢ni (a velmi struény) ptehled doporudené literatury:
Mezi pomérné piistupné prace patfi [17, 18, 20, 29]. Price [21, 22] obsahuji
pékny a presny vyklad tzv. elementarnich metod véetné dikazi. Hlubokym zé-
jemclim lze pak doporudit [5, 6, 14]. Jde v3ak o velice ndro¢né texty (zv1asté [6]
a [14]), které jsou urleny profesionilnim matematikfim s potFfebnym predb&znym
vzdéldnim. Ve vSech uvedenych pracich lze nalézt dalsi literaturu o oby&ejnych
diferencidlnich rovnicich, kterd je nesmirné rozsihla.

Predklddana skripta byla vysdzena pomoci poéitace PC uzitim systému
IATpX. Obrazky ve druhém vydani byly nakresleny pfevazné pomoci progra-
mu METAFONT. I kdyZ tvorba zdrojového souboru je ¢asové pomérné naroéné,
vzhled textu je odmeénou za vynaloZenou ndmahu. Autor doufs, %e podoba skript
usnadni étenafi studium a ten oceni nejen vzhled skript ale snad i jejich obsah.

Na z4vér bych cht&l pod&kovat doc. RNDr. Zdetiku Smardovi, CSc. z FE
VUT Brno a RNDr. Viadimiru Vetchému, CSc. z katedry matematiky VA Brno




za peclivé pro¢teni prvniho vvdani skript a fadu pripominek, které zlepSily text
a odstranily mnohé chyby a nepfesnosti. Ve druhém vydani byly navic prove-
deny mensi vzhledové tipravy a opraveny nékteré pieklepy, nepi‘esnosti a chyby
v zadanich prikladd a vysledcich.

Brno, 15. 4. 1995 Jaromir Kuben
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Kapitola 1

Obycejné diferencialni
rovnice prvniho radu

1.1 Uvod

Obycejnymi diferencidlnimi rovnicemit rozumime rovnice. v nichZ se vyskytu-
i neznamé funkee jedné proménné, a to vietné svych derivaci (alespoit néja-
1.6 derivace neznimé funkee se musi v rovnici vyskytnout: jinak by 8lo o tzv.
funkcionalni rovnice). Tkolem je tyto funkce uréit. Uvedeme nékolik piikladd
rakovych rovnic.

Ly =y
Regenim je ziejmé napt. funkce y = e ale rovnez jakakoliv funkce tvaru
y = ce®, kde ¢ € R je libovolna konstanta.

" .

2.y =y
Regenim jsou napiiklad funkce y = sina. y = cosx ale téz funkce tvaru
y=cicosx + cosina, kde ¢p. cg € R Jsou libovolné konstanty.

3.2y — ()P - e =0
Regenim je napt. funkce y = e”.

y'y? +y' +y?sinz —cosz =0
Resenim je napft. funkce y = sinz,

Ji7 z predchozich piikladd je vidét obrovskou riznorodost téchto rovnic.
Obyéejné diferencidlni rovnice t¥idime podle jejich fadu, coZ je nejvvasi derivace
neznamé funkee, kterd se v rovnici vyskytuje. Tedy rovnice z 1. a 3. ptikiadu
jsou prvniho Fadu, rovnice z 2. a 4. piikladu jsou druhého radu.

I Diferencialnf rovnice, v nich# nezndmé funkece maji vice proménnych, se nazyvaji parcidlni.



. Oby¢ejné diferencidlni rovnice prvniho ddu

Resenim obytejné diferencialn{ rovnice rozumime funkeci, kterd vyhovuje da-
né rovnici na néjakém intervalu. Z 1. a 2. pi¥ikladu je vidét, ze takovych Yedeni
mize byt vice, dokonce nekonetné mnoho. Jedno konkrétni fedeni nazyvame
partikuldrni 7eseni. Podaf{-li se ndm najit univerzalni vzorec, ve kterém jsou
zahrnuta vSechna partikuldrni FeSeni. mluvime o obecném Fedeni. Podrobngji,
obecné feSeni bude vzorec obsahujici jednu nebo vice libovolnych konstant, je-
jichZ konkrétnimi volbami dostaneme vSechna mozn4 partikuldrni feSeni dané
rovnice. Pocet konstant odpovida v podstaté ¥adu rovnice. Lze napt. ukazat, ze
y = ce, c € R, je obecné Yedeni vige uvedend rovnice y = Y.

Obycejné diferencidlni rovnice maji rozsdhlé aplikace. Nekteré si uvedeme
v prubéhu dalsiho vykladu. S mnohvmi se setkdte v radé dalgich predmét,
jako mechanika, fyvzika, pruznost, pevnost. zéaklady elektrotechniky, predméty
specializace atd. Bez nadsazky lze fici. ze diferencidlni rovnice patii k jedné
z nejvyznamnéjsich oblasti. co se t¥kd aplikaci matematiky. S vyvojem jejich
teorie je spjata Tada jmen viznamnich matematikd minulosti i soucasnosti,
vCetné Ceskoslovenskych matematiki. JelikoZ nenf nasim tkolem d&lat historicky
prehled. omezime se na to. Ze v dalsim vvkladu uvedeme na vhodnych mistech
aspoll jména se zékladnimi faktografickvmi udaji téch matematikid, ktefi jsou
spjati s poCatky teorie obyvtejnvch diferencialnich rovnic.

1.2 Kvalitativni teorie diferencidlnich
rovnic 1. fadu

1.2.1  Zakladni pojmy

Necht F(x.y. z) je funkee ti{ proménnych. krerd je definovand na oteviené mno-
ziné Q C R?. Pak rovnice
Flr.y.y) =0 (1.1)

se nazyva obycejnd diferencidini rovnice 1. #adu v implicitnim tvaru s nezndmou
y(x).

Definice 1.1 Necht h(z) je funkce definovana na otevieném intervalu J. Pal
h(x) se nazyvé resent rovnice (1.1) na J. jestlize h () ma derivaci, pro kazdé
e .Jje (x,h(x). h(z)) € Q a plati
Fle h(z). h'(x) =0. r&J
PTi vysetfovani vlastnosti obvéejns-ch diferencidlnich rovnic je dilezity pri-
pad, kdy Ize z rovnice (1.1) osamostatnit ', tj. ziskat tzv. explicitni tvar obycejné
diferencidlni rovnice 1. fddu
y' = fle.y). (1.2)

kde f(z,y) je funkce dvou proménnych definovand na oteviené mnozing Q C R2.



1.2 Kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic 1. fadu 3

Osamostatnéni ¥ neni nékdy jednoznafné. Pal rovnici v implicitnim tvaru
odpovida (lokalng) vice rovnic v explicitnim tvaru. Napf. rovnice

/2 2
=0

y —o =

ie ekvivalentni dvéma rovnicim

! t

Yy =y =

Ne vidy je prakticky (tj. pomoci elementdrnich funkef) mozné rovaici (1.1)
rozfedit vzhledem k y’. Jako obecny nastroj zde slouzi véta o implicitni funkei
—viz napf. [7]. V dal&fm budeme piedpokladat. Ze rovnice ma tvar (1.2).

Jestlize y(x) je Fefenf rovnice (1.2}. které v bodé z, ma hodnotu yo, tj.
yla,) = y, (Fllkdme, Ze fefeni prochazl bodem (5. Yo) ). pak musi platit
Iy T N \ —_
y(re) = flay yles)l = flao. yo)-

Jestlize tedy Teseni prochédzi bodem (2,. o). jsme schopni Iici. i kdyz nemame
vzoree y(x). jakd je smérnice tefny (tj. derivace} k y () v bodé (2. y,). Je to
totiz prave éslo f(r,.y.). Z toho divodu zavidime nésledujici pojmy.

J -

Yo

P

Obr. 1.1: Linearni element diferencialni rovnice

\

\

Definice 1.2 Trojice &sel (4. Yo f(T0. o)), (X0 ys) € L se nazvvé linedr-
i element diferencialni rovnice (1.2). MnoZina viech linedrnich elementu dané
diferencialni rovnice tvoif jeji smérové pole.

Kazdy linedrns element mizeme znézornit jako vazany vektor (Sipku) umis-
tény do bodu (2,.y,). pricemz puml\a urdend timto vektorem ma smeérnicl
F(To, yo) — viz obr. 1.1 kde tgo = Flao. Uo).

Tento vézant vektor lze predem zlonstruovat v kazdém bodé (z,.y,) € Q.
Funkee y(x) je pak feSenim rovnice (1.2) pravé tehdy. kdyZ ma néasledujict vlast-
nost:



4 Obycejné diferencidlni rovnice prvniho fddu

V kazdém bodg, kterym y(x) prochdzi, je piisluiny vazany vektor
tecny ke grafu funkce y(z). :

Tuto vlastnost lze vyuZit k vytvofen{ pfedstavy, jak asi feSeni dané rovnice
vypada. Sestrojime hustou sit bodd a v nich nakreslime linedrni elementy. Ty
nam ukazuji, jak asi feSen{ probihaji.

Priklad 1.1 Sestrojte smérové pole rovnice 3/ = 2% +4? a nafrtndte tvar Fedeni.

Regent: Uréime mnoziny bodd, které odpovidaji stejnym hodnotdm smérni-
ce k. Ty ziskdme feSenim rovnice 22 + y? = k. Z¥ejms musi byt £ > 0.
Pro k£ = 0 dostaneme jediny bod (0.0). v némz je tetna vodorovna, tj. je to
osa .
Pro k = 1 dostaneme body na kruznici 22432 = 1. v nich? teény sviraji s osou x
thel arctgl = %. '
Pro k = 2 dostaneme body na kruznici 22432 = 2. v nich? tedny sviraji s osou x
uhel arctg2 =1, 1071.
Prok = % dostaneme body na kruZznici 22 +y? = % v nichZ te¢ny sviraji s osou z
tthel arctg% = 0,4636 atd.
Situace je zndzornéna na obr. 1.2. v ném? jsou rovnéZ naértnuta t¥i fedeni. Po-
drobnéji je mozné zjistit. Ze kazdé YeSen{ je rostouc{ a je definované pouze na
ohranifeném otevieném intervalu, v jehoZ krajnich bodech m4 nevlastni limity.

Na zavér se jeSté stru¢né zminime o tzv. Eulerovjch® polygonech. Necht je
To <y <+ <&y, n > 1. Pokusime se pfiblizné najit FeSeni y(z) na intervalu
(Zo, Tn), pFicemi predpokléddme. Ze y(xg) = yo. Sestrojime primku, kterd pro-
chazi bodem (xp,y0) a ma smérnici f(zg, yo). Ta protne pifmku z = z; v bod&
(z1,¥1). Nyni sestrojime pfimku. kterd prochazi bodem (x1,y1) a mé& smérnici
f(z1,y1). Ta protne piimku r = 2o v bodé (r2.y2) atd. Lomend ¢ara urden4
body (zo. y0), (x1.91).. .., (Zr.yn) se naziva Euleriv polvgon. Situace je zachy-
cena na obr. 1.3.

V teorii diferencidlnich rovnic jsou dilezité nasledujici t¥i otdzky:
— zda mé dana rovnice viibec néjaké fegeni.
— pokud néjaké reSeni ma, kolik je jich celkem.
— jak lze feeni nalézt.

Odpovéd na tyto otdzky bude ¢éstecné zodpovézena v nasledujicich odstaveich.

?Leonard Euler (1707 1783) (&ti ojler) — &vycarsky matematik, fyzik, mechanik a as-
tronom. Pusobil pfevaZné v Petrohradé. Jeden z nejvétiich matematikii viech dob. Napsal
kolem 850 praci (v&etn& mnohodilnich monografif). Ovlivnil véechny zdkladni matematické
discipliny . Od r. 1766 byl slepy (diktoval svym zédkam).
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Obr. 1.2: Smérové pole rovnice y' = =% + 32
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Obr. 1.3: Eulertv polygon
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1.2.2 Existence a jednoznacnost reseni

Jiz z uvodnich prikladd na str. 1 je zfejmé, Ze zcela hézné rovnice maji neko-
necné mnoho feSeni. Klast si proto otazku, zda TeSeni je jediné, neni rozumné.
Jednoznacnost je tfeba chapat jinym zptusobem a to tak, Ze na IeSeni budeme
mit jeSté dalsl pozadavky. Rovnéz je tfeba zpresnit vlastnost mit FeSeni.

Definice 1.3 Necht (xg, yo) € Q. Pak tloha najit feSen{ y(x) diferencidlni rov-
nice (1.2), které je defi-»vané na néjakém intervalu I obsahujicim bod zg a které
spliiuje tzv. pofatetni podminku y(xg) = yg. se naziva Cauchyova® pocdtecni
tloha.

Bude néas zajimat. za jakych podminek bude mit po¢atecni tloha feSenf a kdy
bude toto FeSeni jediné.

Véta 1.1 (Existenéni) Necht f(x,y) je spojitd na oteviené mnoziné Q. Pak
pro kazdé (xq, yo) € Q md dloha

/

y = flz.y). ylzo) = yo (1.3)
alespon jedno tesent.

Spojitost tedy zarucuje. ze kazdym bodem prochdzi alespon jedno feSeni,
definované na n&jakém (obecnué dostatefné krdtkém) intervalu.Nezajima nas za-
tim, jak moc lze tento interval .natdhnout”. Toto feSeni vSak nemusi byt jediné,
jak ukazuje néasledujici priklad.

Priklad 1.2 Uvazujme rovuici y' = 2+/]y]
jind) TeSeni y = 0 a TeSeni tvaru

N

. Ovélte, Ze tato rovnice mé (mimo

N
a
—
——
)
o |
o
S
\
U
N 1V
[

kde ¢ € Rj je libovolné &islo.

Reeni: Skuteénd. Funkce y = 0 nadi rovnici spliiuje a toté# plati pro ye,
kdyz = < c.
Déle pro z > cje y. =2(x —¢) = 2\/(x — ¢)? = 2./¥..
Tedy pocateéni tloha
y'=2yl y(0) =0

{(‘T—c)Q? :I:ZC‘ C>O___
L 0. r<c,’ -

ma nekonefné mnoho feSeni. a to y = 0 a y,

viz obr. 1.4,

3 Augustin Louis Cauchy (17809-1837) (éti ko$i) — viynikajici francouzsky matematik.
Napsal pfes 700 praci. Polozil zédklady soudobé matematiky. pfedeviim analyzy.
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A
Y 2 (z—-1)% (z-2,5)° (& - 4)? (z—o)?
0 1 2,5 4 c T >

Obr. 1.4: ReSeni rovnice y' = 24/ly|

Je zfejmé, ze pokud prochdzi danym bodem (zo, o) vice riznych FeSeni,
kterd se ,rozvétvuji“ v daném bodé, mayji viechna tato feSeni v bodé (zo, o)
spole¢nou tednu — viz obr. 1.5.

Nezajima nas, zda se feSeni rozvétvuje nékde ,dal“. To vystihuje nésledujici
definice.

Definice 1.4 Rekneme, Ze pocatedni problém (1.3) md jediné Tesenti, jestlize
pro kazda dv& jeho TeSeni y1 (z), ya(z) existuje vhodné &islo § > 0 takové, Ze
pro z € (zo — & x0 + 6) je y1(z) = y2 ().

A
¥
Yob———— =

|
|
|
|
| >

O XD x

Obr. 1.5: Nejednoznacnost feSeni
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Tedy v dostatetné malém okoll bodu z¢ se musi FeSeni shodovat. Existuje
rada podminek, které zarutuji jednoznacnost. Nejznaméjsi je tzv. Lipschitzova®
podminka (lokalni):

Existuji konstanta K > 0 a okoli O bodu (zg.y0). O C £, takové,
7e pro kazdé dva body (z.y1) € O. (r.y2) € O je
f(xoy) = flzoy2)l < Ky — w2l

Aby byla tato podminka splnéna. stadi. aby existovala ohranicend (v okoli

g A f(mu)
bodu (7o, yp) ) parcidlni derivace -

derivace spojitd. Tedy plati:

. coZ je splnéno napf. pokud je tato

Véta 1.2 (O existenci a jednoznadnosti) Necht f(r.y) je spojitd na ote-
viené mnoFiné Q C R? a v kaZdém bodé€ je splnéna Lipschitzova podminka. Pak
pro libovolny bod (xg, yo) € Q md wloha (1.3) prdve jedno reseni.

Diikaz: Nebudeme provadét viechny detaily. ale pouze naznac¢ime myslenku
konstrukce fedeni. Ta totiz muze slouZit jako zéklad numericksch metod zaloZe-
nych na tzv. Banachové® vété o perném bodu.

Zintegrujeme-li rovnici (1.3) na intervalu {rg.x). dostaneme

ylr) —ylrg) = / fls.yls) ds

w ""O
a po tpravé obdrzime, Ze FeSeni vyhovuje integralni rovnic
I
ylr) =y — / fs.yls) ds.

B IO
Naopak lze ukézat. 7e libovolné Fefeni predchozi integralni rovnice je reseni
tlohy (1.3). Refeni integralni rovnice je mozné ziskar tzv. metodou postupnych
aprozimaci. Polozme yo(x) = yo prox € (g — .29 + d). kde § > 0 je dostatecné
malé ¢islo. Déle definujme:

yi(z) = yo+ | fls.yols)lds,

y2(z) = yo+ | fis.yl(s)ids.

4Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) (&ri lipsic) — v¥znamny némecky ma-
tematik. Zabyval se diferencidlnimi rovnicemi. teorii &isel. vicerozmérnou geometri{ a dal§imi
oblastmi. Pracoval rovné? v hyvdrodynamice a analytické mechanice.

5Stefan Banach (1892-1945) — vinikajici polsky matematik. Jeden ze zakladatel funk-
cionaln{ analyzy. Patii k nejvyznamnéjiim matematiktim tohoto stoleti.
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Ynia(r) = .UD_L/.]C[S-ln(Sﬂ(]S-
g

Lze dokazat, 7e posloupnost funkei {y,(a)}3%2, konverguje stejnomérné k (jedi-
nému) Fefeni tlohy (1.3). Funkce y,(z). 7 = 0.1.2..... se nazyvajl postupné
aproximace.

Definice 1.5 Refeni y(r) rovnice {1.2). které ma tu vlastnost, Ze v kazdém
jeho bodé je porudena jednoznacnost. se naziva singuldrni.

Nebudeme se detailné zabyvat vySetfovdnim tohoto pojmu — viz napf.

(23, str. 19] nebo [29. str. 128]. V&immnére si pouze, Ze feSenf y = 0 rovnice

y' = 2+/1y| vysetfované na str. 6 je singularni.

Cvideni

1. Zndzornéte smdrové pole ndsledujicich rovnic a nacrtnéte prabéh nékterych
feSeni.

a) y = /2% =y by =a+ y? o)y =224y
. o , 1
d) v = sin(r +y) ey y = =y, )y =
Y. , Tty

2. Najdéte prvé dva ¢leny posloupnostl postupnych aproximaci ndsledujicich
polatecnich uloh.

a)y =a?+y° y(0)=0 b) g’_z-y. y(1) =0
c)y =xy. y(l)=2 d) y’—;, y(l)= -1
)y ==, yll)=-1
Y
Vysledky ’ . .
2. a)yola) =0. yila) = 5. plr) =5 + 3
b) yola) = 0. gale) = % = 3 ) = 5 £ 5 ~ 5~
¢) yolz) =2, yilx =23 +1. ys z)=%+%+i

) H ) T oy kk- T ¥
)= ~1, yi(z)=-1-Inz. y(v)=—-1—Ina — %h}? X
) () '
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1.3 Elementarni metody reseni

Jak jsme se jiz zminili. je z hlediska uZivatele {inZenyra) nejdulezitéjsf urcit feSeni
dané rovnice. Idedlni by byvlo samoziejmé najit obecné feSeni kaZzdé rovnice. To
v8ak bohuzel neni moZné. Nejprve je tfeba si uvédomit. co se obvykle rozumi
slovy .najit reseni*. Vétdinou si pod tim pledstavujeme ,konecny vzorecek®
pro y(a). tj. presnéji vyjadieni y{x) jako elementdrni funkce — viz [12], str. 11.
Uvazujme nyvni specidini rovnici tvaru

/ }E

LT ) .

e

£y
J o

Ztejmé jde o nalezeni neurcitého integralu funkce f{r). Z integralniho poctu je

znédmo. ze viechna fedeni téro tlohy maji tvar

ylr) = /f('g*} dr + ¢,

"/

coz je obecné Teseni uvedené rovuice. Stejné tak je ovSem dobfe zndmo, Ze 1 kdyz
f(z) je velmi jednoduché elementdrni funkce. nemust bi't [ f{x) da elementérni
funkce. Z toho tedy vipliva. Ze kdvZ uz tak jednoduchou diferencidlni rovnici
nelze tedit ve tridé elementdrnich funkei. tim spife to nelze cekat v obecném
pripadé u rovnice (1.2). Dokonce neuspéjeme. kdyvz bychom pripustili vyjadie-
ni obsahujici elementarni funkce a jejich neur¢ité integraly (tzv. feseni pomoci
kvadratur). Tento negativni vvsledek vvplivé z praci S. Liea®. Nagtést{ to oviem
neznamena. ze zadné konkrémni diferencidlni rovnice nelze fesit v konecném tva-
ru. Naopak. Radu jednoduchtch rovnic. které jsou vyznamné v aplikacich, lze
reit ve t¥idé elementarnich funkci nebo alespon pomoci kvadratur. Neexistu-
je ovSem zadné kritérium. jak poznat. zda danou rovnici timto zplisobem TeSit
Ize nebo ne. V" daldim oddilu jsou uvedeny nejdulezitéjsi typyv rovnic, které lze
v uvedeném smyvslu vvredit. Jde o tzv. elementdrni metody reseni obyEejnych
diferencidlnich rovnic. Velmi podrobuy prehled lze nalézt v [10].

Z predchozich odstaven viplivéd dalezitost tzv. kvalitativnich metod v teorii
diferencidlnich rovnic. Jde o zkoumadni viastnosti refeni dané rovnice, aniz mame
explicitni vzorce fegenl. coz je. jak bvlo naznaceno. nejcastéjsi situace. Jde tedy
o to. jak ziskat informace o Tefenich rovnice pouze z vlastnosti pravych stran
flz.y) rovnice y' = flr.y). I kdyz teprve tady zac¢ind vlastni teorie obycejnych
diferencidlnich rovnic. jsou bohuzel hlubsi poznatky z téchto partii zcela mimo
ramec nadich skript. Patfi sem mimo jiné napt. visledky odstavee 1.2.2 tykajici
se existence a jednoznacnosti Feseni. Nepatrnou ukédzkou jsou rovnéz tvrzeni,
kterd jsou uvedena bez dukazu na zavér pfikladu 1.1. Napl. to, Ze TeSeni jsou
rostouci. plyne z toho. ze ziejm# a? na bod (0.0} je vzdy y'(x) > 0. Rovnice

SMarius Sophus Lie (1842-1899; (¢ti lij — norskl™ matematik. Zabyval se teorii grup
a diferencidlni geometrii. Zavedl tzv. Lieovy grupy a jejich invarianty. Tento pojem je velmi
vyznamny¥ v mnoha odvétvich soudobé matematiky a teoretické frziky.
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y' = x? + 9%, kterd je zde vySetfovana. je specidlnim pripadem tzv. Riccatiho”
rovnice. Z vysledki, které o ni dokazal J. Liouville®, vyplyva, Ze v nasem piipadé
ji nelze Fesit ve t¥idé elementarnich funkel — viz [29].

Dalsim disledkem je vyznam numerickych metod. V praxi se nelze spokojit
s tim, Ze FeSeni nelze ziskat explicitné. a nezbyva pak, nez ziskat feSeni pfibliZné.
S problematikou numerického FeSeni oby¢ejnich diferencidlnich rovnic se setkate
v prednaskich z numerické matematiky — viz napf. [8, 9, 19, 23].

V nésledujicim pfehledu jsou vSechny rovnice aZ na jednu uvedeny ve tva-
ru ¢y = f(z,y). Je tedy tfeba konkrétni rovnici na tento tvar upravit a pak
zvaZovat, zda je nékterého z uvedenych tyvpu. Tato faze déld studenttm nejveétsi
potiZe. Je tfeba prochéizet uvedené typy jeden po druhém, nejlépe zhruba v uve-
deném poradi, a porovnavat. zda jde o dany typ. Je mozné. Ze konkrétni rovnice
spada soucasné do vice typa. Pak dame pfednost tomu, ktery md jednodudsi
postup FeSeni. RovnéZ je tieba upozornit. ze nésledujici vyklad neni vzdy ab-
solutné presny a je predevSim zaméfen na formalismus TeSeni uvedenych typt
rovnic.

1.3.1 Rovnice se separovanymi proménnymi

Oby¢ejnou diferencidlni rovnici 1. fadu nazyvame roviice se separovanymi pro-
ménnymi, jestlize ma tvar

y' = fla)g(y)- (1.4)

Piedpokléddejme, Ze f a g jsou spojité funkce na néjakych otevienych intervalech
a g(y) # 0. Pak lze ukdzat, Ze je zaruena existence a jednoznacnost reSenf a ze
kazdé feSeni dostaneme nésledujicim postupem:

Dosadime y' = g% a dostaneme

dy

- = fla)g(y).

Odseparujeme proménné, tj. prevedeme napf. vie s y na levou stranu a vse s
na pravou stranu. Vyjde
dy
9(y)

Ziskanou rovnost zintegrujeme. Dostaneme

/%i/f(x)dx.

"Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) (&ti rikati) — italsky matematik a mechanik.
Zabyval se integrdlnimi a diferencidlnimi rovnicemi mechaniky. Jeden z vicedlenné rodiny
italskych matematikd stejného prijmeni.

8Joseph Liouville (1809-1882) (&ti liuvil) — v¥znamny francouzsky matematik. Zaséhl
1o téméF vech oblasti tehdej$i matematiky.

= f(z)dx.
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Necht G(y) je primitivni funkce k 9_(1;5 a F(x) je primitival funkce k f(z). Pak
obecné feSeni ma tvar

Gly) = F(x) +c.

kde ¢ € R je integra¢ni konstanta. Plesné zdfivodnéni uvedeného postupu je
zaloZzeno na substituci v neur¢itém integralu a vété o implicitni funkel — viz
(20, str. 8]. Regeni tedy dostaneme v implicitnim tvaru a ne vzdy se ndm podaii
osamostatnit nezndmou funkei y(x).

Dale si vEimnéme. ze jestlize g(yo) = 0 pro n&jaké yo € R. je y(z) = yo

konstantni fedeni rovnice (1.4). nebot na levé strané je y'(x) = (yo)’ = 0 a na
pravé strané je f(x)gly(x)] = flz)glyo) = 0. Poznamenejme. Ze toto FeSeni
nékdy mize byt singuldrni — viz nap¥. [20. str. 9]
Poznamka 1.1 Je na ¢ase. abvchom se zminili obecné o FeSeni pocatecniho
problému (1.3). Jediny zptsob. ktery se naucime. bude ten. Ze nejprve najdeme
obecné Tegeni. To bude u rovnic 1. fadu obsahovat jednu neznamou konstantu.
Tu uréime tak. 7e do obecného Tefeni dosadime pocatetni podminku. Postup
bude ilustrovan v nasledujicim piikladu.

[}

Pi#iklad 1.3 ReSte potateéni problém y' = —2zy. y(0) =

Regeni: Jde o rovnici tvpu (1.4). kde f(zr) = —2x. g(y) = y. Nejprve budeme
muset najit obecné Fefeni. ProtoZe v nadem pripadé je g{y) = y = 0 pravé
pro y = 0. je jednim TeSenim y = 0.

Pro y # 0 postupné dostaneme

d;
&= =2y
dr
dy
Y~ orde
Y
di
L) /l‘ dx
Y .
Iy =-1r"+K
a po odlogaritmovani
:y‘ — 6—;‘:”61\ i

Cislo eF reprezentuje kladnou konstantu. Snadno se ovéif. ze oznacime-li el = C
a pfipustime-li. Ze C' € R je libovoln4 (i nula a zdpornd). Ize vynechat absolutni
hodnotu. Tedy obecné feSeni bude mit tvar

Y= Ce™*". CeR.

Viimnéte si. 7e v tomto vzorci je zahrnuto i Tedeni y = 0.
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y=2e "

™
v

Obr. 1.6: Redeni rovnice ' = —2xy
Nyni najdeme TeSeni poc¢ateéniho problému. Dosazenim podminky y(0) = 2
do obecného feSeni dostaneme
2=Ce" = (=2
Tedy hledané partikularni feSenije y = 2", Situace je zndzornéna na obr. 1.6.
Priklad 1.4 Najdéte obecné YeSeni rovnice 3’ = ‘2\/@—1 — viz prik. 1.2 na str. 6.

Regeni: Jde opét o rovnici tvaru (1.4), kde f(z) =1, g(y) = 24/]y|. Pfitom
g(y) je definovana pro kazdé y € R a g(y) = 24/|y| = 0 pravé tehdy, kdyz
ly] = 0, tj. kdyZ y = 0. Proto y = 0 je TeSeni.

Pro y # 0 je
dy
2 =9
dx vl
dy
— =dxr
2y/Tyl

1 dy da
5-/\/—@* I (1.5)

Vypocteme nejprve integral na levé strané. Pro y > 0 je:

1 [ dy 1/‘ _1 1y%
— —_— = - 1 2 dz = —— = Yy = yl.
5 i (y)"2dy 21 VU= VYl
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A
Y
O x>

/

Obr. 1.7: Obecné fefeni rovnice y' = 2+/ly|

Pro y < 0 je (pouzijeme substituci):

ay=| ¥ L
. dy—%d -t |72 ()72 dt =

/\/E—E —J> Y
= Vi=—v=y=-/ly.

Tento visledek miZeme zapsat jedinim vzorcem +/[y|sgny. Nyni z (1.5)
dostaneme

ProtoZze pro y # 0 je x/? > 0. mus{ mit = + ¢ stejné znaménko jako y. V horni
poloroving y > 0 tedy dostaneme

Vy=r+c r>—-c. = Y= (1“%—6)2. T > —cC.
a podobné v dolni poloroviné y < 0 dostaneme

—/—y=r+c r<—c. = y:—(z"fc)'z. T < —c.

Reseni je tedy tvoreno ¢astmi parabol — viz obr. 1.7. Pfitom y = 0 je singulérni
feSeni. jak jiz bylo difve zjisténo v pfikladu 1.2.
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Poznamka 1.2 Rovnice, které se néjakou upravou daji prevést na rovnice tvaru
(1.4), se nazyvaji separovatelné. VétSina dalsich rovnic bude pravé tohoto typu.

1.3.2 Homogenni rovnice

Definice 1.6 Funkce g(x, y) definované na R x R™ se naziva homogenni (Tddu
nula), jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati

glte. ty) = glzx.y).

N o . _ 1 RN S P
Jfa-h g(z,y) hon}ogenm. pak volbou t = < dostaneme g(x.y) = g(L7. ;y) =
g(1,%). Oznacime-li f(z) = g(1.z), dochézime k zavéru. ze kazdou homogenni
funkci 1ze napsat ve tvaru f(£). kde f je vhodna funkce. Rovnici (1.2) nazivame
homogenni. jestliZe jeji pravé strana je homogenni. tj. ma-lii (po dpravé) tvar

y' = f(%) (1.6)

Tato rovnice se pak Tedi zavedenim nové neznamé funkce wu(ax) substituci
u(z) = y_(g_) Odtud méme y(x) = ru(x) a tedy y'(r) = u(x) + zv/(x). Po dosa-

zeni vyjde (u piSeme bez argumentu )

JoATTS

u—+au = flu)

a po upravé dostaneme
. flu)—u
U = —:,
A

coz je diferencidlni rovnice se separovantmi proménnymi. kterou uz umime resit.
Po vyfeseni této rovnice se musime vratit k pavodni nezndmé y(zx).

Poznamka 1.3 Z postupu je zfejmé, ze musi byt o # 0. Casto se stava. Ze tato
podminka vznikne a7 uméle béhem dprav a po navratu k pavodni promeénné
opét zmizi, takZe Yefen{ existuji i pro x = 0. Zda tomu tak skutetné je, je tfeba
vzdy konkrétné oveérit.

Priklad 1.5 Najdéte obecné TeSeni rovnice v +y + 2y’ = 0.

Reseni: Nejprve osamostatnime y’. Dostaneme

) Tty iy Yy
y = - y =-1--
T T
To je homogenni rovnice, kde f(u) = —1 — u. Zavedeme substituci y = zu,
y' = u+au'. Vyjde
. s , 2u-+1
ut+zu =—-1l—-u = U =—".

T
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coz je rovnice se separovanymi proménnymi. Pii oznaceni u = %Z— obdrzime
postupné
du 2u+1 du dx
— = == =—-——, 2u+4+1#0, 1.7
dx T 2u-t+1 x # 0, (1.7)
a po integraci
/ du dx
Qu+1 x
Vypolteme substituci integral vlevo:
2u+1 = ¢ |
du ] 1 [fdt 1 1
/2 1= 2du = dt !:3/7:5111[19}:5111]211,%—1{.
U+ 1 du = %dt 1 - - ‘
Tedy
1 . ‘
5 In2u+ 1l =—Injx| + e

Po odlogaritmovani dostaneme

(YT 1 c
/20 + L= —.
ViS4 !

. ~ 7 ‘ w ~ v 2 ie
Osamostatnénim u vyjde postupné (preznatime ¢ = K)

2 - -2
c 1, K K-z
2 | = — = —(Z —_

|2u + 1] s = u=; (1“'2 1) 5.2

Nyni dosadime y = zu a pfeznac¢ime [7‘ = L. Vvijde

K-z K-22 L .2z
= = = — - —,
Y 212 2 r 2
Vyloucili jsme pifpad 2u + 1 = 0. Rovnice (1.7) mé konstantni reSeni u = —%
a tedy puvodni rovnice ma feSeni y = xu = 1(«%) = —3%, coz je zahrnuto
v pFedchozim ~vzorci pro L = 0. Obecné Tesenl ma tedy tvar
L
y=——=. vr#0. Le R
r 2
Vysledek je zndzornén na obr. 1.8.
1.3.3 Rovnice tvaru y’ = f(axz + by + ¢)
Jde o rovnice tvaru
y = flax + by + o). (1.8)

kde a, b. ¢ € R. ab # 0. Tvto rovnice nemaji specidlni nazev. Resime je
jednoduchou substituci '
u(r) = ax + by(x) +c.
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Obr. 1.8: Obecné feSeni rovnice x +y + zy’ =0

Pro derivaci vyjde

U(z)=a+by(x) == Yy =

Po dosazeni vyjde
u' —a

b
a po osamostatnéni v’ mé rovnice tvar

u'=bf(u) + a,

coZ je rovnice se separovanvmi promeénnymi. Po jejim vyTeseni se musime vratit
k pivodni proménné.

= f(u)

S e . 1
Piiklad 1.6 Najddéte obecné fefeni rovnice 3y = ———.
T+y—2
Reseni: Z¥ejmé jde o rovnici typu (1.8), kde f(z) = % a=b=1 ¢c= -2
Zavedeme substituci v = v +y — 2. tj. v’ = 1 + ¢/, odkud mdme 3’ = v’ — 1.

Po dosazeni vyjde

1 1+
uW-1=- = u= Y # 0. (1.9)
u u
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Tato rovnice mé separované proménné, tj. postupne dostédvame

du 1+u udu
dx u 1+u

ud
/u u :/dl’.
1+u
Je
/ Y duz/u+1 du—/(l—
14+u + u

Tedy

=dx, u+1#0,

a po integraci

Ydu=u—1In|l+ul.

u—Inll+u=2+C
a po navratu k ptuvodni nezndmé dostavame
r+y—2-lnl-a+y—-2i=a+C.
Ozna¢ime-li C'+2 = K. vyjde
y—K=Inx+y-1|

K — I méime

a po odlogaritmovani a preznaceni e~
eYL=x+y—1

Vylougili jsme piipad u —1 = 0. Rovnice (1.9) ma YeSeni u = —1 a tedy
pro ptlvodni neznamou dostavame

r+y—2=-1 = y=1-uz

co? je, jak se snadno presvédéime, rovnéz Teseni. které je zahrnuto v predchozim
vzorei pro L = 0. Obecné Fedeni (v implicitnim tvaru) je tedy

LeY =r+y—1. LR

f ( aiz+biy+er )

1.3.4 Rovnice tvaru ¢y’ = wsotbayton

Jde o rovaici tvaru
a xr —+ bly + C1

Ao + boy + C3

y' = fl (1.10)
kde a;. b;. ¢; € R. i =1, 2. Budeme pYedpokladat, ze

l

io.

aq

b1
{az ba
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Pokud je totiz tento determinant roven nule, je mozné rovnici prevést na tvar
(1.8). Vskutku. Pak je totiZ jeden (necht je to napf. prvni) faddek nésobkem
druhého a tedy existuje vhodné k € R tak. Ze

air+by+cr Elasr + boy) + 1
Qo +boy +Co  asr + boy + o

a rovnici lze Tesit substituci z(x) = asx + boy(x).
Pokud je determinant nenulovy, provedeme posunuti soufadnic

r = t-+m.
ylx) = ult)+n.
tak, aby prava strana rovnice (1.10) méla tvar f(%) \éni se tedy nezavisle
proménnd x i zévisle proménnd y. Po dosazeni za x a y do ¢itatele a jmenovatele
pravé strany (1.10) dostaneme vzhledem k Zadanému tvaru. Ze méa platit

a;(t+m)+b(u+n)+c=at+bu i=1. 2.
tj.

aym+ bin + ¢q

aom +bon +cy =

Tato soustava méa pravé jedno TeSeni. protoze matice soustavy ma hodnost 2, tj.
je regularni. Oznac¢me dale

4 Cdt

Cdx’
Podle véty o derivaci slozené funkce plati

., dy dy dt  dlu+n) d(x—m)
y = =

T dr  dt do dt dr Ces

Po dosazeni prejde rovnice (1.10) v rovnici

aﬁﬁ—bm)
Clgf -+ bgu '

coz je homogenni diferencidlni rovnice.
Priklad 1.7 Najdéte obecné feSeni rovnice zy’ + 2yy’ — 6 + 32 + 3y — 3y’ = 0.

Regeni: Osamostatnime nejprve y'. Vyjde

y'(z+2y—3)=6—-3r—3y
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a tedy
6 — 3 — 3y
' — 242y —3+#0. .
y P T+ 2y # (1.11)
Jde o rovnici typu (1.10), kde a1 = =3, by = =3, ¢; = 6, ay = 1, by = 2,
5 = —3, tedy _‘3 _g 1 = —3 # 0. VyTesSime soustavu

—-3m —3n+6=0,
m—+ 2n — 3 =0.

Dostaneme m = n = 1. Oznaéme

r=t+1,

y=u+1
a po dosazeni do (1.11) a tGpravé obdrzime homogenn{ rovnici

) —3t — 3u —3—3%
1w = = .
t+ 2u 1%2%

Polozime wu(t) = tv(t). Pak « = v + ¢t a dostavame

-3 - 3v
' e 2v
v+t T o 1420 #0.

Po osamostatnéni ¢ vyjde rovnice se separovanymi proménnymi

1202 4+4r+3
t 1+ 2¢ '

Nyni poloZime © = %. odseparujenie nezndmé a integrujeme. Dostaneme

du 1 2v%44v +3 / 1+20 dt
d t  1+2v

_ — U = —
202 + 4uv + 3 t
Integral na levé strané je z raciondlni rvze lomené funkce, kterd mé ve jmeno-

vateli kvadraticky trojélen s komplexnimi kofeny. Je to tedy parcidlni zlomek,
ktery je nutné pred integraci upravit — viz [33].

4+ 4

! 1
24+ 4v+3 22 244 +3

(v+1)24+ 1

202 +4v+3

2v+1 $(dv+4) - 1
2 2

Prvni zlomek vede na logaritmus. druhy na arkustangens. Celkové vyjde

bt

+1
~1nl22? +4z+3}——\/—alctg =—Inlt|+InC.

v

|8
1] r—l\l
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Nyni musime dosadit ptvodni proménné. tj. t = — 1. v = = g:} Vyjde

1
- In I .
2 x—1 T — NG 1 r—1|+InC

\/

y—1\2  y-1 | 1 —r 4y — 2
2<J >+4J 1+3}——/_a1‘ctg\/2lz—ln
|

Po tpravé a odlogaritmovani vvide pii oznateni €% = K
: 5 2 ‘ - J2ar Szhy—2
292 + 327 + dvy — 100 — Sy + 9 = [ eV2AICIZ V2T

coz je ,obecné” Tedeni rovnice (1.11) v implicitnim tvaru. VSimnéte si. Ze tento
vzorec nedava refeni prochézejici hody tvaru (1. y). RovnéZ uvazovanéd podmin-
ka x + 2y — 3 # 0 vznikla az béhem uprav a v puvodni rovnici neni. Chybé&jici

v

feSeni by bylo mozné ziskat feSenim rovnice

dr v +2y—3
dy  6—3r—3y"

v niz je zaménén vvznam r a y. tj. r = r(y).

1.3.5 Linearni rovnice

Jde o velmi jednoduchou rovnici tvaru

Yy =alr)y=hbo). (1.12)

Vlastnosti této rovnice si vdimneme mnohen podrobngji. nez jsme to délali
u predchozich typ. Bude to proto. Ze tato rovnice ma fadu dilezitych vlastnosti.
které budou analogicky platit u linedrnich rovnic vyssich 1add a u linedrnich
systémil, se ktervmi se setlkdme pozdéji.

Véta 1.3 Necht funkce a{x) a b(r) jsou spojité na intervalu I. Necht xq € [
a yo € R jsou libovolna cisla. Pak pocdtecni problém
/ / / g - —
y'=alx)y+b(x). y(ro)=uyo
mda pravé jedno teseni a to existuje na celém intervalu I.

Diikaz: Rovaice (1.12) je specidlnim piipadem rovnice (1.2). kde volime
f(z,y) = a(x)y + b(x). Protoze 9 = a{xr) je spojita funkce na I x R, méa

B

podle véty 1.2 pocatecnl problém pravé jedno reSeni. Lze ukdzat. Ze toto feSeni
je mozné prodlouzit na cely interval /.

Definice 1.7 Rovnice (1.12) se naziva homogenni. jestlize b(x) = 0 na I.
V opacném piipadé se nazyva nehomogenni.

Poznamka 1.4 Nezaméiiujte homogenni linedrni rovnici s rovnici homogenni

ve smyslu (1.6). Jde o dva zcela odli$né pojmy.

V daldiin budeme predpoklddat. Ze a(x) a b(x) jsou spojité. a vSimneme si

postupné vlastnosti feSeni homogenni a nehomogenni rovnice.
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Homogenni rovnice

Viimnéme si. Ze rovnice
Y =alx)y - (1.13)

mé vidy tzv. trividini feseni y = 0. Z pfedchozi véty plyne, Ze jestlize y(zg) = 0,
pak diky jednoznatnosti je nutné y(r) = 0 pro kazdé x € [. Tedy netrivialni
feSeni nikdy neproting osu x a vzhledem ke spojitosti je bud celé nad nebo celé
pod osou .

Dalsi diilezitd vlastnost je obsahem nésledujici véty.
Véta 1.4 Necht yi(x). yolx) jsou feseni rovnice (1.13) a ¢ € R. Pak také
y1(x) + ya () a cyr(x) jsou reseni rovnice (1.13).

Diikaz: Je yy = a(2)y1. y5 = a(z)ys. a tedy

(91 -+ y2)/ = y/l T y/2 =alr)y + a(r)yz = a(l’)(ljl + y2)

(eyr) = cyy = calx)yr = alx)(cyr).

Tedy y1 + y2 1 cyy spliji (1.13).

Obsah predchozi véty lze shrnout tak. Ze soucet dvou Teseni a ndsobek Te-
Sent cislem jsou opét feseni. Tento fakt znamend. Ze mnoZina FeSeni rovnice
(1.13) tvoii vektorovy prostor. Z jednoznacnosti feSeni pocatecniho problému
pro rovnici (1.13) snadno plyne. Ze tento prostor ma dimenzi 1. Plati tedy

Véta 1.5 Necht yo(x) je netrividini feseni rovnice (1.13). Pak obecné feseni
této rovnice ma tvar
y(r) =cyolr). c€R.

Regeni rovnice (1.13) lze najit velmi snadno. Jde totiZ o rovnici se separova-
nvmi proménnymi. Tedy

{ ; d
ay _ alr)y = /ﬂ — /a(;r) dz.
dr Y

Dale .
Injy = /a(.z’f) dr +lnc

a po odlogaritmovani vyjde
y = Cefa(r) dz
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Nehomogenni rovnice

Véta 1.6 Necht yi(z) je feseni rovnice y' = a(x)y + bi(x) a ya(x) je Teseni
rovnice y = a(x)y +bo(x), v € 1. aci. ¢z € R Pak funkce ciyi(x) + caya ()
je Tesenim rovnice

y' = alz)y + c1by () + caba(2).

Diikaz: Tvrzeni je bezprostfednim zobecnénim véty 1.4 a i jeho dikaz je
zcela analogicky.

Vysledek obsazeny v pfedchozi vEté se nazyva princip superpozice.

Véta 1.7 Necht yo(x) je netrividlni partikuldrni fesent rovnice (1.13) a y1(x)
je partikuldrni feseni rovnice (1.12). Pak obecné feseni rovnice (1.12) md tvar

y = cyola) +yi(a), ceR.

Dikaz: 7 principu superpozice lehce plyne volbou by(x) = b(x), bo(z) = 0,
1 =1, co = ¢, 7e cyolx) + y1(x) je feSeni rovnice (1.12). Je-li naopak J(x)
n&jaké Fedeni rovnice (1.12), pak y(z) — y1(x) je feSeni rovnice (1. 13) To plyvne
opét z principu superpozice volbou by (z) = bo(x) = b(2), c1 = 1, = —1. Tedy
podle véty 1.5 existuje c tak, Ze j(a) —y1(x) = cyolz). tj. y = CZQ(?. ) +yi(z).
ProtozZe §j(x) bylo libovolné, dava uvedeny vzorec skutecné obecné TeSeni.

Z piedchozi véty vyplyva dialezity princip. Oznacéme

ORHLDR ........ obecné fefen{ homogenni linedrni dif. rovnice

PRHLDR ........ partikularn{ feSeni homogenni linedrni dif. rovnice

ORNLDR ........ obecné fefeni nehomogenni linedrni dif. rovnice

PRNLDR ........ partikuldrni feSeni nehomogenni linedrni dif. rovnice
Pak

ORNLDR=ORHLDR+PRNLDR

Co se tyka praktického Feeni, vypliva z predchoziho vztahu, Ze staci najit
obecné Fedeni homogenni rovnice, coz jiz umime. nebot jde o rovnicl se sepa-
rovanymi proménnymi, a partikuldrni FeSeni nehomogenn{ rovnice, coz zatim
neumime. K feSeni druhé tlohy poslouzi néasledujici metoda.
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Variace konstanty

Je to postup slouzici k nalezeni partikuldrniho feSeni rovnice (1.12). Je tfeba
jiz mit obecné Teseni cyg(x) homogenni rovnice (1.13). Pokusime se nahradit
konstantu ¢ vhodnou funkel £(x) (odtud nézev variace konstanty) a najit fefeni
ve tvaru

y = k(x)yo(a).

Viypotteme y' = k' (' ug(x) + k(x)y,(x) a po dosazeni do (1.12) dostaneme
E(x)yolx) + klr)yp(a) = ale)k(2)yo(x) + bl).
Protoze yy(a) = a(z)yo(x) (je to totiz fedeni (1.13)). musi platit
Fa)yyo(x) = blx).

JelikoZ yo(x) # 0, mame

a po integraci

: " b{r)
ko) = / (f,l " dz,
\ J Yolr)

Zjistili jsme tedy. Ze takovou funkei k() 1ze vZdy najit.

Postup nalezeni obecného feSeni demonstrujeme na nésledujicim piikladu.
Neni rozumné pokousSet se pamatovat si vyslednt vztah pro k(z). Ten vzdy
odvodime pro konkrétni rovnici.

Priklad 1.8 Najdéte obecné feSeni rovnice y' = 2y + x.

Reseni: Jde o linedrni rovnici s a(x) = 2. b(z) = .

I. VyTe$ime homogenni rovnici
=2
y' =2y

Jde o rovnici se separovanymi proménnymi. tedy
dy dy '
= =2y = — = [ 2dx,
dr Joy .

Iny =2r+Inc

tedy

a po odlogaritmovani dostdvéime obecné feSeni homogenni rovnice

y = ce
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II Najdeme partikuldarni feSeni nehomogenni rovuice ve tvaru y = k(x)e*®. Je
= k'(x)e** + 2k(x)e?*. Dosadime a dostaneme

K (2)e® + 2k(x)e* = 2k(x)e* +a

a odtud po osamostatnéni A'(z)

Metodou per partes vpocitdme

‘o i / | N +
) o U= V=1 | T oo, 1 o
k(z) = /:Le dv = Vo e=2 o _lg-2x | = T5€ T4+ 5 /€ “dr =
P =€ =73 \ = =
x _o. 1 _5.
= _Ze 21___8 2z
2 4

Integracni konstantu jsme volili nulovou.
Tedy partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice mé tvar

2T N 1 =2z 2x __ & 1
y=Fk{x)e™ = <—;f ~ 3¢ )e =5

x 1
—_— e
Yy = ce 5T
Prabéh YeSeni je zndzornén na obrazku 1.9.
1.3.6 Bernoulliova’ rovnice
Jde o rovnici tvaru
y =alz)y+ba)y" (1.14)

kde » € R. Zajimavé jsou piipady. kdy r # 1 (jinak by §lo o homogenn{ lineérni
rovnici) a © # 0 (jinak by %lo o nehomogenni linedrni rovuici). Existuje vice
metod Tefeni. UkéZeme si zpusob. ktery” pfipomind variaci konstant. Pritom
predpoklddame. Ze a(z) a b(x) jsou spojité na néjakém intervalu I.

Nechf cyg(x) je obecné Fedeni homogenni linearni rovnice y' = a(x)y. Pak
feeni rovnice (1.14) budeme hledat ve tvaru

y = kr)yolr).
kde k(x) je vhodné funkce. Po zderivovani a dosazeni vyjde
K (2)yo(z) + k(2)yo(x) = alz)k(x)yolx) + b(x) k" () yg(z),
9Johann Bernoulli (1667-1748) (&ti bernuli) — v{znamny §vycarsky matematik. Praco-

val v matematické analyze. teorii diferencidlnich rovnic, teorii ¢isel. variaénim po&tu, mecha-
nice atd. Jeden z rozsahlé rodiny vyznamnich matematik® téhoz jména (pies 10 osob).
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2N

AN

Obr. 1.9: Obecné feleni rovnice y' =2y + z
tj. po upravé

¥ (2) = ba)k (2)y~ (a).

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi pro k(x). kterou jiz umime vyfesit.
Vsimneéte si, Ze pro v > 0 ma rovnice feSeni y = 0.

Priklad 1.9 Najdéte obecné TeSeni rovnice y' = %y +z/y. y =0, z#0.

[

Reseni: Jde o rovnici (1.14). kde a(z) = 2, b(z) = z, r = 1. Najdeme
nejprve obecné feSeni rovnice

, 4
y =—Uu
x
Dostaneme
d; 4 d; dx
iz-y = /—y:4 2 = Injy|=4ln|z|+Inc
dr =z Y J z
a po odlogaritmovani
y = cxt.

Reseni nasf rovnice tedy budeme hledat ve tvaru

y = k(z)z®.
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Po dosazeni dostaneme (proménnou z u k vynechavame)
/4 5_ 4, 4 [Td
k'z* + 4kx” = —ka* +xVkad,
z

vk

k= -—
T
ReSenim této rovnice vyjde
dk vk _ dk [dx
dr = VE ) oz
Tedy
ks 2
I = lnlzl+c¢ = k()= <ln Vlxl + L) \
2
kde L = §.

Obecné feSeni mé tedy tvar

y:I4<ln\/m+L>2, LeR.

Déle je feSenim funkce y = 0.

1.3.7 Exaktni rovnice a integracni faktor

Rovnice, kterymi jsme se dosud zabyvali, mély tvar (1.2). Nekdy se ovSem za-
dévaji diferencidini rovnice i v jiné podobé — pomoci diferencialéi. Tvar takové
rovnice je

P(z,y)de + Q(z.y)dy = 0, (1.15)

kde P(z,y) a Q(z,y) jsou ngjaké funkce. Pro Q(z,y) # 0 je mozné rovnici
prevést na tvar
dy __Pla.y)

de — Qz.y)’
co? je rovnice typu (1.2) pro nezndmou funkei y(z), a pro P(z.y) # 0 je mozné
ji pfevést na tvar

dx Qa.y)

dy  Plz.y)
coZ je op&t rovnice typu (1.2), ale pro nezndmou funkei z(y). P¥ipad, kdy P i@
jsou soufasné v n&jakém bod& nulové, nebudeme uvazovat. Vlastnosti téchto
rovnic tzce souviseji s autonomnimi rovinnymi systémy diferencidlnich rovnic
prvnfho ¥adu — viz [14, str. 52]. My si v8imneme pouze specidlniho pfipadu
rovunice (1.15).
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L

jednoduse souvisla oblast oblast, kterd neni
jednoduse souvisla

Obr. 1.10: Priklady oblasti

Definice 1.8 Rovnice (1.15) se naziva ezaktni. jestlize vyraz na levé strané je
totdlnim diferencidlem. tj. jestlize existuje funkce F(x.y) tak, Ze

dF(x.y)= P(r.y)de+ Q(x.y)dy.
Funkce F(x,y) se pak nazyva kmenovd.

Je otazkou. jak se ovéfi. ze n&jaky vyraz predstavuje totalni diferencidl. Od-
povéd na tuto dileZiton otdzlku. kterd rovnéz souvisi s nezévislosti krivkového
integralu na integralni cesté. je obsaZena v nasledujici vété.

Véta 1.8 Necht P(x.y) a Qlx.y) jsou spojité v jednoduse souvislé oblasti £
a maji zde spojité parcidlni derivace apéﬁy) a aQéf_‘y). Pak ndsledujict vyroky
jsou ekvivalentni:

i) Vyraz P(x.y)dr + Q(z.y) dy je totdlni diferencidl.

g . 9P(z. 80 (x.y) o
ii) Plati 3; I = (r.y) € Q.

Poznamka 1.5 Oblasti Q rozumime otevFenou souvislou mnoZzinu £2, tj. otevre-
nou muozinu. jejiz libovolné dva body lze spojit kiivkou lezici celou v Q. Oblast
O se naziva jednoduse souvisld, jestlize s kazdou jednoduchou uzavienou kiiv-
kou C lezici v Q lez{ v Q 1 vnitfek kiivky C. Tedy nepfesné feceno souvislost
oteviené mnoziny znamend, ze je ,z jednoho kusu”. a jednoduse souvisla oblast
.nema otvory” — viz obr. 1.10.

U exaktni rovnice je mo7né napsat snadno vzorec obecného FeSent.

Véta 1.9 Nechf rovnice (1.15) je exaktni a F(x.y) je prislusnd kmenovd funkce.
Pak vyraz
Flr.y)=c. ceR

je obecnym fesenim této rovnice v implicitnim tvaru.
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Podminka i7) z véty 1.8 ndm dava efektivni kritérium. jak poznat, Ze rovnice
(1.15) je exaktni. Abychom v8ak mohli pouzit vétu 1.9. je tfeba si ¥ici, jak
najdeme prislusnou kmenovou funkei. Vysledek nebudeme formulovat do véty,
ale popiSeme odpovidajici postup. Protoze

OF(z.y)
dx

N OF (z.,y)

dF(z.y) = dx 5y

dy

dF(x.y) = P(r.y)dv+ Q(z.y) dy.

musi platit
OF (z.y . OF(xr.y) )
% = P(r.y). P =Q(r.y).

dy
resp. ve strucnéjsi symbolice
F,=P F,=Q. (1.16)

Integraci téchto rovnic lze F' najit. Zvolime libovolnou z téchto rovnic, napf.
prvni. Dostavame

F,=P = Fr.y = /P(I. y) dx + C(y).
Pritom integral [P(x.y)dr chdpeme jako zavisly na parametru y. Déle je tfeba
si uvédomit, Ze integracni .konstanta™ ' nemusi byt obecné ¢éislo. ale funkce
zavisld na druhé proménné. tj. v nafem pripadé na y ( zkousku spravnosti totiz
déldme parcidlnim derivovanim podle z. pfl némz sebeslozitéjsi funkce zavisla
jen na y se derivuje na nuluj.

Zbyva urcit funkei C'(y). To udélame dosazenim do zbyvajici, tj. v nasem
pfipadd do druhé rovnice v (1.16). Uvédomme si pii tom. ze [P(x.y)dx jiz
bude né&jaki konkrétni funkce. Dostaneme

d([P(x. y;d:u +C(y)) Oy — 7, fP(; y)dx ) = Q).
Y Y

Ve vzniklé rovnici se musi vyrudit neznamaé. ktera neni proménnou funkece C|
tj. v nagem piipadé x. Pokud se tak nestane. jsou dvé moznosti — bud jsme
udé&lali pocetni chybu nebo jsme zapomnéli ovérit. zda rovnice (1.15) je skutecné
exaktni (v8imnéte si, ze ¢ast postupu az po toto misto lze udélat s libovolnou
rovnici tvaru (1.15), ne jen exaktni: Ze postup k nicemu nevede. bohuzel zjistime
az v tomto ckamZiku).

Tedy pro nezndmou funkci C(y) dostane obvéejnou diferencialni rovnici se
separovanymi proménnymi (obsahujici dokonce jen nezévisle proménnou y)

O [Plx.y)dr
——

C'(y) = Qla.y) -

Postup ukazeme na prikladu.
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Priklad 1.10 Najdéte obecné fedeni rovnice

<l + 21’) dx — (% + 1> dy =0.
y C

Resenf: Ziejmé& musi byt y # 0. Tim nédm z celé roviny zlstanou dvé ote-
viené poloroviny y > 0 a y < 0, které jsou ocividné jednoduSe souvislé; rovnici
uvazujeme v kazdé poloroviné zvlast . Ovérime nyni. zda jde o exaktni rovnici.
Méame

1 1
Plegy)==+2 = Pj=——.
Y y-
T 1
Y Yy

Protoze P, = Q. je rovnice exaktni. Nyni ur¢fme kmenovou funkei F (x,y).
Musi platit:

Y (1.17)

F,=-—=—1

Z prvni rovnice dostaneme postupné
/1 x A
F(x.y) = /k— +2r ) der==+24+C(y).
y y
Tedy z dil¢iho vysledku vychézi
T
F, = T T C/@)
y
a po dosazeni do druhé rovnice v (1.17) dostavame
T x ‘
—5+Cy) =gl = (y=-1 = ﬂw=~/@=—%
y y*

kde v poslednim integrélu jsme volili nulovoun integracni konstantu. Celkové je

Flr.y) = : + a2t —y
Y

a obecné Yeden{ nasi rovnice ma tvar

I
|

NS

Il

a

o
m
oy
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Integracni faktor

Vsimnéme si rovnice
xdr+ydy=0.

Zde
P=z Q=y = PFP,=00.,=0 = P,=0,

a jde tedy o exaktni rovnici. Vynasobime-li tuto rovnici x. dostaneme rovnici
2t dr + aydy = 0.
Nyni je
P=z’Q=ay = P,=0.Q,=y = P, #Q,

a rovnice jiz neni exaktni. Obé rovnice jsou z naseho hlediska zcela rovnocenné
(pro z # 0), aviak zatimco jedna je exaktni. druhd neni. Priklad ukazuje. Ze
vlastnost ,,byt exaktni” je nesmirné citlivd a da se snadno porusit napf. pouhym
vynasobenim néjakou funkei. Soucasné ovSem wvznika opacnad otdzka: Nebyvlo
by moZné rovnici. kterd neni exaktni, vinasobit néjakou funkei tak. aby nova
rovnice jiz byla exaktni? Funkce. kterda mé tuto vlastnost. se nazyva integracni
faktor. Pokusme se zjistit, jak by takovy integracni faktor M (z, y) mél vypadat.
Uvazujme rovnici (1.15). kterd neni exaktni. tj. P, # @),. Chceme najit funkci
M (x,y) tak, aby rovnice

Plz.y)M(z,y)de+ Qz.y)M(z.y)dy =20

byla exaktni. Za pfedpokladu existence potiebnych derivaci dostavame. Ze musi
platit

OP(x.y)M(x.y)  0Q(x.y)M(x.y)
Jdy - dx l
coz po provedeni derivaci a vynechani argumentt « a y dava
oP oM O A% _
0Py pdM 994, %Y (1.18)
dy dy ox dx
To je tzv. parcidlni linedrni diferencidlni rovnice prvniho fddu pro nezndmou
funkci M(z,y). Z teorie téchto rovnic vyplyvé, Ze za predpokladil spojitosti
P, Q, Py a Q. a podminky |P|+ |Q| > 0 existuje (alespon lokaln€) jeji Te-
Seni — viz napi. [14, str. 280] nebo [17, str. 239]. BohuZzel Tedeni této rovnice
je v podstaté ekvivalentni feSeni rovnice (1.15). Obecné tedy integracni falktor
efeltivné nedokdZeme najit. V néktervch specidlnich pripadech to v3ak lze. jak
si nyni ukazeme.
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Predpokladejme, Ze integraéni faktor M (2. y) zdvis? jen na jedné proménné.
Uvazujme nejprve piipad M = 1M/ (r). Pak %—;f = 0 a z rovnice (1.18) vyjde

po upravé
oM <8P 3@) v/

or dy  Or
tj.
dil oP _ 9Q
dz Jy dr
= -2 1.19
] 0 (1.19)

Protoze leva strana této rovnice zavisi jen na x. je mozné najit integracni faktor

vy v v P.—Q. . , . .
z&visly jen na o v pifpadé. Ze == je funkel pouze z. Pak je (1.19) rovnici
se separovanymi proménnymi pro neznamou funkei M (x).

Podobné kdyvz M = M(y) a tedy % = 0, vvjde z (1.18) analogicky

xr

dM 90 4GP
y _ Or dy .
Mo P (1.20)

QL

coz vyzaduje, aby vyraz —'Q-j-;—]i byl funkel pouze y. Pak je (1.20) rovnici se se-
parovanymi proménnymi pro nezndmou funkei 1/ (y).

Dalsi specialni piipady 1ze nalézt napf. v [15. str. 13] nebo rovnéz ve cvicent 9
na str. 35.

Priklad 1.11 Najdéte obecné feden{ rovnice (2ry” + y)dr — xdy = 0.

Reseni: Mame P=2xy° +y. Q= -z a
P,=dzy~+1. Q.=-1 = P, #0Q,

a rovnice tedy neni exaktni. Pokusime se najit integracni faktor.
Predpokladejme nejprve. Ze 1/ = 1/(r). Pak pravé strana (1.19) m4 obsa-
hovat jen x. coZ déva v nasSem piipadé

g -

Integracni faktor tohoto tvaru tedy nelze nalézt.
Necht nyni M = 1/ (y). Pak pravé strana v (1.20) musi obsahovat jen y, coz
davé pro nasi rovnicl

P, —-Q, 4y +2

20y + 1) 2

Q.- P, —dry—-2

P 2ry?+y  ylRey+1) oy’
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2 je tedy mozné integracni faktor tohoto tvaru najit. Z (1.20) dostédvame

dM
a2 M 2
M y M y "

A po integraci
dM 17 .
/ :—Q/C—y = In|M|=-2Injy|+Inc.
M Y

Po odlogaritmovani vyjde

c
‘ Y
Zvolme napt. ¢ = 1. Pak integracni faktor je
, 1

Po vynéasobeni zadané rovnice integra¢nim faktorem dostaneme

1 x
<21’ + —) dr — — dy = 0.
Y Y

12

Zde P=2z+ 1, Q=—% atedy

a jde skutecné o exaktni rovnici. Najdeme kmenovou funkei F(z,y). Pro ni
mame

1
F, = 2+ -.
Y
€T
F, = ——.
Y e

Integraci napf. prvni rovnice vychézi
1y 5
F(z,y) = 2;r+; dl’:,l"+§+0(y).

Dosadime-li tento dil¢i vysledek do druhé rovunice. dostaneme
T
)

0- 4y =-— = C'(y)=0
"

Mg

Po integraci je

Cly) = /Ody =K. KeR.
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V tomto piipadé tedy C(y) je viastné pfimo konstanta. Volime-li nap¥. K = 0,
vychazi
F(z.y) =2+ y

a obecné Feseni mé (implicitni) tvar

2= L Ler

Y
Poznamka 1.6 Viimnéte si, Ze rovnici z predchoziho ptikladu je moZné upravit
na tvar ;
a .
2ol +2y°,
de

coz je Bernoulliova rovnice pro y(zr).

Cviceni
V nésledujicich prikladech najdéte obecné feSeni danych rovnic: pokud je zadéa-
na pocdteéni podminka. najdéte prislusné partikuldrni reSeni.

1. Rovnice se separovanymi proménnymi.

a)r+uyy =0 b)%—l‘zo
Y —
)y+ry+ay —ayy =0 d) y'sinr =ylny. y(%) =1

e) 2(1+e%)yy’ =e*. y(0)=0 £y ry? + o+ yy — 2%yy' =0

/

g) ayy =1— 22 h) v1I—y2+yy'vV1—2a2=0

2. Homogenni rovnice.

)y ==+ b) y'(32% —y*) = 2xy
y @

¢)y' =Y d) (' - y)aretg L =2, y(1) =0
v —y x

gy
e)y’Zy——.u, y(1)=-1 Doy —y=+/a*+y?

3. Rovnice tvaru ¢y’ = f(ax + by + ¢).
r 20 +y—1
dr+2y+5

¢)y = cos(z —y) d)y' = ———. y(1)=0

a)
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4. Rovnice tvaru g/ = f(&L&thyten)

asx+boy+tcy /”
2y—x—5 2(y +2)?
2r—y+4 (x+y—1)2
c)z’————zx_g+1 d) =2z + 3y — 7+4zy’ - 5yy + 13y =0
J—x—2y+1 ). y— 7 Ty 2Yy 3y’ =

5. Linearn{ rovnice.

a) y' +2y = 4x b) Y+ 20y = v
C)wa’+y~2ay—:t2 d) 2(y' —y) = (1 +2%)e”
e) (1+ 22)y 2’LJ—(1+:02)2 f) 2y’ +y —e* =0, J(O)——Z
] 1
- = i —ytge = .
g) oy — — y(1) = )y —ytge = ——. y(0)

6. Bernoulliova rovnice.

a) y' + 2zy = 2a°y? b) oy +y=1y*lnx
c) 2zyy’ —y® = o d) 22y + a2y’ =1

7. Exaktni rovnice.
Y

xdy
213 — d 2y° — d; -
a) (22° — xy?) de + (2y® — 2%y) dy = 0 b>:c2+y2 (
c) e¥dr+(ze¥ —2y)dy =0

d) (14222 +y?) doe+ (Va2 +y?2 — 1)ydy =0

8. Integraéni faktor.

a) (@ +y)dv—xdy=0  b)y(l+azy)de—ady=0

c) %dm—l— (y° —Inz)dy=0 d) (xcosy— ysiny)dy + (zsiny + ycosy) dr =

x? + y?

—1> dr =0

0

9. Najdéte podminky, za nichz mé rovnice P(x.y) dz+Q(x.y) dy = 0 integracni

faktor ve tvaru

a) M = M(z+vy) b) M = M(z-y)
10. Rizné.
a) 2%y +3—-22y =0 b) S tgg

1+ y?

/
)y = ——
)y zy(1 + x?)
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e) 8y + 10z + 5yy’ + 7xy’' =0 )y + +l1'—y2:0
g) 23y = y(y?* + 2?) h) ya¥"ldr+2¥Inzdy =0
i) (22 +y* +2z)de+2ydy =0 Ny = (z+y)?
Vysledky:
la) 22+ 12 =C. b))y =Co.c)lmlay+x—-—y=C. y=0d) y=1,

)

29 = e+ 1. 5 1+y* = C1l—2%. g 2> +y> = Injz| + C,

h) /1 — % = arcsinz + C. 2.a) y? = 22(C +Inz?). b) y? —2?=Cy3 y=0,

Y= C4+Inya2+yl d) Val+y? varctgt o

f) 22 = C? + 7Cy 3.a) =52 + 10y + TIn /102 + 5y + 9| = C, b) —62 + 4y —
+ 2

Il
o

7T = Ce %, ¢): gzl = C. y =2 d) (z+2y+2)* = 9. 4.a)
(z+y—1)° = C(l—y*S) b) —28rCtg i3 Cly+2).c) 2?2 —ay+y?+a—y =C,
d) (y—22-9)* (y r=3)=C.5.a) Ce ™ +2r—1.Db) e~ 2(C‘+§) ¢) Cales+u?,
d) e*(Inlz| + &) + Ce®, o) (x+ O)1 + 7). 1) e“;l g) = 1<q~ - 1+1nm)
h) COJ;I.G.a)glz—:C6212+IQ+% by y(1+Inxr +Cx) =1, c) 2% — y* = Cu,
HyP=2+5 7a) et -7y +y'=C.b) 14—alctg%:C, c) we¥ —y? =C,
Q)1 /I T P4 y? = C.8a) e-2 =Cb) i’ + 2 = C.0) L+ 122 =,
d) (zsiny + ycosy —siny)e® = C. 9.a) \¥raz Q;_Q“ musi byt funkel = + v,
b) Viraz ;?;:;5 musi bet funkei ry. 10.2) y = Ca? + % b) sin? = Cu,
) (1421 +yH)=Ca?d)y = Ce_ej —e —1.e) (x+y)?Rx+y)?® =C,
g m—— et R A N R e

y
y=—r+tglr+C).

1.4 Ukazky aplikaci rovnic prvniho fadu

Jak jsme se jiz zminili v avodu. diferencialni rovnice maji fadu aplikaci. V sou-
asnosti to jiZ neni jen ve fvzice a technickich disciplinach. ale i v biologii,
ekologii a chemii a pronikajf té? do ekonomie a dalSich spolecenskych véd. Ukéa-
Jeme si formou piikladia nékteré aplikace. Radu dalgich lze nalézt v pocletné
literatute, z niz uvadime jako malou ukézku napf. [5. 11. 13, 23. 28].

P#iklad 1.12 (Rozpad radioaktivniho materidlu) Je zndmo, Ze rychlost
rozpadu radia je pfimo tméma okamzitému mnozstvi rddia. Polomeér rozpadu
izotopu radia 2“RCL je 1390 let. tj. po¢atetni mnozstvi se za tuto dobu zmensi
na polovinu. chete za jak dlouho se po¢ateéni mnozstvi snizi o 25%.

Reseni: Necht y(t) je mnoZstvi radia v ¢ase t. Pak pro rychlost rozpadu plati
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kde k > 0 je konstanta tmérnosti. Necht v ¢ase ¢ = 0 je mmnoZzstvi radia rovno
Yo- Pak

. 1

y(0) = yo. w(1590) = 5 wo

a mame urcit ¢; tak, aby

3

y{t1) = < vo.
()=

Diferencidlni rovnice pro y(t) je homogenni linedrni rovnice, tj. rovnice se sepa-
rovanymi proménnymi. Tedy

dy

d
—ky = Y _pdt = Inlyl=kttlnc
dzx Yy

a po odlogaritmovani
kt

y = ce
Z pocatetni podminky v ¢t = 0 uré¢ime
yo = y(0) =ce®0 =¢

a hledané partikularni feSeni je

y(t) = yoeh.

Dosadime-1li do tohoto vztahu t = 1590. dostaneme

1 =90k 1 =90k
5 Yo = y<1390) — yoelaQOk _ _5 — elO‘SOk'
Logaritmovanim dostaneme
In2
—In2=1590k = k=— .
nes 1590
Konetné pro t; mame
3 , » 3 .
— = y(t = 6“‘1 — —- = e'\tl
7 Yo = ylt) = o 1
Odtud vypocteme
3 In —i—
In 1 = kitq =" t; = —= = 660.

Ke snizeni o 25% tedy dojde asi za 660 let.
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Piiklad 1.13 (Rychlost chemické reakce) UvaZujme dvé chemikalie A a B,
které navzdjem reaguji. Predpoklddejme. Ze pfi vytvafeni nového produktu se
kombinuje jedna molekula z A s jednou molekulou z B. Urcete rychlost chemické
reakce. vite-li, Ze je pfimo tmérnd soucinu okamzitych koncentraci reagujicich
latek. ‘

Reseni: Necht x(t) resp. y(t) je koncentrace (v molekuldch na litr) v Case ¢
latky A resp. latky B. Necht @ = x(0) > 0. b = y(0) > 0 jsou pocatecni koncen-
trace. ProtoZe se spolu kombinuje po jedné molekule, klesaji ob& koncentrace
touZ rychlosti. tj.

dr dy
dt— dt

Ubytek z(t) koncentrace ldtky A resp. B v ¢ase ¢ je pak ddn vztahem
2(t) =a— a(t) vesp. z(t) =b—y(t). (1.21)

Odtud mame
dz dv  dy

dat At dt’
Vyraz % nazivame rychlost reakce. Zadéni nam 1iké. Ze plati
dz
— = kxy.
dt /

kde k > 0 je konstanta tmérnosti (kterou lze experimentalné urcit). Dosadime-li
za r ay z (1.21). dostaneme pro z(¢) diferencidlni rovnici

J=kla—-z){b-2z). 2(0)=0.

To je rovnice se separovanymi proménnymi. tedy

dz ) dz
B | (ST R G — S
dt S ) (z=—a)(z=D)

’ dz '
’/m:g/dt.

Integral na levé strané je z raciondlni lomené funkce. Po jednoduchém rozkladu
na parcidlni zlomky vyvjde pro a # b

/(_:.———a(){ﬁ = /(::ba - :a:bb> dz = aib(lnlz —al~In|z —b)).

Tedy

a po integraci

1 r—a
In| L=kt +1Inc.
a—=b |

z—b
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Po odlogaritmovani vyjde

z—a (g
— ca—bel\(a b)t.
z—b
Z pocatetni podminky z(0) = 0 dostaneme
0—a a a\ ==
a—-b_0 a—b a
=c""% = —=c == c= (—) .
0—-b b b
Po dosazeni a osamostatnéni z postupné mame
2 — a .. _ O (-
= —eFla=0t  —  pr gh = grehlamDt _ gpekla=bit,
z—b b
tj.
ehla=b)t _ 1

Rychlost reakce je tudiz

dz k(a — b)ekla=0t (gehla=blt _py _ (ekla=b)t _ 1)ak(q — b)ekla—0t

— =a e :
dt (aekla=blt — p)2

B bk(a — b)ekla=bt(gekla=blt _p _ gekla=blt 1 ¢) _
—da (aerla—bt _ p)2 =

k(a—b)t

— L 2 €
= kab(a — b) (@ )
Proa="bje
dz 9 1
= [(z—a) " dz = —
/ (2~ a)? /( ) z—a
takze
- =kt + c.
z—a
Z pocatecni podminky dostaneme
1 1
— =0+c —— cC= —
0—a a
a tedy
! kt + L = ¢
— = [t — - = — .
z—a a ! akt +1°
takze A
(1) = a B a’kt
- akt+1  akt+1
Pak rychlost reakce je
dz o, Vakt+1) —tak o’k

at T (akt+ D2 (akt+1)%
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Piiklad 1.14 (Smichévéani) Velkd nddrZ obsahuje 100 hl slané vody, v niz je
rozpusténo 50 kg soli. Do nadrze vtéka rychlosti 6 hl/min sland voda obsahu-
jici 2 kg soli na jeden hl. Smes. kterd je promichavanim neustdle udrZovana
homogenni. vytéka z nadrze rychlosti 4 hl/min. Crcete visledné mnozstvi soli
v nadrzi po uplvnuti ¢ min.

Regeni: Oznatme y(t) mnozstvi soli v kg. které je v nadrzi v case t, t > O.
Nadr? obsahuje v Case t ziejmé 100 + (6 — 4)t hl vody. Koncentrace v tomto
okamziku bude

y(t)

100 + 2t

Necht tg > 0 je pevné a t > tg. Pak béhem casového intervalu {(to,?) pribude
v nadrzi

kg/hl.

-t
6~2-(f—z‘o):/6-'2d.s
t

<10

kg soli a ubude

+

) (s)
/ 1 A/ ds
¢, 100+ 2s

kg soli. Tedy musi platit

nt :

» . : y(s)

£) = ylto) + 12(t —to) — 4 | ————=d
y(t) = ylto) + 12(t = to) /fo 0025 %

Kdy7 tuto rovnost zderivujeme podle ¢ (s pouzitim véty o derivovani integrdlu
jako funkce horni meze). dostaneme

dylt)

) =12 — ——— .
viL 100 + 2¢

(1.22)
coz je hledand diferencidlni rovnice. Tuto rovnici nyni vyiesime. Jde o nehomo-
genni linedrni diferencidlni rovaici prvniho radu.
1. Homogenni rovnice je
dy 1y dy 4dt

et T

dr 100 + 2t Ty 100+ 2t

a po integracl

d [ dt
/(y:—4/———A
J oy J 100+ 2t

Protoze
2t +100 = u

| :
qt | ‘
: + 2 |t = sdu |

" 1 1
o —Injul = 5111\100—&—23’!,

u 2

o
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vyjde po integraci
Infyl = =21 |100 + 2¢{ + Inc,

t.
. C
Y= oo+ 207

II. Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice najdeme ve tvaru

L(t)

W= oo o

Je

K/ (1)(100 + 26)2 — K(t) - 2(100 + 2¢)2
(100 + 2¢)* '

y'(t) =
Po dosazeni do rovnice (1.22) vyvjde

K'(t)(100+2t)° — 4(100 +20)K'(¢) _ 4KN(t) . K'(1)

(100 + 2t)* T (100 + 21)3 (100 + 2t)2

Tedy
| 100+2t = u

2df:§ 2 dt

jo
~
=

| .
K(t) =12 /(100 + 2t) : =6 /u2 du = 2u® =
‘ | dt = Ldu {

= 2(100 + 2t)°.

Partikuldrni feSeni tudiz je

~2(100 + 2t)°

. = 2(100 + 2t),
Y= o0 1 anz — 210020,

takZe obecné TeSeni rovnice (1.22) je

c

Mooz T 2100+ 20).

yl(t) =

Protoze y(0) = 50, dostaneme pro ¢ rovnici

I'OZ
Y 1002

Mnozstvi soli je tedy ddno funkei

y(t) = 2(100 + 2¢) —

+200 =— c¢=—150-100° = —15-10°.

=12.
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Priklad 1.15 (Slozity trok) Necht ¢astka Ag je investovana pii irokové mife
k% za rok, pfi¢emz rok je pF¥ipisovan spojité. Ukazte, ze hodnota investic A(t)
po t letech je feSenim linedrni homogenni rovnice
dA k
=—2A4A, A(0) = Ap. 1.23
Bty a0=a (1.23)
Redeni: Predpoklddejme. Ze turok je ziskdvan s mirou &% za rok a je pfipiso-
van n krat za rok. Pik mnoZstvi A, (). které je souc¢tem turoku a jistiny, je na
konci ¢ let ddno vztahem

v o1 nt Eo1 n=t
;‘Xn(t)—-flo <1+T—z‘:1—0‘0—> —:10 {( +E'1.ﬁ0> } .

Nyni je plirozené definovat

Alt) = lim A, (8).
= oC
Protoze je
lim <1+ E) =e“. a€R.
n—ac n

vyjde

Alt) = Ao | lim [1 —’Sa)t_4 iy
Alt) = o | lim —r;m = AgeToo’,

To je ale pravé reSeni pocatecni tlohy (1.23). jak se lze snadno presvédcit dosa-
zenim.

Priklad 1.16 (Elektricky obvod) Ideédlni napétovy zdroj o konstantnim na-
péti U napdji sériovou kombinaci rezistoru o odporu R ohmi a induktoru o in-
dukénosti L henry — viz obr. 1.11. Sestavte a vyieste diferencidlni rovnici pro
proud i(t) odebirany ze zdroje.

Reseni: Podle druhého Kirchhoffova zdkona je algebraicky soucet vSech na-
péti v uzavieném obvodu roven nule. Ozna¢me i(t). t > 0, proud v ampérech,
kterv obvodem prochazi. Pak L dz je napéti na induktoru a Ri je napéti na
rezistoru. Tedy

L%*Rz—l =0,
t]. .
It + 7 i(t) = 7 i(0) = 1o, (1.24)

kde ig je velikost proudu na po¢atku. Jde o nehomogenni linedrni rovnici prvaiho
fadu.
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Obr. 1.11: Elektricky obvod

I. Pro homogenni rovnici mame

fl;i__Ei — ﬂ—_gdt = i _ R/dt
dt L i L i L)
tj.
R
lnlilz—zt—i—lnc = z'(t):ce‘%t.

II. Partikularni feSeni nehomogenni rovnice najdeme ve tvaru
Ry

i(t)= K(t)e 1"

Po dosazeni dostaneme

K'(t)e Tt — K(t)e“%t% + %K(t)e‘%t = -LL-
tj.
Lg’
K'(t) = fe%t.

Odtud

Ly = 5 ,

U L L U U

K(t):f/e%tdt: -Lgdt = ds Zﬁ/esds:—éeszﬁe%t,

dt = fds

takze partikularni reSeni je

-
'i(z‘,)::ﬁebe 2 =%
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7 pocateéni podminky dostavame

A U \ U
g =C— — —_— C:ZQ—E.

R

Pribéh proudu je tudiz popsén funkel

(1) ‘ F) g b
! =|ig— — 3 + —.
" ""R)° R

Piiklad 1.17 (Siloéary) Necht Fir.y) = (P(x.y).Q(x.y)) je nenulové rovin-
né silové pole. které je definované na oteviené mnoziné Q. Odvodte diferencialni
rovnici pro silo¢ary. vite-li. Ze tecna k silocate je v kazdém bodé souhlasné ko-
linedrni s vektorem silv v tomto bodeé.

Reseni: Necht C je silofdra. kterd mé parametrické rovnice (o(t). w(t)), t
J. kde J je interval. Pak jeji teny vektor v bodé (rg. yo) = (¢(t0). v (o)), to €
J.je tro. yo) = (£'(tg). U (tg)). Vime. Ze md platit (70 Yo) = ﬁ(l . Yo), kde

A >0, Tedv
(' (to). ' (to)) = MP(ro.yo). Qlxo. yo))-

Protoye F £ 0. nejsou P a Q soutasné nulové. Necht napi. P(xq,yo) # 0. Pak
i 2'(to) # 0 a C je v okoli bodu xg grafem funkce proménné x. tj. y(x). Podle
vety o derivaci funkce dané parametricky — viz nap¥. [12. str. 110] — je

dy . ,Zj//ffo") - /\Q(T.'I_‘C.Aygjl B Q(:JL’Q.,Z]Q)
dr  r'itsl APlra.ysl  Plro.yo)

y'lrg) =

Odrtud dostavame. ze yi.r! vvhovuje rovnici
Qir. .y dr—Plr.oyidy=0.

Analogicky se zvaZi piipad Q.. yo = 0. Pledchozi rovnice se obvykle zapisuje

ve tvaru
dr dy

Py Qlay)y

<

Cviceni

1. Uvazujme homogenni chemickou reakei. v ni7 pusobi jedna latka. Necht na po-
Fatku reakee. tj. pro t = 0. je koncentrace rovna a > 0. Je-li a —x () koncentrace
v ¢ase t. je podle Wilhelmyvho zédkonu rychlost reakce rovna

dr

— = kla - x).
at




1.4 Ukazky aplikaci rovnic pryvniho radu 45

kde %k > 0 je konstanta ttimérnosti. Urcete x(f).
2(t) = a(l — e5)]

2. Uvazujme dvé chemikalie A a B, které navzdjem reaguji. Predpokladejme. ze
pri vytvareni nového produktu se véZe jedna molekula z A se dvéma moleku-
lami z B. Urcete rvchlost chemické reakce. vite-li. Ze je pfimo tmérnad soucinu
okamzité koncentrace latky A a druhé mocniny okamzité koncentrace latky B
— viz priklad 1.13.

oy
l
Lo
{2
—

ML LS S kt pro2a # b
n + : + — -+ = kt pro 2 :

k a—z (2a = b)(b—2z) (2a—10b)>  b%> = 2ab pro 2a 7 b.
1 1

8(a— )2 8a?

=kt pro2a =10

| ROSS—|

3. Najdéte feSeni pocdteini tlohy L'+ Ri = i(0) =1g. kde L > 0. R >0,
U aig jsou dané konstanty. Je to rovnice pro proud i = i(f) v ampérech v obvodu
obsahujicim induktor o indukénosti L (v henrv), rezistor o odporu R (v ohmech)
a idedlni zdroj o napéti L (ve voltech). Necht L. U a iy jsou konstanty a R je
parametr, ktervm se proud reguluje: tedy 7 = i(f, R). Dokazte. Ze

Ut

lim i(t.R) =i(t.0) = — +1
g (R =D =

pro kazdé t.

4. Predpokladejme. Ze radioaktivni izotop stroncia “9Sr se rozpadd exponen-
cialné podle rovnice ¥y’ = —ay. a > 0. UrCete konstantu a a ¢as. za ktery se
snizi mnozstvi stroncia ze 100% na 10%. vite-li. Ze polocas rozpadu je 28.1 roku.
= {22 = 0,025 ¢ =93.3 roku]

5.Velkd nadrZz obsahuje 100 hl vody. v ni7 je rozpudténo 50 kg soli. Do ni pitéka
rychlosti 3 hl/min roztok obsahujici 2 kg soli v jednom hl. Smés je michanim
udrzovana homogenni a vvtéka stejnou ryvchlosti z nddize. Jak mnoho soli je
v nadrzi po 30 min.”

(17,5 kgl
6. Nadrz obsaliuje 50 hl vody. v niZ je rozpusténo 20 kg soli. Do nadrze je pii-
davana ¢ista sil rychlosti 1 kg/min. Smés je udrzovdana homogenni a vyteka
z nadrze rychlosti 2 hl/min. Jak mnoho soli je v nadrzi po 10 min.” Jaka je v té
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dobé koncentrace?
(19,7 kg; 0,66 kg/hl]

7. Velkd néddrz A obsahuje na poc¢éatku 60 hl vody a 40 hl alkoholu. Do nadrZe
pritékd voda rychlosti 3 hl/min a alkohol rychlosti 1 hl/min. Smés, kterd je
dikladné promichdvand, tece do druhé nadrze B rychlosti 3 hl/min. NadrZz B
obsahovala na pocatku 100 hl vody. Smés je v nadrzi B michanim udrZovana
homogenni a vytékd z ni rychlosti 2 hl/min. Jak mnoho alkoholu je v kaZdé n4-
drzi po 50 min.?7 Kterd nddrz nakonec (tj. pro velkd t) obsahuje vice alkoholu?

[A: 41,9 hl; B: 33,1 hl; B]
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Kapitola 2

Obycejné diferencialni
rovnice vyssich radu

2.1 Kvalitativni teorie

Doposud jsme se zabyvali diferencialnimi rovnicemi prvniho fddu. Nyni si vSim-
neme 1 rovnic vySsich fada. ProtoZe rada pojmi a vysledkl bude obdobna jako

vy

Necht n € N a F(z,zp,21,...,2n) je funkce n 4 2 proménnych definovana
na oteviené mnoziné 2 C R™*?. Pak rovnice

F($7y7y/7"'7y(n)) :O (2’1)

se nazyva obydejnd diferencidlni rovnice n-tého 7adu v impliciinim tvaru s ne-
zndmou y(z).

Definice 2.1 Necht h(z) je funkce definovand na otevieném intervalu J. Pak
h(z) se nazyva redeni rovnice (2.1) na J, jestlize h(x) mé& derivace aZ do fadun,
pro kazdé « € J je (z, h(z), k' (2),...,h™(2)) € Q a plati

F [2.h(@), (@), .. ;h<“>(m)} —0. zel

Je-li mo#né z rovnice (2.1) osamostatnit nejvy3si derivaci neznamé, tj. je-li
moZné ji upravit na tvar

g = fleoyy oy, (2.2)

kde f(z, 20,21, - -, 2n—1) Je néjakd funkce n + 1 proménnych definované na ote-
vFené mnoziné Q ¢ R™1, mluvime o obycejné diferencidlni rovnici n-tého radu
v explicitnim tvaru. Tento tvar je pro vySetfovani vlastnosti FeSeni vhodné&jsi.
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Poznamka 2.1 Uvédomte si. Ze (2.2) je specidlni pfipad (2.1). kde

F(z.20. 0 o 2no1.20) = 20 — fl2 200000 201).

U rovuic prvniho fadu bylo velmi uZite¢nym pojmem smérové pole. I u rovnic
n-tého radu by bylo mozné udélat analogii. Ta je v8ak v prostoru dimenze n+1,
co? pii naSem elementarnim piistupu nema ndzorny efekt. a proto se touto
otézkou nebudeme zabivat.

Naopak dilezites: .oli bude opét hrat pocatecni uloha.

Definice 2.2 Necht je dana (n — 1)-tice (rg.Yo.Y1.---- Un—1) € Q. Pak dlo-
ha najit feseni y(x) rovnice (2.2). které je definované na néj akem mtenalu I
obsahujicim rg a takové. Ze

(n—11/_, .
y(zo) =yo. Y{ro) =y1- oy (20) = Ynot
se nazxyva Cauchyova pocdtecni iiloha.

V" daném bodé 2 tedy predepisujeme hodnotu TeSeni a jeho derivaci az
do Tadu n — 1 vCetné.

Napt. pro rovnici druhého fadu

y' = fleoy. g (2.3)
hleddme Feseni g( ) splitujict podminky y{rg) = yo. ¥'(xo) = y1. kde (o, yo,y1)
je dana trojice ¢isel.

Geometricky je ylrg) = yp zadand funkeni hodnota a y'(xg) = y1 smérni-
ce tefny ke grafu funkce y{r) v bodé [ro.ylro)] = (20.y0). Pozadujeme tedy
na rozdil od rovnic prinfho fadu. aby hledané Teseni nejen prochazelo danym
bodem. ale mé&lo i piedepsanou tefnu — viz obr. 2.1. kde tga = y;. Pro obecné
n je vlastné zaddn tsek Tavlorova rozvoje funkce y(r) v bodé .

Pro n = 2 si rovnéz ukdzeme jednu z moznych f}'zikélnich interpretaci. Jestli-
7e y(x) vviadiuje zévislost drdhy y na ase r. pak y'(x) je okamZitd rychlost
v ase v a y’(r) je okamzité zrvchleni v ¢ase r. Fyzikdlné feceno tedy podminka
y(zo) = yo zadava pocatedni polohu a podminka y'(rg) = y1 pocdtedni okamzi-
tou rychlost (vidy v fase xg). S rovnici (2.3) se v aplikacich setkavame velice
¢asto. nebot jde o matemaricky zapis druhého Newtonova zakona. Specialnfho
pfipadu této rovnice si podrobnéji vE&imneme pozdéji — viz str. 77

Bude nés opét zajimat. zda poCatecni tloha ma TeSeni a zda je toto I'eSeni
jediné. Pfitom jednoznaénost chdpeme analogicky jako u rovnic prvnfho radu
— viz definice 1.4.

Zformulujeme nejprve. co budeme chapat slovy. ze funkce f(z,20,.... Zn_1)
spliiuje v bod€ (xo.yo. . ... Yn—1) € Q lokdlné Lipschitzovu podmzrku
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Existuje konstanta ' > 0 a okoli O bodu (xo.yo. .. .. Yn—1), O C Q.
tak, ze pro kazdé dva body (rg.ag.ay.. ... a,—1) € 0.
(:E(h bo,bi... .. bﬂ_l> e 0 plati

1](‘(330, Ao,y 1,y oy an_1)~f(;l’o. tz)o. bl ..... b,_]_\ S IX—<\(lo—bQi+‘ : '+‘CL71——1“‘b71—1D-

Pfitom okolim bodu (xg.yo. .. .. Y._1) rozumime libovolnou otevienou kouli

v R"*1 ge stfedem v tomto bodé. Lipschitzova podminka je napi. splnéna.

existuji-li lokdin€ ohranicene parcialni derivace g—L ..... O?f - v Q. coZ je splné-

no napf., jsou-li tyto derivace spojité v £1.

Véta 2.1 (O existenci a jednoznaénosti) Necht fl(r.zg.z1..... Zh-1) Je
spojitd na oteviené mnoZiné Q C R™L. Pak pro kazde (X0 Yo.Y1+- - Yn—1) € Q

mda pocdtecni uloha
(n) — ; ! (71_1) WY e— reo N (71—1) ) N
y\" = flz,y v ). ylwo) =yo. ¥ (To) =Y1..- 1Y (To) = Yn—1.
alespoti jedno Tesent.
Je-li navic v kazdém bode Q0 splnéna lokalné Lipschitzova podminka, je toto

redeni jediné.

S rovnici (2.2) se jesté setkdme ve 3. kapitole, kde si viimneme jeji souvislosti
se systémem diferencidlnich rovnic.
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2.2 Linearni rovnice n-tého radu

2.2.1 Uvodni poznamky

Tak jako u rovnic prynfho Fadu i u rovnic vyssich fadi nés budou pfedevsim
zajimat otazky nalezeni (obecného) feSeni. Je ovSem pfirozené Cekat, Ze potize
spojené s touto ulohou u rovaic prvntho faddu — viz str. 10 — se zde jesté
zvysl. Zatimco u rovnic prynfho fadu jsme byli schopni uvést alesponi nékteré
typy rovnic. které ;¢ mozné Tedit pomoci kvadratur, je u rovnic n-té¢ho ¥adu,
kde n > 2, §kdla podobnich rovnic podstatné chudsi. Mezi takové rovnice patii
napf.

y) = fla), (2.4)

kde obecné fefeni dostaneme n-nasobnou integraci. tj.

ylz) = /( (/(/f(l’)dl‘+cl> dl‘+cQ> ) dr 4+ cp, =
n-krat
= dy+dor = dy_2" "+ / ce </f(1) d:c) coodr.
—_——
n-krat

Piiklad 2.1 Najdéte obecné fefeni rovnice y"' = sinx.

Resenf: Trojnésobnou integraci postupné dostavame
y'(x) = /sin rdr = —cosr+cy.
y'(z) = /(— cosr +c1)dr = —sinr + 1@ + ca.
22
ylz) = /(— sinw + c1r +co)dr =cosa + 1 + cox + c3.
Oznadime-li d3 = $. dy = ¢a. dy = c3. ma obecné Tedeni tvar

. 2
y=d; +dox —dzx” + cosx.

Jin¥m takovym tyvpem je rovnice tvaru

y{‘n} — f(l‘.y(\n_U).
Tu substituci z(x) = y'"~Y(z) pfevedeme na rovaici prvanfho fddu
2= flr.z2).

Pokud tuto rovnici dokézeme vyiesit, dostaneme y(x) ze z(x) pomoci (n — 1)-na-
sobné integrace. nebot jde o rovnici typu (2.4).
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Priklad 2.2 Najdéte obecné FeSeni rovnice y” = (y')*.

Resent: Polozime z(x) = y/(z). Po dosazeni dostaneme

;2

~ -

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi. Pro z #0 je

d dz b ’
: 2 = = =dr = /:_25122/(11‘.

dr 22
Po integraci vyjde

~—1 1
A~
=x+cC —_— s = —

. R.
—1 r+c €<

Kromé toho ma rovnice fedeni z = 0. Pro y(x) méme tedy rovnici

1
Yy =-

r+c

jejiz integraci dostaneme

y = /dl’ — y=-hir+c+d
Yy = P Yy = nixr -~ ¢+~ d.

Daéle fegeni z = 0 odpovida

Celkové mé tedy naSe rovnice feSeni
y=—Injr+c/+d v#—c kdec. d€R a y=*r ke R.

Nékteré daldf typy rovnic lze nalézt napf. v [10].

V tomto oddile se budeme zabivat tzv. linedrnimi rovnicemi. a to podrob-
n&ji, nez jsme dosud zkoumali pfedchozi rovnice (i kdyz vétsinu tvrzeni opét
nebudeme dokazovat). Otdzkou je. pro¢ zrovia tyto rovnice si zasluhuji tako-
vou pozornost. Ditvody jsou dva. Jednak je pomérné snadné uvést fadu jejich
vlastnost{. Zkoumat oviem néco jen proto. ze je to celkem snadné. by mohlo byt
samotielné, pokud by p¥islusné vysledky nebyly k nécemu uzitetné. A tomu tak
v tomto pripadé skutetné je. Druhim divodem totiz je. Ze linedrnimi rovnicemi
Ize priblizné nahradit (aspoil lokdIng) nelinearni rovnice. Pokusime se naznacit.
v &em tzv. linearizace spodiva. Uvazujme rovnici

Fla,y.y'.....y")y=0. (2.5)
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Prislusnou funkei F(x. zp, z1.....2,) nahradime pti pevném x Taylorovym roz-
vojem stupné jedna v okoli néjakého bodu (yg. y1.. ... yn): jde tedy vlastné o na-
hradu totélnim diferencidlem. Plati

F(‘T"?Osglv"':zn) = F(lyOylyn)_l_dF(lyoyly71)+ (26)
+ R(x. 20,2100 20).
kde zbytek R(x.zg.21.....2,) je pro (... .. zn) Wblizké® (yo,....yn) ,maly“.
Pritom plati
o OF{(x.yo.. ... Un . OF (x.yg.....y
dF(z.yg..... Yn) = —— ~(20—Yo)+ -+ ( - n)(zn—yn).
~0 “n
Necht h(z). r € J. je feSenl rovunice (2.3). Protoze ¢isla yg....,y, mohou

ve (2.6) zaviset na r (rozvoj jsme délali vzdy pfi pevném z), lze v (2.6) volit
za stied rozvoje (h(z). k' (x).....h""(x)). Pak vzhledem k tomu, Ze h(z) spliluje
(2.5). ma (2.6) s timto stfedem tvar

‘ OF \ OF :
Flr.zgo....2n) = EP <:Q —h (_:L*)) — 5 (:n — fzm)(a‘)> +  (2.7)
-+ R(l 20 In

kde o
OF  OF (x.h(x). h'(x),....AM{2))
— = ‘ A . i=0.1 n
Jz; 0z

Po dosazeni (2.7) do (2.5) dostévame

Si (y — ]Z(I>> - % (\y”” — ]Z{l\‘> +~R (1 Y. y,. Ces y(n)) =0.

Pripomenme. Ze tato rovnice méa feleni y = hix). tedy je

R (z hiry. h'tei ... h "“(\:r}) =0. reJ (2.8)
Zavedme nvnl novou neznamou uir) = ylr) — hix). Pak
B , ! ) . ; N (1) /
u(r)=y'(x) = Hix)..... d) =y () = A ()

a predchozi rovnice nabiva tvar

JdF OF oF .
Sy s (2.9)
dzg Oz Ih

~R (1 u+hiriou =h'(z)..... ul™) & lz“”(;r)) = 0.

Tato rovnice mé vzhledem k {2.8) Tegeni u(x) = 0.
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Uvazujme nyni. co by se staio
vyraz R (w.u+ hia) u/ =n .

nule ,maly~. Rovnice (2.9) pak pf
IF OF
= =
Jdzp Jzq
kde 25, i =0.1.....n.
Jak dale uvidime. rovnice (2.101 ]

7e rovnice (2.10) vznikla 7 rovnice

Je-li y(x) feSeni (2.53). vyjadiuje ulr:

a tedy rovnice (2.9) Je diferencidlni
Otéazkou nyni ]
7e pokud R (. u+ l
je ,,blizké" nule. jsou resen i
rovnic (2.9) a (2.10). kterd
VA 7 vyznamné skupiny tzv.

_,’- 3y

Ll bs
jsou .

a parametrech — viz napft.
(29, str. 326] a pod.

Princip linearizace je velmi v¥znamnt a
Mnohdy je vdak pouzivan velmi nepre

. kdybychom v

jsou konkrétni funkce

jaky e vztah mezi fefenimi roviic
T S T

o
Wblizka nule=. jsou

Tesne. coz muze vest

rakto upravené rovnici zanedbah

cu't =N "liryy . ktery je pro u(l blizker
]( e\ lO\HlU
OF p (
— s = U = . (2-1O>
bz

proménné r nezavisejicd na wu.

je pravé zminéna linedrni rovnice. Rikame.
257 linearizac/ v okoli jejiho TeSeni h(z).
odehvlku iz od pevného Fedeni h(z).

roviici pro taro ud\ hvlku.

T i2.91a:2.10 Lze ukazat.
wt= i) e male" j. pokud u

~ v

2,101 .piiblizne” stejnd. Jinrmi le\\ TeSeni

piiblizné stejnd. To vypli-

no pocdtecnich podminkdch
224.231°. 18, str. 1781

;7 "

~drislost]
93, 14

STL.

I~

v InZentrské praxi ¢asto vvuzivany
k naprosto nespravnim

zévertm. Je tieba mit na pametl. 26 zdalel'a ne viechna Fefen{ rovnic (2.9)
a (2.10) jsou .piiblizné stejnar. ale ponze ta krerd jsou .dostatecné blizka

~

nule”.

blizky nule™ a byt .pliblizne st
Dale neni obvvkle mozné n

ba feceno. ¢im deldf interval

hodné by se kazdy. kdo ch

zminénymi vétami. aby pi é
Linearizaci lze ziskat ve spec 19’1 1638
o chovani v okoli staciondrnich Teser
(17, str.217]. [29. st 87, a pod. Cel
téchto skript.

InZenyii se mnohdy domnivaj
protoze je stad{ linearizovat a Teser

Ke

ptvodnich nelinedrnich rovnic.

nosti. které se u linedrnich rov 1ic vubec
posuzovat tyto vlastnostinz selinedrnich rovuic na zalnactc je
¢i pripomenout napi. otazku 11(111 cdrnich kmitt.
hn@ periodické fedeni. homogenni linedrni rov-

rovnice druhého fadu muze mit

nice druhého fadu s konstantnin

nebo zadné. Ze se takové roviice v p

weme. tim bliz& nule musi feseni
izaci pouzivar. mel dukladné sezndmit s
édel. co lze «

Y peni nutné studovat nelinedrni

) je naprosto myina plf—d\taxa Existuji

I\a1c1111ahn otazkou je. co znamena pro konkrémi rovnici byt ..dostatecné

i na priliz dlouném imer‘vam — zhru-
bt Roz-
vige
od této metody ofekavat a co ne.
{ch pfipadech i podrobnéjsi informace. napt.
:3. str. 4097, (6. str. 144].

e bohuzel mimo ramec

poc. — viz napr.

1ia
4 rato problemarika j

TOVICE
Tesen
vlast-

10Z1¢€
jich lineavizaci. Sta-

Zatimco autonomni nelinearni

.

,__.\.

ni linearnich rovnic vzit za priblizné

D

pevysiTujl. a je tedy naprosto nem

oeficienty ma bud viechna feSeni periodické.

raxi vvskvtujl. dokazuje napr. tzv. van der




54 Obycejné diferencidlni rovnice vyssich rddn

Polova rovnice
y' +u(y -1y +y=0 peR,

popisujici kmity elektronického oscildtoru nebo jeji zobecndni, tzv. Liénardova
rovnice

v' Wy +ay) = 0.
ktera se objevuje v akustice a v posledni dobé v biologii ve spojitosti s otdzkami
modelovani biologickych systémii. Zajemce o vlastnosti téchto rovnic odkazuje-
me napf. na [14, str. 295] nebo [20, str. 86].

2.2.2 Vlastnosti linedrnich rovnic
Rovnici tvaru
bn(I>y(n)(I) + bn_l(;r)y(”’_l)(x) + ()Y (@) + bo(2)y = g(x),

kde bi(z), 1 = 0,1,....,n a g(x) jsou funkce. nazy¥vame linedrni diferencidlni
rovnice n-t€ho fidu. Budeme pfedpokladat. Ze b, (x) # 0. Pak je mozné rovnici

vydélit timto koeficientem a pfi oznadeni a;(z) = 5((2 i=0,1,...,n—1,
a f(z) = 5‘7(&)} nabude rovnice tvaru
Yt a1 (@)Y 4t a()y + aola)y = f(z). (2.11)

V dal$im se budeme zabyvat rovnicemi pravé tohoto tvaru.

Rovnice (2.11) se nazivd homogenni. jestlize f(x) = 0, a nehomogenni
v opaéném pripadé.
Plati nasledujici vysledek tvkajici se poc¢dtecni tilohy.

Véta 2.2 Necht funkce a;(x). i =0.1.....n— 1. a f(x) jsou spojité na inter-
valu J. Necht zg € J a yo.yi1.. ... Yn—1 € R jsou libovolna c¢isla. Pak rovnice
(2.11) mad pravé jedno tedeni y(z) spliiujici pocdtecni podminky

y(xo) = yo. ¥'(x0) =y1.....y" "D (20) = Y1
Toto Teseni existuje na celém intervalu J.
Pro dalsi vi'klad bude vihodné zavést nésledujici oznacent:
L) =y a1 () y" Y+ ar(2)y + aola)y.

Zobrazeni & prifazujici funkei y novou funkei., danou levou stranou rovnice
(2.11). budeme nazyvat operdtor. Pak (2.11) ma tvar

Podobné jako v odstavei 1.3.5 se dokdze tzv. princip superpozice.
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Véta 2.3 Necht yy(z) je feseni rovnice £ (y) = f1(x) a yo(x) je fedeni rovnice
L(y) = falz) (tedy levé strany obou rovnic jsou stejné). Pak pro libovolnd
a, B € R je funkce y(x) = ayi(x) + Iy () Fedenim rovnice

L(y) = afilz) + 3f2(r).

Dale si vSimneme samostatné homogenni a nehomogenni rovnice. Uvidime.
ze fada vlastnosti je analogické jako u rovnic pryvniho fadu. Dikazy proto vesmeés
neuvadime.

2.2.3 Homogenni rovnice

Jde o rovnici tvaru

(n—1)

y(n)+(171_1<;€)'y -t (l)y —v—(lo( Jy = 0. (2‘12)

Z principu superpozice vyplyva nasledujici vvznamny visledek,

Véta 2.4 Jsou-li y1(x) a yo(x) dvé reseni rovnice (2.12) a ¢ € R. pak také
funkce yi(x) + y2(x) a cyi(x) jsou feseni rovnice (2.12). Tedy feseni rovnice
(2.12) tvori vektorovy prostor. Jeho dimenze je n.

Poznamka 2.2 Chépeme-li operator . jako zobrazeni z vektorového prostoru
funkci majicich spojitou n-tou derivaci na J do vektorového prostoru funkei
spojitych na .J, snadno se ovéri — viz nasledujici priklad — Ze jde o linedrni
operdtor. Funkce y(x) je TeSenim (2.12) pravé tehdy. kdvz Z(y) = 0, tedy
kdyz y(x) je prvkem jadra operdtoru .. Predchozi véta pak rika. Ze defekt &
(tj. dimenze jadra) je roven ¢islu n.

Priklad 2.3 Ovéfte, 7e operdtor Z(y) =y" + ar(x)y’ + ap(x)y je linedrni.
Regeni: Je

L(y1+y2) = (1 +2)" +ail: ‘)(m*yﬂ’;ao( )1+ y2) =y e Ha()y) +

+ay(z)yy+ao(@)y1+ao(x)ys = yf +ar(r)y)+ao(r)yi +ys +ar(x)yh + aolx)ys =

=Z(y1) + L (y2).

Tedy & je aditivni. Déle pro a € R je

Z(ay) = (ay)" +ai(x)(ay) + aolz)ay = aly” + a1(x)y’ + aol2)y) = aL(y).

Operator £ je tedy i homogenni. tj. celkové je linedrni.

V kazdém vektorovém prostoru konecné dimenze existuje baze. Libovolny
prvek tohoto prostoru je pak linedrni kombinaci prvki této baze. Vybereme
tedy n linearné nezdvislych feSeni yi(z)..... yn(x) rovnice (2.12). Pak kazdé
feSeni rovnice (2.12) mé tvar

yla) = ciyr(x) + -+ cuyn (). (2.13)
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kde c1,...,c, jsou libovolnd realnd ¢isla. Vzorec (2.13) tedy dava obecné reseni
rovnice (2.12). Bazi yi(x),....yn(z) nazivame fundamentdini systém rovnice
(2.12).

Vsimneme si nynf toho. jak lze posoudit nezavislost feseni rovnice (2.12).
Z n-tice feSeni vytvorime determinant

Y1 Yo v Yn
) N U o Yn
It(ylyn>:| . :
"7—1) .(n—) . —
I T G PR

Tento determinant se nazivad Wronského'® determinant neboli wronskidn. Lze
ukazat, Ze wronskidn je feSenim jisté linedrn{ rovnice prvniho fadu. V disledku
toho plati:

Véta 2.5 Bud je W(yy..... Yn) =0 na J. nebo je W(yy,....y,) # 0 na J.

Tento vysledek dava smysl nasledujicimu tvrzeni.

Véta 2.6 MnoZinan reSeniyy..... Yn rovnice (2.12) je linedrné nezdvisld pravé
tehdy, kdyz Wiyi..... Yn) # 0 na J.

nule nebo ne. Na konkrétni volbé xy nezalezi. Wronskidn je totiz bud porad
nulovy nebo pofad nenulovy.

Staci tedy ovérit pro konkrétni xq € J, zda je Wyi(xq),. .., yn(x0)] roven

Poznamka 2.3 Predchozi kritérium nezavislosti neplati obecn& pro n-tici funk-
ci. ktera neni TeSenim néjaké rovnice. Obecné lze tvrdit, Ze z uvaZzované pod-
minky W(yi.....yn) # 0 na J plyne nezavislost funkei y1,...,y,. Opak viak
obecné neplati. Pokuste se najit rakovy priklad.

Vzorec (2.13) ndm udavd obecné feeni rovnice (2.12). Problémem vsak zt-
stava, jak najit néjaky fundamentalni systém. Ukazuje se opét bohuZel, Ze i kdyZ
jsou koeficienty elementarnimi funkcemi. nemusi existovat fundamentalni sy-
stém slozeny” z elementérnich funkel. Explicitné najit fundamentaln{ systém lze
jen nékdy. Nejviznamnéjsi je pfipad. kdy koeficienty ag, ..., a,_1 jsou konstant-
ni: timto pripadem se budeme v dal3i ¢asti zabyvat. O rovnici (2.12) s nekon-
stantnimi koeficienty existuje velice rozsdhld literatura. Vynikajicich vysledkt
dosahl v této oblasti brnénsky matematik Boravka'! a jeho Zaci — viz napt. [1]
a [16].

10Jozef Maria Wrorniski-Hoene (1776-1833) (&ti vrofiski-héne) — polsky matematik a fi-
losof. Zabyval se zédklady matematiky a teorii algebraickych a diferencidlnich rovnic.

HQtakar Bortivka (1899) — v¥znamny éesky matematik, akademik CSAV. Pracoval v ob-
lasti projektivni diferencidlni geometrie. teorie grup a od zacatku 30. let se zabyvé obylejnymi
diferencidlnimi rovnicemi.
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2.2.4 Snizeni fadu linearni rovnice

s e

Zname-li jedno TeSeni yo(x) rovnice (2.12). lze sni7it ]e] rad. tj. pfevést ji na rov-
nici (n — 1)-niho radu. Predpokladejme. ze yoix’ = 0 pro x € I.kde I C J je
interval. Hledejme TeSeni (2,12 ve tvaru

A

ylor) = yolaiulr).

Lze ov&tit, Ze po vipoctu derivaci a dosazent do (2.12) vyijde

) (N, n=1i Lol
yo(lt)-u(”’ + by ()T = = b+
(ny, -1 ‘ co ]
+ Lyo (v +aqqlr 'yr m',’}—"'—Cl@(;l’)yo(‘l’v)JU = 0.
Pritom b;(2). i = 1..... n — 1. jsou funkce vvjadiené pomoci funkel yo(x)

a
ar(x)... ., an_1(z). ProtoZe viraz v hranaté zévorce je nulovy. a yolxr) # 0.
dostavame pro w rovnici

. b_1{x) by ()
w4 = l b= W =0
Yol Yola
Nyni mtizeme polozit v/{x) = viz). Pro vir) pak mame rovnici (n — 1)-niho
radu v
o1 bealrl s bi(r)
pln=b L st et s e = (. (2.14)
Yola) J\l)

v

Obvykle postupujeme tak. ze fefeni (2,12 hledame ve tvaru

Yl = ys

Po dosazeni se virazy s inte gléleln zrudl a zustane pifmo rovnice (2 ) Lze
overit, ze je-ll vp{a).. ... v () fundamentalni svstém rovnice (2. 4)
Yo la). yo(sffiw/ vyl dro.. Yol /z o1l de
fundamentalni svstém (2.12) — viz 14. str. 103
.’ . v . . 17 1 4
Priklad 2.4 Najdéte obecné Tesenl rovnice y = — —y — —y=0.1r>0. vite-]i.
x 2

7e ma Teseni yo(a) = 2°

Resent: Regeni hledame ve tvarn yla) = 27 (v dr. Pak

. ;
y = Q:U/ vdr + 27 = =2 /1‘ dr =2rv +2r0 + 2%t
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a po dosazeni mame
2/@ dr + 4ov + v + 2/1' de + xv — 4/1 dr = 0,

tj. po upravé

To je linedrni homecz. uni rovnice prvniho fadu. tj. rovnice se separovanymi
proménnymi. Tedy

dv 5 dv 5 dv >
—=——1r = —=—-—dr = — =— [ —dz,
dx T v x v T
takZze c
Infe|=-5njz|+he = (@)= —=.
Volme napf. ¢ = —4. Pak v(z) = =% a druhé TeSeni rovnice je
—4
o [ — 2 I 1
y{le)=a*| —dov = —do”* — = —.
() . T

Obecné TeSeni ma tudiz tvar

ylr)=cix? + x> 0.

Vsimnéte si, ze vysledek plati i pro r < 0.

Poznamka 2.4 i) Zcela analogicky 1ze postupovat v pfipadé nehomogenni rov-
nice, zndme-li feSeni prislusné homogenni rovnice. Noveé vznikla rovnice nizsiho
Tadu je opét nehomogenni. v

ii) Podobné, zndme-1i k nezavislich feSeni rovnice (2.12). 1 < k < n, lze (2.12)
za jistych predpoklada prevést na rovnici fadu n — k. Detaily lze nalézt napr.
v [6, str. 49] nebo [14. str. 348

2.2.5 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty
Ptjde ndm o nalezeni fundamentélniho systému rovnice

(n) (n—1)

Y a1y o ayy + agy = 0. (2.15)

kdea; € R. i=0.1..... n— 1.
Vyjdeme z prikladu pro rovnici druhého fadu

o P
y' +ary +agy =0.
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Pokusme se najit TeSeni této rovnice ve tvaru y = e kde A je vhodné ¢islo.
Vypocteme
N 2 A7y
y/ — )\6/\1 — y// — /\‘eh

a po dosazeni obdrzime

D . - . ~
A2eM g e = qpe = 0.

Protoze e** # 0, musi A spliiovat rovnici
2 .
A —1—(11/\+CIQ:O.

To je (algebraicka) kvadratickd rovnice. kterou umime snadno vyTesit. Ukazuje
se, 7e i v obecném piipadé rovnice (2.15) je situace obdobna.
K rovnici (2.15) prifadime algebraickou rovnici

-1

AN g AT = ag A= ag = 0. (2.16)

Tato rovnice se nazyvvéa charakteristickd rovnice diferencidlnf rovnice (2.15). Le-
vou stranou této rovnice je polimom stupné n. Z algebry je zndmo — viz napr.
[13, str. 64] — Ze tato rovnice mé v komplexnim oboru pravé n kofenu. z nichz
nékteré mohou byt stejné (tzv. vicendsobné kofeny). Pritom komplexni koreny
se vyskytuji vidy po dvojicich (tzv. komplexné sdiuzené kofeny). které maji
stejnou nasobnost. Realné koreny mohou ale nemusf{ existovat. Nyni plati:

Necht A € R je k-nasobny redlnt kofen rovnice (2.16). & > 1. Pak funkce
yi(x) = e ypla) = ze. . yp(z) = oF7Llers
jsou Fefenfmi rovnice (2.15).
Necht a & 3i € C je komplexné sdruZené dvojice k-ndsobnich komplexnich
koFfent rovnice (2.16). k > 1. a. 3 € R. 3 # 0. Pak funkce
y1(x) = €7 cos . y3(x) = re® cos Jr. .. .. yor—i(r) = 2F 7% cos Ja.

yolx) = e sin Jr. yalr) = ve®sin Jv. oynnle) = rFle®T gin 3x

jsou feSenimi rovnice (2.13).

Sestrojime nyni popsanym zpusobem ke kazdému korenu rovnice (2.16) od-
povidajici fetézec Fedeni. Celkem budeme mit (po precislovani) n Teseni rovnice
(2.15)

yi(a).. oo ynla).
Véta 2.7 Mnogina fesent zkonstruovand popsanym zpisobem tvori fundamen-
tdlni systém rouvnice (2.15).
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Poznamka 2.5 Name tedy zdanlivé efektivni postup, jak najit potfebny fun-
damentalni systém. Zdanlivost spo¢ivd v tom. ze obecné neumime urcit koreny
algebraické rovnice (2.16) stupné n > 3. Pfitom pro n =3 an = 4 je to velmi
komplikované — viz nap¥. [13. str. 67]. Pouziti numerickych metod je zde pro-
blematické — pocitat ndsobné kofeny numericky (tj. i urcit jejich nasobnost)
lze téZko. coz ndm vadi. Ndsobné kofeny totiz ¢asto vyrazné ovliviuji chovani
feSeni rovnice (2.15).

Nvni si na prikladech ukédZzeme pouziti vvlozené teorie.

Priklad 2.5 Najdéte obecné Tedeni rovnice y” +y — 6y = 0.
Regeni: Napigeme charakteristickou rovnici
N2 3
AT+ A=6=0.
Jeji kofeny jsou
—1=+v1-+24 —1=5
A2 = = = A =2. A= -3

9 .2

Oba kofeny jsou realné a jednoduché. tedy ke kazdému prislusi jedno feSeni.
Proto funkce

) — 37
n(r)=e* a yplr)=e "
tvolf fundamentaln{ systém. Obecné TeSeni je pak
2 —3x
ylot = cpe’® — coe™ ™
Vipoditdme pro zajimavost wronskian. Vvide
¥p J Ay
: y y 2 F——S:z‘
- N b l 2 : = = - -7 s —_T - — /
Wiy, . ys) = = 5 s, o= =37 —2e7" = —Je 0
Y1 Yz l/l 74//:’ L DgRE —3e73% 7&

M

pro kazdé x € R. coZ potvrzuje to. co jsme si o wronskianu Fekli.

Priklad 2.6 Najdéte obecné fefeni rovnice y” — 4y’ + 13y = 0.
Regeni: Charakteristicka rovnice je
AN =N+ 13 =0.
Jeji koTeny jsou

1=+16—-52 4 =67
)\1.2 — 5 = 5

=2+ 3i.
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K této dvojici komplexné sdruzensch kofenu (a = 2. 3 = 3) prislusi feSen

; 2r ; / 2x i

yi(ax)=eFcosdr a y(r)=e"sin3da.

Obecné TeSeni je

o 2z : 2o

y(r) = c1e7" cos3x — cpe” " sin 3.
Priklad 2.7 Najdéte obecné fefenf vovnice y° —2y'* =y =0.

Regeni: Charakteristickéd rovnice je
AP =20\ -\ =0
Po apravé je
3002 . 3 2

/\L(\/\ “_/\\—1‘ — /\\J\/\_ 1i-=0.
Tato rovnice ma trojndsobne koten Ay -3 = 0 a dvojunasobny kofen Ay sz = ~1.
Trojnasobnému kotenu odpovida trojice feseni

. o oo ) 2 Gr :

y(z) =P = 1. yolr)=oe™ =2, yslo) = 7€ = 22
a dvojnasobnému kotenu odpovida dvojice feleni
ylo)y=e " yslr)=xe””
Obecné TeSeni je
xZ a

2l — —
y(x) = ¢ — o — o™ — g€ "+ C5T€

Priklad 2.8 Najdéte obecné fefeni rovnice y'* =2y’ +y=0.

Regeni: Charakteristicka rovnice je
P !

Tu lze upravit na tvar
N2, 102
(A+1)7=0.

/

Rovnice A2 + 1 = 0 mé komplexni kofeny =/. tedy nase charakteristickd rovni-
ce mé dvojndsobnou dvojici komplexné sdruzenych kofent #i. Fundamentélni

systém Jje tvoten Ctvefici funkei

Ox

yi(a) = e’ cosle =cosa. y3(v) = re“ coslr = 7 cos .
Oz (
Yl

; . . Oy e .
yo(z) = e sinle =sinz.  yulr) = e’ sinle = xsinw.
a obecné TeSeni je

y(x) = c1cosa — cpsing -+ ¢ coST + cyTsin,
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Poznémka 2.6 U komplexnich kofentt obvykle volime 3 > 0. To neni nutné.
Napf. v pfedchozim pifkladu by 3 = —1 dalo y;(z) = cos(—z) = cosx a yz(x) =
sin(—z) = —sinz. Tedy aZ na preznaleni konstant (cp a ¢4 by byly opacné) se
nic nestane.

Poznémka 2.7 Z predchoziho vypliva. Ze FeSeni rovnice (2.15) je linedrni kom-
binaci funkei tvaru

e cos 3 resp. e sin 3,
kde k je celé nezdporné &islo. Takové funkce se nazyvaji kvazipolynomy. K témto
funkeim vZdy existuje Laplacelv obraz, ktery je raciondlni ryze lomenou funkci
— viz napf. [30]. Tyto rovnice lze tedy snadno Fesit uzitim Laplaceovy trans-
formace.

2.2.6 Nehomogenni rovnice, variace konstant

Jde o rovnicl tvaru

y(n) + a,t_l(l’)y{n—l') ok ao(l‘)y = f(’L) (217)

7 principu superpozice vyplyvéd nasledujici véta. jejiz dikaz je obdobny jako
u véty 1.7.

Véta 2.8 Necht yi(x)..... ynlx) je fundamentdlni systém homogenni rovnice
(2.12) a yo(x) je partikuldrni feseni rovnice (2.17). Pak obecné resent rovnice
(2.17) ma tvar

y(l’) = Clyl(\'lq) =T Caln (l\ -+ yO(l) Civvees Cn € R.

Jinymi slovy obecné feSeni nehomogenni rovnice je rovno souctu obecného
fedeni homogenn{ rovnice a partikuldrniho fefeni nehomogenn{ rovnice. Tento
princip jsme jiz pouZili u linedrnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu — viz
str. 23. Pripomenme si jeho svmbolickou podobu:

ORNLDR=ORHLDR+PRNLDR

Obecné Fefeni homogenni rovnice umime (u rovnic s konstantnimi koeficien-
tv) najit. Ukédzeme si nyni postupné dva zpusoby. jak najit partikularni feSeni
yo(x) nehomogenni rovnice. V' tomto oddile si v&imneme univerzalni metody,
kterd je platna i pro rovnice s nekonstantnimi koeficienty. Pfedpoklada ovSem,
Ye zndme fundamentdlni systém pifsludné homogenni rovnice (ktery vSak u rov-
nice s nekonstantnimi koeficienty neumime najit).
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Variace konstant

Myslenka metody je obdobné jako u rovnice pryniho radu. tj. v obecném TeSe-
ni homogenni rovnice se snazime zameénit konstanty c1..... ¢, vhodnimi funkce-
mi
Ki(z),...,K,(z) a hledat Fefeni yo(x] nehomogenni rovnice ve tvaru

yO(‘l> = I\fl (1)91(1) o I{Q %Uyz‘ Z - ]\—n (.I)yn ‘1\

Odvozeni si ukdZeme pro jednoduchost na rovnici druhého fadu

o
—
GO
—

Yy —airiy —acioy = fir {
Necht yi(z) a y2(2) jsou nezévisld feseni pifsluiné homogenni rovnice. tj.
y! +ay(ziy; —asiziy: =0, (=1, 2 (2.19)
Hledejme feSeni ve tvaru
yo(x) = Ki{rjyilo) = Kata)yala).
Vypoéteme prvni derivaci (pro strucnost nepisenie argument ). Vvide
yo = Kiyi — Ky — Koya — Kayo.

Pii vypoétu druhé derivace bychom dostali druhé derivace neznamveh funkei.
PoZadujme proto. aby
Kly = Khya = 0.

Ze takovou podminku miZeme splnit. uvidime niZe. Pak mame

p b

o= Ky + Koyy = i =Ky~ i = Khyh — Koys .
Po dosazeni do (2.18) a apravé vyide

Kyt + Ky + Kbyh + Koyy + ar(Kayy + Koyh) + ao(Kiy1 + Kaoya) = flx).
Kyl + Kbybh + K1(y! + a1yy ~ aoyr) — Ko (Y = ayyh + agy2) = flx).
Vezmeme-li v tivahu (2.19), dostaneme
Kyt + Koy = fla).

Celkové tedy mame pro derivace nezndmych funkei A a A7) soustavu linedrnich
rovnic

K{lﬂ -+ I&'éyg = 0.
K+ Ky = ).
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Determinant matice soustavy je wronskian

Ly oy |
BTERTRE

ktery je nenulovy. a proto mé nase soustava jediné reSent (které mtzeme ziskat
nap¥. Cramerovym pravidlem). Z K{ a I} dostaneme K3 a Ko integraci. To
oviem nemusi bvt mozné ve tifdé elementérnich funkei. AZ na tento problém je
viak cely algoritmus ~etody variace konstant efektivni.

\ obecném pifpadé dostaneme pro Af..... [\, soustavu rovnic

o i i -1 —

I\lyl - T Ixnyn = 0,
=)ot | : RO _

]&Lyl N [&nyn - O

: (2.20)
(=2 - (n=2

K™ =+ Kyl =0
- n=1) | - {n=1) /.

&lyl R ‘Z\‘ny” _ f(l)

pro niz plati toté7, co pro predchozi specidlni pifpad rovnice druhého radu.

e

Piiklad 2.9 Najdste obecné fedeni rovunice y” —2y +y = m

Regent: 1. Nejprve vitesime homogenni rovnici
y' =2y +y=0.
Charakteristickd rovnice je
M2\ +1=0 = [(A-12*=0.
Kofen je dvojndsobny A;» = 1. Fundamentalni systém tedy je
yi(a) = €5 pa(a) = ve
a obecné YeSeni homogenni rovnice je
ylr) = cre’ + coxe”.
I1. Pouzijeme variaci konstant a feSeni budeme hledat ve tvaru
yo(r) = Kq(z)e” + Ko(a)ze®
Systém (2.20) mé tvar
Rie™ + Klre” = 0.
. e

K'e® - Kh(e® +-xe*y = ——.
! 2 ’ 2 +1
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Po vykraceni e* vyjde

Kl + Ko _ o
Ki+K\(1+z2) = !
1T LA - T, - 2
v+ 1
Odectenim rovnic dostaneme
. 1
Rl = 5
- e+ 1
Z prvni rovnice pak mame
. : 1 -
Ki=-aK)=—-x =

P21 = ¢
z t | 1 [dt 1.
1{1($)2/$2+1(1T:! 2vdr = (;/z‘ 3:—5/7:—5111[2‘:
| rdx = 5
=—Invax?2+1.

dx
Ky(z)= | —— = arctga.
e +1
Partikularni ¥eSeni nehomogenni rovnice tudiz je
yo(r) = —e"Inva? + 1+ re*arctga

a obecné TeSeni ma pak tvar

)
Mm
o

y(x) = c1e” + cone” — e In/a? + 1 —zearctgr. . ¢

2.2.7 Metoda neurcitych koeficientti

Tato metoda je pouZitelna pouze pro rovnice s konstantnimi koeficienty. Navic

prava strana f(z) musi mit specidlni tvar. uvedent niZe. Vzhledem k tomu, 7e

takové rovnice se v aplikacich velmi fasto vvskytujf a tato metoda je obvykle

vyrazné rychlejsi neZ variace kounstant. dévame ji u téchto rovaic pfednost.
Uvazujme rovnici

y ™ a1y sy agy = fla). (2.21)
jejiz linedrni ¢édsti ptislusi charakteristickd rovnice
A" @y N @A+ ap = 0. (2.22)

Probereme postupné typy pravych stran f(z) od nejjednodussich k nejslozi-
t&jSim.
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1. f(z) = P,(z). kde P,(x) je polynom stupné n.

Predpokladejme. Ze ¢islo 0 je k-ndsobnym kolenem charakteristické rovnice
(2.22). Pritom k = 0 znamend. Ze tato rovnice nema kofen 0.
Pak rovnice (2.21) mé partikuldrni feSeni tvaru

yo(z) = 2*Qn ().

kde @, (x) je vhodn{ polynom stupné n s neznamymi koeficienty.

Piiklad 2.10 Najdéte obecné FeSeni rovnice y"’ —y = .
Reseni: I. Homogenn{ rovnice je
y'—y=0.
prislusna charakteristicka rovuice je

Ta mé dva jednoduché redlné koteny A\;.» = =1. a tudiz obecné reseni homogenni
rovnice je
ylao) = cre’ —cae™ ",
II. Prava strana nehomogenni rovnice je polynom P(z) = x stupné n = 1.
Tedy Q(x) bude obecny polynom stupné 1. tj. Q(x) = ax + b. Charakteristicka
rovnice nema koren 0. proto & = 0. Tudiz

]

yolo) = 2%ax +b) = ax + b.

Odtud

/

yp=a =— ys=0

a po dosazeni vvide
O—(lar+by=0r = -—ar—-b=nx.

Z algebry je zndmo. ze k tomu. aby se dva polynomy rovnaly pro kazdé x € R,
je nutné a staci. aby mély stejny stupeil a stejné koeficienty u tychZ mocnin z.
Porovnavénim dostdvame obecné soustavu linedrnich rovnic. V nasem piipadé
je to:
—a=1 =— a=-1

P —b=0 = b=0.
Partikuldrni reseni je

yolr) = —x

a obecné Tefeni nehomogenni roviice je pak

ylr) = cre’ +cae™" — .
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Priklad 2.11 Najdéte obecné feSeni rovnice y' —y = x.
Reseni: 1. Homogenni rovnice je
prislusné charakteristicka rovnice je
2 ; y
AMM=A=0 = AMNAi-1=0

Ta ma dva jednoduché redlné kofenv Ay = 0. Ay = 1 a obecné feSeni homogenni
rovnice tedy je

P -

o Ox RS
ylo) = cre™ = coe” =y — o€
II. Analogicky jako v pfikladu 2.10 je Qi{r) = ar —b. Av8ak charakteristickd
rovnice ma jednoduchy kofen 0. proto k = 1. Tedy
(Y= g — by = 72— By
Yolr ) =r lar —0i=ar- —Or.
Odtud
yp =2ar—b = yj =2
a po dosazeni vvjde

20— 2ar+b)j=r = “2ar—-2ac-b=u.

Porovnanim vyjde

2t —20=1 = a=-%
TOI 2a—b=20 — b=2a=-1
Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice je
[ 1 1\ 15
) =r| —zr— =—zi =X
Yolr) =4 5 5

a jeji obecné TeSeni je

&

Lo
o

2. f(z) = Py(x)e®®. kde P,{r} je polynom stupné » a a € R.

Predpokladejme. Ze ¢islo a je k-ndsobnim kofenem charakreristické rovnice
(2.22): k = 0, nema-1i tento kofen.

yol) = o'

O

~

=
)

kde @, () je vhodny polymom stupné n s neznamimi koeficienty.
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Priklad 2.12 Najdéte obecné FeSeni rovnice 3" — 2y = 3e°®,

ReSeni: 1. Homogenni rovnice je

prisludnd charakteristickd rovnice je
Mo2at=0 = MN)-2)=0

Ta ma tfi redlné kofer+ Ay » = 0. Az = 2. Tedyv obecné fegeni homogenni rovnice
je

. Or ) ) 2
08— cone®™ 4+ p5e? = 0] + cox + c3e’t.

ylr) = cie

II. Prava strana f(r) = 3¢2¢ je tvpu polynom krat exponenciala; pFitom

polynom P(r) = 3 je stupné n = 0 a a = 2. TudiZ Q(a) = a (konstanta). Déle
¢islo 2 je jednoduchym kofenemn charakteristické rovnice. tedy & = 1. Proto

| 2z 2
yo(r) = rlae®™ = are®®,
Odtud
2 2 2 o 2¢ 2 2 2
Yo = ae”" +2are” = yi = 2ae’*+2ae”" ~dare®® = dae’  +4are®™ =—

2 % g2 o, 2
— Yy =8ae™ +dae™ = Save™ = 12ae”" + awe”

a po dosazeni vyvijde

5,27 2 . 22 4 42 2 o2m o 2
12ae”* + Bare™ — 2(dae™™ + dawe”™) = 3¢”" =  4dae®® = 3e%*.

v D2 z z v
Protoze e-* # 0. dostaneme po kriceni. Ze

3
ia=3 — a=-.
4
Partikularni feSeni nehomogenni rovnice je
f 3 2r
yolr) = —xe™
4
a jejl obecné Teleni je
N 2r : 2z
Yl = ¢y — ol — C3€™" — —Te .

3. f(z) = Pp(xz)e®** cos Bz + Qn(x)e** sin Bzx. kde P,,(x) je polynom
stupné m. Q,(r) je polvnom stupné n a a. J € R.
Predpokladejme. 7e ¢islo a + 37 je k-ndsobnim kofenem charakteristické
rovnice (2.22): & = 0. nemé-li tento kofen.
Pak rovnice (2.21) m4 partikuldrn{ feseni tvaru

yola) = oF Re(z1e% cos 3o+ Ss(r)e®® sin 3x],

/

kde s = max{m.n} (je-li P,,(x) =0.je s =n, je-li Q,(x) =0, je s = m)

a Re(x) a Ss(r) jsou vhodné polimomy stupné s s neznamymi koeficienty.
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huje jen kosinus nebo jen sinus. je nutné do feseni zahrnout Ry (x) i Se(x). tj.
¢4st s kosinem i sinem.

Pozndmka 2.8 i) I kdv? je P, (x) nebo Q. ixr) nulovy. tj. prava strana obsa-

i1) VEimnéte si, Ze typ 3 v sobé zahrnuje pro 3 =0tp 2 {cosOr = 1. sinOx = 0).
Dale typ 2 v sobé pro a = 0 zahmuje tvp 1 (b =11,

iii) Ve vech typech nesmime zapominat na fakror 2*: jeho opomenuti zptusobi,
7e pFi porovnavani koeficientn dostaneme sporny svstém linearnich rovnic.

iv) VEimnéte si, Ze u této metody lze najit partikuldrn{ reSeni jako prvni. tj.
i kdyz nezndme obecné feseni homogenni rovnice: zda je ¢islo a + Ji kofenem
charakteristické rovnice. ovéfiine dosazenim.

v) Lze dokézat. e dva kvazipolynomy — viz pozndmka 2.7 — se rovnaji pra-
vé tehdy., kdyvZ obsahuji tvtéz ¢leny s t¥miz koeficienty: jde o zobecnéni véty
o rovnosti dvou polynomu. Dikaz viz napf. 20. str. 38\ nasem piipadé tedy
budeme porovndvat koeficients u cosr. sinr. rcose. rsing atd.

~

vi) Z pFedchozich visledkn vyplivéd. Ze viechna releni nehomogenni rovnice
s konstantnimi koeficienty meajici na pravé strané kvazipolinom jsou opét kva-
zipolynomy. Tedy na jeji fefeni lze pouZit Laplaceovu transformacl — viz po-
znamka 2.7.

Priklad 2.13 Najdéte obecné Teleni rovnice
y'dy=e“cos2r. y0i=1. 410 =0.

Reseni: 1. Homogenni rovuice je

o —dy =10
jeji charakteristicka rovnice je
) -
/'\_ - —l — U
Jeji kofeny jsou A;» = =2i. Obecné fesenl ma tvar
y(r) = cre”¥ cos 2o — coe™ sin e = ¢ cos 20 — sin 2.

II. Pravé strana f{r) = €% cos2r je tferiho tvpu: piitom Plor) =1, m = 0.
Qx)=0. a=1 3=2 Tudizs=0 R =a Sj=0 Dalecslol+2i
neni kofenem charakteristické rovnice. tedy k = 0. Proto

yo(x) = 2% (ae® cos 20 — be¥ sin2ri = ae” cos 2 — be” sin 2.
Odtud
y, = ae¥cos2r—2actsin2r +be’sin2r — 2be’ cos2x =
= (a+2b)e’ cos2r — (b — 2aje’ sin 2.
yo = (a+2b)e® cos2r —2{a~2bje" sin2r = (b—2a)e” sin2x +

+2(b — 2a)e” cos 20 = (4b — 3a)e* cos 2 — (da + 3b)e” sin 2
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a po dosazeni vyjde
(4b — 3a)e” cos 2z — (4a + 3b)e” sin 20+
+ dae” cos2x + 4be* sin 20 = €” cos 2z,
t].
(a +4b)e” cos2x + (—4da + b)e” sin 2x = €” cos 2.

Porovnanim vyjde:

e cos2y a-+4b = 1.
e*sin2r @ —4da-+b=0.
Tato soustava ma jediné feSeni a = % b= % Partikuldrni TeSeni je
4 x i 4 x : 7
yola) = F€ cos2x + 1—_6 sin 2z
{ {

a obecné TeSeni nehomogenni rovnice je

. 1 . 4
y(xr) = c1c082r + cosin2r + Fél cos2r + IE
{ {

e” sin 2.

Nyni dosadime pocateéni podminky, Dostaneme

\ 1 16
yry=c+-—==1 — ¢ =—.
17 17
Déle vypocitame
1 2
1y ¢ ! f Pl v : I v ~ T 0
ylr) = —2cisin2r + 2cycos2r + 1—_—6 cos 21 — -1:6 sin2x +
{ i
]
+ —eFsin2r - —e’cos2r.
i {
Po dosazeni dostaneme
\ 1 8 9
y/(O):zCQ——_—‘——_:O — Cp = ——.
17 17 34
Hledané partikularni feSeni je
. 16 9 . 1 4
ylr) = —cos2r — —sin2r + —¢e” cos2r + Fel sin 2.
i . { i

Piiklad 2.14 Najdéte obecné Feeni rovnice y” =2y + 4/ = 2% +sinz.
J
Reseni: 1. Homogenni rovnice je

y/// L Qy” o lj/ —0.
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charakteristickd rovnice je
M2+ =0 = MNA-17=0.

Jeji kofeny jsou Ay = 0. Ao 3 = —1. TudiZ? obecné Tfeseni je
ylz) = c1€%% = 9T = e T =0y — coe T — c3re "L

II. I uréeni partikularniho tefeni nehomo”enni rovnice pouZijeme princip
superpozice — viz véta 2.3. Poloime fi(r) = 2. folz) =sinz.

Prvni ¢ast pravé stranv fi(r) = 2% je wwpu 1. kde n = 2. tedyv bude

2 " C e , - , .
Q(z) = ax® + bz + c. Protoze charakteristickd rovnice mé jednoduchy kofen 0.
je k= 1. Pak
/ 2 . . 3 2
y1(z) = vt(ax? +br —ci = ar® — br* = cr.

Odtud
v 2 B . / v Lq J
yp =3ax" +2br+c = y!=06ar+20 = y!' =6a
a po dosazeni méame

2

6a +12ar —1b = 3ar> = 2br —c = r

tj.
3ar? + (12a + 2b)x + 6a +~ 4b + ¢ = 2°
Porovnanim vyjde
i 3a=1 == a=3.
rty 12a+26=0 = b= -2.
2% 6a—db-c=0 = c=6.
Partikuldrni reSeni je
1. ,
v)= -1’ —2r —0a
y1(x) 3
Druhd ¢4st pravé strany fo(r) = sinx je tvpu 3. kde P{z) = 0. Q(r) =1

n=0,a=0 =1 atedvs=0. R(x)=a. S{r)=05 Protozecislo0+-1i=1
neni kotfenem charakteristické rovnice. je & = 0. Pak

ya(2) = 2%acosr — bsinr) = acosx = bsina.
Odtud
/ . 1" . T . "ne__ . . .
Yo = —asinz+bcosr = y, = —acosr—bsinr = Yy =asinr—bcosxw

a po dosazeni vyvjde

asina —bcosx —2acosay — 2bsiny — asine — beosa = sin .
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—2qcosy — 2bsina = sin .

Porovnanim vyvjde:

cosxr: —2a=0 == a=0,

sinr: —2b=1 — b=-1
Partikularni feSeni je

1.
ya () = —5sina.

Partikuldrni feSeni celé nasi rovnice je pak

( AT Y — .3 D) .2 - 1 n

y1(z) + yo(2) = —a” — 207 + 6 — —sinx

a obecné TeSeni je

I

)_ ,—‘T_l_.v_,lwg -712"1 3 .
ylr) =cy +coe™" +cgre™ " + PR + 6 — g sinz.

Poznamka 2.9 \ratme se k fyvzikdlni interpretaci rovnice

Y +ary +ary = f(z).

kde f(z) je kvazipolynom. Pokud vvjde & > 0, tj. je tfeba zvysit stupeil uvazo-
vanvch polynomt. jde o tzv. rezonanci. Homogenni rovnice popisuje tzv. vlastni
kmity soustavy. kdezto nehomogenni rovnice popisuje tzv. nucené kmity sousta-
vy. Prakticky Teceno. o rezonanci jde. pokud pravé strana nehomogenni rovnice
je Tesenim homogenni rovnice.

2.2.8 FEulerova rovnice

Jde o linedrni rovnici s nekonstantnimi koeficienty tvaru

ey L,y Y Ly S agy = fr), >0, (2.23)
kde a;. i=0..... n — 1. jsou realna cisla.
Tuto rovnici lze zavedenim nové nezavisle proménné ¢ vztahem z = e,

tj. t = Inx. prevést na linedrni rovnici s konstantnimi koeficienty. Oznacme
ylz) = yle') = u(t). tj. y(a) = u(lnz). Pro derivaci dostdvame podle pravidel
pro derivovani slozené funkce

, dy du dt . 1
dx dt  dx x
., dry d(i- %) di 1 . 1 die dt 1 1 . .1 1
Yy =g o FU | | = T U=~ 5 U
dr+ dx dr x T dt dox = « ¢

atd.
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Nap¥. pro rovnici druhého fadu

2 ,
2%y +arxy’ +agy = flx) (2.24)
vychézi
.
5 /.1 1 . 1 .
22 <u — - — u) —ari— = agu = fle').
r? o’ r
t].
i+ (a1 — 1u—apu = fle). (2.25)

coZ je skutetné rovnice s konstantnimi koeficienty. Tento vvsledek plati pro li-
bovolné n.
Obecné dostaneme rovnici

u b T - bl — by = flET). (2.26)

kde b e R, i =0.1..... n—1.
Je-liug(t)..... un, () fundamentalni systém rovnice (2.26). Ize snadno overit.
zeuy(Inx),. ... un (In ) je fundamentalni systém rovnice (2.23).

Vypodet vyEsich derivaci y je pomérné pracny. Je vSak mozné ziskat cha-
rakteristickou rovnici pfislugnou ke {2.26) piimo z koeficientd a; rovnice (2.23).
Napf. pro rovnici (2.25) je charakreristickd rovnice

2 X ‘ 3 .
Ma(ar—DA=a=0. 1. MA=1}+aA+a =0.

Skuteend obecné plati — viz 14. str. 130 Ze

A" + bn_1A72_1 —+ e by\ - bo = /\\/\ — 1 e lA=—n = :U—*—
Ldp NN =T A= =2 == AN = 1) = ar A+ ao.

Pouziti si ukédZeme na prikladu.
v 7 - v vy , . 2 5
Priklad 2.15 Najdéte obecné fedenf rovnice 2%y +r%y" + 32y’ — 8y = 0.

Resent: Polozme 1 = e'. Po transformaci vznikne linedrni homogenni rovnice,
jiz prisludi charakteristickd rovnice

AMA= 1A =2)—AA—1}=3A—8=0,

tj. »
220\ =4\ -8 =0.

Transformované roviice je tedy
U —2i—4u—8u=0.

Tu jsme viak ani nepotiebovali vypisovat.
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Charakteristickd rovnice méa celodiselny koren A; = 2 (ten lze najit postu-
pem uvedenvym napt. v [13. str. 68]). Po vydéleni kofenovym ¢initelem A — 2
dostaneme rovnici A2 + 4 = 0. kterd mé kofeny As 3 = £2i. Transformovand
roviice ma tudiz fundamentalni systém

ui(t) = €' ug(t) = cos2t. us(t) = sin 2t

a tedy puvodni rovnice mé fundamentalni svstém

ey

2) = wr(lne) =2 =27 yolr) = wa(lna) = cos2Inz,
3(r) =us(lnr) =sin2hna.

o

Obecné Tegeni nasl rovnice je

/ 2. : ' . :
ylr)=cr®=cycos2lna +cysin2na.

/

Poznéamka 2.10 Analogicky 1ze ziejmé postupovat 1 pro x < 0. pouze se zvoli
substituce @ = —e’. Ne vidyv je nutné provadét to prakticky. Nap¥. v predchozim
prikladu staci upravit vvsledek na tvar

S 2 b . 5
ylor)=cir” +cycoslua” +cgsinlna”,

ktery je definovany pro kazdé x 0.

Cviceni
1. Najdéte obecné feSeni rovnic vvEsich fadn

8) Z/// — % b\J y.T_- — 621 C) 1.21//// — (y//>2

d) y" = L(y//)s e) l.y(-i\; =yl £) (1 _%_le)y// +,’lj/2 +1=0
2. Najdéte obecné TeSeni nasledujicich rovnic. znéte-1i jedno resp. dvé partiku-

.2 , sinx
a)y' + -y Ty= nitl =
' r
foo 1
by oy’ —ay - [ 27— —) y =0
y 3,
. ,
, i + ) 5
)y + =y - =y=0pilr)=a
T x

d) day” =2y —y=0. plr)=cosyr
e) (v — 221y = (22 =2y =21 —2iy=0. plr)=e*
\

)

£y 23y = 322y — 6y — 6y =0. yiiv)=2x. yala) =2*

V nasledujicich prikladech najdéte obecné fefeni. a pokud jsou dany pocatecni
podminky. i prislusné partikuldrni feSeni.
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3a)y”+7y—3y—0 bl y' — 4y =0
)y’ =6y +9y=0 d) 3y’ +4y' =0. y(0)=0. y/(’O) = -
e) 2y’ +y —y=10 £y y' =2y —y=0 y(O)—° )=
g)y”’ —4y +13y =0 hyy" — 4y =3y =0 ,z/' ) —1 /():5
i)y -6y =0 ity =0, yi2)=3. y2)=-1
4. a) y”’ + 9y =0 byt =13y — 36y =0
c) y —8y" + 16y =0 diy" =3y =3y —y=0
e) G4y 8+481‘6 + 12y =y =0
f) y(") -y =0. y(0)=0.y (:O‘) =1. 40 =0 y"01=1 yti0)=2
5. Variace konstant
et y 1
a)y’ =2y +y=— by =y = —5—
€z ST
o ool 1 Y 2-2r
)y’ +3yY + 2= o oy =2y =
6. Specidlni pravé strany
a)y =6y +9y=22"—x+3 Dby -2 —2y=2x
o)y +4y =5y = 1 dy 2y — 5y =5r" =2 -1
)2 +y —y= By’ —y=e"
g) g — 4y + 1y = 3621 )y =7y —6y=-sinx
1) y'+y=-cosx iV y" — 3y — 2y =sin2r + cos 2
k) y" -+ 4y +4=xe" )y’ —dy=e"sin2r
m) y’ +y=xrsinz njy =3y —2y=a—e =1
o)y'+y=5- 3(0577 + e ply’ —y =201 —ux) yl0=0.y0)
Q) j(o) — 3y 2y =8y —12 11y =3y — 2y =sinr—2Zcosy
)y — 4y + 3 R try =2y =y = —2we”" yl0) =2
yi0r=1.y"0; =0
7. Eulerova rovnice
a) 2ty — 9y +21y=0 Dbjry' way —y=uv
1 y/ L 2 " 2/ / ; 3
)y =+ == Ay 2y =2y =2y =207 =0
xroa?u
e) 23y +ay —y=0 £) 2ty =6y sty —ay Fy = m?a—4
Vysledky:
1. a) 22 Injz| +c1 + cox + 522 b) —?2—; — oy — Cra = Cgat = ey — eyt 4 g

2 J— —
e 0 s T g 2 1] B 5.3
+crx”, C) C1 % — Col T C3 — Cl(l’ —Ccyilnr — ¢ di %\ (1 — 2ri® = cor + 3.

9 A o S o COSX
Ca. C . —Co—

&

) 5 = L e ]
e) cr+eartezrtesad oz’ f) -

()]

) 2

! 1 L s 2 R = . —_— ) :
b) 7;(61 cosx +cosina). ¢) e = Z.d) cpcosr—cosiny/ o, e) cret - co?.

A
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f) cre+con? +c323. 3. a) cre® +coe ™3 b) ¢1 cos 2w + 5 sin 2z, ¢) ¢1e3% 4 coze’®

- Lo —_ — _ —
Toe)cre T et ) creT T dcoze™ % 2e7 + ze v

Lok

—%2, 3 3, -
d) c1 +coe 3% T+ e

2(m—

D . D \ - ‘ I T o . .
g) cr1e”” cos 3r+cae”® sin3x. h) e cosrLteoe " sing: e ) (cos z—3 sin x),

1) c1+c0eb%. j) e1+cort 5—2. 4. a) ¢y cos 32 +co sin 3;1‘+C3, b) c1e?® 4+ coe~ 2 4

. N 9 — D .
+c3e3% + cye3%, ) (cl + cox)e™t + (e + cur)e” . d) (01 + o + c33?)e?,

e) (e + cor + c3x?) cos L + (cy + c57 — car?) sin S+oeor+egr, ) cret +ege®

u[H

T !

+e3c08w + cu8inx + c51 €” 4+ cosy — 2. 5. a) c1ef + core® + xe® In |z,
b) ¢1 cos2w+cysin2r—cos 2 In | sin ;z‘; — (o= % cotga)sin2z. ¢) cre™% +cpe 2

+{eT" + e ) In(e” + 1). d) ¢ + coa = cze ™ S Inlzl. 6. a) (o) + cox)ed® +

2 | 3 . | xr/ - : ; —5

+227 + o+ b)) efcrcosr + ey smI) — 2+ 1¢) ee” 4 cem — L
-2z 1. 3..2 : y 2 > T —x —

d) ¢y +coeT 3T - 51*3 — U+ gzT.e)creTt ope et f) cre” FcpeT — 5e77,

. 3.9 922 6z CB e 7 .

g) (c1+cox)e?™ = 22%e2 h) ¢ ~cge? +=psinr+=;cosx. i) ¢y cosrtcosina+
' ] .o . T 2r 1 IS SR N T 2 1 2x
+sasina. j) cie’ +cqe —zsin2r+ 5500820, k) (ep +car)e” J—(IG 55)e°%,
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2.3 Ukazky aplikaci rovnic vyssich 7adn

Rovnice vyssich Tada maji rozsdhlé aplikace. Pripomeiime jen. Ze se vyskytu-
ji v mechanice. teorii pruznosti. teorii elektrickvch obvodi a mnoha dalsich.
Na obalu monografie 14 je moZné najit nasledujici citat:
Fyzikdlnf zdkony se nejjednoduseji a nejpfirozendji formuluji ve tvaru di-
ferencidlnich rovnic: proto diferencidlui rovnice studovali nejvétdi mate-
matikové a matemari¢t{ frzikové od dob Newtonovyclh.
G. BIRKHOFF — G. C. ROTA

P11 studin dalSich predmétd reoretického zakladu inZenyra i predmétt speciali-
zace sl sami oveérite. Ze uvedeny citéat je pravdivy,

Neni mozné. aby v tomto omezeném textu bvly uvedeny viechny mozné
ukdzky aplikaci diferencidlnich rovnic. Omezime se pouze na jeden typ rovnice,
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na ktery vede rada dtlezitich uloh. Jde o rovnici linedrniho oscildtoru
y" +2ay’ + by =0. a>0.b>0. (2.27)

Je to homogenni linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi ko-
eficienty . VSimneme si nejprve tloh. které vedou na tuto rovnici.

1. Kmity pruziny.

Uvazujme pruzinu o tuhosti £ > 0. na niZ je zavéSena kulicka o hmotnosti
m > 0. Vychylenim z rovnovazné polohy zacue kulicka kmitat. Pfedpoklddejme
dale, Ze na pohyb pilisobi odpor. ktery je tmérny- okamzité rychlosti. Necht sou-
¢initel odporu je ¢ > 0. Oznatme y(t) vvchyvlku z rovnovdzné polohy v ¢ase ¢
— viz obr. 2.2. Pfedpokldaddame-li. ze jde 0 malé kmity. plyne z druhého Newto-
nova zakona, Ze

. . . c .k
my=-—cy—ky — yj-—y+—y=0;
m m

pritom ¢ je okamzitd rychlost a y je okamzité zrvchleni. Oznaéime-li

[k : ovniel (99
a= 5>, b= 4/, dostdvame pro y(t) rovnici (2.27).

2. Matematické kyvadlo

Uvazujme kulicku o hmotnosti m > 0 zavéSenou na vlakné délky [ > 0.
jehoZz hmotnost je zanedbatelnd. Vvchylenim z rovnovazné polohy zaéne kulicka
kmitat (v roving). Oznatme £(¢) dhlovou odchylku od rovnovézné polohy v ¢ase
t méfenou v radidnech — viz obr. 2.3. Na kulicku pusobi gravitaéni sila mg, kde
¢ je gravitacni konstanta. Jeji slozka odpovidajici sméru tecny ke kruznici je
—mg sin ¢. Oznacime-li délku oblouku na kruznici odpovidajici thlu ¢ jako s,

je s =lp, atedy § = dhd(ff) = [72. Z Newtonova zédkona pak mame

mlz = ~mgsin ;.
Pro malé dhly (J¢] < 5°) je siny = . Tedy

mlg = —mgy = S+

Oznacime-li \/Zg = b. dostavame pro p rovnici (2.27), kde a = 0.

Kdybychom uvazovali i odpor prostfedi. dostali bychom obdobné jako u pru-
Ziny rovnici (2.27), kde a > 0. V&mnéte si rovnéz, zZe ndhrada sing = ¢ je
vlastné linearizaci — viz str. 51.
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Obr. 2.2: Kmity pruZiny Obr. 2.3: Matematické kyvadlo

3. Elektricky obvod.

Uvazujme elektricky obvod, v némZ je rezistor o odporu R > 0 ohmi a in-
duktor o indukénosti L > 0 henry. V ¢ase t = 0 je k obvodu pfipojen kapacitor
o kapacité C' > 0 faradd nabit{ na hodnotu u(0) — viz obr. 2.4. OznaCme
i(t) proud v ampérech, ktery obvodem prochézi v ase t. Napéti na indukto-
ru, rezistoru a kapacitoru pii prichodu proudu i(t) je postupné Li'(t), Ri(t)
a & fotz(s) ds + u(0). Z druhého Kirchhoffova zdkona dostaneme

1 t
Li'(t) + Ri(t) + E/ i(s)ds+u(0)=0
0
a po derivaci a Gpravé

1 R 1
Lz’”+Rz"+—C—i=0 — i”+fi’+f5i:0.

vy . _ R 1 . e
Oznaéime-lia = 57, b= Tic dostaneme pro ¢ rovnici (2.27).

V&imneme si nyni podrobngji rovnice (2.27). Ta popisuje tzv. vlastni kmity
line4rniho oscildtoru. Charakteristickd rovnice je

A 2a)+ 0% =0.



2.3 Ukazky aplikaci rovnic vyssich radi 79

w(t)—— - q R

Obr. 2.4: Elektricky obvod

I. Jestlize a = 0, je

0=+0— 1b2
9

M =0 = A,= = +ib

a obecné reSeni ma tvar
y(x) = ¢y cosbr + cosinbr.

Jde o tzv. harmonicky linedrni oscildtor. \'zorec obecného TeSeni je s chledem
na aplikace obvykle vhodnéjsi upravit na jing tvar. Je-li y(r) netrividlni feSeni.
je ¢? + ¢3 > 0 (aspoii jeden koeficient je nenulovy). a tedy lze psat

C1 Co .

/.2 2 < 2 )

ylx) = /e + ¢35 : — cosbr + — sinbx
/e + c3 Vel + a3

Zvolme nyni uhel £ tak. aby

. C1 C2
sing = ——, 05y = —==——r.
2, 2 / 2
Ves + s Vet = c3

Takovy thel vzdy existuje. Oznafme jesté A = \/cf + 3 > 0. Pak

y(x) = A(sin pcosbr + cos ssinbr) = Asin(br + 7).

Pro A = 0 obsahuje tento vzorec i trividlni fegeni. Cislo A se nazyvé amplituda
a thel ¢ fdze. Tato rovnice popisuje harmonické kmity. Jde o netlumené kmity.

IL Je-li a? > b2, je

—2a £ v/4a? — 4b* T
Ao = - = —a=1+a?— b2,

coz jsou redlné rizné kofeny. Obecné TeSeni je

y(m) = Cle(*a+v a?—b)z . 026(—51—\/?17:52_)1‘
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Jde o neperiodické kmity, které nazyvame silné tlumené.

IT1. Je-li a? = b2, je
—2a £+/0

Moo= ———— = —q,
1.2 5

coz je dvojnasobny redlny kofen. Obecné TeSeni je

—ax

y(x) = (c1 + cax)e

Jde o neperiodické kmity, které se nazvvaji kriticky tlumené.

IV. Je-li a® < b2, je
/\1_2 =—a=x Z\/b2 - (12.

coz je dvojice komplexné sdruzenych kofent. Oznadime-li v/b? — a? = w > 0, je
obecné feSeni tvaru

axr

y(x) = cre7 ¥ coswr + coe™ "

T sinwr.
Analogicky jako u harmonického oscilatoru lze tento vysledek upravit na tvar

y(z) = de”““sin(wr + ). A >0.

Jde o periodické kmity, kters” se nazyvaji slabé tlumené (ovSem sama funkce
Ae™*F sin(wx + ) neni pro a # 0 periodicka!).

Pribéh feleni je zndzornén na obrazku 2.5.

Poznamka 2.11 Podobné vySetfovani nehomogenni rovnice tvaru
" : ! 2
Yy + 2ay’ + b7y = f(x)

vede na tzv. nucené kmity. o nichz jsme se zminili v poznamce 2.9 v souvislosti
s rezonanci. Zde ovsem vysledek podstatné zavisi na konkrétnim tvaru budiciho
WClenu f(z).
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