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ROZVOJ KOMBINACNIHO MYSLENI NA ZS



ULOHY Z KOMBINATORIKY

[ I -~ ~

Vyreste nasledujici ulohy.

Pokuste se je rozdelit do kombinatorickych
Kategorii.

Pojmenujte strategii, kterou jste pri reseni
oouzili.

Pokud vas jako prvni napadne reseni vzorcem,
oremyslejte nad tim, jak by postupoval zak.




ULOHY Z KOMBINATORIKY

Mame 2 druhy pohlednic, chceme vybrat 4
pohlednice. Kolik je moznosti vybéru?

Kolik trojcifernych Cisel delitelnych 12
vytvorime z Cislic O, 1, 3, 4, 5, 8, 97 Cislice se
nesmeji v zapisu Cisla opakovat.

Kolik anagramu lze vytvorit z pismen slova
MATEMATIKA?

Ve spolecnosti je 10 osob. Podaiji si ruce kazdy
kazdému. Kolik podani ruky to bude?



KOMBINACNI MYSLENI

Kombinatorika neni souc¢asti Ramcového
vzdélavaciho programu na ZS. Pfesto by se Zaci
na ZS méli setkavat s Glohami, které rozviji
kombinacéni mysleni.

Cilem pritom neni predkladat zakum
kombinatorické vzorce, které si maji pamétne
0sVvojit, ale prostrednictvim uloh rozvijet
schopnost tridéni a usporadani mnozin objektu
a schopnost postupného zobecnovani.



Pod pojmem ,kombinaéni mysleni“ na ZS tedy
rozumime:

schopnost uvédomovat si vztahy mezi zkoumanymi
objekty,

posoudit, zda vybrané skupiny jsou usporadané Ci
neusporadangé,

umet rozlisit, zda se ve skupinach prvky mohou
nebo nemohou opakovat,

umet zobecnovat a najit pravidlo pro urceni poctu
skupin dané ulohy.



Metodami prace na zakladni Skole jsou
predevsSim experiment s naslednym
zobecnénim a uziti grafického znazornéni.

Ucitel sam musi znat teoretickou podstatu,
avSak zakum ji nesdéluje, spise zakum pomaha
sledovat a vyslovovat obecné zakonitosti.



UKAZKA RESENI KOMBINATORICKE ULOHY VE 2,
ROCNIKU ZS

Zakum byla zadana dloha:

Mame dano 5 ruznych bodu A,B,C,D,E. Kolik
ruznych usecek je témito body dano?

Problém €. 1: ,Nevime, co je usecka.*

Rozjezd vlazny, zaci se s podobnym typem
ulohy drive nesetkali, nebyli si jisti tim, co a jak
maji delat.



UKAZKA RESENI KOMBINATORICKE ULOHY

Postupné vsak nachazel
systém, aktivita je
zacCinala bavit, byl
schopni zobecnovani.




UKAZKA RESENI KOMBINATORICKE ULOHY

Aktivita je pohltila, do
nasledujici hodiny si
pridavali dalsi a dalsi
bodly.




UKAZKA RESENI KOMBINATORICKE ULOHY

Byli schopni stale
vetsSiho systému a
zobecnovani




UKAZKA RESENI KOMBINATORICKE ULOHY:

VELKE FINALE
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KOMBINATORIKA

Kombinatorika je matematicka disciplina, ktera se
zabyva rozdélovanim, usporadavanim, vybérem
prvku z néjaké mnoziny.

v nejstarsich dochovanych textech ze staré Ciny a
Indie.

Skutecna kombinatorika vznika v 16. - 17. stoleti
v souvislosti s urcenim pravdépodobnosti vyhry
hazardnich her a je spojena se jmény napr. N.
Tartaglii, B. Pascala, P. Fermata.



K dalSimu vyvoji kombinatoriky v 18. stoleti
prispéli zejména J. Bernoulli, G. W. Leibniz, L.
Euler.

V soucasné dobé se kombinatorika prudce
rozviji, aplikace tzv. kombinatorické analyzy
zahrnuji, mimo jiné, ekonomické problémy.
Vyrazné je jeji vyuziti v teorii pravdepodobnosti,
statistice, teorii informaci, linearnim
programovani apod. Kombinatorické metody
hraji vyznamnou roli v teoretické matematice,

napr. v teorii grup.



Klasicka kombinatorika se zabyva otazkou
vybéru a rozmisténi prvku do tzv. konfiguraci

danyc

n prvku do skupin s ur€itymi vlastnostmi.

Nejjec

nodussi typy konfiguraci maji své

specifické nazvy - variace, permutace,

kombi

NacCe.



ULOHY

Uloha 1: Ctverec o strané 4 jednotky je
rozdelen rovhobezkami se stranami na 16
jednotkovych c¢tvercu. Urcete, kolik je v daném
obrazci Ctvercu.

K reseni jsme vyuzili komb. pravidlo souctu.

Pravidlo souctu: Jestlize A, A,, ..., A jsou
Konecné mnoziny, které maji po rade p,, pP,, ---
0. prvku a jsou-li kazdé dveé disjunktni, pak
nocet prvku sjednoceni téchto mnozin

A UALLLLUA L Je roven pytp,t... +p,..




Uloha 2: Uréete pocet vSech dvojcifernych éisel,

v jejichz dekadickém zapisu se kazda cislice
vyskytuje nejvyse jednou.

K reseni ulohy jsme vyuzili kombinatorické
pravidlo soucinu.

Pravidlo soucinu: Jestlize vybirame usporadané
k-tice Cisel, pricemz prvni ¢len muzeme vybrat
n, zpusoby, druhy n, zpusoby, ... k-ty ¢len n,
Zzpusoby, pak pocet vSech usporadanych k-tic je
roven n,.N,...n,.



Kamaradi hraji tenis systémem kazdy

s kazdym. Zvolte si postupné pocet hracu a
sledujte, jak se méni pocet zapasu v zavislosti
na poctu hracu.

V roviné je dano 5 riznych bodu, zadné tri

Z nich nelezi na jedné primce. Kolik ruznych
primek a kolik ruznych usecek je témito body
urceno?



VANV

Kolik stran a uhlopricek ma konvexni
petiuhelnik?

Kolik uhlopricek ma pravidelny sestiuhelnik (n-
uhelnik)?

Ve spolecnosti je 12 osob. Podaji si ruce kazdy
kazdému. Kolik podani ruky to bude?



Kolik zpusoby si muzete vybrat z osmi ruznych
zakusku dva ruzné zakusky?

Jsou dany useckya =6,4cm, b=4,7 cm, C =
50 mm, d = 32 mm. Vypocitejte obvody a
obsahy vsech obdélniku, jejichz stranami
mohou byt usecky a, b, ¢, d.

Zahradnik vypéstoval 8 druhu ruzi. Kolik ma
moznosti vybéru kytice ze tri druhu ruzi?



V turnaji bylo sehrano 28 zapasu. Kolik
druzstev se turnaje zucastnilo, jestlize hral
kazdy s kazdym pravé jednou?

Pét kamaradu A, B, C, D, E jelo stanovat. Méli
jeden stan pro dve osoby a jeden stan pro tri
osoby. Kolika zpusoby se mohli rozdélit?

Kuzelky jsou sestaveny do ctverce tak, ze

v kazdé rade jsou tri kuzelky. Pri hazeni kouli
muzeme shodit O az 9 kuzelek. Kolik je vsech
moznosti shozeni kuzelek?



Sest kamaradek A, B, C, D, E, F se rozhodlo, Ze
budou vytvaret vsechny mozné skupiny po
jedné, po dvou, po trech, po ctyrech, po péti.
Jak se mohly rozdélit? Kolik ruznych skupin
vzdy mohly vytvorit?

V roviné je dano 7 ruznych bodu, z nichz zadné
tfi nelezi v téze primce. Kolik ridznych
trojuhelniku je témito body urceno?



V roviné je dano 9 ruznych bodu, z nichz
zadnymi tremi neprochazi primka a zadnymi
ctyrmi neprochazi kruznice. Kolik ridznych
Kruznic je temito body urceno?

Jsou dany usecky délek 6 cm, 4 cm, 3 cm,

8 cm, 2 cm, 5 cm. Kolik ruznych trojuhelniku
muzeme pomoci téchto usecek sestrojit?



KOMBINACE BEZ OPAKOVANI

V predchazejicich prikladech nezalezelo na
poradi prvku a prvky se neopakovaly.

K-Clenna kombinace z n prvku je neusporadana
k-tice sestavena z téchto prvku tak, ze kazdy se
v ni vyskytuje nejvyse jednou. K-Clenna
kombinace z n prvku je k-prvkova podmnozina
N-prvkové mnoziny.



-

KOMBINACNI CiSLO

n
Symbol (kj se nazyva kombinacni Cislo. Pro
vSechna cela nezaporna cisla n,k, n<k plati:
ny _ n!
k kl(n—k)!

s Vv

Kombinacni Cislo se poprvé objevuje u L.
Eulera v 18. stoleti. Urcuje pocet k-prvkovych
podmnozin n-prvkové mnoziny.

Pro kazdé prirozené Cislo n definujeme n
faktorial takto: n!=n(n-1) ... 2.1, O!=1



Kolik ruznych viajek muzeme sestavit ze tri
ruznobarevnych vodorovnych pruhu, jsou-li
k dispozici latky barev: cervena, modra, bila,
zelena, zluta?

Kolik ruznych dvoutonovych signalu muzeme
vytvorit ze Ctyr tonu c, €, 8, h?



Kolik ruznych trojcifernych cisel muzeme
zapsat pomoci ¢islic 8, 7, 6, 5, 2, jestlize se

kazda cCislice vyskytuje v zapisu Cisla nejvyse
jednou? Kolik z techto cisel je sudych?

Kolik ruznych c¢isel muzeme sestavit z cislic 3,
5,4, 0,9, jestlize se kazda cislice vyskytuje
v zapisu cCisla nejvyse jednou? Kolik z nich je

nasobkem cisla 5?



Osm spoluzaku si slibilo, Ze si o prazdninach
poslou pohlednice. Kolik pohlednic tak bylo
rozeslano?

Ve skole mame 10 vyucovacich predmétu,
kazdy den mame 6 vyucovacich hodin.
Kazdému predmétu se ma vyucovat nejvyse
jednu hodinu denné. Kolika zpusoby Ize
sestavit rozvrh na jeden den?



Kolik prirozenych sesticifernych cisel, v jejichz
zapisu jsou vsechny cislice navzajem ruzné, Ize
zapsat pomoci vsech deseti cifer desitkové
soustavy?



VARIACE BEZ OPAKOVANI

V predchazejicich prikladech zalezelo na poradi
prvku, prvky se neopakovaly.

K-Clenna variace z n prvku je usporadana k-tice

sestavena z téchto prvku tak, ze kazdy se v ni

vyskytuje nejvyse jednou.

Pocet vSech k-Clennych variaci z n prvku je:
V(k,n) = n.(.n-1).(h-2)....(h-k+1)



Plati: V(k,n) = n. V(k-1, n-1). Ovérte.

Existuje vztah mezi vzorcem pro kombinace a
variace. Odvodte ho na nasledujici uloze:
Uloha 3: Ze StyF zavodniki vybirame trojici,
ktera a) obdrzi medaile, b) dostane zlatou,
stribrnou a bronzovou medaili.



PERMUTACE BEZ OPAKOVANI

Permutace bez opakovani jsou specialnim
ofipadem variaci bez opakovani.

Zaci mohou tedy tyto Ulohy feSit soub&zné.

Ovladaji-li vypocCty pro variace bez opakovani,
umi tim i permutace bez opakovani.



Zapiste vsechna trojciferna cisla, v jejichz
zapisu se vyskytuji ¢islice 5, 3, 8, kazda pravé
jednou.

Kolik lichych cCtyrcifernych cisel Ize sestavit
z Cislic 3, 4, 6, 7, jestlize se v zapisu Cisla

” v

vyskytuje kazda cislice pravée jednou?

Kolika zpusoby muzeme rozesadit 8 déti na
jedné dlouhé lavici?

Kolika zpusoby muzeme rozesadit 8 déti kolem
kulatého stolu?



Sest déti se presazuje ve Skolnich lavicich
kazdy den. Bude jim stacit na vSechna mozna
rozesazeni Skolni rok?

Kolik zpusoby muzeme posadit 10 hostu na 10
zidli?

Kolik ruznych vét o sedmi slovech muzeme
ziskat, mame-li k dispozici pravé 7 ruznych
slov? Pokuste se takovou vetu sestavit.



Permutace z n prvku je usporadana n-tice
sestavena z téchto prvku tak, ze se v ni

vyskytuje kazdy prvek pravée jednou.

Permutace z n prvku je kazda n-Clenna variace
Z téchto prvku.

Pocet permutaci:
P(n) =V(n,n)=n.(n - 1).(n -2).....3.2. 1=n!
Hodnoty faktorialu rostou velmi rychle.



Kral posila 6 spésnych zprav. Kazdy ze 3 poslu
muze dorucit libovolnou z nich. Kolik je
moznosti, jak muze rozdélit dopisy mezi kuryry?
Kolik znacek Morzeovy abecedy je mozno
vytvorit, sestavime-li tecky a carky do skupiny o
1-4 prvcich?

Kolik Ctyrcifernych cisel muzeme sestavit

Z Cislic 3 a 67



Kolik péticifernych cisel muzeme poskladat
zciferQ, 1, 2, 3, 4, 5, 6, pokud se cifry mohou
opakovat?

Kolik prirozenych ¢isel mensich nez 10° Ize
zapsat pouze pomoci cifer 7 a 9?



VARIACE S OPAKOVANIM

Predchazejici priklady patri do kategorie variace
S opakovanim.

K-Clenna variace s opakovanim z n prvku je
usporadana k-tice sestavena z téchto prvku
tak, ze se v ni kazdy prvek vyskytuje nejvyse k-
Krat.

Pocet variaci s opakovanim:
V™ (k,n) = nk



Kolika zpusoby muzeme sestavit 5 vagonu,
kdyz ve trech vagonech je pisek a ve dvou je
cement?

Kolik anagramu Ize vytvorit z pismen slova
MATEMATIKA?

Urcete pocet vsech anagramu, které Ize vytvorit
Zz pismen PARABOLA, pozadujeme-li, aby se ve
vytvoreném anagramu pravidelné stridaly
samohlasky a souhlasky.



Kolik ruznych anagramu muzeme ziskat ze
slova ROKOKO, nesméji-li v takovém anagramu
stat vsechna pismena O vedle sebe?

Pro 8 studentu je pripraveno ubytovani ve 3
pokojich, z nichz dva jsou trojluzkove, jeden
dvojluzkovy. Kolik je zpusobu rozdéleni do
jednotlivych pokoju?

Matka ma 2 stejna jablka, 3 stejné hrusky a 4
stejné pomerance. Kazdy den da synovi po
jednom kousku ovoce. Urcete, kolik je moznosti
vydeje.



PERMUTACE S OPAKOVANIM

Predchazejici priklady patrily do kategorie
nermutace s opakovanim.

Permutace s opakovanim z n prvku je
usporadana k-tice sestavena z téchto prvku
tak, ze se v ni vyskytuje kazdy prvek alespon
jednoul.

n!

k' kol ok,

P (Kky ks o r )



Na nasledujicim prikladé ukazte, jaky existuje
vztah mezi permutacemi a permutacemi s
opakovanim:
Z Cislic 1, 2, 3, 4 utvorte vsechna Ctyrciferna cisla.
Z Cislic 1, 2 utvorte vsechna cCtyrciferna cisla.



U stanku prodavaji tri druhy ¢okolad a Ales chce
koupit 5 ¢okolad. Kolik ma moznosti nakupu?

V sadé je 32 karet, 8 druhu, kazda ve Ctyrech
barvach. Kolika zpusoby muzeme vybrat 4 karty,
jestlize: a) rozlisujeme jen barvy, b) rozlisujeme
barvy i hodnoty karet?

Mezi 6 deti rozdelujeme 15 (stejnych) tenisovych
micku. Urcete pocet a) vsech moznych rozdéleni,
b) pocet vsech rozdéleni, pri kterych kazdé dité
dostane aspon jeden micek.



Mame 2 druhy pohlednic, z nich chceme vybrat
3 pohlednice. Kolik je moznosti vybéru?

Mame 2 druhy pohlednic, chceme vybrat 4
pohlednice. Kolik je moznosti vyberu?

Mame 12 druhu pohlednic. Kolika zpusoby Ize
provest nakup 8 pohlednic, kdyz jeden druh
muze byt zakoupen vicekrat?



KOMBINACE S OPAKQOVANIM

n -~ -~

Predchazejici ulohy spadaji do kategorie
kombinace s opakovanim.

VoV N e

Jedna se o nejnaroénéjsi priklady. Na ZS proto
volime ulohy tak, aby je zaci mohli resit
Intuitivne.

K-Clenna kombinace s opakovanim z n prvku je
neusporadana k-tice sestavena z téchto prvku

tak, ze se v ni kazdy prvek vyskytuje nejvyse k-
Krat.



Pocet kombinaci s opakovanim:

k' (k.m) (-n. + K [T 1‘)

n) =

. ’ o k

Toto Cislo také udava, kolika zpusoby muzeme

rozmistit k identickych predmétu do n
prihradek.



ZARAZOVANI KOMBINATORICKYCH ULOH DO
UCIVA ZS

Kombinatorické ulohy lze zarazovat prubézneé
do ruznych tematickych celku od 6. rocniku:

Numerace a pocetni vykony v oboru prirozenych
Cisel

Kolika zpusoby muzeme zaplatit 50 K¢ pomoci
minci: 20 K¢, 20 K¢, 5 K¢, 2 KC?

Doplinte mezi ¢tyri dvojky zavorky a znaménka
+, -, ., : tak, abyste dostali vysledek 1.



Délitelnost v oboru prirozenych Cisel
Urcete vsechny délitele Cisla 27 30.

Kolik trojcifernych prirozenych cisel sestavenych
z cislic O, 1, 2, 3, 5 je délitelnych péeti?

Algebraické vyrazy
Pascaluv trojuhelnik, binomicka véta
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